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Abstract. A mathematical model to predict the process of water
purification from impurities in rapid multilayer filter with piecewise-
homogeneous porous load, each layer of which has different coeffici-
ents of the filter, active porosity and diffusion, subject to constant
rate filtration is proposed. The algorithm for numerically-asymptotic
approximation of solution of the model problem for a filter that has
the shape of a curvilinear parallelepiped, bounded two equipotential
surfaces and four surfaces flow, separated by some given specified
of the equipotential surfaces on several subdomains, is developed.
The proposed model allows by conducting computer experiments to
obtain optimal use of the filtering materials and the increase in the
length work filters due to the choice of their form and and position
of surfaces of section.
Keywords: mathematical model, process of water purification, rapid
multilayer filter, piecewise-homogeneous porous load.

Резюме. Запропоновано математичну модель для прогнозува-
ння процесу доочистки води вiд домiшок у швидких багатоша-
рових фiльтрах з кусково-однорiдними пористими завантажен-
нями, кожен шар яких характеризується рiзними коефiцiєнтами
фiльтрацiї, активної пористостi i дифузiї домiшок у фiльтрацiй-
нiй течiї та осадi, адсорбованому на зернах завантаження, при
додержаннi сталої швидкостi фiльтрування. Отримано алгоритм
чисельно-асимптотичного наближення розв’язку вiдповiдної мо-
дельної задачi для фiльтру, який має форму криволiнiйного пара-
лелепiпеда, обмеженого двома еквiпотенцiальними поверхнями i
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чотирма поверхнями течiї та роздiлений деякими заданими еквi-
потенцiальними поверхнями на кiлька пiдобластей. Запропонова-
на модель дозволяє для заданої сталої швидкостi фiльтрування
шляхом проведення комп’ютерних експериментiв спрогнозувати
оптимальнi варiанти використання фiльтрувальних матерiалiв i
збiльшення тривалостi роботи фiльтрiв за рахунок вибору їх фор-
ми та положення поверхонь роздiлу.
Ключовi слова: математична модель, процес доочистки води,
швидкий багатошаровий фiльтр, кусково-однорiдне пористе за-
вантаження.

Вступ

Прiснi пiдземнi води широко використовуються для водопостачання, зро-
шення земельних угiдь та iнших видiв господарської дiяльностi. Попереднє
видалення нерозчинених i колоїдно-розчинених речовин (домiшок) з води
досягається шляхом її вiдстоювання. Наступним етапом пiдготовки води є
її фiльтрування, для чого у бiльшостi випадкiв використовуються швидкi
одношаровi i багатошаровi фiльтри iз завантаженнями з пiску i гравiю або
iнших фiльтруючих матерiалiв завдяки бiльш високiй швидкостi фiльтру-
вання [1–4].

Розробкою теоретичних основ очистки рiдин вiд домiшок шляхом їх
фiльтрування через пористi завантаження та подальшим її вдосконален-
ням займалося чимало вiтчизняних i зарубiжних вчених [5–12]. У якостi
математичної моделi процесу доочистки рiдини вiд домiшок вiтчизняними
дослiдниками найчастiше використовується модель Д. М. Мiнца при ста-
лiй швидкостi фiльтрування або деяка її модифiкацiя (вдосконалена мо-
дель). У [13] запропоновано просторове узагальнення математичної моделi
Д. М. Мiнца, яка є бiльш ефективною для проведення теоретичних дослi-
джень, нацiлених на оптимiзацiю параметрiв процесу фiльтрування (часу
захисної дiї завантаження, розмiрiв фiльтра тощо). У [14] її вдосконалено
шляхом введення додаткового рiвняння для визначення змiни активної по-
ристостi завантаження вздовж фiльтру. У [15] ще додатково враховано ди-
фузiю домiшок у осадi, адсорбованому на зернах завантаження. Математи-
чнi моделi у [13–15] описанi нелiнiйними сингулярно-збуреними крайовими
задачами (у моделях прийнято, що конвективнi компоненти масоперенесе-
ння й адсорбцiї переважають над вкладом дифузiйних процесiв й десорб-
цiї) i розв’язуються з використанням числово-асимптотичних методiв. При
цьому суттєвим є перехiд вiд початкової задачi для складної конфiгура-
цiї криволiнiйної областi (обмеженої поверхнями течiї й еквiпотенцiальни-
ми поверхнями) до задачi для вiдповiдної канонiчної областi комплексного
потенцiалу, яка має вигляд прямокутного паралелепiпеда.

Зростаюча вартiсть фiльтруючих матерiалiв вимагає проведення дослi-
джень для їх бiльш якiсного використання. Тому актуальною задачею є
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математичне моделювання процесу доочистки води вiд домiшок у багато-
шарових швидких фiльтрах з кусково-однорiдними пористими завантажен-
нями та прогнозування оптимальних варiантiв використання фiльтруваль-
них матерiалiв i збiльшення тривалостi роботи фiльтрiв за рахунок вибору
їх форми та положення еквiпотенцiальних поверхонь роздiлу шарiв.

1. Постановка задачi
Нехай маємо деяку модельну область Gz = ABCDA∗B∗C∗D∗ — одно-

зв’язний криволiнiйний паралелепiпед, обмежений гладкими, ортогональ-
ними мiж собою у кутових точках та по ребрах, двома еквiпотенцiальними
поверхнями ABB∗A∗ = {z = (x, y, z) : f1(x, y, z) = 0}, CDD∗C∗ = {z :
f2(x, y, z) = 0} i чотирма поверхнями течiї ADD∗A∗ = {z : f3(x, y, z) = 0},
BCC∗B∗ = {z : f4(x, y, z) = 0}, ABCD = {z : f5(x, y, z) = 0}, A∗B∗C∗D∗ =
= {z : f6(x, y, z) = 0} та роздiлений деякими заданими еквiпотенцiальними
поверхнями EsFsF∗sE∗s = {z : f∗∗s(x, y, z) = 0} (s = 1, p− 1) на p пiд-
областей G1

z = ABF1E1A∗B∗F∗1E∗1, Gsz = EsFsFs+1Es+1E∗sF∗sF∗s+1E∗s+1

(s = 2, p− 2), Gpz = Ep−1Fp−1CDE∗p−1F∗p−1C∗D∗ (рис. 1 а). Для областi
G = Gz × (0,∞) розглянемо модельну задачу, описану системами рiвнянь{

v⃗ = κ · grad φ, div v⃗ = 0; (x, y, z) ∈ Gsz, s = 1, p, (1)
(σ · C)′t = div (D · grad C)− v⃗ · grad C − α · C + β · U ;

(σ · U)′t = div (D∗ · grad U) + α · C − β · U, σ′t = −γ · U ;

(x, y, z) ∈ Gsz, s = 1, p

(2)

за крайових умов{
φ |ABB∗A∗ = φ∗, φ |CDD∗C∗ = φ∗;

φ′
n⃗ |ADD∗A∗∪BCC∗B∗∪ABCD∪A∗B∗C∗D∗ = 0,

(3)


C |ABB∗A∗ = c∗, C ′

n⃗ |CDD∗C∗ = 0;

C ′
n⃗ |ADD∗A∗∪BCC∗B∗∪ABCD∪A∗B∗C∗D∗ = 0;

U |ABB∗A∗ = u∗, U ′
n⃗ |CDD∗C∗ = 0;

U ′
n⃗ |ADD∗A∗∪BCC∗B∗∪ABCD∪A∗B∗C∗D∗ = 0,

(4)

початкових умов {
C |t=0 = c00, U |t=0 = u00, σ |t=0 = σ00 (5)

i умов узгодженостi на поверхнях роздiлу EsFsF∗sE∗s (s = 1, p− 1){
φ |EsFsF∗sE∗s−

= φ |EsFsF∗sE∗s+
= φ∗

∗s;

κs · φ′
n⃗

∣∣
EsFsF∗sE∗s− = κs+1 · φ′

n⃗

∣∣
EsFsF∗sE∗s+ , s = 1, p− 1,

(6)


C |EsFsF∗sE∗s−

= C |EsFsF∗sE∗s+
, U

∣∣
EsFsF∗sE∗s− = U

∣∣
EsFsF∗sE∗s+ ;

(σ · (C + U))′t
∣∣
EsFsF∗sE∗s− = (σ · (C + U))′t

∣∣
EsFsF∗sE∗s+ ;

Ds · C ′
n⃗ − vsn · C

∣∣
EsFsF∗sE∗s− = Ds+1 · C ′

n⃗ − vsn · C
∣∣
EsFsF∗sE∗s+ ;

D∗
s · U ′

n⃗

∣∣
EsFsF∗sE∗s− = D∗

s+1 · U ′
n⃗

∣∣
EsFsF∗sE∗s+ , s = 1, p− 1,

(7)
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де φ = φ(x, y, z) i v⃗ = v⃗(vx, vy, vz) — вiдповiдно потенцiал i вектор швид-
костi фiльтрацiї, φ∗ < φ < φ∗, 0 < φ∗ = φ∗

∗0 < φ∗
∗1 < φ∗

∗2 < ... <

< φ∗
∗p−1 < φ∗

∗p = φ* < ∞, |v⃗| =
√
v2x(x, y, z) + v2y(x, y, z) + v2z(x, y, z) >

> 0, κ — коефiцiєнт фiльтрацiї, κ =
{
κs, (x, y, z) ∈ Gsz, s = 1, p

}
, κs > 0

(s = 1, p), n⃗ — зовнiшня нормаль до вiдповiдної поверхнi, C = C(x, y, z, t)
i U = U(x, y, z, t) — вiдповiдно концентрацiї домiшок у фiльтрацiйнiй течiї
i осадi, адсорбованому на зернах завантаження, σ = σ(x, y, z, t) — активна
пористiсть, D — коефiцiєнт дифузiї домiшок у фiльтрацiйнiй течiї, D =
=
{
Ds, (x, y, z) ∈ Gsz, s = 1, p

}
, Ds = ε · ds, ds > 0 (s = 1, p), D∗ — коефiцi-

єнт дифузiї домiшок у осадi, D∗ =
{
D∗
s , (x, y, z) ∈ Gsz, s = 1, p

}
, D∗

s = ε ·d∗s,
d∗s > 0 (s = 1, p), α i β — коефiцiєнти, що характеризують обсяги адсорбова-
них i десорбованих за одиницю часу домiшок, α = {αs, (x, y, z) ∈ Gsz, s =
= 1, p

}
, β =

{
βs, (x, y, z) ∈ Gsz, s = 1, p

}
, βs = ε · β̄s (s = 1, p), γ — коефiцi-

єнт, що характеризує швидкiсть змiни активної пористостi завантаження,
γ =

{
γs, (x, y, z) ∈ Gsz, s = 1, p

}
, γs = ε · γ̄s (s = 1, p), αs = αs(x, y, z, t),

β̄s = β̄s(x, y, z, t) i γ̄s = γ̄s(x, y, z, t) (s = 1, p) — неперервнi обмеженi
функцiї, ε — малий параметр (ε > 0), c00 =

{
c0s, (x, y, z) ∈ Gsz, s = 1, p

}
,

u00 =
{
u0s, (x, y, z) ∈ Gsz, s = 1, p

}
, σ00 =

{
σ0s , (x, y, z) ∈ Gsz, s = 1, p

}
, c∗ =

= c∗(M, t), c0s = c0s(x, y, z), u∗ = u∗(M, t), u0s = u0s(x, y, z) i σ0s = σ0s (x, y, z)
(s = 1, p) — достатньо гладкi функцiї, узгодженi мiж собою на ребрах обла-
стi G [16], M ∈ ABB∗A∗, vsn (s = 1, p− 1) — нормальнi складовi швидкостi
вiдповiдно на поверхнях роздiлу EsFsF∗sE∗s (s = 1, p− 1).
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Рис 1. Двошарова просторова область фiльтрацiї Gz (а)
та вiдповiдна їй область комплексного потенцiалу Gw (б)

Аналогiчно [16] шляхом введення пари функцiй ψ = ψ(x, y, z), η =
= η(x, y, z) (просторово комплексно спряжених iз функцiєю φ(x, y, z)) та-
ких, що κ · gradφ = gradψ × grad η [17] i замiною останнiх чотирьох з
граничних умов (3) на умови ψ |ADD∗A∗ = 0, ψ |BCC∗B∗ = Q∗, η |ABCD = 0,
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η |A∗B∗C∗D∗ = Q∗, фiльтрацiйна задача (1), (3), (6) замiнюється бiльш за-
гальною прямою задачею на знаходження просторового аналогу кусково-
конформного вiдображення областi Gz на вiдповiдну область комплексно-
го потенцiалу — прямокутний паралелепiпед Gw = A′B′C ′D′A′

∗B
′
∗C

′
∗D

′
∗,

який роздiлено деякими поверхнями E′
sF

′
sE

′
∗sF

′
∗s (s = 1, p) на p пiдобла-

стей G1
w = A′B′E′

1F
′
1A

′
∗B

′
∗E

′
∗1F

′
∗1, Gsw = E′

sF
′
sF

′
s+1E

′
s+1E

′
∗sF

′
∗sF

′
∗s+1E

′
∗s+1

(s = 2, p− 2), Gpw = E′
p−1F

′
p−1C

′D′E′
∗p−1F

′
∗p−1C

′
∗D

′
∗ (рис. 1 б), де Gsw =

=
{
w = (φ,ψ, η) : φ∗

∗(s−1) < φ < φ∗
∗s, 0 < ψ < Q∗, 0 < η < Q∗

}
(s = 1, p),

φ∗
∗s (s = 1, p− 1), Q∗, Q∗ — невiдомi параметри, Q = Q∗ ·Q∗ — повна фiль-

трацiйна витрата. Припустимо, що ця задача є розв’язаною [16], зокрема,
знайдено поле швидкостей v⃗, параметри φ∗

∗s (s = 1, p− 1), Q∗, Q∗, Q та ряд
iнших величин. Здiйснивши замiну змiнних x = x(φ,ψ, η), y = y(φ,ψ, η),
z = z(φ,ψ, η) у рiвняннi (2) та умовах (4), (5), (7), отримаємо вiдповiдну

”
дифузiйну задачу“для областi Gw × (0,∞)

(σ̃ · c)′t = D ·
(
b1 · c′′φφ + b2 · c′′ψψ + b3 · c′′ηη + b4 · c′ψ + b5 · c′η

)
−

− ṽ
2

κ
· c′φ − α̃ · c+ β̃ · u, (σ̃ · u)′t = D∗ ·

(
b1 · u′′φφ + b2 · u′′ψψ+

+b3 · u′′ηη + b4 · u′ψ + b5 · u′η
)
+ α̃ · c− β̃ · u, σ̃′t = −γ̃ · u;

(φ,ψ, η) ∈ Gsw, s = 1, p,

(8)


c |φ=φ∗ = c̃∗, c

′
φ |φ=φ∗ = 0;

c′ψ |ψ=0 = c′ψ |ψ=Q∗ = c′η |η=0 = c′η |η=Q∗ = 0;

u |φ=φ∗ = ũ∗, u
′
φ |φ=φ∗ = 0;

u′ψ |ψ=0 = u′ψ |ψ=Q∗ = u′η |η=0 = u′η |η=Q∗ = 0,

(9)

{
c |t=0 = c̃00, u |t=0 = ũ00, σ̃ |t=0 = σ̃00, (10)

lim
φ→φ∗

∗s−0

c = lim
φ→φ∗

∗s+0

c, lim
φ→φ∗

∗s−0

u = lim
φ→φ∗

∗s+0

u;

lim
φ→φ∗

∗s−0

(σ̃ · (c+ u))′t = lim
φ→φ∗

∗s+0

(σ̃ · (c+ u))′t;

lim
φ→φ∗

∗s−0

(Ds · c′φ −κs · c) = lim
φ→φ∗

∗s+0

(Ds+1 · c′φ −κs+1 · c) ;

lim
φ→φ∗

∗s−0

D∗
s · u′φ = lim

φ→φ∗
∗s+0

D∗
s+1 · u′φ, s = 1, p− 1,

(11)

де c = c (φ,ψ, η, t) = C (x (φ,ψ, η) , y (φ,ψ, η) , z (φ,ψ, η) , t), u = u (φ,ψ, η, t),
σ̃ = σ̃ (φ,ψ, η, t), c̃∗ = c̃∗ (ψ, η, t), ũ∗ = ũ∗ (ψ, η, t), c̃00 =

{
c̃0s, (φ,ψ, η) ∈ Gsw,

s = 1, p
}
, ũ00 =

{
ũ0s, (φ,ψ, η) ∈ Gsw, s = 1, p

}
, σ̃00 =

{
σ̃0s , (φ,ψ, η) ∈ Gsw, s =

= 1, p
}
, α̃ =

{
α̃s, (φ,ψ, η) ∈ Gsw, s = 1, p

}
, β̃ =

{
β̃s, (φ,ψ, η) ∈ Gsw, s =

= 1, p
}
, γ̃ =

{
γ̃s, (φ,ψ, η) ∈ Gsw, s = 1, p

}
, br = {br,s, (φ,ψ, η) ∈ Gsw, s =

= 1, p
}
, (r = 1, 5), ṽ =

{
ṽs, (φ,ψ, η) ∈ Gsw, s = 1, p

}
, β̃s = ε · ˜̄βs, γ̃s = ε · ˜̄γs,

c̃0s = c̃0s (φ,ψ, η), ũ0s = ũ0s (φ,ψ, η), σ̃0s = σ̃0s (φ,ψ, η), α̃s = α̃s (φ,ψ, η, t), ˜̄βs =

= ˜̄βs (φ,ψ, η, t), ˜̄γs = ˜̄γs (φ,ψ, η, t), ṽs = ṽs (φ,ψ, η), br,s = br,s (φ,ψ, η) (r =

7
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= 1, 5), b1,s = φ′2
x+φ

′2
y+φ

′2
z = ṽ2s ·κ−2

s , b2,s = ψ′2
x+ψ

′2
y+ψ

′2
z, b3,s = η′2x+η

′2
y+η

′2
z,

b4,s = ψ′′
xx + ψ′′

yy + ψ′′
zz, b5,s = η′′xx + η′′yy + η′′zz (s = 1, p) [16].

2. Розв’язання задачi
Аналогiчно до [13–16] знайдено числово-асимптотичне наближення c =

=
{
cs, (φ,ψ, η) ∈ Gsw, s = 1, p

}
, u =

{
us, (φ,ψ, η) ∈ Gsw, s = 1, p

}
, σ̃ = {σ̃s,

(φ,ψ, η) ∈ Gsw, s = 1, p
}

розв’язку задачi (8)–(11) з точнiстю O(εn+1) у ви-
глядi таких рядiв

cs =

n∑
i=0

εi · cs,i +
n+1∑
i=0

εi · P̃s,i +
n+1∑
i=0

εi · ˜̃P s,i +
2n+1∑
i=0

εi/2 ·
⌢

P s,i+

+
2n+1∑
i=0

εi/2 ·
⌢
⌢

P s,i +
2n+1∑
i=0

εi/2 ·
⌣

P s,i +
2n+1∑
i=0

εi/2 ·
⌣
⌣

P s,i +Rs,n+1 (s = 1, p);

us =

n∑
i=0

εi · us,i +
n+1∑
i=0

εi · H̃s,i +

n+1∑
i=0

εi · ˜̃Hs,i +

2n+1∑
i=0

εi/2 ·
⌢

Hs,i+

+

2n+1∑
i=0

εi/2 ·
⌢
⌢

Hs,i +

2n+1∑
i=0

εi/2 ·
⌣

Hs,i +

2n+1∑
i=0

εi/2 ·
⌣
⌣

Hs,i +
⌣

Rs,n+1 (s = 1, p);

σ̃s =
n∑
i=0

εi · σ̃s,i +
n+1∑
i=0

εi · h̃s,i +
n+1∑
i=0

εi · ˜̃hs,i +
2n+1∑
i=0

εi/2 ·
⌢

hs,i+

+

2n+1∑
i=0

εi/2 ·
⌢
⌢

hs,i +

2n+1∑
i=0

εi/2 ·
⌣

hs,i +

2n+1∑
i=0

εi/2 ·
⌣
⌣

hs,i +
⌣
⌣

Rs,n+1 (s = 1, p),

де cs,i = cs,i(φ,ψ, η, t), us,i = us,i(φ,ψ, η, t), σ̃s,i = σ̃s,i(φ,ψ, η, t) (s = 1, p,
i = 0, n) — члени регулярних частин асимптотик, P̃s,i = P̃s,i(ϕ̃s−1, ψ, η, t),
H̃s,i = H̃s,i(ϕ̃s−1, ψ, η, t), h̃s,i = h̃s,i(ϕ̃s−1, ψ, η, t),

˜̃Ps,i =
˜̃Ps,i(

˜̃
ϕs, ψ, η, t),

˜̃Hs,i =

= ˜̃Hs,i(
˜̃
ϕs, ψ, η, t),

˜̃
hs,i =

˜̃
hs,i(

˜̃
ϕs, ψ, η, t) (s = 1, p, i = 0, n+ 1) — функцiї

типу примежового шару у околах φ = φ∗
∗s (s = 0, p) (поправки у околi

меж шарiв модельної областi),
⌢

P s,i =
⌢

P s,i(φ, ψ̃, η, t),
⌢

Hs,i =
⌢

Hs,i(φ, ψ̃, η, t),
⌢

hs,i =
⌢

hs,i(φ, ψ̃, η, t),
⌢
⌢

P s,i =
⌢
⌢

P s,i(φ,
˜̃
ψ, η, t),

⌢
⌢

Hs,i =
⌢
⌢

Hs,i(φ,
˜̃
ψ, η, t), ˜̃

hs,i =

=
˜̃
hs,i(φ,

˜̃
ψ, η, t),

⌣

P s,i =
⌣

P s,i(φ,ψ, η̃, t),
⌣

Hs,i =
⌣

Hs,i(φ,ψ, η̃, t),
⌣

hs,i =
⌣

hs,i(φ,

ψ, η̃, t),
⌣
⌣

P s,i =
⌣
⌣

P s,i(φ,ψ, ˜̃η, t),
⌣
⌣

Hs,i =
⌣
⌣

Hs,i(φ,ψ, ˜̃η, t),
⌣
⌣

hs,i =
⌣
⌣

hs,i(φ,ψ, ˜̃η, t)
(s = 1, p, i = 0, 2n+ 1) — функцiї типу примежового шару вiдповiдно у
околах ψ = 0, ψ = Q∗, η = 0, η = Q∗ (поправки на бiчних стiнках модельної
областi), ϕ̃s =

φ−φ∗
∗s

ε (s = 0, p− 1), ˜̃
ϕs =

φ∗
∗s−φ
ε (s = 1, p), ψ̃ = ψ√

ε
, ˜̃
ψ = Q∗−ψ√

ε
,

η̃ = η√
ε
, ˜̃η = Q∗−η√

ε
— вiдповiднi їм регуляризуючi перетворення (розтяги),

Rs,n+1(φ,ψ, η, t, ε),
⌣

Rs,n+1(φ,ψ, η, t, ε),
⌣
⌣

Rs,n+1(φ,ψ, η, t, ε) (s = 1, p) — зали-
шковi члени. Зокрема, для знаходження cs,i, us,i, σ̃s,i (s = 1, p, i = 0, n)
одержано формули

8
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cs,0 =


e−λ̃1,1(φ,ψ,η,t) · c̃∗(ψ, η, t− f̃1(φ,ψ, η)), t > f̃1;

e−λ̃s,1(φ,ψ,η,t) · cs−1,0(φ
∗
∗(s−1), ψ, η, t− f̃s(φ,ψ, η)), t > f̃s;

e−λ̃s,2(φ,ψ,η,t) · c̃0s(f̃−1
s (f̃s(φ,ψ, η)− t, ψ, η), ψ, η), t < f̃s,

us,0 =
1

σ̃0s
·

t∫
0

α̃s(φ,ψ, η,
⌢

t ) · cs,0(φ,ψ, η,
⌢

t )d
⌢

t + ũ0s, σ̃s,0 = σ̃0s (s = 1, p),

cs,i =



e−λ̃1,1(φ,ψ,η,t) ·
φ∫

φ∗

⌣
g1,i(

⌢
φ,ψ, η, t) · eλ̃1,1(

⌢
φ,ψ,η,t)d

⌢
φ, t > f̃1;

e−λ̃s,1(φ,ψ,η,t) ·
φ∫

φ∗
∗(s−1)

⌣
g s,i(

⌢
φ,ψ, η, t) · eλ̃s,1(

⌢
φ,ψ,η,t)d

⌢
φ+

⌣

g̃ s,i, t > f̃s;

e−λ̃s,2(φ,ψ,η,t) ·
t∫

0

⌣
⌣
g s,i(φ,ψ, η,

⌢

t ) · eλ̃s,2(φ,ψ,η,
⌢
t )d

⌢

t , t < f̃s,

us,i =
1

σ̃0s
·

t∫
0

g̃s,i(φ,ψ, η,
⌢

t )d
⌢

t , σ̃s,i =

t∫
0

˜̃gs,i(φ,ψ, η,
⌢

t )d
⌢

t (s = 1, p, i = 1, n),

де

λ̃s,1(φ,ψ, η, t) = κs ·
φ∫

φ∗
∗(s−1)

α̃s(
⌢
φ,ψ, η, f̃s(

⌢
φ,ψ, η) + t− f̃s(φ,ψ, η))

ṽ2(
⌢
φ,ψ, η)

d
⌢
φ,

λ̃s,2(φ,ψ, η, t) =

t∫
0

α̃s(f̃
−1
s (

⌢

t + f̃s(φ,ψ, η)− t, ψ, η), ψ, η,
⌢

t )

σ̃0s(f̃
−1
s (

⌢

t + f̃s(φ,ψ, η)− t, ψ, η), ψ, η)
d
⌢

t ,

⌣
g s,i(

⌢
φ,ψ, η, t) = κs ·

gs,i(
⌢
φ,ψ, η, f̃s(

⌢
φ,ψ, η)− f̃s(φ,ψ, η) + t)

ṽ2s(
⌢
φ,ψ, η)

,

⌣
⌣
g s,i(φ,ψ, η,

⌢

t ) =
gs,i(f̃

−1
s (

⌢

t + f̃s(φ,ψ, η)− t, ψ, η), ψ, η,
⌢

t )

σ̃0s(f̃
−1
s (

⌢

t + f̃s(φ,ψ, η)− t, ψ, η), ψ, η)
,

⌣

g̃ s,i =
⌣

g̃ s,i(φ,ψ, η, t) = e−λ̃s,1(φ,ψ,η,t) · cs−1,i(φ
∗
∗(s−1), ψ, η, t− f̃s(φ,ψ, η)),

gs,i = I(i, 1)·(ds · (b1,s · c′′(s,i−1) φφ + b2,s · c′′(s,i−1) ψψ + b3,s · c′′(s,i−1) ηη + b4,s×

×c′(s,i−1) ψ + b5,s · c′(s,i−1) η) +
˜̄βs · us,i−1 −

i∑
l=1

(σ̃s,l · c′(s,i−l) t + σ̃′(s,l) t · cs,i−l)),

g̃s,i = α̃s · cs,i + I(i, 1) · (d∗s · (b1,s · u′′(s,i−1) φφ + b2,s · u′′(s,i−1) ψψ+

9
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+b3,s · u′′(s,i−1) ηη + b4,s · u′(s,i−1) ψ + b5,s · u′(s,i−1) η)− ˜̄βs · us,i−1−

−
i∑
l=1

(σ̃s,l · u′(s,i−l) t + σ̃′(s,l) t · us,i−l)), ˜̃gs,i = −I(i, 1) · ˜̄γs · us,i−1,

f̃s = f̃s(φ,ψ, η) = κs·
φ∫

φ∗
∗(s−1)

σ̃0
s(

⌢
φ,ψ,η)

ṽ2s(
⌢
φ,ψ,η)

d
⌢
φ — час проходження вiдповiдною час-

тинкою шляху вiд точки (x(φ∗
∗(s−1), ψ, η), y(φ

∗
∗(s−1), ψ, η), z(φ

∗
∗(s−1), ψ, η)) ∈

∈ Gs−1
z до точки (x(φ,ψ, η), y(φ,ψ, η), z(φ,ψ, η)) ∈ Gsz вздовж вiдповiдної

лiнiї течiї, f̃−1
s — функцiя, обернена вiдповiдно до f̃s вiдносно змiнної φ

(s = 1, p), I(a, b) =
{
1, a > b;

0, a < b.

3. Результати числових розрахункiв
У ходi комп’ютерного експерименту пiд час моделювання процесу до-

очистки води вiд домiшок у швидкому двошаровому фiльтрi довжиною
1.5 м проведено дослiдження ефективностi використання фiльтруючих ма-
терiалiв завантаження у залежностi вiд вибору його форми i положення
поверхнi роздiлу. При цьому кожен шар фiльтру характеризується рiзни-
ми коефiцiєнтами фiльтрацiї κ1 = 8.5 м/добу, κ2 = 5.6 м/добу, активної
пористостi σ̃01 = 0.4, σ̃02 = 0.35 i дифузiї D1 = 0.0003 м2/добу,
D2 = 0.0002 м2/добу, D∗

1 = 0.000005 м2/добу, D∗
2 = 0.000002 м2/добу.

Форму першого модельного фiльтру описано поверхнями:

f11 (x, y, z) = (x− 4.0777343)2 + y2 + z2 − 0.3169799,

f12 (x, y, z) = x− 2,

f13 (x, y, z) = (x− 2)2 + (y − 6.1553671)2 + z2 − 41.8885438,

f14 (x, y, z) = (x− 2)2 + (y + 6.1553671)2 + z2 − 41.8885438,

f15 (x, y, z) = f16 (x, y, z) = (x2 − 4x+ y2 + z2)2 + 16y2 − 93.254834z2

i вибрано п’ять положень поверхнi роздiлу:

f∗1∗1 (x, y, z) = (x− 4.168968)2 + y2 + z2 − 0.7044223,

f∗1∗2 (x, y, z) = (x− 4.3073801)2 + y2 + z2 − 1.324003,

f∗1∗3 (x, y, z) =,

= (x− 4.7154278)2 + y2 + z2 − 3.3735479,

f∗1∗4 (x, y, z) = (x− 5.4580334)2 + y2 + z2 − 7.957995,

f∗1∗5 (x, y, z) = (x− 7.5521066)2 + y2 + z2 − 26.8258873.

Форму другого модельного фiльтру описано поверхнями:

f21 (x, y, z) = f12 (x, y, z), f
2
2 (x, y, z) = f11 (x, y, z), f

2
i (x, y, z) = f1i (x, y, z), (i = 3, 6)

i вибрано також п’ять положень поверхнi роздiлу:

f∗2∗i (x, y, z) = f∗1∗(6−i)(x, y, z), (i = 1, 2, 4, 5),

f∗2∗3 (x, y, z) = (x− 4.5748068)2 + y2 + z2 − 2.6296302.

10
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Функцiї f1i (x, y, z) (i = 1, 6) i f2i (x, y, z) (i = 1, 6) пiдiбранi так, щоб за-
безпечити вiдповiдно

”
монотонне розширення“ i

”
монотонне звуження“у

напрямку вiд його входу до виходу та взаємну ортогональнiсть граней
уздовж ребер i у кутових точках. У результатi побудовано розрахунко-
вi сiтковi областi G1

z i G2
z з рiзними положеннями поверхнi роздiлу при

n = n1 + n2 = 21, m = 9, l = 7, φ∗ = 0 (рис. 2). Значення φ∗ вибирали-
ся так, щоб середня швидкiсть фiльтрацiї вздовж двошарового пористого
середовища vсер(φ) становила 5 м/год (див. табл. 1). Для областей G1

z i
G2

z знайдено фiльтрацiйну витрату Q = 1.78 м3/год i значення потенцiа-
лу φ∗

∗ на поверхнях роздiлу (табл. 1) та обчислено величини швидкостей
фiльтрацiї (рис. 3) i функцiї bi(φ,ψ, η) (i = 1, 5).

à) á)

Рис 2. Розрахованi сiтковi областi G1
z (а) i G2

z (б)
з рiзними положеннями поверхонь роздiлу

Таблиця 1. Характеристики областей G1
z i G2

z при рiзних n1 i n2

№ n1 n2 φ∗
1,м φ∗

∗1,м tз1, год φ∗
2,м φ∗

∗2,м tз2, год
1 4 17 28.12 3.72 15 29.30 3.87 18
2 7 14 26.67 6.52 23 27.79 6.79 32
3 10 11 25.21 9.33 24 26.27 9.73 35
4 14 7 23.26 13.11 27 24.23 13.67 36
5 17 4 21.78 15.96 31 22.69 16.65 35
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Рис 3. Розподiл vсер(φ) вiдповiдно вздовж областей G1
z (а) i G2

z (б)
для рiзних положень поверхнi роздiлу

На рис. 4–6 представлено розподiли середнiх величин концентрацiй до-
мiшок cсер(φ, t) i uсер(φ, t) вiдповiдно у фiльтрацiйнiй течiї i осадi, адсор-
бованому на зернах завантаження, та середньої величини активної пори-
стостi σ̃сер(φ, t) завантаження фiльтру для областей G1

z i G2
z у момент ча-

су tз (табл. 1) при cкр = 0.00005 г/л, c∗ = 0.0005 г/л, c00 = 0, u00 = 0,
α̃1 = 0.43 − 0.05 · ṽ с−1, α̃2 = 0.28 − 0.023 · ṽ с−1, β̃s = 0.00001 · α̃s с−1

(s = 1, 2), γ̃1 = 0.000043 л/(г · с), γ̃2 = 0.000036 л/(г · с).
Згiдно результатiв експерименту найкращим iз запропонованих є вибiр

поверхнi роздiлу f∗2∗4 (x, y, z) для областi G2
z, при якому час захисної дiї

фiльтру становить 36 год, а найгiршим — вибiр поверхнi роздiлу f∗1∗1 (x, y, z)
для областi G1

z, при якому час захисної дiї фiльтру становить лише 15 год.
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Рис 4. Розподiл cсер(φ, t) вiдповiдно вздовж областей G1
z (а) i G2

z (б)
для рiзних положень поверхнi роздiлу у момент часу tз
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z (а) i G2

z (б)
для рiзних положень поверхнi роздiлу у момент часу tз

Висновки

Сформовано просторову математичну модель процесу доочистки води
вiд домiшок у багатошарових швидких фiльтрах з кусково-однорiдними
пористими завантаженнями, яка враховує зворотнiй вплив концентрацiй
домiшок, адсорбованих на зернах завантаження, на активну пористiсть.
Отримана модель дозволяє шляхом проведення комп’ютерних експеримен-
тiв спрогнозувати оптимальнi варiанти використання фiльтрувальних ма-
терiалiв та збiльшення тривалостi фiльтроциклу фiльтрiв за рахунок пiд-
бору їх форми та положення поверхонь роздiлу шарiв. Згiдно отриманих
результатiв комп’ютерних експериментiв моделювання процесу доочистки
води вiд домiшок у швидкому двошаровому фiльтрi найкращим iз запропо-
нованих є вибiр поверхнi роздiлу f∗2∗4 (x, y, z) для областi G2

z, що забезпечує

”
монотонне звуження“у напрямку вiд його входу до виходу, при якому час

захисної дiї фiльтру становить 36 год, а найгiршим — вибiр поверхнi роз-
дiлу f∗1∗1 (x, y, z) для областi G1

z, що забезпечує
”
монотонне розширення“ у

напрямку вiд його входу до виходу, при якому час захисної дiї фiльтру
становить лише 15 год.
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Abstract. In this paper, we consider a variational inequalities with
Lipschitz continuous pseudo-monotone operators. Quite a number of
operational research problems in applications can be stated in this
form. We propose new variant of mirror descent method (mirror-prox
algorithm) for solving the variational inequalities. This method can
be interpreted as the modification of two-step L. D. Popov algorithm
with the projection onto the feasible set in the sense of Bregman di-
vergence. Our method, like other mirror descent schemes, can effecti-
vely take into account the structure of the feasible set of the problem.
The main theoretical result is the proof of the theorem about the
convergence of the method. Several preliminary numerical experi-
ments have been also performed to illustrate the convergence of the
method.
Keywords: Variational inequality, Bregman divergence, Mirror-Prox
Algorithm, Convergence.

Резюме. В статтi розглядаються варiацiйнi нерiвностi з лiпши-
цевими та псевдомонотонними операторами. Велика кiлькiсть ва-
жливих прикладних задач дослiдження операцiй може бути сфор-
мульована у цiй формi. Для розв’язання варiацiйних нерiвностей
пропонується новий метод типу дзеркального спуску (дзеркально-
проксимальний алгоритм). Метод можна проiнтерпретувати як
модифiкацiю алгоритму Попова з використанням проектування
на допустиму множину у розумiннi вiдстанi Брегмана. Основний
теоретичний результат — теорема про збiжнiсть методу. Також
наведено результати декiлькох чисельних експериментiв.
Ключовi слова: варiацiйна нерiвнiсть, вiдстань Брегмана, дзер-
кально-проксимальний алгоритм, збiжнiсть.
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1. Introduction

There are a lot of interesting and actual problems in operation research
that can be written in the form of variational inequalities. The solving of
the last is the actively developing field of applied nonlinear analysis [1–9].
There are currently a lot of methods to solve variational inequalities, includi-
ng projection type methods, i.e. using a metric projection onto the feasible
set [1, 3, 10–13]. It’s known that in the saddle point search, Nash equilibri-
um problems the convergence of the most simple projection method requires
strengthened monotonicity conditions [1]. In the case of non-compliance there
are several approaches. One of them is a regularization of the original problem
in order to give it the desired property. In extra-gradient type methods fi-
rst proposed by G. M. Korpelevich [13] the convergence is achieved without
the modification of problems. The study of these methods was performed in
many papers [14–24]. In 2011, the authors in [16, 17] have replaced the second
projection onto any closed convex set in the extra-gradient method by one onto
a half-space and proposed the subgradient extra-gradient method for variational
inequalities in Hilbert spaces, see also [23, 24].

In 1980, L. D. Popov [25] proposed very interesting modification of Arrow-
Hurwicz scheme for approximation of saddle points of convex-concave functions
in Euclidean space. Let X and Y are closed convex subset of Euclidean spaces
Rd and Rp, respectively, and L : X×Y → R be a differentiable convex-concave
function. Then, the method [25] approximation of saddle points of L on X ×Y
can be written as 

x1 , x̄1 ∈ X , y1 , ȳ1 ∈ Y , λ > 0,
xn+1 = PX (xn − λL′

1(x̄n, ȳn)) ,
yn+1 = PY (yn + λL′

2(x̄n, ȳn)) ,
x̄n+1 = PX (xn+1 − λL′

1(x̄n, ȳn)) ,
ȳn+1 = PY (yn+1 + λL′

2(x̄n, ȳn)) ,

where PX and PY are metric projection onto X and Y , respectively, L′
1 and L′

2

are partial derivatives. Under some suitable assumptions, L.D. Popov proved
the convergence of this method. In recent works [26,27] proved the convergen-
ce of this algorithm for variational inequalities with monotone and Lipschitz
operators in infinite-dimensional Hilbert space, and proposed some modificati-
ons of this algorithm.

Euclidean distance and projection were used in all these methods. And often
this does not allow to take into account the structure of feasible sets and solve
problems effectively. A possible solution to the situation is a more flexible
selection of the distance for projection onto the feasible set. One of the first
successful implementations of this strategy is the work of L. M. Bregman [28]
proposed a cyclic non-Euclidean projection method for finding a common point
of convex sets. This work has opened the wide scientific field in mathematical
programming and nonlinear analysis.

The mirror descent method was proposed in the late 70-ies of the last century
by A. S. Nemirovski and D. B. Yudin for solving convex optimization problems
[29]. Since then the method has been widely used for solving large-scale problems
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[30–32]. For problems with constraints this method can be interpreted as a
variant of the subgradient projection method when projecting is understood in
the sense of Bregman divergence (Bregman distance) [32]. The mirror descent
method allows to take into account the structure of feasible set of optimization
problems. For example, for the probability simplex we can use the Kullback-
Leibler divergence that is the Bregman divergence built on negative entropy.
And then we have explicitly calculated projection operator on the simplex [32].
Versions of the mirror descent method for solving variational inequalities and
saddle problems based on the Korpelevich extra-gradient algorithm are studied
in [2, 30, 33–35]. These includes also stochastic methods [30,34].

In this paper we study a new version of the mirror descent method for
solving variational inequalities with Lipschitz continuous and pseudo-monotone
operators based on the two-step L. D. Popov algorithm [25–27].

The remainder of the paper is organized as follows. In Sect. 2 we formulate the
problem and introduce all necessary constructions. In Sect. 3 we propose a new
variant of mirror descent method (mirror-prox algorithm) for the variational
inequalities and consider several versions for solving more specific problems. The
convergence behavior of the proposed algorithm is studied in Sect. 4. In Sect.
5 we perform several numerical experiments to illustrate the computational
performance of the proposed algorithm. Finally, Sect. 6 contains concluding
remark.

2. Preliminaries
For any finite-dimensional real vector space E, we denote by E∗ its dual. We

denote the value of a linear function a ∈ E∗ at b ∈ E by (a, b). Let ∥·∥ denote
some norm on E (not necessary Euclidean) and ∥·∥∗ denote the norm on E∗,
which is dual to ∥·∥

∥a∥∗ = max {(a, b) : ∥b∥ = 1} .
Let C be a nonempty subset of space E, A be a operator, that acts from E

to E∗. Consider the variational inequality problem:

find x ∈ C such that (Ax, y − x) ≥ 0 ∀ y ∈ C. (1)

The set of solutions of the problem (1) is denoted S.
Assume that the following conditions are satisfied:

• the set C ⊆ E is convex and closed;
• operator A : E → E∗ is pseudo-monotone and Lipschitz continuous

with a constant L > 0 on C;
• the set S is nonempty.

Remark 1. Recall, that operator A on the set C is called pseudo-monotone if
for all x, y ∈ C from (Ax, y − x) ≥ 0 follows (Ay, y − x) ≥ 0 [1].

Consider, so-called, dual variational inequality [1]:

find x ∈ C such that (Ay, y − x) ≥ 0 ∀ y ∈ C. (2)

The set of solutions of (2) we will denote as Sd. Inequality (2) sometimes is
called weak or dual formulation of (1), and solutions of (2) – weak solutions
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of (1) [1]. Indeed, if A is pseudo-monotone we have that S ⊆ Sd. With our
conditions we have that Sd = S. Particularly, the set S is convex and closed [1].

We will set the construction necessary for algorithm formulation. Let function
φ : E → R = R ∪ {+∞} satisfies the condition [34]:

• φ is continuous and convex on C. Particularly, the set

Co = {x ∈ C : ∂φ (x) ̸= ∅}
is nonempty;

• φ is regular on Co, i.e. subdifferential ∂φ on the set Co has continuous
selector ∇φ;

• function φ is strongly convex with respect to the chosen norm ∥·∥ with
constant of strong convexity σ > 0:

φ (a) ≥ φ (b)− (∇φ (b) , a− b) +
σ

2
∥a− b∥2 ∀a ∈ C , b ∈ Co.

Remark 2. Such functions are called «distance generating functions» [34].

Remark 3. The minimization problem

(a, y) + φ (y) → min
y∈C

, a ∈ E∗,

has only one solution that lies in Co.

The Bregman divergence associated with φ is defined as

d (a, b) = φ (a)− φ (b)− (∇φ (b) , a− b) ∀a ∈ C , b ∈ Co.

Remark 4. Consider two main examples. If φ (·) = 1
2 ∥·∥

2
2, where ∥·∥2 is Eucli-

dean norm, we will have d (x, y) = 1
2 ∥x− y∥22. For probability simplex

Sm =

{
x ∈ Rm : xi ≥ 0,

m∑
i=1

xi = 1

}
and negative Boltzmann-Shannon entropy φ (x) =

∑m
i=1 xi lnxi (it is strongly

convex with respect to the ℓ1-norm on Sm) we obtain Kullback-Leibler di-
vergence (KL-divergence)

d (x, y) =

m∑
i=1

xi ln
xi
yi
, x ∈ Sm, y ∈ ri (Sm) .

Also it is performed useful 3-point identity [32]:

d (a, c) = d (a, b) + d (b, c) + (∇φ (b)−∇φ (c) , a− b) . (3)

From strong convexity φ we can estimate

d (a, b) ≥ σ

2
∥a− b∥2 ∀a ∈ C, b ∈ Co. (4)

Suppose, that we have an ability to solve effectively following strongly convex
minimization problems:

πx (a) = argmin
y∈C

{− (a, y − x) + d(y, x)} ∀a ∈ E∗, x ∈ Co.
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The point πx (a) in Euclidean case coincides with Euclidean metric projection

PC (x+ a) = argmin
y∈C

∥y − (x+ a)∥2 .

For probability simplex case Sm and KL-divergence we have [32]

πx (a) =

(
x1e

a1∑m
j=1 xje

aj
,

x2e
a2∑m

j=1 xje
aj
, . . . ,

xme
am∑m

j=1 xje
aj

)
, a ∈ Rm, x ∈ ri (Sm) .

Operator πx : E∗ → Co is called prox mapping.

3. The Algorithm

Let us describe the Mirror-Prox Algorithm for problems (1).

Algorithm 1. Mirror-Prox Algorithm for Variational Inequalities

Choose initial points x1 ∈ Co, y1 ∈ C, and number λ > 0. Generate the
sequence of elements xn, yn using iterative scheme

xn+1 = πxn (−λAyn) ,
yn+1 = πxn+1 (−λAyn) .

The rule how to choose the parameter λ we will specify in the next section.

Remark 5. If φ (·) = 1
2 ∥·∥

2
2, then Algorithm 1 takes the form [25,26,40,42]:{
xn+1 = PC (xn − λAyn) ,
yn+1 = PC (xn+1 − λAyn) .

We will show several specific versions of Algorithm 1.
Consider the variational inequality on the probability simplex:

find x ∈ Sm such that (Ax, y − x) ≥ 0 ∀ y ∈ Sm.

If we choose KL-divergence we obtain the next version of Algorithm 1:
xn+1
i =

xni exp(−λ(Ayn)i)∑m
j=1 x

n
j exp(−λ(Ayn)j)

, i = 1, . . . ,m,

yn+1
i =

xn+1
i exp(−λ(Ayn)i)∑m

j=1 x
n+1
j exp(−λ(Ayn)j)

, i = 1, . . . ,m,

where (Ayn)i ∈ R is i-th coordinate of vector Ayn ∈ Rm, λ > 0.
In network equilibrium problems, machine learning and game theory we have

to work with variational inequalities with direct products of scaled simplex’s

C =

p∏
k=1

rkSmk
⊆ R

∑p
k=1mk ,

where rkSmk
= {x ∈ Rmk : xi ≥ 0,

∑mk
i=1 xi = rk}, rk > 0, i.e. with problems

find x ∈
p∏

k=1

rkSmk
such that (Ax, y − x) ≥ 0 ∀ y ∈

p∏
k=1

rkSmk
. (5)
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From separable function

φ (x) =

p∑
k=1

φk (xk) =

p∑
k=1

mk∑
i=1

xk,i
rk

ln
xk,i
rk

,

where x = (x1, . . . , xp) =

x1,1, . . . , x1,m1︸ ︷︷ ︸
x1

, . . . , xp,1, . . . , xp,mp︸ ︷︷ ︸
xp

 ∈ R
∑p

k=1mk ,

we build Bregman divergence on
∏p
k=1 rkSmk

:

d (x, y) =

p∑
k=1

dk (xk, yk) =

p∑
k=1

mk∑
i=1

xk,i
rk

ln
xk,i
yk,i

.

Algorithm 1 for variational inequality (5) with such choose of Bregman di-
vergence takes the form:

xn+1
k,i = rk

xnk,i exp(−λrk(Ayn)k,i)∑mk
j=1 x

n
k,j exp(−λrk(Ayn)k,j)

, k = 1, . . . , p, i = 1, . . . ,mk,

yn+1
k,i = rk

xn+1
k,i exp(−λrk(Ayn)k,i)∑mk

j=1 x
n+1
k,j exp(−λrk(Ayn)k,j)

, k = 1, . . . , p, i = 1, . . . ,mk,

where (Ayn)k,i –
(∑k−1

t=1 mt + i
)
-th coordinate of vector Ayn ∈ R

∑p
k=1mk , λ >

0.
Notice, that if for some n ∈ N the equality is fulfilled

xn+1 = xn = yn (6)

then yn ∈ S and the following stationarity condition holds xk = yk = yn for all
k ≥ n. Indeed, the equality xn+1 = πxn (−λAyn) means that

(Ayn, y − xn+1) + λ−1 (∇φ (xn+1)−∇φ (xn) , y − xn+1) ≥ 0 ∀y ∈ C.

From (6) we have that (Ayn, y − yn) ≥ 0 ∀y ∈ C, i.e. yn ∈ S.
Further, we assume that for all numbers n ∈ N the condition (6) doesn’t hold.

In the following section the convergence of the sequences (xn), (yn) generated
by the Algorithm 1 is proved.

4. Main Results

We start the analysis of the convergence with the proof of important inequali-
ty for sequences (xn) and (yn), generated by the Algorithm 1.

Lemma 1. Let sequences (xn), (yn) be generated by the Algorithm 1, and let
z ∈ S. Then, we have

d (z, xn+1) ≤ d (z, xn)−
(
1−

(
1 +

√
2
) λL
σ

)
d (yn, xn)−

−
(
1−

√
2
λL

σ

)
d (xn+1, yn) +

λL

σ
d (xn, yn−1) . (7)
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Proof. We have (using twice the identity (3))

d(z, xn+1) = d(z, xn)− d(xn+1, xn) + (∇φ(xn+1)−∇φ(xn), xn+1 − z) =

= d(z, xn)− d(xn+1, yn)− d(yn, xn)−
− (∇φ(yn)−∇φ (xn) , xn+1 − yn) + (∇φ (xn+1)−∇φ (xn) , xn+1 − z) . (8)

From definition of points xn+1 and yn it follows that

λ (Ayn, z − xn+1) + (∇φ (xn+1)−∇φ (xn) , z − xn+1) ≥ 0, (9)

λ (Ayn−1, xn+1 − yn) + (∇φ (yn)−∇φ (xn) , xn+1 − yn) ≥ 0. (10)
Using inequalities (9), (10) for estimation in (8), we obtain

d (z, xn+1) ≤ d (z, xn)− d (xn+1, yn)− d (yn, xn) +

+λ {(Ayn−1, xn+1 − yn) + (Ayn, z − xn+1)} =

= d (z, xn)− d (xn+1, yn)− d (yn, xn) +

+λ {(Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn) + (Ayn, z − yn)} . (11)

Operator A is pseudo-monotone, so (Ayn, z − yn) ≤ 0. Using this inequality in
(11), we get

d (z, xn+1) ≤ d (z, xn)− d (xn+1, yn)− d (yn, xn) +

+λ (Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn) . (12)

Now we will estimate the term λ (Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn). We have

λ (Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn) ≤ λ ∥Ayn−1 −Ayn∥∗ ∥xn+1 − yn∥ ≤
≤ λL ∥yn−1 − yn∥ ∥xn+1 − yn∥ ≤

≤ λL

{
1

2
√
2
∥yn−1 − yn∥2 +

1√
2
∥xn+1 − yn∥2

}
≤

≤ λL

2
√
2

{√
2 ∥yn−1 − xn∥2 +

(
2 +

√
2
)
∥xn − yn∥2

}
+
λL√
2
∥xn+1 − yn∥2 =

≤ λL

2
∥yn−1 − xn∥2 + λL

1 +
√
2

2
∥xn − yn∥2 +

λL√
2
∥xn+1 − yn∥2 .(13)

Here we used elementary inequalities

ab ≤ ε2

2
a2 +

1

2ε2
b2 , (a+ b)2 ≤

√
2a2 +

(
2 +

√
2
)
b2.

After estimation the norms in (13) using inequality (4), we obtain

λ (Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn) ≤
λL

σ
d (xn, yn−1) +

+
λL

σ

(
1 +

√
2
)
d (yn, xn) +

λL

σ

√
2d (xn+1, yn) . (14)

Applying (14) in (12), we have

d (z, xn+1) ≤ d (z, xn)− d (xn+1, yn)− d (yn, xn)+

+λLσ−1d (xn, yn−1) + λLσ−1
(
1 +

√
2
)
d (yn, xn) + λLσ−1

√
2d (xn+1, yn) ≤
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≤ d (z, xn)−
(
1− λLσ−1

√
2
)
d (xn+1, yn)−

−
(
1− λLσ−1

(
1 +

√
2
))

d (yn, xn) + λLσ−1d (xn, yn−1) ,

i.e. the inequality (7). �
To prove the convergence we need next elementary fact.

Lemma 2. Let non-negative sequences (an), (bn) such that

an+1 ≤ an − bn.

Then exists the limit limn→∞ an ∈ R and
∑∞

n=1 bn < +∞.

Now we can formulate the main result.

Theorem 1. Let C ⊆ E is nonempty convex closed set, operator A : E → E∗

is pseudo-monotone and Lipschitz continuous with a constant L > 0 and S ̸= ∅.
Assume that λ ∈

(
0,
(√

2− 1
)
σ
L

)
. Then sequences (xn), (yn), that generated by

the Algorithm 1, converge to the solution z̄ ∈ C of the problem (1).

Proof. Let z ∈ S. Assume
an = d (z, xn) + λLσ−1d (xn, yn−1) ,

bn =
(
1− λLσ−1

(
1 +

√
2
))

(d (yn, xn) + d (xn+1, yn)) .

The inequality (7) takes the form

an+1 ≤ an − bn.

Then from Lemma 2 we can conclude, that it exists the limit

lim
n→∞

(
d (z, xn) + λLσ−1d (xn, yn−1)

)
and

∞∑
n=1

(
1− λLσ−1

(
1 +

√
2
))

(d (yn, xn) + d (xn+1, yn)) < +∞.

Wherefrom we obtain

lim
n→∞

d (yn, xn) = lim
n→∞

d (xn+1, yn) = 0 (15)

and convergence of sequence (d (z, xn)) for all z ∈ S. From (15) follows

lim
n→∞

∥yn − xn∥ = lim
n→∞

∥xn+1 − yn∥ = 0 (16)

and naturally
lim
n→∞

∥xn+1 − xn∥ = 0. (17)

From inequality
d (z, xn) ≥

σ

2
∥z − xn∥2

and (16) follows that sequences (xn), (yn) are bounded.
Consider the subsequence (xnk

), which converges to some point z̄ ∈ C. Then
from (16) follows that ynk

→ z̄ and xnk+1 → z̄. Show that z̄ ∈ S. We have

(Aynk
, y − xnk+1)+

1

λ
(∇φ (xnk+1)−∇φ (xnk

) , y − xnk+1) ≥ 0 ∀y ∈ C. (18)
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Passing to the limit (18) taking into account (17), we get

(Az̄, y − z̄) ≥ 0 ∀y ∈ C,

i.e. z̄ ∈ C.
Now we show that xn → z̄ (then from ∥xn − yn∥ → 0 it will follow that also

yn → z̄). It is known, that the limit

lim
n→∞

d (z̄, xn) = lim
n→∞

{φ (z̄)− φ (xn)− (∇φ (xn) , z̄ − xn)}

exists. Because the lim
n→∞

d (z̄, xnk
) = 0, so lim

n→∞
d (z̄, xn) = 0. Wherefrom we

have ∥xn − z̄∥ → 0. �
Remark 6. If σ = 1, so we can use the scheme:{

xn+1 = πxn
(
− 1

3LAyn
)
,

yn+1 = πxn+1

(
− 1

3LAyn
)
.

5. Computational experiments
This section studies the numerical behavior of Algorithm 1 on a test problem

which is related to the PageRank computation.
Consider the optimization problem on the probability simplex SN ⊆ RN :

find x ∈ SN such that ∥Ax− x∥∞ = min
ζ∈SN

∥Aζ − ζ∥∞, (19)

with a N ×N column-stochastic matrix A and the ℓ∞-norm ∥ · ∥∞.
We use game approach proposed in [36, 37] for original PageRank problem.

Using representation

∥Ax− x∥∞ = max
y∈B1

(y,Ax− x) , B1 =
{
y ∈ RN : ∥x∥1 ≤ 1

}
,

we transform the optimization problem (19) to the form of a saddle point
problem:

min
x∈SN

max
y∈B1

(y,Ax− x) = max
y∈B1

min
x∈SN

(y,Ax− x) . (20)

Saddle point problem (20) is equivalent to the variational inequality

find x ∈ SN , y ∈ B1 such that (A∗y − y, ζ − x) +

+(x−Ax, η − y) ≥ 0 ∀ ζ ∈ SN ∀ η ∈ B1. (21)

For solving the problem (21) we apply the Algorithm 1. In this case it takes
the form 

xn+1 = πSN
xn (λ (E −A∗) ηn) ,

yn+1 = πB1
yn (λ (A− E) ζn) ,

ζn+1 = πSN
xn+1

(λ (E −A∗) ηn) ,

ηn+1 = πB1
yn+1

(λ (A−E) ζn) ,

where πSN
x : RN → SN , πB1

y : RN → B1 are suitable prox mappings, λ > 0.
For the ℓ1-ball B1 we used only the Euclidean distance (Euclidean setti-

ng). For probability simplex SN we used Euclidean distance or KL-divergence
(Entropy setting). Column-stochastic matrices dimensionality 100 × 100,
1000 × 1000 and 2000 × 2000 are generated randomly. The projections onto
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Fig. 1. ∆n and # iter for N = 100, Euclidean–Euclidean,
elapsed time 0.26 sec

Fig. 2. ∆n and # iter for N = 100, Entropy–Euclidean,
elapsed time 0.25 sec

the simplex and ℓ1-ball are implemented by the efficient algorithm [38]. The
starting points x1, y1, ζ1 and η1 are chosen as (1/N, 1/N, ..., 1/N).

To illustrate the numerical behavior of Algorithm 1, we have performed
experiments for number of iterations (# iter). Figs. 1–6 describe the behavior
of

∆n = ∥Aζn − ζn∥∞
generated by Algorithm 1 for various stepsizes λ. In these figures, the y-axes
represent for value of ∆n while the x-axes are for number of iterations.

All programs are implemented on a Asus Laptop Intel(R) Pentium(R) CPU
B980 @ 2.40GHz 2.40 GHz, RAM 4.00 GB (using Code::Blocks environment
on C++ language).
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Fig. 3. ∆n and # iter for N = 1000, Euclidean–Euclidean,
elapsed time 26.682 sec

Fig. 4. ∆n and # iter for N = 1000, Entropy–Euclidean,
elapsed time 26.238 sec

6. Conclusion

In this paper we propose new variant of mirror descent method (mirror-
prox algorithm) for solving the variational inequalities with pseudo-monotone
operators. This method can be interpreted as the modification of two-step
L. D. Popov algorithm with the projection on the feasible set in the sense
of Bregman divergence. Our method, like other mirror descent schemes, can
effectively take into account the structure of the feasible set of the problem. The
main theoretical result is the proof of the theorem about the convergence of the
method. Several preliminary numerical experiments have been also performed
to illustrate the convergence of the method.
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Fig. 5. ∆n and # iter for N = 2000, Euclidean–Euclidean,
elapsed time 104.461 sec

Fig. 6. ∆n and # iter for N = 2000, Entropy–Euclidean,
elapsed time 103.510 sec

In one of the future work we plan to consider a randomized version of Algori-
thm 1 and carry out the corresponding convergence analysis. It will help to have
a progress in using this variant the mirror descent method for solving variational
inequalities of huge size. Randomized versions of the mirror descent method,
based on the extra-gradient algorithm are studied in [30,34].

Also it is interesting to obtain similar results for the equilibrium programmi-
ng problems [39–42].

In conclusion we note that, in our opinion, the proposed Algorithm is promi-
sing for the further investigation and can be used in practical applications.

This research is supported by the Ministry of Education and Science of
Ukraine (project 0116U004777) and grant of the State Fund For Fundamental
Research (President’s of Ukraine grant, project F74/24921).
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Resume. The application of cooperative game theory to assignment
problem is considered. Twо cooperation models are induced, in which
the most/less productive agents are exempt from work. Such models
are called

”
boss game“ and

”
housekeeper game“ respectively. For the

proposed models the Shapley value, the nucleolus and the τ -value are
calculated.
Keywords: Assignment problem, cooperative game, Shapley value,
nucleolus.

Резюме. Рассматривается применение теории кооперативных игр
к задачам о назначении. Вводятся две постановки задачи коопе-
рации, названные игрой в босса и домохозяина, в которых от
выполнения работ освобождается агент с максимальной/мини-
мальной продуктивностью соответственно. Для предложенных
моделей вычисляются вектор Шепли, n-ядро и τ -ядро.
Ключевые слова: Задача о назначении, кооперативная игра,
вектор Шепли, n-ядро.

Введение
Теория кооперативных игр рассматривает ситуации, в которых два или

более агента имеют своей целью увеличение собственной прибыли либо со-
кращения расходов путем кооперации. Одним из приложений кооператив-
ной теории игр является

”
новое прочтение“ классических оптимизационных

задач в предположении, что в ней участвуют несколько агентов с самосто-
ятельными интересами. В [1] дан обзор такого рода результатов и рас-
смотрена кооперация агентов в таких задачах, как задача линейного про-
граммирования, задачи теории расписаний, задача коммивояжера, задача
построения минимального остовного дерева, задача о размещении и др.

В данной статье рассматривается применение теории кооперативных игр
для исследования двух модификаций задачи о назначениях, названные
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игрой в домохозяина и игрой в босса. Статья имеет такую структуру. В
разделе

”
предварительные сведения“ дается определение задачи о назна-

чениях и на простом примере иллюстрируется необходимость перераспре-
деления заработка между агентами с целью достижения справедливости.
Затем дается определение и рассматриваются основные понятия коопера-
тивных игр, такие, как С-ядро, вектор Шепли, n-ядро и τ -ядро. Затем
точечные характеристики кооперативной игры (такие, как вектор Шепли,
n-ядро и τ -ядро) вычисляются в явном виде для

”
игры в домохозяина“ и

”
игры в босса“ .

1. Предварительные сведения. Задача о назначениях
Задача о назначениях является одной из основных задач комбинатор-

ной оптимизации. Она состоит в нахождении максимально (либо же мини-
мально) взвешенного паросочетания на двудольном графе с весами ребер.
В наиболее общей форме задача формулируется так: пусть есть n агентов
и n заданий. Нужно распределить задания для агентов так, чтобы каждый
агент выполнял ровно одно задание и каждое задание выполнялось ровно
одним агентом так, чтобы суммарная эффективность всех работ была бы
максимальной (либо же суммарные затраты были бы минимальными).

Наиболее известный алгоритм, решающий задачу о назначениях, в кото-
ром время решения задачи полиномиально относительно количества аген-
тов — это так называемый венгерский алгоритм или алгоритм Эгевари.

Однако, после решения задачи может оказаться, что оптимальное ре-
шение в определенной степени несправедливо по отношению к агентам.
Рассмотрим простой пример — задачу о назначениях 2× 2.

Работы
1 2

Агенты A
B

 6∗ 2

7 5∗



Очевидно, что назначение A на 1-ю работу, а B на 2-ю дает суммарную
эффективность 6 + 5 = 11, что больше, чем при другом возможном назна-
чении: 7+2 = 9. Таким образом, A получает 6, B получает 5. Это выглядит
несправедливо, поскольку B выполняет лучше все работы, чем A. Одним
из возможных способов устранения такого рода несправедливости — это
рассмотрение задачи о назначениях и перераспределение заработков.
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2. Кооперативные игры

Кооперативная игра — это пара (N,V ), где N = {1, ..., n} — конечное
множество игроков V — отображение V : 2N → R с условием V (ϕ) = 0.
Отображение ставит в соответствие каждой коалиции S ⊆ N действитель-
ное число V (S), называемое ценой S.

Ядром игры (N,V ) называется множество

C(V ) =
{
x ∈ RN |x(S) ≤ V (S)}

для всех S ⊆ N и x(N) = V (N), где x(S) означает
∑

j∈S xj .
Ядро игры может быть пустым.
Игра (N,V ) называется монотонной, если

V (S) ⊆ V (T ) для всех S, T ⊆ N таких, что S ⊆ T .
Игра (N,V ) называется супермодулярной (или супераддитивной), если

V (S
∪
T ) ≥ V (S) + V (T ) для всех S, T ⊆ N , S

∩
T = ϕ.

Игра (N,V ) называется выпуклой, если V (S) + V (T ) ≤ V (S
∪
T )+

+V (S
∩
T ) для всех S, T ⊆ N .

Вкладом игрока i в коалицию S называется величина

Add(i, S) = V (S
∪
i)− V (S).

Говорят, что игра (N,V ) обладает эффектом
”
снежного кома“ , если

Add(i, S) ≤ Add(i, T ) для всех S ⊆ T , i /∈ T .
Оказывается, что условие выпуклости и эффект

”
снежного кома“ экви-

валентны (см. например [2]), но как правило эффект
”
снежного кома“ более

легко проверить.
Решением кооперативной игры называется отображение

F : (N,V ) → RN . F ставит в соответствие каждой кооперативной игре
n-мерный вектор x⃗ = (x1, ..., xn), где i-я компонента xi означает заработок
i-го игрока.

Наиболее известным решением кооперативной игры является ВШ, вычи-
сляемый следующим образом

φi(N,V ) =
∑

S⊆N\i

s!(n− s− 1)!

n!
Add(i, S).

Данная формула имеет простую вероятностную интерпретацию — i-я
компонента ВШ — это вклад i-го игрока в

”
случайную коалицию случай-

ного размера“ . Это означает, что если вначале разыграть размер коали-
ции t согласно равномерного дискретного распределения от 0 до n− 1, за-
тем сформировать коалицию из t игроков, выбрав их случайным образом
из {N/i}, то величина φi(N,V ) будет равна математическому ожиданию
вклада i-го игрока в коалицию, разыгранную таким образом.

ВШ можно интерпретировать еще и по другому. Пусть π = (i1, ..., in) —
некоторая перестановка игроков, π(i) — позиция i-го игрока в
π, S(i, π) = {k |π(k) < π(i)} — множество предшественников i в π. Ока-
зывается, что i-я компонента ВШ — это вклад i-го игрока в коалицию,
состоящую из его предшественников, усредненный по всем возможным n!
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перестановкам, т.е.

φi(N,V ) =
1

n!

∑
π

Add(i, S(i, π)).

Оказывается, что если игра выпуклая, то ВШ всегда принадлежит ядру,
и более того, является

”
центром масс“ ядра в геометрическом смысле. Если

же игра не выпуклая, то, к сожалению, ВШ может не принадлежать ядру,
даже если ядро не пусто.

Другими известными решениями кооперативных игр являются n-ядро и
τ -значение.

3. τ -значение

Понятие τ -значения было введено в [3] как компромисс между макси-
мальными и минимальными заработками игроков в эффективном распре-
делении. Вектор M(v), называемый N -маргинальным вектором с коорди-
натами Mi := V (N) − V (N/i), равными маргинальными вкладам игроков
в гранд-коалицию. Это значит, что i-й игрок не может претендовать на
заработок больший, чем Mi. Действительно, пусть i-й игрок претендует на
Mi + ∆. Значит, суммарный заработок коалиции N/i равен V (N/i) − ∆.
Значит, у этой коалиции есть мотив выйти из гранд-коалиции и получить
больший заработок, равный V (N/i). Значение Rv(S, i) := V (S)−

∑
j∈S\iMj

называется остаточным заработком i-го игрока в коалиции S. Вектором
минимальных прав называется вектор с координатами
mi := max

S:i/∈S

(
V (S)−

∑
j∈S/iMj

)
. Это значит, что i-му игроку нельзя пла-

тить меньше, чем mi, поскольку в противном случае он подговорит членов
коалиции S0 = arg max

S:i/∈S

(
V (S)−

∑
j∈S/iMj

)
выйти из гранд-коалиции, по-

обещав каждому из них Mj , оставив себе mi.
τ -значение определяется как пересечение отрезка с концами в точках m⃗

и M⃗ и гиперплоскости эффективных решений
∑

i∈N xi = V (N).

4. n-ядро

Понятие n-ядра было введено в [4]. Его определение базируется на опре-
делениях эксцесса и лексикографического минимума.

Определение 1. Эксцессом коалиции называется величина

e(x, S) = V (S)−
∑
i∈S

xi, x⃗ ∈ D(V ), S ∈ 2N ,

где D(V ) — множество распределений x⃗ = (x1, ..., xn), удовлетворяющих
условию эффективности и индивидуальной рациональности, т. е.,∑

i∈N xi = V (N) и xi ≥ V (i), i = 1, n соответственно.
Эту величину можно интерпретировать как меру сожаления того, что

суммарный заработок коалиции недостаточно большой.
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Определение 2. Вектор x⃗ = (x1, ..., xn) лексикографически меньше, чем
y⃗ = (y1, ..., yn), если существует некоторое k ∈ {1, ..., n} такое, что xk < yk
и xi = yi для всех i < k.

Определение 3. n-ядром кооперативной игры называется эффективное
распределение x⃗ = (x1, ..., xn), для которого достигается лексикографиче-
ский эксцесс на множестве всех непустых коалиций S ∈ 2N\ϕ , выписанный
в убывающем порядке.

Оказывается, что для любой кооперативной игры n-ядро существует и
единственно. Кроме того, если C-ядро игры не пусто, то n-ядро гарантиро-
ванно принадлежит ему. Если C-ядро непусто, то n-ядро можно найти как
элемент C-ядра, приняв во внимание, что все эксцессы будут отрицатель-
ными. Тогда можно записать вспомогательную задачу максимизации ми-
нимума эксцессов, взятых с обратным знаком на множестве всех непустых
коалиций, которая по сути является задачей линейного программирования

Ψ(x⃗) = min
S∈2N/ϕ

(−ex (x⃗, S)) → max, x⃗ ∈ Core.

Если окажется, что решение данной задачи единственно, то это и есть
n-ядро. Если нет, то составляется редуцированная задача, допустимой
областью которой является множество оптимальных решений предыдущей
задачи и т.д.

5. Игра в домохозяина

Пусть задано кооперативную игру с множеством игроков N = {1, ..., n}
и пусть i-й игрок работает с продуктивностью ai. Не нарушая общности
рассуждений, можно упорядочить игроков в неубывающем порядке проду-
ктивностей, так, что a1 ≥ a2 ≥ ... ≥ an ≥ 0. Предположим, что в прои-
звольной коалиции S каждый из игроков данной коалиции, кроме одного,
например k-го, может работать с заданой продуктивностью при условии,
что k-й игрок освобожден от своей работы, т.е. работает с нулевой проду-
ктивностью. Данную ситуацию можно интерпретировать таким образом:
один из членов коалиции освобождается от работы для того, чтобы обеспе-
чить жизнедеятельность всей коалиции, например, работая поваром или
занимаясь обеспечением быта остальных игроков. Пусть освобожденный
игрок называется домохозяином, а соответствующая кооперативная игра
— игрой в домохозяина.

Такая игра может иметь интересную историческую интерпретацию. На
ранней стадии промышленной революции некоторые гильдии ремесленни-
ков следовали такой традиции для повышения культурного уровня рабо-
тников. Один из членов гильдии читал остальным вслух книги, в то время
как они работали. За это каждый из членов гильдии отдавал чтецу часть
своего заработка.

Легко видеть, что для каждой коалиции наилучшим решением будет
назначить домохозяином наименее квалифицированного члена. Назовем
наименее продуктивного члена коалиции домохозяином, а всех остальных
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— работниками. Таким образом, характеристическая функция игры имеет
вид

V (S) =
∑
i∈S

ai −min
i∈S

(ai) . (1)

Кооперативная игра с такой характеристической функцией обладает сле-
дующими свойствами:

1. Ядро игры не пусто.

Доказательство. Вектор платежей(a1, ...an−1, 0), в котором наи-
худший работник ничего не получает, а все остальные игроки по-
лучают величины, равные своим продуктивностям, принадлежит
ядру. �

2. Характеристическая функция игры обладает свойством суперадди-
тивности, т.е.,(

∀S1, S2, S1
∩
S2 = ϕ

)(
V (S1

∪
S2) ≥ V (S1) + V (S2)

)
.

Доказательство. Пусть a
′ , a′′ — минимальные продуктивности

игроков в S1, S2 соответственно. Тогда

V
(
S1
∪
S2

)
=

∑
i∈S1

∪
S2

(ai) − min
(
a′, a′′

)
,

V (S1) + V (S2) =
∑

i∈S1
∪
S2

(ai)− a′ − a′′ ≤ V (S1
∪
S2).

�
3. Условие выпуклости характеристической функции может наруша-

ться.

(∀S1, S2)
(
V (S1

∪
S2) + V (S1

∩
S2) ≥ V (S1) + V (S2)

)
.

Доказательство. Рассмотрим пример с тремя игроками. Пусть

a1 = a, a2 = b, a3 = c, a > b > c, S1 = {1, 3}, S2 = {1, 2},
тогда

S1
∪
S2 = {1, 2, 3}, S1

∩
S2 = {1},

V (S1
∪
S2) + V

(
S1
∩
S2

)
= (a+ b) + 0 = a+ b,

V (S1) + V (S2) = a+ a = 2a.

Таким образом, условие выпуклости нарушается. �

35



КООПЕРАТИВНЫЕ ИГРЫ В ЗАДАЧАХ ...

6. Вектор Шепли

Вначале предположим, что продуктивности никаких двух из игроков не
совпадают между собой, т.е., a1 > a2 > ... > an ≥ 0.

Вычислим ВШ, исходя из одного из определений, а именно как среднее
значение маргинальных вкладов, усредненное по всем возможым n! пере-
становкам игроков.

Пусть π = (i1, ..., in) — некоторая перестановка игроков, π(i) —
номер позиции игрока i в перестановке π, S (π, k) = {j|π (j) < π (i)} —
множество игроков, предшествующих k в перестановке π,
Add(k, π) = V (S(π, k)

∪
k) − V (S(π, k)) — маргинальный вклад игрока в

π (или, другими словами, приращение характеристической функции при
добавлении k в коалицию, состоящую из игроков, предшествующих ему в
перестановке π

σk =
1

n!

∑
π

Add(k, π). (2)

Обозначим компоненту ВШ k-го игрока через σk.
Вначале найдем σ1. Согласно (1), первый игрок вносит нулевой вклад

во все перестановки, в которых он стоит первым (т.е., π(1) = 1, доля та-
ких перестановок равна 1

n) и вклад a1 во все остальные перестановки (т.е.,
π(1) ̸= 1, доля таких перестановок равна n−1

n ), отсюда σ1 = n−1
n a1.

Найдем компоненты ВШ при k ≥ 2. Зафиксируем k и разобьем все мно-
жество перестановок на три непересекающиеся группы, образующие пол-
ную группу перестановок.

Первая группа — это перестановки, в которых π(k) = 1. Доля таких
перестановок равна 1

n и вклад k-го игрока в такие перестановки равен
Add(k, π) = 0.

Вторая группа — это группа, в которой среди игроков (k + 1), ..., n хотя
бы один стоит левее k (поскольку доля дополнительной группы, в которой
k стоит левее всех игроков (k+1), ..., n, равна 1

n−k+1 ), тогда искомая доля
перестановок равна n−k

n−k+1 .
Для всех перестановок второй группы k-й игрок, присоединяясь к коа-

лиции, становится работником, поэтому Add (k, π) = ak.
Третья группа — это перестановки, в которых k стоит не на первом

месте и все игроки (k+1), ..., n стоят правее k. Для любой перестановки из
данной группы всегда найдется по крайней мере один игрок из множества
{1, ..., k − 1}, стоящих левее k.

Разобьем множество перестановок третьей группы на k − 1 непересека-
ющихся подгрупп. В i-ю подгруппу отнесем все перестановки, в которых i
стоит левее k, а все игроки из множества {i+ 1, ..., k − 1; k + 1, ..., n} — пра-
вее (или формально π(i) < π(k) < π(j), j ∈ {i− 1, ..., k − 1}

∪
{k + 1, ..., n}).

Поскольку на множестве перестановок i-й подгруппы третьей группы на-
кладывается условие относительно взаимного расположения
(n − k + 1) игроков, причем позиции двух игроков (а именно i и k) фи-
ксированы, а порядок остальных игроков произвольный, то доля таких

36



C. И. ДОЦЕНКО

перестановок среди общего числа равна
(n− i− 1)!

(n− i+ 1)!
=

1

(n− i)(n− i+ 1)
.

Для всех перестановок третьей группы k-й игрок, присоединяясь к коа-
лиции, становится домохозяином, высвобождая i-го игрока, который пере-
ходит из домохозяина в работники, поэтому Add (k, π) = ai.

Таким образом,

σk =
n− k

n− k + 1
ak +

k−1∑
i=1

1

(n− i)(n− i+ 1)
ai. (3)

Заметим, что найденное как отдельный случай значение σ1 может быть
также найдено исходя из данной формулы, если полагать сумму равной
нулю в случае, когда нижний индекс суммирования превышает верхний.

Покажем теперь, что данная формула вычисления компонент ВШ при-
менима и в случае, когда некоторые из продуктивностей игроков совпада-
ют. Для этого достаточно показать, что σk = σk+1 при ak = ak+1 для всех
k ∈ {1, .., n− 1}.

Пусть a2 = a1, тогда σ2 = n−2
n−1a1 +

1
(n−1)na1 =

n−1
n a1 = σ1.

Пусть ak+1 = ak, k = 2, ..., n− 1, тогда

σk+1 =
n− k − 1

n− k
ak +

k∑
i=1

1

(n− i)(n− i+ 1)
ai =

=

[
n− k − 1

n− k
+

1

(n− k)(n− k + 1)

]
· ak +

k−1∑
i=1

1

(n− i)(n− i+ 1)
ai =

=
n− k

n− k + 1
ak +

k−1∑
i=1

1

(n− i)(n− i+ 1)
ai = σk.

Частные случаи (3) при n = 2, 3 и 4 имеют вид

n = 2 : σ1 = σ2 =
1

2
a1, n = 3 : σ1 =

2

3
a1, σ2 = σ3 =

1

6
a1 +

1

2
a2,

n = 4 : σ1 =
3

4
a1, σ2 =

1

12
a1 +

2

3
a2, σ3 = σ4 =

1

12
a1 +

1

6
a21 +

1

2
a3.

Заметим, что ВШ может и не принадлежать C-ядру. Действительно, пусть
n ≥ 3, a1 = 1; ai = 0, i = 2, ..., n. Тогда из (3) находим: σ1 = n−1

n ;

σi = 1
n(n−1) , i = 2, ..., n, и для коалиций, содержащих первого и любо-

го другого игрока, нарушается условие устойчивости:
(
σ1 + σi =

n−2
n−1

)
<

< (V (1
∪
i) = 1).

7. τ -ядро
Рассмотрим так называемый маргинальный вектор M(v) с координата-

ми Mi := V (N)− V (N/i), тогда M⃗ = (a1, a2, ..., an−1, an−1).
Вектор минимальных прав m(V ) — это вектор с координатами
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mi := max
S:i∈S

V (S)−
∑
j∈S/i

Mj

 . (4)

Вычислим компоненты данного вектора в явном виде.
Для n-го игрока все выражения, стоящие под знаком максимума в (4),

равны нулю, следовательно mn = 0

V (S)−
∑
j∈S\n

Mj =
∑
j∈S\n

aj −
∑
j∈S\n

aj = 0.

Вычислим остальные компоненты mi.
Пусть n /∈ S, тогда

V (S)−
∑
j∈S\i

Mj =

∑
j∈S

aj −min
j∈S

aj

−

∑
j∈S

aj − ai

 = ai −min
j∈S

aj .

Данное выражение достигает максимума, когда (n−1) ∈ S и равно ai−an−1.
Пусть n ∈ S, тогда

V (S)−
∑
j∈S\i

Mj =

 ∑
j∈S\n

aj

−

 ∑
j∈S\n

aj − ai + an−1

 = ai − an−1.

Таким образом, mi = ai − an−1,

m⃗ = (a1 − an−1, a2 − an−1, ..., an−2 − an−1, 0, 0) ,

l⃗ = M⃗ − m⃗ = (an−1, ..., an−1) ∼ (1, ..., 1).

τ -ядро находится как пересечение луча

p⃗ = m⃗+ l⃗t = (a1 − an−1 + t, ..., an−2 − an−1 + t, t, t)

и гиперплоскости эффективных решений

x1 + x2 + ...+ xn = V (N) = a1 + ...+ an−1

и равно

τ =

(
a1 −

an−1

n
, a2 −

an−1

n
, ...,

n− 1

n
an−1,

n− 1

n
an−1

)
.

8. n-ядро
Покажем, что в точке τ к тому же достигается и лексикографический

минимум эксцессов на наборе множеств 2N\N , упорядоченных в порядке
убывания.

Заметим, что
∑

i∈S τi =
∑

i∈S ai −
|S|
n an−1, тогда

ex (τ, S) = V (S)−
∑
i∈S

τi =
|S|
n
an−1 −min

i∈S
(ai).
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Данное выражение достигает максимума, равного − 1
nan−1 для всех

(n−1)-элементных коалиций, а для всех прочих коалиций значение эксцес-
са будет строго меньше, чем − 1

nan−1.
Пусть τ ′ — произвольный эффективный дележ, отличный от τ , тогда τ ′

можно представить в виде τ ′=τ+(u1, ..., un), где
∑
ui=0, |u1|+...+ |un|>0,

таким образом найдется такой индекс k, что uk > 0, тогда

ex(τ ′, N\k) = V (N\k)−
∑
i∈N\k

τ ′i = ex(τ,N\k) + uk = − 1

n
an−1 + uk.

Значит, в дележе τ ′ существует коалиция, в которой эксцесс превыша-
ет максимальный эксцесс в дележе τ . В силу произвольности выбора τ ′

приходим к заключению, что лексикографический минимум на множестве
упорядоченных в порядке убывания эксцессов достигается при дележе τ ,
т.е., τ является n-ядром для данной кооперативной игры.

9. Игра в босса

Пусть в игре, подобно ранее рассмотренной игре в домохозяина, прини-
мает участие n игроков с продуктивностями a1 ≥ a2 ≥ ... ≥ an ≥ 0. Пусть
первый игрок, который имеет максимальную продуктивность, назначае-
тся боссом. Босс сам ничего не производит, он лишь контролирует работу
остальных. Тогда характеристическая функция игры имеет вид

V (S) =
∑
i∈S

ai −max
i∈S

(ai) . (5)

Покажем, что такая характеристическая функция является выпуклой.
Для этого нужно проверить условие выпуклости

(∀S, T )
(
V (S) + V (T ) ≤ V

(
S
∪
T
)
+ V

(
S
∩
T
))

.

Подставляя (5) в данное неравенство, имеем∑
i∈S

ai−max
i∈S

ai+
∑
i∈T

ai−max
i∈T

ai ≤
∑

i∈S
∪
T

ai− max
i∈S

∪
T
ai+

∑
i∈S

∩
T

ai− max
i∈S

∩
T
ai.

Это равносильно неравенству

max
i∈S

ai +max
i∈T

ai ≥ max
i∈S

∪
T
ai + max

i∈S
∩
T
ai.

Заметим, что оба слагаемых в левой части неравенства не меньше, чем
второе слагаемое правой части, и, кроме того, либо первое, либо второе
слагаемое левой части равно первому слагаемому правой части, следова-
тельно, даное неравенство и равносильное ему условие справедливо.

Выпуклость функции (5) можно также доказать, доказав выполнение
эквивалентного условию выпуклости так называемого

”
эффекта снежного

кома“
(∀S ⊂ T, k /∈ T ) (Add(k, S) ≤ Add(k, T )) . (6)
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Для характеристической функции (2) маргинальный вклад игрока в коа-
лицию, если полагать, что максимум по пустой коалиции равен нулю, пред-

ставим в виде: Add(k, S) = min

(
max
i∈S

(ai) ; ak

)
. И поскольку (S ⊂ T ) ⇒(

max
i∈S

(ai) ≤ max
k∈S

(ak)

)
, то эффект снежного кома (6) и эквивалентное ему

условие выпуклости выполняется.

10. Вектор Шепли
Подобно предыдущему случаю предположим, что продуктивности ника-

ких двух из игроков не совпадают между собой, т.е., a1 > a2 > ... > an ≥ 0.
Снова вычислим ВШ, как среднее значение маргинальных вкладов, усре-
дненное по всем возможым n! перестановкам игроков.

Если в перестановке π хотя бы один игрок с номером, меньшим k, входит
в перестановку раньше k (т.е., (∃j) ((j < k) ∧ (π(j) < π(k))), то маргиналь-
ный вклад k в π равен Add(k, π) = ak и доля таких перестановок равна

1− 1

k
=
k − 1

k
.

Множества перестановок будем описывать с помощью вектора, в ко-
тором если элементы разделены точкой с запятой, то их взаимное ра-
сположение существенно, и запятой в противном случае, например, за-
пись (k+1; k; 1, ..., k−1) означает совокупность условий π(k+1)<π(k)<π(j),

j = 1, ..., k − 1. Доля таких перестановок равна (k−1)!
(k+1)! = 1

k(k+1) и
Add(k, π) = ak+1.

Доля перестановок вида (k + 2; k; 1, ..., k − 1, k + 1) равна
Add(k, π) = ak+2, и т.д., доля перестановок вида

(n; k; 1, ..., k − 1, .k + 1, ..., n− 1)

равна 1
(n−1)n и Add(k, π) = an и наконец, доля перестановок вида

(k; 1, ..., k − 1, k + 1, ..., n)

(т.е., перестановок, в которых k-й элемент стоит на первом месте, а порядок
остальных произвольный) равна 1

n и Add(k, π) = 0.
Поскольку все множество перестановок было разбито на непересекающи-

еся группы, образующие полную группу перестановок, то k-я компонента
ВШ равна сумме произведений долей перестановок на соответствующие
им маргинальные вклады

σk =
k − 1

k
ak +

n∑
j=k+1

1

j(j − 1)
aj . (7)

Покажем теперь, что данная формула вычисления компонент ВШ при-
менима и в случае, когда некоторые из продуктивностей игроков совпада-
ют. Для этого достаточно показать, что σk = σk+1 при ak = ak+1 для всех
k ∈ {1, .., n− 1}.
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Пусть ak+1 = ak, k = 1, ..., n− 1, тогда

σk+1 =
k

k + 1
ak +

n∑
j=k+2

1

j(j − 1)
aj =

=

[
k

k + 1
− 1

k(k + 1)

]
· ak +

n∑
j=k+1

1

j(j − 1)
· aj =

k − 1

k
ak+

+

n∑
j=k+1

1

j(j − 1)
aj = σk.

Частные случаи (7) при n = 2, 3 и 4 имеют вид
n = 2 : σ1 = σ2 =

1
2a2, n = 3 : σ1 = σ2 =

1
2a2 +

1
6a3, σ3 =

2
3a3,

n = 4 : σ1 = σ2 =
1
2a2 +

1
6a3 +

1
12a4, σ3 =

2
3a3 +

1
12a4, σ4 =

3
4a4.

11. n-ядро

В данной задаче нахождение формулы для вычисления n-ядра в сим-
вольном виде для произвольного числа игроков представляется затрудни-
тельным. Оказывается, что даже для случая трех игроков n-ядро вычисля-
ется по двум различным формулам в зависимости от соотношения параме-
тров ai. Воспользуемся формулой вычисления n-ядра для кооперативной
игры трех игроков в 0-1-редуцированной форме, которая была приведена
в [6, с. 316].

Пусть N = {1, 2, 3}, V (1) = V (2) = V (3) = 0, V (1, 2) = c3, V (1, 3) = c2,

V (2, 3) = c1, c1 ≤ c2 ≤ c3 ≤ 1, V (1, 2, 3) = 1. Тогда

Nc =



100
(
1
3 ,

1
3 ,

1
3

)
, if c1 ≤ c2 ≤ c3 ≤ 1

3 ;(
1+c3
4 , 1+c34 , 1−c32

)
, if c3 >

1
3 , c2 ≤

1−c3
2 ;(

c2+c3
2 , 1−c22 , 1−c32

)
, if c3 >

1
3 , c2 >

1−c2
2 , c2 ≤ 1−c3

2 ;(
1−2c1+2c2+c3

4 , 1+2c1−2c2+c3
4 , 1−c3

2

)
;

if c3 >
1
3 , c1 >

1−c3
2 , c1 + c2 ≤ 1+c3

2 ;(
1−2c1+c2+c3

3 , 1+c1−2c2+c3
3 , 1+c1+c2−2c3

3

)
;

if c3 >
1
3 , c1 >

1−c3
2 , c1 + c2 >

1+c3
2 .

(8)

Применительно к игре в босса c3 = a2
a2+a3

, c2 = c1 = a3
a2+a3

. Подставляя

данные значения c1, c2, c3 в (8), получаем, что первые три условия не мо-

гут выполняться ни при каких значениях a2, a3, а выполняются четвертое
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либо пятое условие при a3 ≤ 2
3a2 либо a3 > 2

3a2 соответственно. При этом

значение n-ядра исходной характеристической функции равно

Nc =


(
a2
2 + a3

4 ;
a2
2 + a3

4 ;
a3
2

)
, if a3 ≤ 2

3a2;(
2
3a2;

2
3a2; a3 −

1
3a2
)
, if a3 >

2
3a2.

(9)
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Abstract. We consider the method of finding a nearest pair of poi-
nts on two smooth curves in the Euclidean space, i.e., two points
which achieve the minimum distance between two curves, which uses
the model of physical interaction of material points with a given
potential energy. The Lagrange and Hamilton equations of motion
of points are obtained. Approximate integration of these equations
gives algorithms for approximation of the nearest pair.
Keywords: smooth curves, nearest pair, algorithm, dynamic system,
Lagrange equation, Hamilton equation.

Резюме. У роботi розглянуто метод пошуку найближчих пар на
двох гладких кривих в евклiдовому просторi, який використовує
модель фiзичної взаємодiї матерiальних точок iз заданою потен-
цiальною енергiєю. Одержано рiвняння Лагранжа та Гамiльтона
руху точок, наближене iнтегрування яких дає алгоритми апро-
ксимацiї найближчої пари.
Ключовi слова: гладкi кривi, найближча пара, алгоритм, ди-
намiчна система, рiвняння Лагранжа, рiвняння Гамiльтона.

1. Вступ

Нехай A, B — пiдмножини евклiдового простору Rn. Однiєю з популяр-
них оптимiзацiйних задач є пошук найближчих пар елементiв множин A,
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B (або обчислення вiдстанi мiж A i B):

знайти a0 ∈ A, b0 ∈ B : ∥a0 − b0∥ = min
a∈A, b∈B

∥a− b∥. (1)

Ефективне розв’язання задачi (1) є ключовим елементом у багатьох при-
кладних питаннях (наприклад, при створеннi планувальникiв маршрутiв у
робототехнiцi). Тому природно, що багато дослiдникiв придiляли свою ува-
гу задачi (1) для рiзних класiв множин [1–10].

У данiй роботi ми розглянемо задачу (1) для двох гладких кривих у
тривимiрному евклiдовому просторi та запропонуємо метод її розв’язан-
ня, який використовує модель фiзичної взаємодiї матерiальних точок iз
заданою потенцiальною енергiєю. Схожу iдею використати фiзичну силу
Кулона та рiвняння механiки Ньютона iз зв’язками, але для пошуку най-
ближчих пар на двох гладких кривих в евклiдовому просторi, реалiзовано
в методi

”
заряджених кульок“ [8–10]. Зауважимо, що мабуть найбiльш вi-

домим прикладом використання фiзичної аналогiї в оптимiзацiйнiй алго-
ритмiцi є загально вiдомий метод

”
heavy ball“ [11].

Використання формалiзмiв Лагранжа та Гамiльтона, якi досягли високо-
го рiвня розвитку в класичнiй механiцi, а надалi стали загально визнанною
вiдправною точкою для отримання рiвнянь у сучаснiй фiзицi, дозволяє ма-
ксимально узагальнити методи фiзичної аналогiї до згаданих вище задач
оптимiзацiї. Зокрема, на цьому шляху стало можливим реалiзувати iдею
застосування потенцiалiв довiльного типу в задачах оптимiзацiї, поставле-
них третiм автором даної роботи.

2. Постановка задачi та позначення

У 3-вимiрному евклiдовому просторi R3 розглянемо двi гладкi пара-
метризованi кривi

x⃗(α) = (x1(α), x2(α), x3(α)) , y⃗(β) = (y1(β), y2(β), y3(β)) ,

де x⃗, y⃗ : R → R3 — неперервно диферецiйовнi вектор-функцiї скалярних
параметрiв α, β вiдповiдно. Будемо шукати найближчi пари точок, що ле-
жать на кривих. Тобто, розглянемо задачу мiнiмiзацiї

∥x⃗(α)− y⃗(β)∥ → min
α, β

.

У роботi пропонується метод розв’язання цiєї задачi, який використовує
модель фiзичної взаємодiї матерiальних точок iз потенцiальною енергiєю
загального вигляду.

Щоб описати рух точки вздовж кривої у просторi, треба знати радiус-
вектор точки на кривiй x⃗(t) та її швидкiсть v⃗(t) = ˙⃗x(t) у будь який момент
часу t > 0. А оскiльки кривi параметризованi, то рух вздовж них можна
описати залежнiстю параметрiв α та β вiд часу t.

Нехай рух вiдбувається пiд дiєю сили притягання мiж точками, якi мо-
жуть рухатися тiльки вздовж просторових кривих, заданих параметрично.
Будемо вважати, що потенцiальна енергiя системи точок залежить тiльки
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вiд вiдстанi мiж ними

U = U (∥y⃗(β)− x⃗(α)∥) .

Потенцiальна енергiя може бути довiльною функцiєю r > 0, але має сенс
обмежитися таким вiдрiзком ряду Лорана по r

U(r) = U(∥y⃗ − x⃗∥) = q2

r
+ U0 + g · r + k2 · r2 + k3 · r3.

Далi отримаємо рiвняння Лагранжа та Гамiльтона руху цiєї системи двох
точок. Наближене iнтегрування задач Кошi для виведених диференцiаль-
них рiвнянь дає алгоритми апроксимацiї найближчої пари. Результати об-
числювальних експериментiв та деякi узагальнення будуть представленi
найближчим часом в iншiй публiкацiї.

3. Функцiя Лагранжа з дисипацiєю енергiї

Введемо такi позначення: L0 — функцiя Лагранжа без дисипацiї енер-
гiї; L — функцiя Лагранжа з дисипацiєю енергiї; r⃗(α, β) = y⃗(β) − x⃗(α) —
радiус-вектор мiж двома точками на заданих кривих. Для похiдних будемо
використовувати позначення

x⃗ ′
α =

dx⃗

dα
, y⃗ ′

β =
dy⃗

dβ
та x⃗ ′′

α =
d2x⃗

dα2
, y⃗ ′′

β =
d2y⃗

dβ2
.

Тодi функцiя Лагранжа вiд узагальнених координат α, β та швидкостей α̇,
β̇ буде мати вигляд

L0(α, α̇;β, β̇) =
mα

2

∥∥x⃗ ′
α

∥∥2 α̇2 +
mβ

2

∥∥y⃗ ′
β

∥∥2 β̇2 − U(r), (2)

де r = ∥r⃗∥, mα > 0, mβ > 0.
Дисипацiю енергiї введемо через експоненцiальний коефiцiєнт [13]

L(α, α̇;β, β̇; t) = eλtL0(α, α̇;β, β̇), (3)

де λ — додатня константа.

Зауваження 1. Функцiя Лагранжа (3) описує рух взаємодiючих частинок
з масами mα, mβ , на якi, крiм того, дiють сили тертя, що пропорцiйнi
швидкостям частинок.

4. Рiвняння Лагранжа

Отримаємо рiвняння руху Лагранжа [12,13] для нашої системи двох ча-
стинок

d

dt

(
∂L
∂q̇ν

)
− ∂L
∂qν

= 0. (4)
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Знайдемо похiднi
∂L
∂qν

,
∂L
∂q̇ν

та
d

dt

(
∂L
∂q̇ν

)
. Маємо



∂L
∂α

= eλt
∂L0

∂α
,

∂L
∂β

= eλt
∂L0

∂β
,

∂L
∂α̇

= eλt
∂L0

∂α̇
,

∂L
∂β̇

= eλt
∂L0

∂β̇
,

d

dt

(
∂L
∂α̇

)
=

d

dt

(
eλt

∂L0

∂α̇

)
,

d

dt

(
∂L
∂β̇

)
=

d

dt

(
eλt

∂L0

∂β̇

)
.

(5)

У функцiї Лагранжа L0 без дисипацiї (2) вiд параметра α залежить перший
та третiй доданок. Отже, маємо

∂L0

∂α
=

∂

∂α

(mα

2

∥∥x⃗ ′
α

∥∥2 α̇2 − U(r)
)
=

= mα⟨x⃗ ′′
α , x⃗

′
α⟩α̇2 +

1

r

∂U

∂r
⟨y⃗ − x⃗, x⃗ ′

α⟩.
(6)

Аналогiчно,

∂L0

∂β
= mβ⟨y⃗ ′′

β , y⃗
′
β⟩β̇2 −

1

r

∂U

∂r
⟨y⃗ − x⃗, y⃗ ′

β⟩. (7)

У функцiї Лагранжа L0 вiд α̇ залежить лише перший доданок. Маємо

∂L0

∂α̇
= mα

∥∥x⃗ ′
α

∥∥2 α̇. (8)

Аналогiчно,

∂L0

∂β̇
= mβ

∥∥y⃗ ′
β

∥∥2 β̇. (9)

Обчислимо похiдну за часом вiд ∂L0
∂α̇

d

dt

(
∂L0

∂α̇

)
= mα

d

dt

(∥∥x⃗ ′
α

∥∥2 α̇) =

= mα

(
d

dt

(∥∥x⃗ ′
α

∥∥2) α̇+
∥∥x⃗ ′

α

∥∥2 α̈) =

= mα

(
2⟨x⃗ ′′

α , x⃗
′
α⟩α̇2 +

∥∥x⃗ ′
α

∥∥2 α̈) .
(10)

Аналогiчно обчислимо похiдну за часом вiд ∂L0

∂β̇

d

dt

(
∂L0

∂β̇

)
= mβ

(
2⟨y⃗ ′′

β , y⃗
′
β⟩β̇2 +

∥∥y⃗ ′
β

∥∥2 β̈) . (11)
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Пiдставляючи (6)–(11) в (5), отримуємо

∂L
∂α

= eλt
(
∂L0

∂α

)
= eλt

(
mα⟨x⃗ ′′

α , x⃗
′
α⟩α̇2 +

1

r

∂U

∂r
⟨y⃗ − x⃗, x⃗ ′

α⟩
)
,

∂L
∂β

= eλt
(
∂L0

∂β

)
= eλt

(
mβ⟨y⃗ ′′

β , y⃗
′
β⟩β̇2 −

1

r

∂U

∂r
⟨y⃗ − x⃗, y⃗ ′

β⟩
)
,

∂L
∂α̇

= eλt
∂L0

∂α̇
= eλtmα ∥x⃗ ′

α∥
2 α̇,

∂L
∂β̇

= eλt
∂L0

∂β̇
= eλtmβ

∥∥∥y⃗ ′
β

∥∥∥2 β̇,
d

dt

(
eλt

∂L0

∂α̇

)
= eλt

(
λmα ∥x⃗ ′

α∥
2 α̇+mα

(
2⟨x⃗ ′′

α , x⃗
′
α⟩α̇2 + ∥x⃗ ′

α∥
2 α̈
))

,

d

dt

(
eλt

∂L0

∂β̇

)
= eλt

(
λmβ

∥∥∥y⃗ ′
β

∥∥∥2 β̇ +mβ

(
2⟨y⃗ ′′

β , y⃗
′
β⟩β̇2 +

∥∥∥y⃗ ′
β

∥∥∥2 β̈)) .
(12)

Отже, пiдставляючи перше, третє та п’яте рiвняння з (12) в (4), отриму-
ємо

eλt
(
λmα

∥∥x⃗ ′
α

∥∥2 α̇+mα

(
2⟨x⃗ ′′

α , x⃗
′
α⟩α̇2 +

∥∥x⃗ ′
α

∥∥2 α̈))−
− eλt

(
mα⟨x⃗ ′′

α , x⃗
′
α⟩α̇2 +

1

r

∂U

∂r
⟨y⃗ − x⃗, x⃗ ′

α⟩
)

= 0.

Cкоротивши на eλt, приходимо до рiвняння

λmα

∥∥x⃗ ′
α

∥∥2 α̇+mα⟨x⃗ ′′
α , x⃗

′
α⟩α̇2 +mα

∥∥x⃗ ′
α

∥∥2 α̈− 1

r

∂U

∂r
⟨y⃗ − x⃗, x⃗ ′

α⟩ = 0.

Аналогiчно, пiдставляючи друге, четверте, шосте рiвняння з (12) в (4)
та cкорочуючи на eλt, маємо

λmβ

∥∥y⃗ ′
β

∥∥2 β̇ +mβ⟨y⃗ ′′
β , y⃗

′
β⟩β̇2 +mβ

∥∥y⃗ ′
β

∥∥2 β̈ +
1

r

∂U

∂r
⟨y⃗ − x⃗, y⃗ ′

β⟩ = 0.

Отримуємо рiвняння Лагранжа руху частинок на кривих
mα ∥x⃗ ′

α∥
2 α̈+ λmα ∥x⃗ ′

α∥
2 α̇+mα⟨x⃗ ′′

α , x⃗
′
α⟩α̇2 − 1

r

∂U

∂r
⟨y⃗ − x⃗, x⃗ ′

α⟩ = 0,

mβ

∥∥∥y⃗ ′
β

∥∥∥2 β̈ + λmβ

∥∥∥y⃗ ′
β

∥∥∥2 β̇ +mβ⟨y⃗ ′′
β , y⃗

′
β⟩β̇2 +

1

r

∂U

∂r
⟨y⃗ − x⃗, y⃗ ′

β⟩ = 0.

(13)

Зауваження 2. Частинний випадок системи (13) отримано в [10]. У цито-
ванiй роботi розглядалась система двох точкових зарядiв (рiзних знакiв),
якi рухались вздовж кривих пiд дiєю сили Кулона та сили тертя, що про-
порцiйна швидкостi.
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5. Гамiльтонiв формалiзм
Побудуємо рiвняння Гамiльтона руху системи частинок. Функцiю Га-

мiльтона отримаємо з перетворення Лежандра за класичною схемою [12,13]

H0 =

(
n∑
i=1

piq̇i − L0(q, q̇)

)∣∣∣∣∣
q̇=q̇(p,q)

. (14)

При побудовi функцiї Гамiльтона змiннi q, p розглядаємо як незалежнi.
Покладемо 

pα =
∂L0

∂α̇
= mα ∥x⃗ ′

α∥
2 α̇,

pβ =
∂L0

∂β̇
= mβ

∥∥∥y⃗ ′
β

∥∥∥2 β̇. (15)

Перепишемо (15) iнакше, розв’язавши спiввiдношення вiдносно α̇, β̇
α̇ = ∥x⃗ ′

α∥
−2 pα

mα
,

β̇ =
∥∥∥y⃗ ′

β

∥∥∥−2 pβ
mβ

.
(16)

Пiдставляючи (16) в (14), маємо

H0(α, pα;β, pβ) =
p2α
2mα

∥∥x⃗ ′
α

∥∥−2
+

p2β
2mβ

∥∥y⃗ ′
β

∥∥−2
+ U(r). (17)

У (17) вiд параметра α залежить перший та третiй доданок. Маємо

∂

∂α

(∥∥x⃗ ′
α

∥∥−2
)
=

− ∂

∂α
⟨x⃗ ′
α, x⃗

′
α⟩

∥x⃗ ′
α∥

4 = −2
⟨x⃗ ′
α, x⃗

′′
α⟩

∥x⃗ ′
α∥

4 ,

∂U(r)

∂α
= −1

r

∂U

∂r
⟨y⃗ − x⃗, x⃗ ′

α⟩.

Рiвняння системи Гамiльтона для pα має вигляд

ṗα = −∂H0

∂α
= − ∂

∂α

(
p2α
2mα

∥∥x⃗ ′
α

∥∥−2
+

p2β
2mβ

∥∥y⃗ ′
β

∥∥−2
+ U(r)

)
=

=
p2α
mα

⟨x⃗ ′
α, x⃗

′′
α⟩

∥x⃗ ′
α∥

4 +
1

r

∂U

∂r
⟨y⃗ − x⃗, x⃗ ′

α⟩. (18)

Аналогiчно для pβ маємо

ṗβ = −∂H0

∂β
=

p2β
mβ

⟨y⃗ ′
β, y⃗

′′
β ⟩

∥y⃗ ′
β∥4

− 1

r

∂U

∂r
⟨y⃗ − x⃗, y⃗ ′

β⟩. (19)

Виводимо функцiю Гамiльтона з дисипацiєю з (14), де
Pα =

∂L
∂α̇

= eλt ∂L0
∂α̇ = eλtpα,

Q̇α = q̇α,

L = eλtL0.

(20)
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Отже,
H(α, pα;β, pβ; t) = eλtH0(α, pα;β, pβ), (21)

Ṗα =
d

dt

(
eλtpα

)
= eλt (ṗα + λpα) . (22)

Рiвняння Гамiльтона для Pα вiдповiдно до

Ṗα = −∂H
∂α

= −eλt∂H0

∂α
мають вигляд

eλt (ṗα + λpα) = eλt
(
p2α
mα

⟨x⃗ ′
α, x⃗

′′
α⟩

∥x⃗ ′
α∥4

+
1

r

∂U

∂r
⟨y⃗ − x⃗, x⃗ ′

α⟩
)
. (23)

Аналогiчно отримуємо

eλt (ṗβ + λpβ) = eλt

(
p2β
mβ

⟨y⃗ ′
β, y⃗

′′
β ⟩

∥y⃗ ′
β∥4

− 1

r

∂U

∂r
⟨y⃗ − x⃗, y⃗ ′

β⟩

)
. (24)

Cкорочуючи в (23) та (24) на eλt, отримуємо
ṗα =

p2α
mα

⟨x⃗ ′
α, x⃗

′′
α⟩

∥x⃗ ′
α∥4

+
1

r

∂U

∂r
⟨y⃗ − x⃗, x⃗ ′

α⟩ − λpα,

ṗβ =
p2β
mβ

⟨y⃗ ′
β, y⃗

′′
β ⟩

∥y⃗ ′
β∥4

− 1

r

∂U

∂r
⟨y⃗ − x⃗, y⃗ ′

β⟩ − λpβ.

(25)

Об’єднуючи (16) та (25), приходимо до такої системи Гамiльтона

α̇ =
1

∥x⃗ ′
α∥2

pα
mα

,

β̇ =
1

∥y⃗ ′
β∥2

pβ
mβ

,

ṗα =
p2α
mα

⟨x⃗ ′
α, x⃗

′′
α⟩

∥x⃗ ′
α∥4

+
1

r

∂U

∂r
⟨r⃗, x⃗ ′

α⟩ − λpα,

ṗβ =
p2β
mβ

⟨y⃗ ′
β, y⃗

′′
β ⟩

∥y⃗ ′
β∥4

− 1

r

∂U

∂r
⟨r⃗, y⃗ ′

β⟩ − λpβ.

(26)

Зауваження 3. У випадку ньютонiвського потенцiалу U(r) =
q2

r
система

звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку (26) набуває вигляду

α̇ =
1

∥x⃗ ′
α∥2

pα
mα

,

β̇ =
1

∥y⃗ ′
β∥2

pβ
mβ

,

ṗα =
p2α
mα

⟨x⃗ ′
α, x⃗

′′
α⟩

∥x⃗ ′
α∥4

− q2

r3
⟨r⃗, x⃗ ′

α⟩ − λpα,

ṗβ =
p2β
mβ

⟨y⃗ ′
β, y⃗

′′
β ⟩

∥y⃗ ′
β∥4

+
q2

r3
⟨r⃗, y⃗ ′

β⟩ − λpβ.
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6. Заключнi зауваження

У роботi розглянуто метод пошуку найближчих пар на двох гладких
кривих у тривимiрному евклiдовому просторi, який використовує модель
фiзичної взаємодiї системи матерiальних точок iз заданою потенцiальною
енергiєю. Одержано рiвняння Лагранжа та Гамiльтона руху точок, набли-
жене iнтегрування яких дає алгоритми апроксимацiї найближчої пари. Для
заданих параметрично кривих

x⃗(α) = (x1(α), x2(α), x3(α)) та y⃗(β) = (y1(β), y2(β), y3(β))

вiдповiднi рiвняння мають вигляд
mα ∥x⃗ ′

α∥
2 α̈+ λmα ∥x⃗ ′

α∥
2 α̇+mα⟨x⃗ ′′

α , x⃗
′
α⟩α̇2 − 1

r

∂U

∂r
⟨y⃗ − x⃗, x⃗ ′

α⟩ = 0,

mβ

∥∥∥y⃗ ′
β

∥∥∥2 β̈ + λmβ

∥∥∥y⃗ ′
β

∥∥∥2 β̇ +mβ⟨y⃗ ′′
β , y⃗

′
β⟩β̇2 +

1

r

∂U

∂r
⟨y⃗ − x⃗, y⃗ ′

β⟩ = 0

та 

α̇ =
1

∥x⃗ ′
α∥2

pα
mα

,

β̇ =
1

∥y⃗ ′
β∥2

pβ
mβ

,

ṗα =
p2α
mα

⟨x⃗ ′
α, x⃗

′′
α⟩

∥x⃗ ′
α∥4

+
1

r

∂U

∂r
⟨r⃗, x⃗ ′

α⟩ − λpα,

ṗβ =
p2β
mβ

⟨y⃗ ′
β, y⃗

′′
β ⟩

∥y⃗ ′
β∥4

− 1

r

∂U

∂r
⟨r⃗, y⃗ ′

β⟩ − λpβ,

де mα, mβ , λ — додатнi параметри, r = ∥y⃗(β)− x⃗(α)∥, U = U (r) — потен-
цiальна енергiя взаємодiї.

Результати обчислювальних експериментiв та деякi узагальнення будуть
представленi найближчим часом в iншiй публiкацiї. Зауважимо, що у за-
гальнiй ситуацiї найближча пара не єдина, тому отриманий розв’язок буде
залежати вiд початкових умов.

Можна узагальнити запропонований формалiзм. Цiкаво розглянути по-
дiбну динамiку для обчислення вiдстанi мiж кривою та поверхнею або мiж
двома поверхнями. Можна пiти ще далi та узагальнити цей формалiзм для
евклiдових просторiв довiльної розмiрностi.

Робота виконана за фiнансової пiдтримки МОН України (проект
”
Роз-

робка алгоритмiв моделювання та оптимiзацiї динамiчних систем для обо-
рони, медицини та екологiї“, 0116U004777) та Державного фонду фунда-
ментальних дослiджень (грант Президента України, проект F74/24921).
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Abstract. The concept of Berge equilibrium in a non-cooperative
games is generalized to the case of fuzzy coalitions of

”
sympathi-

zers“ players. For this game it is shown that the set of Berge equi-
libria is a fuzzy set of type 2 (FST-2) in special form (a fuzzy set
whose membership function takes fuzzy values). Furthermore, the
corresponding membership function is given. The approaches to the
construction of FST-2 of Berge equilibria are proposed with maximal
reliability of their feasibility and the reliability of unfeasibility not
exceeding a given threshold.

Резюме. Узагальнюється поняття рiвноваги за Бержем в неко-
оперативних iграх на випадок нечiтких коалiцiй

”
спiвчуваючих“

гравцiв. Показано, що множина рiвноваг за Бержем цiєї гри буде
нечiткою множиною типу 2 (НМТ-2) спецiального вигляду (нечi-
тка множина, функцiя належностi якої приймає нечiткi значен-
ня). Побудованщ її функцiю належностi. Запропоновано пiдходи
до побудови НМТ-2 рiвноваг за Бержем з максимальною досто-
вiрнiстю належностi до неї та також з достовiрнiстю неналежно-
стi, яка не перевищує задану величину.

Вступ

На вiдмiну вiд рiвноваги за Нешем, сенс якої iнколи позицiонують як

”
егоїстичний“, концепцiя рiвноваги за Бержем [1] є досить привабливою

в силу її
”
альтруїстичного“ характеру. Рiвновага за Бержем базується на

iдеї некооперативної поведiнки гравцiв для випадкiв, коли агентами гри
можуть бути не тiльки окремi гравцi, а i деякi їхнi коалiцiї, i також, коли
одна коалiцiя гравцiв може максимiзувати функцiї виграшу гравцiв iншої
коалiцiї. Зокрема, в [1, 2] доповнююча коалiцiя кожного гравця максимiзує
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його функцiю виграшу. Ця рiвновага може використовуватися як альтер-
нативне рiшення конфлiкту, коли рiвноваги за Нешем не iснує, або, коли їх
багато. У рiвновазi за Бержем кожний гравець одержує свiй максимальний
виграш, якщо ситуацiя для нього сприятлива зобов’язанням або готовнi-
стю iнших гравцi вибирати стратегiї, сприятливi для нього. У данiй роботi
розглядається випадок, коли для кожного окремого гравця iснує нечiтка
коалiцiя гравцiв, якi намагаються покращити його виграш (спiвчувають
йому).

Розглянемо гру G у нормальнiй формi (Xi, ui; i ∈ N), де N = {1, 2, ...n}
— множина з n гравцiв;Xi — множина стратегiй гравця i ∈ N ; ui(x) — фун-
кцiя його виграшу, яка визначена на множинi ситуацiй гри X =

∏
i∈N Xi,

приймає дiйснi значення i максимiзується.
Ситуацiя x̂ = (x̂i)i∈N гри називається рiвновагою за Бержем [1], якщо

ui(x̂Si , x̂Ui) ≥ ui(xSi , x̂Ui), ∀xSi ∈ XSi , i ∈ N,

де Si ⊆ N — коалiцiя гравцiв, якi спiвчувають гравцю i ∈ N ; Ui = N\Si
— коалiцiя гравцiв, якi не спiвчувають гравцю i ∈ N ; XSi =

∏
j∈Si

Xj —
множина наборiв стратегiй xSi = (xj)j∈Si коалiцiї Si, а XUi =

∏
j∈Ui

Xj —
множина наборiв стратегiй xUi = (xj)j∈Ui коалiцiї Ui.

Отже, у рiвновазi за Бержем спiвчуваюча коалiцiя Si кожного гравця
i ∈ N максимiзує його виграш за умови, що стратегiї гравцiв, якi не спiв-
чувають йому (з коалiцiї Ui), залишаються незмiнними.

Це означення iнодi зручно записувати у виглядi системи взаємозв’язаних
задач оптимiзацiї

ui(x̂Si , x̂Ui) = max
xSi

∈XSi

ui(xSi , x̂Ui), i ∈ N.

Позначимо множину рiвноваг за Бержем гри G через BE. Цiлком зро-
зумiло, що її можна представити у виглядi

BE =
∩
i∈N

BSi, (1)

де BSi = {(x̂Si , x̂Ui) : ui(x̂Si , x̂Ui) = max
xSi

∈XSi

ui(xSi , x̂Ui), x̂Ui ∈ XUi} — мно-

жина ситуацiй гри, яка складається з найкращих для гравця i ∈ N наборiв
стратегiй гравцiв, якi йому спiвчувають, при фiксованих наборах стратегiй
iнших гравцiв (якi йому не спiвчувають).

Для побудови множини BSi необхiдно для кожного фiксованого набору
стратегiй x̂Ui ∈ XUi гравцiв, якi не спiвчувають гравцю i ∈ N, розв’язати
задачу x̂Si = arg max

xSi
∈XSi

ui(xSi , x̂Ui) та побудувати вектор (x̂Si , x̂Ui).

Практичне застосування рiвноваги Бержа для розв’язання та дослiдже-
ння конфлiктiв в економiчних, соцiальних, полiтичних, екологiчних та ба-
гатьох iнших системах з одного боку показало їх високу адекватнiсть ре-
альним умовам багатьох конфлiктiв [2], з iншого — дозволило видiлити ряд
таких класiв iгор, для яких її можна успiшно узагальнити [1]. Зокрема, у
цiй роботi дослiджуватимуться рiвноваги за Бержем в iграх з нечiткими
коалiцiями спiвчуваючих гравцiв.
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1. Рiвновага за Бержем в iграх з нечiткими коалiцiями
неспiвчуваючих гравцiв

Припустимо, що важко чiтко сказати, якi гравцi не спiвчувають гравцю
i ∈ N , а можна лише задати функцiю належностi ηi(j), j ∈ N деякої нечi-
ткої коалiцiї (множини) гравцiв Ũi =

∪
i∈N

(j, η(j)), що йому не спiвчувають.

Тодi множина рiвноваг за Бержем гри G (позначимо її через FBE) може
бути узагальнена так

FBE∗ =
∩
i∈N

FBS∗
i , . (2)

де FBS∗
i — нечiтка множина ситуацiй гри, носiй якої складається з

”
най-

кращих“ для гравця i ∈ N наборiв стратегiй гравцiв, якi йому спiвчувають,
при фiксованих наборах стратегiй iнших гравцiв (якi йому не спiвчува-
ють). Далi будемо називати її нечiткою множиною сприятливих ситуацiй
для гравця i ∈ N . Для побудови множини FBS∗

i необхiдно для кожної
фiксованої ситуацiї x̂ ∈ X розв’язати таку задачу

max
x∈X

{ui(x) : xj = x̂j , (j, ηi(j)) ∈ Ũi}. (3)

Формулювання такої задачi потребує пояснення. Для цього позначи-
мо через Rj(x̂) = {x = (x1, ..., xn) ∈ X | xj = x̂j} множину ситуацiй
x = (x1, ..., xn) ∈ X, якi можуть бути отриманi з ситуацiї x̂ при фiксованiй
стратегiї xj = x̂j гравця j ∈ N . Тодi запис xj = x̂j , (j, ηi(j)) ∈ Ũi задає
множину D̃i(x̂) =

∩̃
(j,ηi(j))∈Ũi

Rj(x̂), де згiдно [3]
∩̃

(j,ηi(j))∈Ũi

Rj(x̂) — перетин

нечiткої множини Ũi чiтких множин Rj(x̂), який є нечiткою множиною ти-
пу 2 (НМТ-2). Отже, задача (3) полягає в максимiзацiї цiльової функцiї
ui(x) на НМТ-2 D̃i(x̂).

НМТ-2 було уведено Л.А. Заде у 1975 роцi як розширення нечiтких мно-
жин типу 1. У той час, коли ступенi належностi елементiв в нечiткiй мно-
жинi типу 1 (НМТ-1) є значеннями з iнтервалу [0, 1], ступенi належностi
елементiв в НМТ-2 є нечiткою множиною на [0, 1]. НМТ-2 визначається
функцiєю належностi λ : X → [0, 1] × [0, 1], де [0, 1] × [0, 1] — множина
вiдображень з [0, 1] в [0, 1].

У [3, 4] запропоновано означення НМТ-2, у якому поняття функцiї нале-
жностi з нечiткою множиною значень визначено як нечiтке вiдображення.

Згiдно [3, 4] НМТ-2 A, яке визначено на X, називається сукупнiстю трi-
йок вигляду (x, y, ψ(x, y)), де
x — елемент множини X;
y — елемент множини [0, 1] ступенiв належностi НМТ-2 ;
ψ : X × [0, 1] → [0, 1] — функцiя належностi нечiткого вiдображення, яке
задає нечiтку функцiю належностi НМТ-2 A.
Оскiльки функцiя приналежностi ψ(x, y) чiтка i однозначно визначає

НМТ-2 A, то зручно працювати з нею. Щоб не плутати ψ(x, y) з нечiткою
функцiєю належностi, у [3, 4] вона називається функцiєю достовiрностi
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значення ступеня належностi y ∈ Y = [0, 1] елемента x ∈ X НМТ-2 або
просто функцiєю достовiрностi НМТ-2 A.

Нехай Ñ — нечiтка множина iндексiв на N з функцiєю належностi η(j),
j ∈ N . Згiдно [3, 4] перетин D̃ =

∩̃
(j,η(j))∈Ñ

Rj нечiткої множини Ñ чiтких

множинRj є НМТ-2 спецiального виду з дискретним носiєм Y = {0, 1} нечi-
ткої множини ступенiв належностi. Функцiя достовiрностi ψ(x, y),
x ∈ X, y ∈ Y = {0, 1}, НМТ-2 D̃ може бути заданою у виглядi

ψ(x, 0) =

{
max
j∈N

{η(j) | x /∈ Rj}, ∃j ∈ N x /∈ Rj ,

0, ∀j ∈ N x ∈ Rj ;

ψ(x, 1) =

{
max
j∈N

η(j), ∀j ∈ J∗ x ∈ Rj ,

0, ∃j ∈ J∗ x /∈ Rj ,

де J∗ = Argmax
j∈N

η(j) — множина iндексiв з максимальним ступенем нале-

жностi до нечiткої множини Ñ .

2. Нечiтка множина сприятливих ситуацiй
Позначимо через U∗

i = Argmax
j∈N

ηi(j) множину гравцiв з максимальним

ступенем належностi до нечiткої коалiцiї гравцiв Ũi, якi не спiвчувають
гравцю i ∈ N . З викладених вище мiркувань стає зрозумiло, що множина
D̃i(x̂) =

∩̃
(j,ηi(j))∈Ũi

Rj(x̂) допустимих розв’язкiв (3) являється НМТ-2, яка

задається функцiєю достовiрностi ψx̂i (x, y), x ∈ X, y ∈ {0, 1}, де

ψx̂i (x, 0) =

{
max
j∈N

{ηi(j) | xj ̸= x̂j}, ∃j ∈ N xj ̸= x̂j ,

0, ∀j ∈ N xj = x̂j ;
(4)

ψx̂i (x, 1) =

{
max
j∈N

ηi(j), ∀j ∈ U∗
i xj = x̂j ,

0, ∃j ∈ U∗
i xj ̸= x̂j .

(5)

Слiд зазначити, що величину ψx̂i (x, 1) можна iнтерпретувати як достовiр-
нiсть допустимостi ситуацiї x ∈ X, одержаної з x̂ у задачi (3). Вiдповiдно,
значення ψx̂i (x, 0) — достовiрнiсть недопустимостi.

Можна встановити залежнiсть значень ψx̂i (x, y) вiд умови x = x̂. З (4) та
(5) випливає

ψxi (x, 0) = 0, ψxi (x, 1) = max
j∈N

ηi(j). (6)

Розв’язуючи задачу (3), гравцi, якi спiвчувають гравцю i ∈ N , будуть
намагатися максимiзувати окрiм його цiльової функцiї ще й достовiрнiсть
допустимостi ψx̂i (x, 1) ситуацiї x ∈ X у задачi (3), а також мiнiмiзувати
достовiрнiсть ψx̂i (x, 0) ї ї недопустимостi. Отже, перед гравцями постає така
трикритерiальна задача

ui(x) → max, (7)
ψx̂i (x, 1) → max, (8)
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ψx̂i (x, 0) → min, (9)

x ∈ X. (10)
Позначимо через SOi(x̂) множину оптимальних за Слейтером розв’язкiв

задачi (7)–(10). Нагадаємо, що ситуацiя x∗ називається оптимальною за
Слейтером для задачi вигляду (7)–(10). якщо ̸ ∃x ∈ X, для якої мають
мiсце нерiвностi: ui(x) > ui(x

∗), ψx̂i (x, 1) > ψx̂i (x
∗, 1), ψx̂i (x, 0) < ψx̂i (x

∗, 0).
Нечiткою множиною сприятливих ситуацiй для гравця i ∈ N , якi одер-

жано з фiксованої ситуацiї x̂ (це буде множина
”
оптимальних“ розв’язкiв

задачi (3)), будемо називати НМТ-2 iз функцiєю достовiрностi ψ̃x̂i (x, y),
x ∈ X, y ∈ {0, 1}, де

ψ̃x̂i (x, 1) =

{
ψx̂i (x, 1), x ∈ SOi(x̂);

0, x /∈ SOi(x̂),

ψ̃x̂i (x, 0) =

{
ψx̂i (x, 0), x ∈ SOi(x̂);

1, x /∈ SOi(x̂).

Для побудови нечiткої множини сприятливих ситуацiй для гравця i ∈ N ,
якi одержано з фiксованої ситуацiї x̂, необхiдно задатися питанням знахо-
дження елементiв її носiя SOi(x̂). У загальному випадку для розв’язання
трикритерiальної задачi (7)–(10) можна використовувати вiдомi методи ба-
гатокритерiальної оптимiзацiї. Оскiльки цiльовi функцiї (8)–(9) є достатньо
складними, то доцiльно розробити метод, який врахує їхню специфiку i до-
зволить знаходити хоча б частину розв’язкiв (7)–(10).

Оптимальний за Слейтером розв’язок x∗ задачi (7)–(10) будемо нази-
вати частково сприятливою ситуацiєю для гравця i ∈ N , яку одержано з
фiксованої ситуацiї x̂ iз достовiрностями ψx̂i (x

∗, 0) та ψx̂i (x
∗, 1) вiдповiдно її

недопустимостi та допустимостi.

3. Максимально достовiрнi рiвноваги за Бержем
Спробуємо спростити задачу (7)–(10). Позначимо через

ηmax
i = max

j∈N
ηi(j), i ∈ N, (11)

максимальний ступень належностi до нечiткої коалiцiї гравцiв, якi не спiв-
чувають гравцю i ∈ N . Нагадаємо, що U∗

i = Argmax
j∈N

ηi(j).

Теорема 1. Якщо задача

max
xN\U∗

i
∈XN\U∗

i

ui(xN\U∗
i
, x̂U∗

i
) (12)

має оптимальний розв’язок x∗, то вiн буде частково сприятливою ситуа-
цiєю для гравця i ∈ N , одержаною з фiксованої ситуацiї x̂ з достовiрнiстю
допустимостi ψx̂i (x

∗, 1) = ηmax
i .

Доведення. Перепишемо задачу (12) у виглядi max
x∈X

{ui(x) | xj = x̂j ,

j ∈ U∗
i }. Згiдно (5) цю задачу можна представити як

ui(x) → max,
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ψx̂i (x, 1) = ηmax
i , (13)

x ∈ X. (14)

Позначимо через x∗ оптимальний розв’язок цiєї задачi. Для доведення те-
ореми достатньо показати, що x∗ ∈ SO(x̂).

Припустимо супротивне, що x∗ /∈ SO(x̂). Тодi ∃ x̄, який задовольняє умо-
вам (13)–(14), i для якого мають мiсце такi нерiвностi:
ui(x̄) > ui(x

∗), ψx̂i (x̄, 1) > ψx̂i (x
∗, 1), ψx̂i (x̄, 0) < ψx̂i (x

∗, 0). Звiдси, в силу
умови (13) ψx̂i (x̄, 1) > ψx̂i (x

∗, 1) = ηmax
i . Отримали суперечнiсть.

Теорему доведено.
Отже, для побудови носiя НМТ-2 сприятливих ситуацiй x для гравця

i ∈ N з достовiрнiстю допустимостi ψx̂i (x, 1) = ηmax
i (позначимо її FBSi)

треба для кожного набору стратегiй x̂U∗
i

∈ XU∗
i

розв’язати задачу (12).
Стосовно достовiрностi недопустимостi ψx̂i (x, 0) цих ситуацiй можна сказа-
ти лише те, що вона може приймати вiдповiднi значення згiдно формули
(4).

Нечiткою множиною максимально достовiрних сприятливих ситуацiй
для гравця i ∈ N , якi одержано з фiксованої ситуацiї x̂ (це буде пiдмножи-
на

”
оптимальних“ розв’язкiв задачi (3), якi мають максимальну достовiр-

нiстю допустимостi ψx̂i (x, 1) = ηmax
i ), будемо називати НМТ-2 (позначимо

її FBSi(x̂)) iз функцiєю достовiрностi φ̃x̂i (x, y), x ∈ X, y ∈ {0, 1} такого
вигляду

φ̃x̂i (x, 1) =

{
ηmax
i , x ∈ supp(FBSi(x̂));
0, x /∈ supp(FBSi(x̂)),

φ̃x̂i (x, 0) =

{
ψx̂i (x, 0), x ∈ supp(FBSi(x̂));

1, x /∈ supp(FBSi(x̂)),

(15)

де supp(FBSi(x̂)) — множина оптимальних розв’язкiв задачi (12).
Тодi множиною сприятливих ситуацiй x для гравця i ∈ N буде НМТ-2

FBSi =
∪
x̂∈X

FBSi(x̂). Зрозумiло, що носiєм FBSi (позначимо його

supp(FBSi)) буде множина

supp(FBSi) =
∪
x̂∈X

supp(FBSi(x̂)). (16)

Теорема 2. Функцiя достовiрностi φi(x, y), x ∈ X, y ∈ {0, 1} НМТ-2
FBSi, i ∈ N має такий вигляд

φi(x, 1) =

{
ηmax
i , x ∈ supp(FBSi);
0, x /∈ supp(FBSi),

(17)

φi(x, 0) =

{
0, x ∈ supp(FBSi);
1, x /∈ supp(FBSi).

(18)

Доведення. Нехай Ak — НМТ-2 на X з функцiями достовiрностi вiдповiдно
φk(x, y), x ∈ X, y ∈ [0, 1], k ∈ K. Тодi функцiя достовiрностi об’єднання
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A =
∪
k∈K

Ak має вигляд [5]

φ
∪
(x, y) = max

vl∈[0,1], l∈K: max
k∈K

vk=y
min
j∈K

φj(x, vj), x ∈ X, y ∈ [0, 1].

Використаємо цю формулу для побудови функцiї достовiрностi НМТ-2
FBSi. Вiдмiтимо, що в нашому випадку y ∈ {0, 1}. Позначимо множину
векторiв

V ∪(y) = {v = (vz)z∈X : vz ∈ {0, 1}, z ∈ X; max
z∈X

vz = y}, y ∈ {0, 1}. (19)

Для достовiрностi недопустимостi ситуацiї x ∈ X одержимо
φi(x, 0) = max

v∈V ∪(0)
min
x̂∈X

φ̃x̂i (x, vx̂). Оскiльки умова v ∈ V ∪(0) виконується ли-

ше у випадку ∀z ∈ X vz = 0, то

φi(x, 0) = min
x̂∈X

φ̃x̂i (x, 0). (20)

Покажемо, що виконується (18). Спочатку припустимо, що
x /∈ supp(FBSi). Тодi за (16) для ∀x̂ ∈ X x /∈ supp(FBSi(x̂)). Звiдси за
(15) φ̃x̂i (x, 0) = 1. Тому φi(x, 0) = min

x̂∈X
φ̃x̂i (x, 0) = 1.

Тепер припустимо, що x ∈ supp(FBSi). Тодi за (16) ∃ x̂∗ ∈ X,
x ∈ supp(FBSi(x̂

∗)). У цьому випадку за (15) формула (20) набуває ви-
гляду

φi(x, 0) = min
x̂∈X

ψx̂i (x, 0). (21)

Позначимо множину X̂(x) = {x̂ ∈ X : x ∈ supp(FBSi(x̂))}. Покажемо,
що x ∈ X̂(x) також. Припустимо супротивне, що x /∈ X̂(x). Тодi для ко-
жного x̂ ∈ X̂, тобто, i для x̂∗ можливi два випадки: ∃j ∈ U∗

i , для якого
xj ̸= x̂∗j , або (i) ui(x) > ui(x̂

∗).
Множиною оптимальних розв’язкiв задачi (12) є носiй supp(FBSi(x̂

∗)).
Крiм того

x ∈ supp(FBSi(x̂
∗)) ⇔ ∀ j ∈ U∗

i xj = x̂∗j та ui(x) = ui(x̂
∗).

В обох випадках маємо x /∈ supp(FBSi(x̂
∗)) i отримуємо суперечнiсть. От-

же, x ∈ X̂(x).
Продовжимо далi. Оскiльки X̂(x) ⊆ X, то з (21) очевидно випливає

φi(x, 0) ≤ min
x̂∈X(x)

ψx̂i (x, 0) ≤ ψxi (x, 0). Тодi за (6) φi(x, 0) ≤ 0. Оскiльки

φi(x, 0) ≥ 0, то очевидно, що φi(x, 0) = 0. Отже, формула (18) є спра-
ведливою.

Для достовiрностi допустимостi ситуацiї x ∈ X одержимо

φi(x, 1) = max
v∈V ∪(1)

min
x̂∈X

φ̃x̂i (x, vx̂). (22)

Розглянемо два випадки. Спочатку припустимо, що x /∈ supp(FBSi). По-
кажемо, що φi(x, 1) = 0. Припустимо супротивне, що φi(x, 1) > 0. Тодi
з (22) випливає, що max

v∈V ∪(1)
min
x̂∈X

φ̃x̂i (x, vx̂) > 0. Оскiльки v ∈ V ∪(1), то за

(19) це означає, що ∃x̂ ∈ X vx̂ = 1 , для якого φ̃x̂i (x, 1) > 0. Тодi за (15)
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x ∈ supp(FBSi(x̂). Звiдси за (16) x ∈ supp(FBSi). Одержали суперечнiсть.
Отже, φi(x, 1) = 0 для x /∈ supp(FBSi).

Тепер припустимо, що x ∈ supp(FBSi). Тодi за (16) ∃ x̂ ∈ X, для якого
x ∈ supp(FBSi(x̂)). Позначимо множину таких ситуацiй X̂ = {z ∈ X :

z ∈ supp(FBSi(x̂))}. Виберемо vx̂ = 1 для x̂ ∈ X̂ та vx̂ = 0 для x̂ ∈ X\X̂.
Тодi з (22) випливає

φi(x, 1) ≥ min{min
x̂∈X

{φ̃x̂i (x, 1) | x̂ ∈ X̂},min
x̂∈X

{φ̃x̂i (x, 0) | x̂ ∈ X\X̂}}.

Оскiльки за (15) φ̃x̂i (x, 1) = ηmax
i ∀x̂ ∈ X̂ та φ̃x̂i (x, 0) = 1 ∀x̂ ∈ X\X̂, то

φi(x, 1) ≥ min{ηmax
i , 1} =ηmax

i . Отримали формулу (17).
Теорему 2 доведено.
Узагальнення поняття множини рiвноваг за Бержем гри G вiдповiдно

(2) приводить до такого означення.
Будемо говорити, що FBE називається НМТ-2 максимально достовiр-

них рiвноваг за Бержем, якщо FBE =
∩
i∈N

FBSi.

Очевидно, що носiй FBE (позначимо його supp(FBE)) буде також пред-
ставлено у виглядi

supp(FBE) =
∩
i∈N

supp(FBSi). (23)

Тому на пiдставi теореми 1 supp(FBE) складається з розв’язкiв системи
взаємозв’язаних оптимiзацiйних задач

ui(x̂N\U∗
i
, x̂U∗

i
) = max

xN\U∗
i
∈XN\U∗

i

ui(xN\U∗
i
, x̂U∗

i
), i ∈ N. (24)

Знайдемо функцiю достовiрностi НМТ-2 FBE, яку ми позначимо через
φFBE(x, y), x ∈ X, y ∈ {0, 1}.
Теорема 3. Функцiя достовiрностi φFBE(x, y), x ∈ X, y ∈ {0, 1} НМТ-2
FBE має такий вигляд

φFBE(x, 1) =

{
min
i∈N

max
j∈N

ηi(j), x ∈ supp(FBE);

0, x /∈ supp(FBE),
(25)

φFBE(x, 0) =

{
0, x ∈ supp(FBE);

max
v∈V

min
i∈N

φi(x, vi), x /∈ supp(FBE). (26)

Доведення. Нехай Ai — НМТ-2 на X з функцiями достовiрностi вiдповiдно
φi(x, y), x ∈ X, y ∈ [0, 1], i ∈ N . Тодi функцiя достовiрностi перетину
A =

∩
i∈N

Ai має вигляд [5]

φA(x, y) = max
vk∈[0,1], k∈N : min

j∈N
vj=y

min
i∈N

φi(x, vi), x ∈ X, y ∈ [0, 1]. (27)

Використаємо цю формулу для побудови функцiї достовiрностi НМТ-2
FBE. Вiдмiтимо, що у нашому випадку y ∈ {0, 1}. Позначимо множину
векторiв

V ∩(y) = {v = (vi)i∈N : vi ∈ {0, 1}, i ∈ N ; min
i∈N

vi = y}, y ∈ {0, 1}. (28)
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Для достовiрностi допустимостi ситуацiї x ∈ X одержимо φFBE(x, 1) =
= max

v∈V ∩(1)
min
i∈N

φi(x, vi). Оскiльки за (28) умова v ∈ V ∩(1), виконується лише

у випадку ∀i ∈ N vi = 1, то φFBE(x, 1) = min
i∈N

φi(x, 1). Тодi з (11) та (17)

одержимо φFBE(x, 1) = min
i∈N

ηmax
i = min

i∈N
max
j∈N

ηi(j) для x ∈ supp(FBE) i

φFBE(x, 1) = 0 для x /∈ supp(FBE). Одержали формулу (25).
Достовiрнiсть недопустимостi ситуацiї x ∈ X за (27) буде такою

φFBE(x, 0) = max
v∈V ∩(0)

min
i∈N

φi(x, vi). (29)

Розглянемо два випадки.
Нехай спочатку x ∈ supp(FBE). Покажемо, що φFBE(x, 0) = 0. Припу-

стимо супротивне, що φFBE(x, 0) > 0. Тодi ∃v̄ = (v̄k)k∈N ∈ V , що ∀i ∈ N
φi(x, v̄i) > 0. Оскiльки v̄ ∈ V , то за (28) ∃j ∈ N , для якого vj = 0. Тому
φj(x, 0) > 0. Звiдси за (18) x /∈ supp(FBSi). Тому x /∈

∩
i∈N

supp(FBSi). Тодi

за (23) x /∈ supp(FBE). Отримали суперечнiсть. Звiдси та з (29) випливає
(26).

Теорему 3 доведено.
Певний iнтерес може представляти оцiнка знизу значення достовiрно-

стi недопустимостi НМТ-2 максимально достовiрних рiвноваг за Бержем у
випадку x /∈ supp(FBE). Дiйсно, у цьому випадку за (23) ∃i ∈ N , для яко-
го x /∈ supp(FBSi). Позначимо N0(x) = {i ∈ N : x /∈ supp(FBSi)} ̸= ∅ та
N1(x) = {i ∈ N : x ∈ supp(FBSi)}. Побудуємо вектор v̄ = ((0)k∈N0 , (1)k∈N1

).
Тодi з (29) випливає

φFBE(x, 0) ≥ min
i∈N

φi(x, v̄i) = min{ min
i∈N0(x)

φi(x, 0), min
i∈N1(x)

φi(x, 1)}.

Звiдси за (18) φFBE(x, 0) ≥ min
i∈N1(x)

ηmax
i .

4. Максимально достовiрнi рiвноваги за Бержем iз заданим
рiвнем достовiрностi недопустимостi

Якщо НМТ-2 FBE максимально достовiрних рiвноваг за Бержем доста-
тньо iнформативна для гравцiв, то її можна вважати розв’язком поставле-
ної задачi. У протилежному випадку її можна звузити, якщо задати рiвень
достовiрностi недопустимостi ситуацiй з її носiя.

Повернемося знову до задачi (7)–(10). Будемо шукати не просто макси-
мально достовiрнi сприятливi ситуацiї для гравця i ∈ N , одержанi з фi-
ксованої ситуацiї x̂, а такi, що мають ступенi належностi нечiткiй множинi
гравцiв Ũi, якi не спiвчувають гравцю i ∈ N , не бiльше за задане число
ξ ∈ (0, 1) (позначимо цю множину через U ξi = {j ∈ N | ηi(j) ≤ ξ}) .

Позначимо також множини

D+
i (x̂, k, ξ) = {x ∈ X | xk > x̂k; xj = x̂j , j ∈ N\U ξi }, k ∈ U ξi , (30)

D−
i (x̂, k, ξ) = {x ∈ X | xk < x̂k; xj = x̂j , j ∈ N\U ξi }, k ∈ U ξi . (31)

Доведемо таку теорему.
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Теорема 4. Нехай ξ ∈ (0, 1) — задане значення параметра, тодi, якщо
задача

min
k∈Uξ

i

max{ max
x∈D−

i (x̂,k,ξ)
ui(x), max

x∈D+
i (x̂,k,ξ)

ui(x)}, x ∈ X (32)

має оптимальний розв’язок x∗, то вiн буде частково сприятливою ситу-
ацiєю для гравця i ∈ N , одержаною з фiксованої ситуацiї x̂ з достовiрнi-
стю допустимостi ψx̂i (x

∗, 1) = ηmax
i та з достовiрнiстю недопустимостi

ψx̂i (x
∗, 0) не бiльше за ξ.

Доведення. Розглянемо множину

Qi(x̂, ξ) = {x ∈ X | 0 < ψx̂i (x, 0) ≤ ξ; xj = x̂j , j ∈ N\U ξi }. (33)

Позначимо Pi(x̂, ξ) =
∪

k∈Uξ
i

(D+
i (x̂, k, ξ)

∪
D+
i (x̂, k, ξ)). Звiдси, ураховуючи

(30), (31) отримаємо

Pi(x̂, ξ) =
∪

k∈Uξ
i

{x ∈ X | xk ̸= x̂k; xj = x̂j , j ∈ N\U ξi } =

= {x ∈ X | xj = x̂j , j ∈ N\U ξi }
∩ ∪

k∈Uξ
i

{x ∈ X | xk ̸= x̂k}

 .
(34)

Спочатку доведемо
Pi(x̂, ξ) = Qi(x̂, ξ). (35)

Покажемо включення Pi(x̂, ξ) ⊆ Qi(x̂, ξ). Якщо Pi(x̂, ξ) = ∅, то воно оче-
видне. Нехай x∗∈Pi(x̂, ξ)̸=∅. Припустимо супротивне, якщо x∗ /∈Qi(x̂, ξ). То-
дi вiдповiдно (33) можливi два випадки. У першому випадку
ψx̂i (x

∗, 0) > ξ. Звiдси iз (4) отримаємо ψx̂i (x
∗, 0) = max

j∈N
{ηi(j) | x∗j ̸= x̂j} > ξ.

Тодi ∃j ∈ N\U ξi , для якого x∗j ̸= x̂j . Тому вiдповiдно до (34) x∗ /∈ Pi(x̂, ξ).
Отримали суперечнiсть.

У другому випадку ∃j ∈ N\U ξi , для якого x∗j ̸= x̂j . Звiдси, iз (34) отри-
маємо x∗ /∈ Pi(x̂, ξ). У цьому випадку також отримали суперечнiсть. Отже,
x∗ ∈ Qi(x̂, ξ), а отже Pi(x̂, ξ) ⊆ Qi(x̂, ξ).

Покажемо включення Qi(x̂, ξ) ⊆ Pi(x̂, ξ). Якщо Qi(x̂, ξ) = ∅, то во-
но очевидне. Нехай x∗ ∈ Qi(x̂, ξ) ̸= ∅. Припустимо супротивне. Нехай
x∗ /∈ Pi(x̂, ξ). Тодi вiдповiдно до (34) можливi два випадки. У першому
випадку ∃j ∈ N\U ξi x∗j ̸= x̂j . Звiдси iз (33) випливає, що x∗ /∈ Qi(x̂, ξ).
Отримали суперечнiсть. У другому випадку x∗ /∈

∪
k∈Uξ

i

{x ∈ X | xk ̸= x̂k}.

Тодi ∀k ∈ U ξi x∗k = x̂k. Оскiльки U ξi = {j ∈ N | ηi(j) ≤ ξ}, то iз (4) очевидно
випливає, що або ψx̂i (x

∗, 0) = max
j∈N

{ηi(j) | x∗j ̸= x̂j} > ξ, або ψx̂i (x
∗, 0) = 0.

В обох випадках згiдно (33) x∗ /∈ Qi(x̂, ξ). Також отримали суперечнiсть.
Отже, x∗ ∈ Pi(x̂, ξ) i тому Qi(x̂, ξ) ⊆ Pi(x̂, ξ). Рiвнiсть (35) доведено.

Завершимо доведення теореми. Iз (35) очевидно випливає еквiвалентнiсть
задач (32) та такої

ui(x) → max
x∈Qi(x̂,ξ)

(36)
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Покажемо, що для будь-якого заданого значення параметра ξ ∈ (0, 1), при
якому задача (36) має оптимальний розв’язок, вiн буде частково сприятли-
вою ситуацiєю для гравця i ∈ N , яку одержано з фiксованої ситуацiї x̂ iз
достовiрнiстю допустимостi ηmax

i = max
j∈N

ηi(j) i з достовiрнiстю недопусти-

мостi не бiльше за ξ. Позначимо через x∗ оптимальний розв’язок задачi
(36) для деякого значення ξ ∈ (0, 1). Тодi iз (33) та (5) випливає

ψx̂i (x
∗, 1) = max

j∈N
ηi(j) = ηmax

i . (37)

Також iз (33) очевидно, що 0 < ψx̂i (x
∗, 0) ≤ ξ.

Покажемо, що x∗ ∈ SOi(x̂). Припустимо супротивне, що x∗ /∈ SOi(x̂).
Тодi ∃x̄ ∈ X, для якого виконуються нерiвностi ui(x̄) > ui(x

∗),
ψx̂i (x̄, 1) > ψx̂i (x

∗, 1), ψx̂i (x̄, 0) < ψx̂i (x
∗, 0). Звiдси отримаємо

ψx̂i (x̄, 1) > ψx̂i (x
∗, 1) = ηmax

i . Отримали суперечнiсть iз (37). Отже,
x∗ ∈ SOi(x̂). Причому ψx̂i (x

∗, 1) = max
j∈N

ηi(j) = ηmax
i та 0 < ψx̂i (x

∗, 0) ≤ ξ.

Теорему 4 доведено.
Отже, носiй НМТ-2 (позначимо через FBSξi ) сприятливих ситуацiй x для

гравця i ∈ N , отриманих з фiксованої ситуацiї x̂ з достовiрнiстю допустимо-
стi ψx̂i (x, 1) = ηmax

i та з достовiрнiстю недопустимостi ψx̂i (x, 0) не бiльше за
ξ, буде об’єднанням розв’язкiв задачi (32), отриманих для кожної ситуацiї
x̂ ∈ X. Функцiя достовiрностi FBSξi буде звуженням функцiї достовiрностi
φi(x, y) на носiй supp(FBSξi ) i може бути знайденою за формулами (17),
(18).

НМТ-2 рiвноваг за Бержем рiвня ξ ∈ (0, 1) визначимо як FBEξ =

=
∩
i∈N

FBSξi . Очевидно, що носiй FBEζ (позначимо його supp(FBEζ)) буде

мати вигляд supp(FBEζ) =
∩
i∈N

supp(FBSξi ) i на пiдставi теореми 4 буде

складатись iз розв’язкiв системи взаємозв’язаних оптимiзацiйних задач

ui(x̂) = min
k∈Uξ

i

max{ max
x∈D−

i (x̂,k,ξ)
ui(x), max

x∈D+
i (x̂,k,ξ)

ui(x)}, i ∈ N.

Функцiя достовiрностi FBEξ буде звуженням функцiї достовiрностi
φFBE(x, y) на носiй supp(FBEζ) i може бути знайденою за формулами (25),
(26).

Висновки

У данiй роботi основну увагу зосереджено на побудовi концепцiї рiв-
новаги за Бержем у некооперативних iграх, у яких коалiцiї гравцiв, що
спiвчувають один iншому, є нечiткими. Згiдно до запропонованого пiдхо-
ду ця множина розглядається як НМТ-2, яку отримано шляхом вiдомої
операцiї перетину нечiткої множини чiтких множин. Особливiстю такого
представлення є те, що елементи носiя цiєї множини характеризуються
двома показниками: достовiрнiстю їхньої належностi множинi рiвноваг за
Бержем та достовiрнiстю неналежностi. Безпосередньо носiй представляє
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собою множину оптимальних за Слейтером розв’язкiв трикритерiальної за-
дачi оптимiзацiї. Розроблено методи знаходження його елементiв iз макси-
мальною достовiрнiстю належностi НМТ-2 рiвноваг за Бержем, а також з
достовiрнiстю неналежностi не бiльше за задане число. Розроблений пiдхiд
розширює область застосування теорiї нечiтких множин на випадок неко-
оперативних iгор з нечiткою коалiцiйною структурою i може дати новий
пiдхiд до розв’язання iнших задач теорiї iгор в умовах нечiткої iнформацiї.
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Abstract. Spectral problems for Mathieu equation with rapidly
oscillation potential and periodic boundary value conditions on a fi-
nite interval are considered. Asymptotic expansions for eigenvalues
and eigenfunctions of the problem are constructed. Statements on the
asymptotic accuracy estimates between the constructed asymptotic
expansions and an exact solution, which are depending on the ei-
genvalue number, are proved. Firstly, the dependence is presented in
explicit forms with the asymptotic precise estimate.
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Резюме. Рассматриваются спектральные задачи для уравнения
Матье с быстро осциллирующим потенциалом и периодическими
граничными условиями на конечном интервале. Построены асим-
птотические разложения собственных значений и функций такой
задачи. Доказаны утверждения об оценках асимптотической бли-
зости построенных асимптотических разложений и точных ре-
шений исходной задачи, зависящие от номера соответствующего
собственного значения. Впервые, такая зависимость выражена в
виде явных формул с асимптотически точной оценкой.
Ключевые слова: осреднение, уравнение Матье, асимптотиче-
ское разложение, собственное значение, собственная функция.
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Введение
Развитие современной науки и техники предусматривает необходимость

исследования разнообразных спектральных задач для дифференциальных
уравнений с краевыми условиями, характеризующих квантовые эффекты
в решетках, кристаллах и наноструктурах. В основе анализа некоторых из
таких задач находятся асимптотические методы и теория осреднения.

Спектральные задачи для общего оператора Штурма-Лиувилля изуча-
ются достаточно давно [1, 2]. Такие задачи с периодическим потенциалом
обычно рассматриваются на всей прямой [2, 3]. Задачи об асимптотиче-
ском разложении собственных значений и функций для уравнения второго
порядка с малым периодическим потенциалом, рассматриваемые на расши-
ряющемся интервале, впервые были поставлены и изучены в [3].

Следует подчеркнуть, что задачи на всей прямой более простые, и ис-
следуются во многих работах [1]–[5], где можно найти и более обширную
библиографию по таким исследованиям. Задачи, рассматриваемые на ин-
тервале, который асимптотически расширяется, более сложные, поскольку
содержат зависимость от некоторого большого параметра N. После пере-
хода к пределу при N → ∞ такие задачи переходят, в некотором смысле,
в задачи на всей прямой, имеющие непрерывный спектр лакунарной стру-
ктуры [6, 7]. Спектральные задачи на расширяющемся интервале могут
быть сведены к задачам с быстро осциллирующим потенциалом на коне-
чном интервале. Более того, такие задачи эквивалентны и для фиксиро-
ванного N имеют дискретный спектр, зависимость которого от N является
достаточно сложной. Исследованию такой зависимости для начальных соб-
ственных значений и функций в спектральной задаче для уравнения Матье
с быстро осциллирующим потенциалом и посвящена данная работа.

Рассматриваемые здесь задачи возникают, например, в физике твердого
тела [3,6,7] и наноматериалов [8]–[12]. Так, задача Штурма-Лиувилля на
всей прямой с периодическим кусочно-постоянным потенциалом называе-
тся задачей Кронига-Пенни и является одной из основных упрощенных мо-
делей в физике твердого тела [7]. Исследования данной работы являются
начальным шагом к исследованию задач на решетках, которые моделируют
кристаллические решетки [6], решетчатые и трубчатые наноструктуры, на-
пример, карбоновые трубки [8] и пленки [9], наноструктуры из графена [10].
В статье [13] рассмотрена спектральная задача на фрагментах кристалли-
ческих решеток как первый этап рассмотрения модельных спектральных
задач для уравнений с потенциалами на простых решетках. Такие задачи
для уравнений без потенциалов рассматривались в работах [14]–[16].

В данной работе при исследовании спектральной задачи для уравнения
Матье второго порядка с быстро осциллирующим потенциалом и периоди-
ческими граничными условиями используются методы асимптотических
разложений и теории осреднения. Вопросы осреднения спектральных за-
дач изучались во многих работах [17, 18], где можно найти и более об-
ширную библиографию по таким исследованиям. Следует отметить, что в
этих работах изучались задачи с периодическими быстро осциллирующи-
ми коэффициентами, но с нулевым потенциалом. Здесь будут использованы
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методы работы [19], применимые к уравнениям с произвольными быстро
осциллирующими потенциалами и коэффициентами.

Структура данной работы следующая. В первом параграфе описываю-
тся собственные числа и функции уравнения Матье [20], используемые в
дальнейших построениях. Спектральная задача для уравнения Матье с F
ε-периодическим потенциалом на отрезке [0, π] будет рассмотрена во вто-
ром параграфе, где сформулировано и основное утверждение о структуре
решений этой задачи. В третьем параграфе методами работы [19] строится
и обосновывается асимптотика решений рассматриваемой задачи.

1. Постановка задачи

Будет рассматриваться следующая спектральная задача для уравнения
Матье второго порядка с быстро осциллирующим потенциалом и периоди-
ческими граничными условиями на отрезке [0, π]: найти такие собственное
значение λε и ненулевую собственную функцию uε, что

−ε2(uε)′′ + 2q uε cos

(
2x

ε

)
= λεuε для x ∈ (0, π),

uε(0) = uε(π), u′ε(0) = u′ε(π),

(1)

где ε = (N)−1 с некоторым положительным целым N . Основной целью ра-
боты является исследование собственных значений и функций этой задачи
при достаточно больших N и, соответственно, при достаточно малых ε.
Уравнение задачи (1) зависит от дополнительного параметра q и записано
в форме, принятой в теории специальных функций Матье, определяемых
рассматриваемой задачей при ε = 1 в соответствии с [1, 20].

Уравнение задачи (1) можно разделить на ε2 и рассматривать, таким
образом, спектральную задачу для одномерного уравнения Шредингера с
очень большим осциллирующим потенциалом (при достаточно малых ε)
на конечном интервале. Эта задача является основной составляющей при
исследовании прохождения, отражения и рассеяния волн на тонких кри-
сталлических пленках и будет рассмотрена в дальнейших работах.

Кроме того, в задаче (1) можно ввести новую переменную y = xN и
рассматривать эквивалентную задачу с периодическим потенциалом на
расширяющемся интервале (0, πN) (впервые исследованную в [3] для до-
статочно малых потенциалов), где N обозначает фактически число ато-
мов, составляющих кристалл, рассматриваемый как одномерная структу-
ра. В физике твердого тела решения такой задачи на расширяющемся ин-
тервале принято заменять решениями аналогичной задачи на всей пря-
мой [3, 6, 7]. Однако, совершенно не изучена корректность такой замены.
Точнее, практически не исследована корректность и точность этой замены
решений задачи на расширяющемся интервале решениями задачи на всей
прямой. Такое исследование представляется существенным, поскольку ре-
альные кристаллы имеют конечные размеры и не заполняют все окружа-
ющее пространство. Первые шаги в этом направлении будут приведены
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здесь в форме утверждения о точности приближений собственных значе-
ний и функций задачи (1) для одномерного уравнения Матье.

Для фиксированного ε известно [21, 22], что существуют счетные мно-
жества собственных значений λ0ε, λ1ε, . . . , λsε, . . . и ортонормированных соб-
ственных функций u0ε, u

1
ε, . . . , u

s
ε, . . . , являющихся решениями задачи (1),

для которых с учетом возможной кратности выполняются неравенства

λ0ε ≤ λ1ε ≤ · · · ≤ λsε ≤ . . . и λsε → ∞ при s→ ∞.

Под кратностью здесь понимается возможное совпадение собственных чи-
сел λsε, λs+1

ε , . . . для различающихся собственных функций usε, us+1
ε , . . . . Та-

ким образом, учет кратности означает нумерацию собственных чисел в
соответствии с нумерацией различающихся собственных функций.

Основной целью работы является построение и обоснование асимптоти-
ки для собственных значений и функций задачи (1) с не очень большими
номерами s. Для этого рассмотрим следующую спектральную задачу

−u′′ + 2q u cos(2x) = λu для x ∈ (0, π),

u(0) = u(π), u′(0) = u′(π),
(2)

совпадающую с задачей (1) при ε = 1. Для q ̸= 0 известно [1, 20], что суще-
ствуют счетные множества однократных собственных значений λ01, λ11, . . . и
ортонормированных собственных функций u01, u

1
1, . . . , u

s
1, . . . , являющихся

решениями задачи (2), для которых выполняются строгие неравенства

λ01 < λ11 < · · · < λs1 < . . . и λs1 → ∞ при s→ ∞.

Собственные функции задачи (2), нормированные соответствующим обра-
зом, принято называть функциями Матье.

Исследованию функций Матье посвящены целые главы в справочниках
и даже книги, например, [1]. Для таких функций приняты специальные
обозначения [1, 20], например, собственное значение и функцию с нулевым
номером принято называть основными и обозначать a0 и ce0(x). Традици-
онно, основную функцию ce0(x) принято нормировать условиями

ce0(0) > 0 и
1

π

∫ π

0
ce0(x)

2 dx =
1

2
.

При этом известно [1], что ce0(0) ̸= 0 для каждого фиксированного q, от
которого зависят a0 и ce0(x) в соответствии с уравнением из (2). Таким
образом, в обозначениях, принятых для задачи (2), можно положить

λ01 = a0 и u01 =
√
2 ce0(x),

где корень появляется в силу условия ортонормирования 1
π

∫ π
0 (u

0
1)

2 dx = 1
и известно, что число a0 всегда отрицательно при q ̸= 0 и a0 = 0 при q = 0.

Непосредственно проверяется, что функция u01(x/ε) является собствен-
ной функцией задачи (1) с собственным значением λ01, и можно определить

λ0ε = a0 и u0ε = u01(x/ε) =
√
2 ce0(x/ε).

Однако, определить последующие собственные функции u1ε, . . . , u
s
ε, . . . за-

дачи (1) с собственными значениями λ1ε, . . . , λsε, . . . значительно сложнее.
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Уравнение задачи (2) имеет второй порядок и поэтому можно опреде-
лить два базисных решения ϕ1(x) и ϕ2(x) этого уравнения. Такие решения
называются фундаментальными, если выполнены следующие условия

ϕ2(0) = ϕ′1(0) = 0, ϕ′2(0) = ϕ1(0) = 1. (3)

Известно [1], что при λ = a0 в уравнении задачи (2) функция ϕ1(x) кратна
основной функции Матье. Таким образом, имеем

ϕ1(x) = ce0(x)(ce0(0))
−1.

Для фиксированного q также известно [1, 23], что однозначно определена
такая периодическая функция f(x) на отрезке [0, π], что f(0) = f(π) = 0 и

ϕ2(x) = αxϕ1(x) + α f(x), (4)

где постоянная α выбирается из условия выполнения равенств (3). Из этих
равенств и определения (3) следует, что α = (1 + f ′(0))−1.

Функция ϕ2(x) не может быть периодической [23] и поэтому ϕ2(π) ̸= 0.
Для каждого фиксированного q из равенств (3) и (4) следует, что

ϕ2(π) = απ

и поэтому α ̸= 0. Кроме того, для q = 0 имеем α = 1, таким образом α > 0
для каждого фиксированного q в силу теоремы о непрерывной зависимости
от параметров решений обыкновенных дифференциальных уравнений [23].

Для фундаментального решения ϕ2 известно [1, 23] также представление

ϕ2(x) = C x ce0(x) + f0(x),

где постоянная C = α (ce0(0))
−1 и периодическая функция f0 = αf(x)

однозначно определены условиями (3) и представлением (4).
Для задачи (2) определим энергетическое пространство L2(0, π) как про-

странство Лебега квадратично интегрируемых функций. Основным утвер-
ждением данной работы является следующая утверждение.

Теорема 1. Для собственных значений λsε и собственных функций usε за-
дачи (1) существует такая постоянная C, не зависящая от ε и s, что∣∣λsε − (a0 + ε2λs

)∣∣ ≤ C (εs)3, ∥usε − vsε ∥L2(0,π) ≤ C εs2

при s2 ≪ ε−1 и 0 < ε ≤ ε0 для некоторого положительного ε0, где λs и
vsε определяются собственными значениями и собственными функциями
подходящей осредненной задачи, которая будет определена в дальнейшем.

2. Построение асимптотических разложений
Следуя общим принципам работы [19], разложение собственных фун-

кций uε задачи (1) будем определять в виде асимптотической суммы uaε ,
слагаемые которой представимы в виде функций u0(x, y), u1(x, y), u2(x, y)
двух переменных (x, y) ∈ [0, π]× [0, π], рассматриваемых при y = x

ε и име-
ющих разделенные переменные. Таким образом, введем обозначение

uaε

(
x,
x

ε

)
= u0

(
x,
x

ε

)
+ εu1

(
x,
x

ε

)
+ ε2u2

(
x,
x

ε

)
, (5)
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где u0(x, y) = N0(y) v0(x), u1(x, y) = N1(y) v1(x), u2(x, y) = N2(y) v2(x) с
неизвестными функциями v0, v1, v2 и неизвестными периодическими фун-
кциямиN0(y), N1(y), N2(y) (с периодом, равным π), которые будут найдены
из условия приближенного выполнения условий задачи (1) при малых ε.

Разложение собственных значений λε задачи (1) выберем в виде

λaε = λ0 + ελ1 + ε2λ2 (6)

с неизвестными числами λ0, λ1, λ2, определяемыми в процессе построений.
Используя формулу дифференцирования сложной функции, получаем(

uaε

(
x,
x

ε

))′′
=

(
u′′0xx +

2

ε
u′′0xy +

1

ε2
u′′0yy + ε u′′1xx +

+ 2u′′1xy +
1

ε
u′′1yy + ε2u′′2xx + 2 ε u′′2xy + u′′2yy

)∣∣∣∣
y=x

ε

.
(7)

Подставляя разложения (5), (6) вместо решений в (1) и применяя (7), имеем

LyN0(y)v0 + εLyN1(y)v1 + ε2LyN2(y)v2 − λ0N0(y)v0 − λ0εN1(y)v1−

−λ0ε2N2(y)v2 − λ1εN0(y)v0 − λ1ε
2N1(y)v1 − λ1ε

3N2(y)v2 − λ2ε
2N0(y)v0−

−λ2ε3N1(y)v1−λ2ε4N2(y)v2−2εN ′
0(y)v

′
0(x)−2ε2N ′

1(y)v
′
1(x)−2ε3N ′

2(y)v
′
2(x)−

−ε2N0(y)v
′′
0(x)− ε3N1(y)v

′′
1(x)− ε4N2(y)v

′′
2(x) = 0 при y =

x

ε
,

где, например, введено обозначение LyN0(y) = −(N0(y))
′′+2q cos(2y)N0(y).

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях ε в полученном
соотношении для определения неизвестных функций и чисел из (5) и (6).
При ε0, ε1 и ε2, соответственно, получаем следующие уравнения

LyN0(y)v0(x)− λ0N0(y)v0(x) = 0, (8)

(LyN1(y)− λ0N1(y)) v1(x) = 2N ′
0(y)v

′
0(x) + λ1N0(y)v0(x), (9)

(LyN2(y)− λ0N2(y)) v2 = 2N ′
1(y)v

′
1+N0(y)v

′′
0+λ1N1(y)v1+λ2N0(y)v0. (10)

Уравнение (8) буде выполнено, если определить λ0 = a0 и

N0(y) =
√
2ce0(y) = κ ϕ1(y),

где κ =
√
2 ce0(0) выбрано из условия нормировки 1

π

∫ π
0 N

2
0 (y) dy = 1.

Рассмотрим соотношение (9) как уравнение относительно N1(y) для ка-
ждого x ∈ [0, π]. Известно [7] и непосредственно проверяется, что такое
уравнение имеет решение тогда и только тогда, когда правая часть орто-
гональна N0(y). Последнее условие записывается в виде

v′0

∫ π

0
2N ′

0N0 dy = −λ1v0
∫ π

0
N2

0 dy.

Интегрируя по частям периодические функции, для левой части имеем∫ π

0
N ′

0N0 dy = −
∫ π

0
N0N

′
0 dy,

поэтому этот интеграл равен нулю. Таким образом, уравнение (9) может
быть разрешимым, только если λ1 = 0.

69



ОСРЕДНЕНИЕ УРАВНЕНИЯ МАТЬЕ

Определим v1(x) = v′0(x). Тогда соотношение (9) будет выполнено, если
выбрать N1(y) как периодическое решение уравнения

LyN1(y)− a0N1(y) = 2N ′
0(y). (11)

Это уравнение разрешимо в силу последнего равенства для интегралов и
можно попытаться найти решение этого уравнения методом вариации по-
стоянных [21, 22]. Однако, известно [1, 23] и непосредственно проверяется,
что периодическая функция f(y) = α−1ϕ2(y)−y ϕ1(y), заданная равенством
(4), является частным решением уравнения

Lyf(y)− a0f(y) = 2ϕ′1(y).

Сравнивая это уравнение с (11) заключаем, что общее периодическое (с пе-
риодом, равным π) решение уравнения (11) определяется равенством

N1(y) = κ
(
α−1ϕ2(y)− y ϕ1(y)

)
+ γ N0(y) (12)

где κ =
√
2 ce0(0) и постоянная γ может быть выбрана из условия ортого-

нальности
∫ π
0 N1(y)N0(y) dy = 0, которое будет использовано далее.

Рассмотрим соотношение (10) как уравнение относительно N2(y). Это
уравнение имеет решение, если правая часть ортогональна N0(y). После-
днее условие ортогональности можно записать в виде

λ2v0 +

(
2π−1

∫ π

0
N ′

1(y)N0(y) dy

)
v′′0 + v′′0 = 0, (13)

поскольку v1(x) = v′0(x) и 1
π

∫ π
0 N

2
0 (y) dy = 1. Введем обозначение

I = 2π−1

∫ π

0
N ′

1(y)N0(y) dy = −2π−1

∫ π

0
N1(y)N

′
0(y) dy =

= −2κ2 π−1α−1

(∫ π

0
ϕ2(y)ϕ

′
1(y) dy − α

∫ π

0
y ϕ1(y)ϕ

′
1(y) dy

)
.

где учтено интегрирование по частям и определения N0 = κϕ1(y) и (12).
Для фундаментальных решений выполнено [1, 22] тождество Вронского

ϕ1(y)ϕ
′
2(y)− ϕ′1(y)ϕ2(y) = 1

и правило Лейбница (ϕ2ϕ1)
′ = ϕ′1ϕ2 + ϕ1ϕ

′
2. Таким образом, получаем

2ϕ2(y)ϕ
′
1(y) = (ϕ2(y)ϕ1(y))

′ − 1 и

I = κ2 π−1α−1

(∫ π

0

(
1− (ϕ2(y)ϕ1(y))

′) dy + α

∫ π

0
y
(
ϕ21(y)

)′
dy

)
=

= κ2 π−1α−1

(
(y − ϕ2(y)ϕ1(y))

∣∣∣π
0
+ α y ϕ21(y)

∣∣∣π
0
− α

∫ π

0
ϕ21 dy

)
=

= κ2α−1
(
(1− α) + α− ακ−2

)
= κ2α−1 − 1.

Учитывая эти вычисления, уравнение (13) можно представить в виде

−
(
κ2α−1

)
v′′0(x) = λ2 v0(x) для x ∈ (0, π).

Известно и непосредственно проверяется, что функция e i s x для целого не-
нулевого s определяет собственную функцию уравнения (13) с периодиче-
скими граничными условиями и положительным собственным двукратным
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значением s2
(
κ2α−1

)
. Удобно пронумеровать такие собственные функции

и значения (с учетом кратности) следующим образом

v10 = eix, v20 = e−ix, v30 = ei2x, v40 = e−i2x, v50 = ei3x, v60 = e−i3x, . . . ,

λ12 = β, λ22 = β, λ32 = 22β, λ42 = 22β, λ52 = 32β, λ62 = 32β, . . . ,
(14)

где введено обозначение β = κ2α−1. Таким образом, заключаем, что

vs0 = ei k x, λs2 = ((s+ 1)/2)2
(
κ2α−1

)
для s = 2k − 1,

vs0 = e− i k x, λs2 = (s/2)2
(
κ2α−1

)
для s = 2k при k = 1, 2, . . .

(15)

определяют собственные функции и числа для уравнения (13) с периоди-
ческими граничными условиями. Решения этой задачи можно также пред-
ставить в виде линейных комбинаций cos(kx) и sin(kx) для k = 1, 2, . . . ,
если интересоваться только действительнозначными решениями.

Определим v2 = v′′0(x), зафиксируем некоторые s и vs0 и учтем осреднен-
ное уравнение (13) в (10). Тогда соотношение (10) будет выполнено, если
определить N2(y) как периодическое решение уравнения

LyN2(y)− a0N2(y) = 2N ′
1(y) +

(
1− κ2α−1

)
N0(y),

которое разрешимо в силу приведенных вычислений и можно найти такое
решение этого уравнения, что

∫ π
0 N2(y)N0(y) dy = 0.

Таким образом, для целых положительных s определены приближенные
решения задачи (1), которые можно представить в следующем виде

λsa = a0 + ε2λs2,

usa = N0

(x
ε

)
vs0(x) + εN1

(x
ε

)
(vs0(x))

′ + ε2N2

(x
ε

)
(vs0(x))

′′.
(16)

Естественно, что эти приближения актуальны для не слишком больших s,
точнее для s ≪ ε−1 (при s ≤ cε−1+σ для некоторых c и σ при 0 < σ ≤ 1).
Отметим также, что эти приближенные решения согласованы и при s = 0,
поскольку в этом случае v00 = 1 и λ02 = 0 являются решением задачи (13) и
u0ε = N0(x/ε) и λ0ε = a0 являются точным решением задачи (1).

3. Обоснование асимптотики

Для доказательства теоремы 1, обосновывающей построенные прибли-
женные решения задачи (1), будут использованы метод Релея-Ритца, пред-
ставленный в [7], теорема Вишика-Люстерника из [24, 25] и вспомогатель-
ное утверждение, обобщающее лемму Римана-Лебега, доказанное, напри-
мер, в [15]. Для точной формулировки этих утверждений введем следующее
обозначение для оператора задачи (1)

Lε v = −ε2(v)′′ + 2q v cos

(
2x

ε

)
, (17)

где периодическая функция v ∈ H1
per(0, π) (определение этого пространс-

тва приведено, например, в [15, 17]). Этот оператор естественно рассма-
тривать как неограниченный оператор на L2(0, π) с плотной (и компактно
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вложенной [7]) областью определения H1
per(0, π), для собственных значе-

ний и функций которого уже были введены обозначения λ0ε, λ
1
ε, . . . , λ

s
ε, . . .

и u0ε, u1ε, . . . , usε, . . . . Следующие два утверждения доказаны в [7] и [25].

Теорема 2. (Метод Релея-Ритца). Фиксируем положительные ε и це-
лое d. Пусть Hd обозначает d-мерное подпространство в L2(0, π) и Pd
является ортогональным проектором на Hd.

Тогда для упорядоченных (по возрастанию с учетом кратности) соб-
ственных значений µ0ε, µ1ε . . . , µd−1

ε оператора Pd LεPd на Hd и собственных
значений λ0ε, λ

1
ε . . . , λ

d−1
ε оператора Lε выполнены следующие неравенства

λ0ε ≤ µ0ε, λ1ε ≤ µ1ε, . . . , λd−1
ε ≤ µd−1

ε .

Теорема 3. Фиксируем положительные ε и ϱ. Предположим, что най-
дутся такие число µ и функция u ∈ H1

per(0, π), что ∥u∥L2(0,π) = 1 и

∥Lεu− µu ∥L2(0,π) ≤ ϱ.

Тогда существует такое собственное число λsε, что |µ− λsε | ≤ ϱ, и для
каждого σ > ϱ существует такое v ∈ H1

per(0, π), что ∥v∥L2(0,π) = 1 и

∥u− v ∥L2(0,π) ≤ 2ϱσ−1,

где v является линейной комбинацией собственных функций оператора Lε,
отвечающих собственным значением из интервала (µ− σ, µ+ σ).

Следующее утверждение доказано, например, в [15] и будет приведено с
доказательством, которое используется в дальнейшем изложении.

Теорема 4. Для функции U ∈ L2(0, π), продолженной периодически на
всю прямую, и функции v ∈ H2

per(0, π) выполняется неравенство∣∣∣∣∫ π

0
U
(x
ε

)
v(x) dx− π−1

∫ π

0
U(y) dy

∫ π

0
v(x) dx

∣∣∣∣ ≤
≤ ε2 ∥U∥L2(0,π)

∥∥v′′∥∥
L2(0,π)

.

Доказательство. Определим M ∈ H2
per(0, π) как периодическое решение

(с периодом π и
∫ π
0 M(y) dy = 0) разрешимого уравнения

M ′′
yy(y) = U(y)− π−1

∫ π

0
U(y)dy

и продолжим M(y) периодически на всю прямую. Используя то, что

ε2M ′′
xx

(x
ε

)
=M ′′

yy(y)
∣∣∣
y=x

ε

= U
(x
ε

)
− π−1

∫ π

0
U(y) dy,

умножим это соотношение на v и проинтегрируем. В таком случае имеем∫ π

0
U
(x
ε

)
v(x) dx− π−1

∫ π

0
U(y) dy

∫ π

0
v(x) dx =

= ε2
∫ π

0

(
M
(x
ε

))′′
v(x) dx = ε2

∫ π

0
M
(x
ε

)
v′′(x) dx.
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Таким образом, используя неравенство Коши-Буняковского, получаем∣∣∣∣∫ π

0
U
(x
ε

)
v(x) dx− π−1

∫ π

0
U(y) dy

∫ π

0
v(x) dx

∣∣∣∣ ≤
≤ ε2 ∥M∥L2(0,π)

∥∥v′′∥∥
L2(0,π)

,

поскольку∥∥∥M (x
ε

)∥∥∥2
L2(0,π)

=

πε∫
0

M2
(x
ε

)
dx + · · ·+

πNε∫
π(N−1)ε

M2
(x
ε

)
dx =

= ε
N∑
i=1

∥M∥2L2(0,π) = ∥M∥2L2(0,π).

(18)

Остается учесть хорошо известное неравенство ∥M∥L2(0,π) ≤ ∥U∥L2(0,π) для
решения соответствующего разрешимого уравнения для M . �

Доказательство теоремы 1. Используя обозначения (16) для прибли-
женных решений и соотношения (7)–(14), получаем

Lεusa − λsa u
s
a = −ε3N1(y)v

s
0(x)

′′′ − ε3λs2N1(y)v
s
0(x)

′−
− 2 ε3N ′

2(y)v
s
0(x)

′′′ − ε4N2(y)v
s
0(x)

′′′′ − ε4λs2N2(y)v
s
0(x)

′′ (19)

при y = x ε−1. Из определений (14) и (15) для функции vs0 следует, что
|vs0| ≤ 1. Аналогично, для l-й производной этой функции имеем∣∣ (vs0)(l) ∣∣ ≤ ((s+ 1)/2)l для каждого s = 1, 2, . . . .

Функции N1(y) и N2(y) являются решениями периодических задач для
уравнений с гладкими коэффициентами (не зависящими от ε и s) и поэтому
являются гладкими [22] и имеют конечные H1(0, π)-нормы. Таким образом,
учитывая для этих функций равенства (18), из соотношений (19) получаем

∥Lεusa − λsa u
s
a∥L2(0,π) ≤ (ε)3((s+ 1)/2)3 ∥N1∥L2(0,π)+

+ · · ·+ (εs)4C ∥N2∥L2(0,π) ≤ C(εs)3
(20)

при s≪ ε−1. Здесь и в дальнейшем постоянные C не зависят от ε и s.
Из определений (16) и теоремы 4 следует, что

∥usa∥
2
L2(0,π) = π−1

∫ π

0
(usa)

2 dx = π−1

∫ π

0

(
N0

(x
ε

)
vs0(x)

)2
dx+

+ · · ·+ ε4 π−1

∫ π

0

(
N2

(x
ε

)
(vs0(x))

′′
)2
dx =

= π−1

∫ π

0
N2

0 (y) dy π
−1

∫ π

0
(vs0(x))

2 dx+O
(
(ε s)2

)
= 1 +O

(
(ε s)2

)
,

где последние два равенства понимаются в смысле выполнения неравенства∣∣∣ ∥usa∥2L2(0,π) − 1
∣∣∣ ≤ C(ε s)2 (21)

из теоремы 4, в которой учтено, например, что
∥∥((vs0)2)′′∥∥L2(0,π)

≤ (s+1)2,
π−1
∫ π
0 (v

s
0(x))

2dx = 1,
∫ π
0 N1(y)N0(y)dy = 0 и

∫ π
0 N2(y)N0(y)dy = 0.
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Аналогично проверяется, что∣∣∣∣∫ π

0
usa u

i
a dx

∣∣∣∣ ≤ C(ε s)2 + C(ε i)2

при s ̸= i и s, i≪ ε−1. Последние соотношения означают, что система фун-
кций u1a, u

2
a, . . . , u

s
a, . . . асимптотически почти ортонормирована в L2(0, π).

Поэтому несложно проверить, что функции из этой системы линейно не-
зависимы при s ≪ ε−1. Здесь важно, что система собственных функций
v10, v

2
0, . . . , v

s
0, . . . является ортонормированной в L2(0, π).

Из (21) следует, что ∥usa∥L2(0,π) ̸= 0 при s≪ ε−1. Поэтому, используя (20)
и обозначив vsa = usa ∥usa∥

−1
L2(0,π), получим ∥vsa∥L2(0,π) = 1 и

∥Lεvsa − λsav
s
a∥L2(0,π) ≤ C(ε s)3,

где постоянная C не зависит от ε и s при s≪ ε−1.
Таким образом, из теоремы 3 следует, что найдется такое собственное

значение λk(s)ε задачи (1), что выполняется неравенство∣∣∣λk(s)ε − λsa

∣∣∣ ≤ C(ε s)3, (22)

где постоянная C не зависит от ε и s при s≪ ε−1. Из этого неравенства бу-
дет следовать первое неравенство из теоремы 1 для собственных значений
задачи (1), если доказать, что k(s) = s для каждого s = 1, 2, . . . .

Отметим, что неравенства (20)–(22) выполнены и для s = 0 в силу опре-
деления приближенных решений (16), согласованного при s = 0 с выбором
u0ε = u0a = N0(x/ε), v00 = 1 и λ0ε = λ0a = a0. Обозначим также w0

a = N0(x/ε).
Тогда

∥∥w0
a

∥∥
L2(0,π)

= 1 и w0
a ∈ H1

per(0, π). Ортонормируем в L2(0, π) функции

w0
a, u

1
a, . . . u

s
a, . . . .

Определим постоянную A10
ε = π−1

∫ π
0 u

1
aw

0
a dx. Из теоремы 4 следует, что

A10
ε = π−1

∫ π

0
N2

0 dy π
−1

∫ π

0
v10 dx+O(ε2) = O(ε2),

поскольку
∫ π
0 v

1
0 dx = 0. Таким образом, A10

ε = ε2a10ε , где |a10ε | ≤ C с посто-
янной C, не зависящей от ε. Обозначим

ν1a = u1a − ε2a10ε w
0
a.

Функция ν1a ортогональна к w0
a и выполнено представление(

Lε − λ1a
)
ν1a =

(
Lε − λ1a

)
u1a − ε2a10ε

((
Lε − λ0a

)
w0
a +

(
λ1a − λ0a

)
w0
a

)
.

Поэтому, используя неравенство (20), получаем∥∥(Lε − λ1a) ν
1
a

∥∥
L2(0,π)

≤ C ε3 + ε4λ12
∣∣a10ε ∣∣ ∥∥w0

a

∥∥
L2(0,π)

≤ C ε3.

Таким образом, функция ν1a также удовлетворяет неравенствам (20), (21)
и w1

a = ν1a
∥∥ν1a∥∥−1

L2(0,π)
∈ H1

per(0, π) ортогональна к w0
a и удовлетворяет (20).

Аналогично проверяется, что для постоянных α1 и α0 имеем∥∥(Lε − λ1a)
(
α1w

1
a − α0w

0
a

)∥∥
L2(0,π)

≤ C ε2, (23)
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если |α1| ≤ C и |α0| ≤ C с постоянной C, не зависящей от ε.
Далее, предположим по индукции, что определены ортонормированные

w0
a, w

1
a, . . . , w

s−1
a из H1

per(0, π), удовлетворяющие неравенству (20), и для
постоянных αs−1, . . . , α0 выполнено неравенство∥∥(Lε − λs−1

a )
(
αs−1w

s−1
a + · · ·+ α0w

0
a

)∥∥
L2(0,π)

≤ C (ε(s− 1))2, (24)

если |αj | ≤ C с постоянной C, не зависящей от ε для j = 0, . . . , s− 1.
Определим Asjε = π−1

∫ π
0 u

s
aw

j
a dx для j = 0, . . . , s− 1. Из теоремы 4 имеем

Asjε = π−1

∫ π

0
N2

0 dy π
−1

∫ π

0
vs0 v

j
0 dx+O

(
(ε s)2

)
= O

(
(ε s)2

)
,

поскольку
∫ π
0 v

s
0v
j
0 dx = 0 для j = 0, . . . , s−1. Таким образом, Asjε = (εs)2asjε ,

где |asjε | ≤ C с постоянной C, не зависящей от ε и s для j = 0, . . . , s− 1.
Обозначим ws0a = as,s−1

ε ws−1
a + · · ·+ as0ε w

0
a и

νsa = usa − (εs)2ws0a .

Функция νsa ортогональна к ws−1
a , . . . , w0

a и выполнено представление

(Lε − λsa) ν
s
a = (Lε − λsa)u

s
a − (εs)2

((
Lε − λs−1

a

)
ws0a +

(
λsa − λs−1

a

)
ws0a

)
.

Поэтому, используя неравенства (20) и (24), получаем

∥(Lε−λsa)νsa∥L2(0,π) ≤ C(εs)3+ (εs)2(λsa−λs−1
a )

∥∥ws0a ∥∥L2(0,π)
≤ C(εs)3, (25)

поскольку в обозначениях из (14)–(16) либо λsa − λs−1
a = 0 либо

λsa − λs−1
a = ε2β(k2 − (k − 1)2) = ε2β(2k − 1) = ε2β s

и функция ws0a содержит s слагаемых единичной нормы, умноженных на
ограниченные постоянные. Таким образом, функция νsa также удовлетво-
ряет неравенствам (20) и (21). Кроме того, wsa = νsa ∥νsa∥

−1
L2(0,π) ∈ H1

per(0, π)

ортогональна к ws−1
a , . . . , w0

a и удовлетворяет (20).
Проверим выполнение (24) для wsa, . . . , w

0
a. Для постоянных αs, . . . , α0

обозначим wssa = αs−1w
s−1
a + · · ·+ α0w

0
a и νssa = αsw

s
a + wssa . Тогда

(Lε − λsa) ν
ss
a = αs (L

ε − λsa)w
s
a +

(
Lε − λs−1

a

)
wssa −

(
λsa − λs−1

a

)
wssa .

Поэтому, используя неравенства (20) и (24), как и в (25), получаем

∥(Lε−λsa)νssa ∥L2(0,π) ≤ C(εs)2+ (λsa−λs−1
a ) ∥wssa ∥L2(0,π) ≤ C(εs)2.

Таким образом, выполнено неравенство (24) с номером, большим на 1 (сов-
падающее с (23) при s = 1), используемое в индуктивных предположениях.

Определим s-мерное подпространствоHs ⊂ L2(0, π) как линейную оболо-
чку функций w0

a, w
1
a, ...w

s−1
a и обозначим через Ps ортогональный проектор

на Hs. По определению для w ∈ L2(0, π) имеем

Psw =

s−1∑
i=0

wia π
−1

∫ π

0
wiaw dx

и поэтому Psw
i
a = wia при i = 0, . . . , s − 1. Для оператора Lεs = PsL

εPs
определены ортонормированные собственные функций ω0

ε , . . . , ω
s−1
ε и такие
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собственные значения µ0ε, . . . , µs−1
ε , что µ0ε ≤ · · · ≤ µs−1

ε с учетом кратности.
Из теоремы 2 вытекает также, что λ0ε ≤ µ0ε, . . . , λ

s−1
ε ≤ µs−1

ε .
Непосредственно из определений следует, что

Lεsw
i
a − λiaw

i
a = Ps

(
Lεwia − λiaw

i
a

)
и ∥∥Lεswia − λiaw

i
a

∥∥
L2(0,π)

≤
∥∥Ps (Lεwia − λiaw

i
a

)∥∥
L2(0,π)

≤ C(εi)3,

где i = 0, . . . , s−1 и постоянная C не зависит от ε, i и s, поскольку оператор-
ная норма проектора ограничена единицей и выполнено неравенство (25).

Таким образом, из теоремы 3 следует, что найдется такое собственное
значение µj(i)ε оператора Lεs, что выполняется неравенство∣∣∣µj(i)ε − λia

∣∣∣ ≤ C(ε i)3, (26)

где i = 0, . . . , s − 1 и постоянная C не зависит от ε, i и s при s ≪ ε−1.
Отметим, что неравенство (26) выполнено при i = 0 для каждого s в си-
лу определения приближенных решений (16), согласованного при i = 0 с
выбором u0ε = u0a = w0

a и λ0ε = λ0a = µ0ε = a0.
Следуя [24] и [25], проверим, что фактически j(i) = i в (26) для каждого

i = 0, . . . , s − 1. Здесь необходимо иметь в виду, что j(i) может зависеть и
от s, поскольку рассматриваемый оператор Lεs зависит от этого параметра.

Для s = 2 неравенства (26) записываются в виде∣∣µ0ε − λ0a
∣∣ ≤ C(ε 0)3,

∣∣∣µj(1)ε − λ1a

∣∣∣ ≤ Cε3

и возможны только два варианта: либо j(1) = 1, что и требуется, либо
j(1) = 0. В последнем случае

∣∣λ0a − λ1a
∣∣ ≤ Cε3, что невозможно в силу (16).

Для s = 3 неравенства (26) записываются в виде µ0ε = λ0a,∣∣∣µj(1)ε − λ1a

∣∣∣ ≤ C(ε 1)3,
∣∣∣µj(2)ε − λ2a

∣∣∣ ≤ C(ε 2)3,

где λ1a = λ2a в соответствии с определением (16). Как и в предыдущем
случае, обязательно выполнено равенство j(1) = 1, но возможно также,
что j(2) = 1 и для µ2ε не выполнено неравенство в (26) для i = 2 при s = 3.
В последнем случае найдутся такие положительные δ и κ < 3, что

λ2a + εκδ < µ2ε,

иначе для µ2ε будет выполнено (26) при i = 2, поскольку уже известно, что

λ2a − ε3C ≤ µ1ε ≤ µ2ε.

Таким образом, σ-окрестность числа λ1a = λ2a при σ = εκδ содержит только
одно собственное значение µ1ε оператора Lε3 и из теоремы 3 следует, что∥∥w1

a − ω1
ε

∥∥
L2(0,π)

≤ Cε3−κδ−1,
∥∥w2

a − ω1
ε

∥∥
L2(0,π)

≤ Cε3−κδ−1.

Однако, это невозможно [25], поскольку нормированная функция ω1
ε не мо-

жет приближать сразу две ортонормированные функции w1
a и w2

a. Поэтому
j(2) = 2 и для µ2ε выполнено последнее неравенство в (26) при s = 3.
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Далее, применяя индукцию по s, аналогично проверяется, что j(i) = i
в (26) для каждого i = 0, . . . , s−1, поскольку, предположив обратное, имеем
либо противоречивое неравенство |λi−1

a −λia | ≤ C(εi)3, либо противоречивое
утверждение о приближении нескольких ортонормированных функций.

Аналогично доказывается, что k(s) = s в (22). Действительно, для s = 0
это выполнено в силу определений. Далее, для s = 1, 2 уже известно, что

λ0ε ≤ λ1ε ≤ µ1ε ≤ λ1a + ε3C, λ0ε ≤ λ1ε ≤ λ2ε ≤ µ2ε ≤ λ1a + ε3C,

поскольку λ1a = λ2a. Используя (14)–(16), также получаем

a0 ≤ λ1ε ≤ a0 + ε2β + ε3C, a0 ≤ λ1ε ≤ λ2ε ≤ a0 + ε2β + ε3C. (27)

Предположим, что последнему неравенству удовлетворяют также и дру-
гие собственные значения задачи (1), например, λ3ε и

a0 ≤ λ1ε ≤ λ2ε ≤ λ3ε ≤ a0 + ε2β + ε3C.

В этом случае σ-окрестность числа λ0a = a0 при σ = ε2(β+εC) содержит че-
тыре собственных значения λ0ε, λ1ε, λ2ε, λ3ε оператора Lε и из неравенств (25)
для w0

a, w
1
a, w

2
a и теоремы 3 следует, что каждая из трех ортонормирован-

ных функций w0
a, w

1
a, w

2
a может быть приближена линейной комбинацией

четырех ортонормированных функций u0ε, u1ε, u2ε, u3ε, что невозможно [25].
Таким образом, найдутся такие положительные δ и κ < 3, что

λ2a + εκδ < λ3ε ≤ λ4ε,

и из (27) следует, что k(1) = 1 и k(2) = 2 в (22). Далее, применяя индукцию
по s, аналогично получаем k(s) = s в (22) при s ≪ ε−1, что доказывает
оценку теоремы 1 для собственных значений спектральной задачи (1).

Здесь существенно, что для каждого s и ε выполняются соотношения

λ0ε ≤ λ1ε ≤ λ2ε ≤ · · · ≤ λsε ≤ µsε ≤ λsa + (εs)3C,

предоставляющие контроль над количеством собственных значений зада-
чи (1) на конкретном отрезке. Такой контроль важен, поскольку выраже-
ние k(s) в (22) может фактически зависеть от ε. Точнее, теорема 3 гаран-
тирует только, что для фиксированных s и ε целое число k(s) определено.

Для фиксированного нечетного s имеем

λs−1
a < λsa = λs+1

a < λs+2
a .

В обозначениях из (14)–(16) для s = 2k− 1 при k = 1, . . . эти соотношения
записываются также в следующем виде

a0 + ε2k2β − ε2sβ < λsa = a0 + ε2k2β < a0 + ε2k2β + ε2(s+ 2)β.

Поэтому из неравенства (22) следует, что σ-окрестность числа λsa при
σ = ε2sβ содержит только два собственных значения λsε, λs+1

ε задачи (1).
Таким образом, в силу теоремы 3 и неравенств (25) для wsa, ws+1

a найду-
тся такие постоянные αji (возможно зависящие от ε) для i, j = 1, 2, что∥∥wsa − α1

1u
s
ε − α1

2u
s+1
ε

∥∥
L2(0,π)

≤ C εs2,∥∥ws+1
a − α2

1u
s
ε − α2

2u
s+1
ε

∥∥
L2(0,π)

≤ C εs2,
(28)
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где ∥∥α1
1u
s
ε + α1

2u
s+1
ε

∥∥
L2(0,π)

= 1,
∥∥α2

1u
s
ε + α2

2u
s+1
ε

∥∥
L2(0,π)

= 1,

и потому
(α1

1)
2 + (α1

2)
2 = 1, (α2

1)
2 + (α2

2)
2 = 1,

поскольку функции usε, u
s+1
ε являются ортонормированными по определе-

нию. Таким образом, матрица {αij}i,j=1,2 является ортогональной.
Определим функции vsε, vs+1

ε как результат ортогонального преобразова-
ния функций wsa, ws+1

a матрицей {αij}i,j=1,2. Тогда из (28) получаем

∥vsε − usε∥L2(0,π)
≤ C εs2,

∥∥vs+1
ε − us+1

ε

∥∥
L2(0,π)

≤ C εs2,

что завершает доказательство теоремы 1 при s2 ≪ ε−1.
Отметим, что для фиксированного нечетного s выполнено равенство

приближенных собственных значений λsa = λs+1
a . Таким образом, имеется

произвол в выборе ортонормированных функций wsa, w
s+1
a , определяемый

некоторой ортогональной матрицей. Поэтому и возникает необходимость
в использовании ортогональной матрицы {αij}i,j=1,2 для коррекции это-
го произвола, учитывающего конкретный выбор ортонормированных фун-
кций usε, us+1

ε , являющихся точными решения рассматриваемой задачи.

4. Выводы
Рассмотрена спектральная задача для уравнения Матье с быстро осцил-

лирующим потенциалом и периодическими граничными условиями на ко-
нечном отрезке. Исследованы собственные значения и функции, опреде-
ляющие решения такой задачи. На основе общих принципов осреднения
построены приближенные разложения таких решений в виде асимптоти-
ческих сумм с быстро осциллирующими слагаемыми. Доказаны утвержде-
ния об оценках асимптотической близости построенных асимптотических
разложений и точных решений исходной задачи, зависящих от номера со-
ответствующего собственного значения. Впервые такая зависимость выра-
жена в виде явных формул с асимптотически точной оценкой.
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Abstract. The quadratic optimization problem of finding maxi-
mum k-plex in undirected graph is formulated. It is demonstrated
that the quadratic problem can be obtained from well-known linear
Boolean problem for maximum k-plex. Two families of functionally
superfluous quadratic constraints obtained from Boolean problem
constraints are reported.
Keywords: maximum k-plex, quadratic optimization problem,
Boolean linear programming problem, superfluous constraint.

Резюме. У статтi сформульовано квадратичну оптимiзацiйну
задачу для знаходження максимального k-плекса у неорiєнтова-
ному графi. Показано, що квадратичну задачу можно отримати з
вiдомої лiнiйної булевої задачi для максимального k-плекса. На-
ведено два сiмейства функцiонально надлишкових квадратичних
обмежень, якi отримано за допомогою обмежень булевої задачi.
Ключовi слова: максимальний k-плекс, квадратична оптимi-
зацiйна задача, задача булевого лiнiйного програмування, фун-
кцiонально надлишковi обмеження.

Вступ
Cтруктурнi властивостi графа суттєво залежать вiд того, чи мають окре-

мi пiдмножини з множини вершин графа певнi, наперед заданi властиво-
стi. Задачi знаходження максимальних за потужнiстю таких пiдмножин
мають рiзноманiтнi застосування [1]. Окремим випадком таких пiдмножин
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є k-плекси. Це поняття для неорiєнтованого графа було введене в [2], а
задача знаходження максимального k-плекса неорiєнтованого графа [2, 3]
виникає та активно використовується при аналiзi соцiальних, телекомунi-
кацiйних та iнших мереж [4]. При k = 1 k-плекс збiгається з клiкою (повним
пiдграфом) графа. При k > 1 k-плекс є ослабленням поняття клiки гра-
фа i вiдповiдає слабкiшим вимогам на включення вершини в k-плекс, нiж
вимоги на включення вершини до клiки.

У статтi [3] задачу знаходження максимального k-плекса сформульовано
у формi задачi булевого лiнiйного програмування. Нижче цю задачу сфор-
мульовано як квадратичну оптимiзацiйну задачу та проведено її аналiз,
орiєнтований на застосування технiки лагранжевих двоїстих оцiнок [5].

Послiдовнiсть викладу матерiалу буде такою: у роздiлi 1 наведено за-
гальнi вiдомостi про k-плекс, у роздiлi 2 описано множину допустимих
розв’язкiв для k-плекса графаG за допомогою системи квадратичних обме-
жень. У роздiлi 3 розглянуто квадратичну задачу знаходження максималь-
ного k-плекса та проаналiзовано її зв’язок iз булевою лiнiйною постановкою
з [3]. Там же розглянуто сiмейства функцiонально надлишкових обмежень
для уточнення лагранжевих двоїстих оцiнок у квадратичнiй задачi, що ба-
зуються на використаннi обмежень лiнiйної булевої задачi для максималь-
ного k-плекса.

1. Загальнi вiдомостi про k-плекс
НехайG=(V,E) — неорiєнтований граф iз множиною вершин V={1, ..., n}

та множиною ребер E. Ребро графа G, що зв’язує вершини i ∈ V та j ∈ V ,
будемо позначати (i, j) ∈ E. Для графа G буде використовуватися також
iнша форма його представлення: G = (V,Γ), де Γ = {Γ(i), i = 1, ..., n},
а Γ(i) — кiнцевi вершини тих дуг, у яких початковою вершиною є верши-
на i. Кiлькiсть ребер графа G в обох представленнях зв’язанi спiввiдношен-
ням: |E| = 1

2

∑
i∈V |Γ(i)|. Комплементарний до G граф будемо позначати

G = (V,E) або G = (V,Γ), де (i, j) ∈ E i Γ = {Γ(i), i = 1, ..., n}.

Означення 1. Пiдмножина вершин S iз V називається k-плексом графа
G, якщо ступiнь кожної вершини в iндукованому пiдграфi G[S] (пiдграфi,
породженому пiдмножиною S) є не меншою, нiж |S| − k.

Пiдмножина S ⊂ V є k-плексом, якщо виконується така умова

degG[S](i) = |Γ(i)
∩
S| ≥ |S| − k ∀i ∈ S.

k-Плекс є максимальним за включенням (maximal), якщо вiн не мiститься
нi в якому iншому k-плексi. Найбiльший з максимальних за включенням
k-плексiв називається максимальним (maximum), його розмiр називається
k-плексним числом графа G та позначається ρk(G) [3]. Очевидно, що
1-плекс є клiкою графа G, тому що ступiнь кожної вершини в iндукованому
пiдграфi G[S] не менше, нiж |S| − 1, а це означає, що кожна з вершин у
пiдграфi G[S] зв’язана з усiма iншими вершинами, тобто пiдграф G[S] є
повним пiдграфом (клiкою) графа G. У даному випадку ρ1(G) = ω(G), де
ω(G) — клiкове число графа G (розмiр його максимальної клiки).

81



КВАДРАТИЧНА ЗАДАЧА ДЛЯ МАКСИМАЛЬНОГО k-ПЛЕКСА ...

Поняття co-k-плекса графа G, також введене в [3], є узагальненням по-
няття незалежної множини вершин графа G. При k = 1 co-k-плекс збi-
гається з незалежною множиною вершин графа. При k > 1 co-k-плекс є
ослабленням поняття незалежної множини вершин графа (вiдомої також
як внутрiшньо стiйка множина).

Означення 2. Пiдмножина вершин S з V називається co-k-плексом графа
G, якщо виконується така умова

degG[S](i) = |Γ(i)
∩
S| ≤ k − 1 ∀i ∈ S.

Отже, S ⊂ V є co-k-плексом, якщо ступiнь кожної вершини в iндуко-
ваному пiдграфi G[S] є не бiльшою, нiж k − 1. Очевидно, що co-1-плекс є
незалежною множиною вершин графа G, оскiльки ступiнь кожної вершини
в iндуцiйованому пiдграфi G[S] дорiвнює нулю, а це означає, що кожна з
вершин у пiдграфi G[S] не зв’язана з жодною з iнших вершин пiдграфа
G[S]. Вiдмiтимо, що co-k-плекс i k-плекс для графа G знаходяться в та-
кому ж зв’язку як клiка графа G i незалежна множина вершин графа G.
Тому пiдмножина S є co-k-плексом графа G тодi й тiльки тодi, коли S є
k-плексом для комплементарного графа G.

2. Квадратичнi обмеження для k-плекса

Нехай вершинi i ∈ V (i = 1, 2, ...) вiдповiдає булева змiнна xi ∈ {0, 1}
така, що

xi =

{
1, якщо i ∈ S,
0, якщо i ∈ V \S.

Булевi змiннi xi, i = 1, ... , n будуть описуватися за допомогою квадрати-
чних обмежень-рiвностей

x2i − xi = 0 ∀i ∈ V. (1)

Побудуємо такi квадратичнi обмеження, щоб пiдмножина S була k-плексом.
Цi обмеження повиннi задавати вимоги на те, щоб ступiнь кожної вершини
i ∈ S у пiдграфi G[S] була не меншою за |S| − k, тобто, щоб у пiдграфi
G[S] кiлькiсть дуг, що виходять iз кожної вершини i ∈ S була не меншою
за |S| − k.

Нехай вершина i належить пiдмножинi S, тобто xi = 1. Позначимо через
Ne(i) ступiнь вершини i у пiдграфi G[S], тобто кiлькiсть дуг, що виходять
з вершини i ∈ S. Тодi в пiдграфi G[S] ступенi вершин iз пiдмножини S
задаються за допомогою сiмейства спiввiдношень

Ne(i) =
∑
j∈Γ(i)

xj ∀i ∈ S. (2)

З рiвняння |S| =
∑

j∈V xj та умови, що множина S є k-плексом, одержуємо
нерiвностi

Ne(i) ≥ |S| − k =
∑
j∈Γ(i)

xj − k ∀i ∈ S. (3)
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Iз спiввiдношень (2) та (3) одержуємо сiмейство нерiвностей∑
j∈Γ(i)

xj ≥
∑
j∈V

xj − k ∀i ∈ S, (4)

при виконаннi яких всi тi вершини i ∈ V , для яких xi = 1, будуть утворю-
вати k-плекс.

Однак, нерiвностi типу (4) не будуть виконуватися для тих вершин i ∈ V ,
для яких xi = 0, тобто для всiх xi ∈ V \S. Для того, щоб одержати квадра-
тичнi нерiвностi, що будуть справедливими i для змiнних xi = 0, досить
обидвi частини нерiвностi вигляду (4), що вiдповiдає вершинi i, помножи-
ти на змiнну xi. З огляду на невiд’ємнiсть змiнної xi знак нерiвностi пiсля
множення не змiниться, i в результатi одержимо такi нерiвностi

xi

 ∑
j∈Γ(i)

xj

 ≥ xi

∑
j∈V

xj − k

 ∀i ∈ V,

якi можна переписати у виглядi∑
j∈Γ(i)

xixj ≥
∑
j∈V

xixj − kxi ∀i ∈ V. (5)

Квадратичнi нерiвностi (5) разом iз обмеженнями (1) повнiстю описують
умови, за яких вершини i належать k-плексу. Дiйсно, нерiвностi (5) будуть
справедливi для тих вершин i, для яких xi = 1, оскiльки вони переходять
в обмеження (4). Нерiвностi (5) будуть справедливi також для усiх вершин
i, для яких xi = 0, тому що вони переходять у тривiальну нерiвнiсть 0 ≥ 0.

Зрозумiло, що за допомогою обмежень у виглядi рiвностей (1) та у ви-
глядi нерiвностей (5) можна описати допустимi булевi розв’язки, якi вiдпо-
вiдають k-плексу. При цьому змiст обмежень (5) буде пов’язаний iз iнтер-
претацiєю ступеня вершини, як цього вимагає поняття k-плекса, — в ньому
ступiнь вершини i ∈ S бiльше або дорiвнює |S| − k. Дiйсно, права части-
на обмеження (5) для вершини i, що належить k-плексу, вказує кiлькiсть
ребер, що виходять з i-ї вершини, з урахуванням того, що xixj = 1 лише
тодi, коли обидвi змiннi xi та xj дорiвнюють одиницi.

Нерiвнiсть (5) можна спростити. Помiтимо, що∑
j∈V

xj =
∑
j∈Γ(i)

xj +
∑
j∈Γ(i)

xj + xi.

Тодi нерiвностi (5) можна переписати так

∑
j∈Γ(i)

xixj ≥

 ∑
j∈Γ(i)

xixj +
∑
j∈Γ(i)

xixj + x2i

− kxi, ∀i ∈ V,

звiдки ∑
j∈Γ(i)

xixj ≤ kxi − x2i ∀i ∈ V.
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З урахуванням того, що xi = x2i (див. формулу (1)), останнi нерiвностi
можна переписати так ∑

j∈Γ(i)

xixj ≤ (k − 1)xi ∀i ∈ V. (6)

Нерiвностi (6) разом iз рiвностями (1) ми покладемо в основу квадратичної
моделi для знаходження максимального k-плекса графа G.

Вiдмiтимо, що квадратичним нерiвностям (6) можна надати iнший змiст,
нiж нерiвностям (5). Нерiвностi (6) пов’язанi з комплементарним графом
G i описують таку пiдмножину вершин S, що ступiнь вершини в iндуцi-
йованому цiєю пiдмножиною пiдграфi G[S] не бiльша за (k − 1). Дiйсно,
для тих вершин i ∈ V , для яких xi = 1, нерiвностi (6) рiвносильнi таким
нерiвностям ∑

j∈Γ(i)

xj ≤ (k − 1) ∀i ∈ S,

а для тих вершин i, для яких xi = 0, вони рiвносильнi тривiальним нерiв-
ностям 0 ≤ 0. Тому опис пiдмножини S за допомогою нерiвностей (6) та
рiвностей (1) логiчно iнтерпретувати як опис co-k-плекса для комплемен-
тарного графа G.

3. Квадратична булева задача для ρk (G)

Ураховуючи, що обмеження (1) та (6) описують множину допустимих
варiантiв утворення k-плекса, для знаходження максимального k-плекса
графа G оптимiзацiйну квадратичну задачу можна сформулювати в такiй
формi

ρk (G) = max
x

∑
i∈V

xi (7)

при обмеженнях ∑
j∈Γ(i)

xixj ≤ (k − 1)xi ∀i ∈ V, (8)

x2i − xi = 0 ∀i ∈ V. (9)

Зрозумiло, що задачу (7)–(9) можна iнтерпретувати як задачу знаходже-
ння максимального co-k плекса графа G. Iз (7)–(9) легко одержати фор-
мулювання квадратичної оптимiзацiйної задачi для co-k-плекса графа G.
Для цього досить у сумi лiвої частини обмеження (8) замiсть пiдсумовува-
ння по j ∈ Γ(i) використовувати пiдсумовування по j ∈ Γ(i). Тобто, якщо
обмеження (8) замiнити на∑

j∈Γ(i)

xixj ≤ (k − 1)xi ∀i ∈ V, (10)

то ми одержимо формулювання квадратичної оптимiзацiйної задачi знахо-
дження максимального co-k-плекса графа G.
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Формулювання задачi (7)–(9) можна одержати iз задачi булевого лiнiй-
ного програмування, запропонованої в [3]:

ρk (G) = max
x

∑
i∈V

xi (11)

при обмеженнях ∑
j∈Γ(i)

xj ≤ (k − 1)xi + di(1− xi) ∀i ∈ V, (12)

xi ∈ {0, 1}, ∀i ∈ V, (13)

де di = |Γ(i)|. Лiнiйнi обмеження (12) побудовано за схемою, подiбною тiй,
що використовувалася у попередньому роздiлi при переходi вiд обмежень
(4), справедливих для i ∈ S (при xi = 1), до обмежень (5), що є справе-
дливими також для i ∈ V \S (при xi = 0). Однак, правило для того, щоб
обмеження (12) виконувалися для будь-яких i ∈ V \S, тут буде iншим. При
xi = 1 обмеження (12) виконуються як нерiвностi∑

j∈Γ(i)

xj ≤ (k − 1) ∀i ∈ S,

якi повиннi бути справедливими для co-k-плекса графа G, що збiгається з
k-плексом графа G. При xi = 0 обмеження (12) переходять у нерiвностi∑

j∈Γ(i)

xj ≤ di = |Γ(i)| ∀i ∈ V \S,

якi є справедливими, бо в якостi верхньої границi на ступенi вершин, що
не входять у co-k-плекс графа G, використовується максимально можли-
ва кiлькiсть ребер, що виходять з кожної з вершин графа G. Тi з цих
обмежень, де не всi змiннi пiд знаком суми дорiвнюють одиницi, будуть
надлишковими.

Iз задачi лiнiйного булевого програмування (11)–(13) легко одержати
квадратичну задачу (7)–(9). Для цього слiд обмеження (13) замiнити на
вiдповiдний нелiнiйний аналог (9), а обмеження, яке вiдноситься до i-ї
вершини з (12), помножити на змiнну xi. В силу невiд’ємностi змiнних
xi, i = 1, 2, ... знаки нерiвностей при множеннi не змiняться, i в резуль-
татi одержимо ∑

j∈Γ(i)

xixj ≤ (k − 1)x2i + di(1− xi)xi ∀i ∈ V,

звiдки, з урахуванням того, що (1 − xi)xi = xi − x2i = 0 для всiх i ∈ V ,
приходимо до обмежень (8).

Зрозумiло, що кожна з задач (7)–(9) та (11)–(13) має свої переваги та
свої недолiки. Так, наприклад, найсуттєвiша перевага квадратичної зада-
чi над лiнiйною булевою полягає в тому, що незначним удосконаленням
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задачi (7)–(9) можна сформулювати квадратичнi оптимiзацiйнi задачi зна-
ходження максимальних за розмiром пiдмножин графа iз сильнiшими вла-
стивостями, нiж k-плекс або co-k-плекс, — достатньо лише посилити ви-
могу на включення вершин у цi пiдмножини. Так, наприклад, умовимося
пiд

”
строгим“ k-плексом графа G розумiти пiдмножину його вершин, для

яких ступiнь вершини дорiвнює |S|−k. Аналогiчно введемо поняття
”
стро-

гого“ co-k-плекса: в ньому ступiнь вершини дорiвнює рiвно k− 1. Для того
щоб сформулювати квадратичнi задачi знаходження максимальних iз цих
пiдмножин, досить в обмеженнях (8) та (10) замiсть нерiвностей використо-
вувати рiвностi. Для знаходження

”
строгого“ k-плекса графа G обмеження

(8) слiд замiнити на обмеження∑
j∈Γ(i)

xixj = (k − 1)xi, ∀i ∈ V,

а для знаходження
”
строгого“ co-k-плекса графа G обмеження (10) слiд

замiнити на такi: ∑
j∈Γ(i)

xixj = (k − 1)xi, ∀i ∈ V.

До переваги лiнiйної булевої задачi над квадратичною можна вiднести
той факт, що для задачi (11)–(13) легко пiдраховувати верхнi оцiнки для
ρk(G) за допомогою релаксацiї обмеження (13). У рядi випадкiв, напри-
клад, коли ρk(G) буде бiльше n/3, цi оцiнки, як правило, можуть виявитися
бiльш ефективними оцiнками зверху для ρk(G). У результатi для деяких
спецiальних графiв на базi методу гiлок та границь можна реалiзувати
швидкi алгоритми для знаходження ρk(G).

Знаходження верхнiх оцiнок для квадратичної задачi (7)–(9) є бiльш тру-
домiстким, нiж для релаксованої задачi (11)–(13). Так, наприклад, якщо в
такiй якостi використовувати лагранжевi двоїстi оцiнки [4], [5], то знахо-
дження таких оцiнок за допомогою методiв недиференцiйованої оптимiза-
цiї вимагатиме бiльше часу, чим у випадку задач лiнiйного програмування.
Однак, для ряду графiв лагранжевi двоїстi оцiнки можуть виявитися зна-
чно точнiшими верхнiми оцiнками, нiж лiнiйнi оцiнки. Бiльш того, iснує
резерв для уточнення лагранжевих двоїстих оцiнок задачi (7)–(9): це вве-
дення функцiонально надлишкових обмежень [5].

Лiнiйнi обмеження (12) можна використовувати для побудови функцiо-
нально надлишкових обмежень з метою покращити точнiсть лагранже-
вих двоїстих оцiнок у багатоекстремальних квадратичних задачах (7)–(9).
Якщо скористатися схемою, що використовувалася Н. З. Шором для зада-
чi про максимальну незалежну множину вершин графа [5, с. 250], то при
цьому до задачi (7)–(9) додаються два види функцiонально надлишкових
обмежень. Обмеження першого виду одержано домноженням кожного з
лiнiйних обмежень у (12) на тi змiннi xl, якi не входять у це обмеження,
тобто додаються n(n− 1) надлишкових обмежень вигляду∑

j∈Γ(i)

xlxj ≤ (k − 1)xlxi + di(1− xi)xl ∀ i, l ∈ V, i ̸= l. (14)
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Функцiонально надлишковi обмеження другого типу можна одержати з
лiнiйних обмежень (12) домноженням на 1−xl, l = 1, 2, .... Тут уже можна
використовувати i = l, бо вони дають новi квадратичнi обмеження у формi
нерiвностей. У результатi маємо n2 обмежень∑

j∈Γ(i)

xlxj −
∑
j∈Γ(i)

xj ≤ (k − 1)xlxi + di(1− xi)xl ∀ i, l ∈ V. (15)

Зауважимо, що використання надлишкових обмежень (14), (15) значно
збiльшує розмiри квадратичної задачi. Однак, якщо до попередньої задачi
додавати тiльки невелику кiлькiсть тих надлишкових обмежень, якi уто-
чнюють двоїсту оцiнку для наступної задачi, то тодi загальна кiлькiсть
обмежень у кiнцевiй квадратичнiй задачi буде невеликою. За такою ж
схемою можна використовувати i iншi види функцiонально надлишкових
обмежень для булевих задач, якi розглядалися у роботах [6], [7].

Висновки
У роботi побудовано квадратичне формулювання оптимiзацiйної зада-

чi знаходження максимального k-плекса для неорiєнтованого графа. Спо-
рiдненiсть понять k-плекса та клiки дає пiдстави рекомендувати для її
розв’язання пiдхiд, пов’язаний з лагранжевими оцiнками та використан-
ням надлишкових обмежень. Цей пiдхiд був запропонований Н. З. Шором
та дав ряд важливих теоретичних результатiв для задачi про максимальну
незалежну множину вершин графа [5].

Роботу виконано за пiдтримки НАН України, проект 0117U000327.
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Resume. A two-step method for solving of nonlinear operator equati-
ons in Banach spaces, which is based on the Secant method, is
proposed and its semilocal convergence under weak ω-conditions for
divided differences of the first order is proved. The conditions of
convergence and rate of convergence of this method are analyzed,
uniqueness ball of the solution of the problem is found. The results
of the numerical solving of nonlinear equations with nondifferentiable
operator are presented.
Keywords: nonlinear equation, two-step iterative method, Secant
method, divided difference, difference method, semilocal convergence.

Резюме. Запропоновано двокроковий метод для розв’язування
нелiнiйних операторних рiвнянь в банахових просторах, побудо-
ваний на базi методу хорд, та обгрунтовано його напiвлокальну
збiжнiсть за слабких ω-умов для подiлених рiзниць першого по-
рядку. Встановлено умови збiжностi та швидкiсть збiжностi цьо-
го методу, знайдено область єдиностi розв’язку задачi. Наведено
результати чисельного розв’язування нелiнiйних систем рiвнянь
з недиференцiйовним оператором.
Ключовi слова: нелiнiйне рiвняння, двокроковий iтерацiйний
метод, метод хорд, подiлена рiзниця, рiзницевий метод, напiвло-
кальна збiжнiсть.

Вступ
Нехай задано рiвняння

F (x) = 0, (1)
де F : D ⊆ X → Y — неперервний оператор, диференцiйовностi якого,
взагалi кажучи, не вимагається, X,Y — банаховi простори, D — вiдкрита
опукла множина в X.
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Класичним методом розв’язування нелiнiйного рiвняня (1) є метод Нью-
тона [1, 2]

xn+1 = xn − F ′(xn)
−1F (xn), n = 0,1,2, . . . , (2)

який потребує обчислення похiдної Фреше i має квадратичний порядок
збiжностi. У [3, 4] дослiджено двокроковий метод, який не потребує бiлiнiй-
них операторiв i має третiй порядок збiжностi. Iтерацiйна формула цього
методу має вигляд

yn = xn + F ′(xn)
−1F (xn),

xn+1 = yn − F ′(xn)
−1F (yn), n = 0,1,2, . . . .

(3)

Однак цi методи потребують обчислення оператора похiдної Фреше, що не
завжди можливо або важко обчислити.

Вiдомим рiзницевим методом розв’язування нелiнiйних рiвнянь, який не
вимагає похiдних, є метод хорд

xn+1 = xn − F (xn, xn−1)
−1F (xn), n = 0,1,2, . . . , (4)

де F (xn, xn−1) — подiлена рiзниця першого порядку, x0, x−1 — заданi. Непе-
рервний лiнiйний оператор F (x, y) з X в Y називають подiленою рiзницею
першого порядку для оператора F за точками x i y (x ̸= y), якщо справ-
джується рiвнiсть

F (x, y)(x− y) = F (x)− F (y). (5)
Iтерацiйнi рiзницевi методи розв’язування нелiнiйних операторних рiв-

нянь розглядалися у працях [2]–[12] за рiзних умов. Зокрема, метод хорд
для розв’язування нелiнiйних операторних рiвнянь у банаховому просторi
дослiджувався авторами [2, 7, 8, 10] за умови, що подiленi рiзницi нелiнiйно-
го оператора F задовольняють умову Лiпшиця (Гьольдера) з невiд’ємною
постiйною L. У працi [13] вперше запропоновано узагальнену умову Лiпши-
ця, де замiсть сталої Лiпшиця використовується деяка додатна iнтегровна
функцiя, i за цiєї умови вивчено збiжнiсть методу Ньютона. Нами у [6, 12]
подiбну узагальнену умову введено для подiлених рiзниць при вивченнi
методу хорд.

У працi [3] запропоновано модифiкацiю методу Стеффенсена (3), яка
використовує подiленi рiзницi

yn = xn + F (xn − αnF (xn), xn + αnF (xn))
−1F (xn),

xn+1 = yn − F (xn − αnF (xn), xn + αnF (xn))
−1F (yn),

(6)

де n = 0,1,2, . . ., αn ∈ [0, 1] — малий числовий параметр, який вибирається
користувачем. Вiн може використовуватися для контролю доброї апрок-
симацiї першої похiдної Фреше. Проте не задано конструктивного способу
вибору параметра αn.
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У цiй працi ми пропонуємо двокроковий метод без використання похi-
дних, у якому нема потреби задавати нiяких параметрiв,

yn = xn + F (xn, xn−1)
−1F (xn),

xn+1 = yn − F (xn, xn−1)
−1F (yn), n = 0,1,2, . . . ,

(7)

та дослiджуємо його напiвлокальну збiжнiсть (за умов типу Канторовича).
Зауважимо, що цей метод вiдрiзняється вiд звичайного двокрокового

методу хорд

yn = xn − F (xn, xn−1)
−1F (xn),

xn+1 = yn − F (xn, xn−1)
−1F (yn), n = 0,1,2, . . .

(8)

тим, що у першiй формулi (7) замiсть знака
”
мiнус“ взято знак

”
плюс“.

Методи (7) i (8), як i метод хорд (4), на вiдмiну вiд методiв (2) i (3), можна
застосовувати для розв’язування нелiнiйних рiвнянь з недиференцiйовним
оператором.

1. Означення

Позначимо через B(x0, r) = {x : ∥x − x0∥ < r} вiдкриту кулю радiуса r
з центром в точцi x0, а через B(x0, r) = {x : ∥x − x0∥ ≤ r} замкнену кулю
радiуса r з центром в точцi x0.

Умову на оператор подiленої рiзницi F (x, y)

∥F (x, y)− F (u, v)∥ ≤ L(∥x− u∥+ ∥y − v∥) ∀x, y, u, v ∈ D (9)

називають умовою Лiпшиця в областi D з постiйною L.
Проте L в умовах Лiпшиця не обов’язково має бути константою, а може

бути додатною iнтегровною функцiєю. У цьому випадку умова (9) може
бути замiнена на

∥F (x, y)− F (u, v)∥ ≤
∫ ∥x−y∥+∥u−v∥

0
L(z)dz ∀x, y, u, v ∈ D. (10)

Умову (10) називають узагальненою умовою Лiпшиця, або такою, що
мiстить L у середньому [6]. Поклавши L = const, ми отримаємо розглянуту
вище класичну умову Лiпшиця (9).

У працях [3, 9] розглянуто iнше узагальнення умов Лiпшиця для подi-
лених рiзниць.

Будемо казати, що подiлена рiзниця задовольняє ω-умову, якщо

∥F (x, y)− F (u, v)∥ ≤ ω(∥x− u∥, ∥y − v∥) ∀x, y, u, v ∈ D, (11)

де ω : R+ × R+ → R+ є неперервна функцiя, неспадна за обома змiнними.
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При ω(u1, u2) = L(u1 + u2) отримаємо умову Лiпшиця, а при
ω(u1, u2) = L(up1 + up2) — умову Гьольдера. В загальному, умова (11) не
вимагає диференцiйовностi F .

Вивчення напiвлокальної збiжностi методу (7) ми проведемо саме за
ω-умов для подiлених рiзниць першого порядку.

2. Напiвлокальна збiжнiсть iтерацiйного процесу (7)

Використовуючи означення подiленої рiзницi, з формул (7) отримаємо

xn+1 = xn + F (xn, xn−1)
−1(F (xn)− F (yn)) =

= xn + F (xn, xn−1)
−1F (xn, yn)(xn − yn) =

= xn + F (xn, xn−1)
−1F (xn, yn)(−(F (xn, xn−1)

−1F (xn)) =

= xn − F (xn, xn−1)
−1F (xn, yn)F (xn, xn−1)

−1F (xn). (12)

Введемо позначення

Γn = F (xn, xn−1),

Φn = ΓnF (xn, xn + Γ−1
n F (xn))

−1Γn.

Умови iснування розв’язку, його єдиностi та збiжностi до нього iтерацiй
методу (7) встановлює

Теорема 1. Нехай F — неперервний нелiнiйний оператор, визначений у
вiдкритiй опуклiй областi D банахового простору X зi значеннями у бана-
ховому просторi Y . Припустимо, що iснує подiлена рiзниця першого по-
рядку оператора F , яка задовольняє умову

∥F (x, y)− F (u, v)∥ ≤ ω(∥x− u∥, ∥y − v∥) ∀x, y, u, v ∈ D, (13)

де ω : R+ × R+ → R+ є неперервна функцiя, неспадна за обома змiнними,
причому ω(0, x) = ω(x, 0) = 1

2ω(x, x).
Нехай x0 ∈ D. Припустимо, що:
1) ∥x1 − x0∥ ≤ η, ∥x0 − x−1∥ = α,
2) лiнiйний оператор Γ0 має обернений i ∥Γ−1

0 ∥ ≤ β,

3) max{∥Γ−1
0 F (x0)∥, ∥Φ−1

0 F (x0)∥} ≤ η.
4) Позначимо γ = max{η, α}, m = βω(η + γ, η + γ) i припустимо, що

рiвняння

t
(
1− m

1− 2βω(t+ γ, t+ γ)

)
− η = 0 (14)

має принаймнi один додатний корiнь, причому R найменший додатний
корiнь. Якщо βω(R+ γ,R+ γ) < 1

3 i B(x0, R) ⊂ D, тодi
M =

m

1− 2βω(R+ γ,R+ γ)
∈ (0, 1) i метод (7) є коректно визначений i
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генерована ним послiдовнiсть {xn}n≥0 належить B(x0, R) i збiгається до
єдиного розв’язку F (x) = 0 в B(x0, R).

Доведення. З умов теореми випливає, що x1 коректно визначене i

∥x1 − x0∥ ≤ η < R.

Отже, x1 ∈ B(x0, R).
Оскiльки ω є неспадна функцiя, то маємо

∥I − Γ−1
0 Γ1∥ ≤ ∥Γ−1

0 ∥∥Γ0 − Γ1∥ ≤ ∥Γ−1
0 ∥∥F (x0, x−1)− F (x1, x0)∥ ≤

≤ ∥Γ−1
0 ∥ω(∥x0 − x1∥, ∥x−1 − x0∥) ≤ βω(η, α) ≤ βω(R+ γ,R+ γ) < 1.

Отже, Γ−1
1 добре визначений i

| Γ−1
1 Γ0∥ ≤ 1

1− βω(η, α)
≤ 1

1− βω(R+ γ,R+ γ)
,

| Γ−1
1 ∥ ≤ β

1− βω(η, α)
≤ β

1− βω(R+ γ,R+ γ)
.

Зокрема, Φ−1
1 i x2 добре визначенi. Далi ми отримаємо

F (x1) = F (x1)− F (x0) + F (x0) =

= F (x1)− F (x0)− Φ(x0)(x1 − x0) = (F (x1, x0)− Φ0)(x1 − x0).

Тодi

∥x2 − x1∥ = ∥Φ−1
1 F (x1)∥ = ∥Φ−1

1 Γ1Γ
−1
1 F (x1)∥ ≤ ∥Φ−1

1 Γ1∥∥Γ−1
1 F (x1)∥ ≤

≤ ∥Φ−1
1 Γ1∥∥Γ−1

1 (F (x1, x0)− Φ0)∥∥x1 − x0∥.

Оцiнимо першi два множники. Отримаємо спочатку оцiнку для
∥Γ−1

1 (F (x1, x0)− Φ0)∥. З нерiвностей

∥I − Γ−1
0 F (x0, y0)∥ ≤ ∥Γ−1

0 ∥∥Γ0 − F (x0, y0)∥ ≤ βω(0, ∥x−1 − y0∥) ≤
≤ βω(0, ∥x−1 − x0∥+ ∥x0 − y0∥) ≤ βω(0, η + α) ≤ βω(R+ γ,R+ γ) < 1,

∥F (x0, y0)−1∥ ≤ ∥F (x0, y0)−1Γ0∥∥Γ−1
0 ∥ ≤ β

1− βω(0, η + α)
,

∥I − F (x0, y0)
−1Γ0∥ = ∥F (x0, y0)−1(F (x0, y0)− Γ0∥ ≤

≤ ∥F (x0, y0)−1∥∥F (x0, y0)− F (x0, x−1)∥ ≤ ∥F (x0, y0)−1∥ω(0, ∥y0 − x−1∥) ≤
≤ ∥F (x0, y0)−1∥ω(0, ∥y0 − x0∥+ ∥x0 − x−1∥) ≤

≤ βω(0, η + α)

1− βω(0, η + α)
≤ βω(η + α, η + α)

2− βω(η + α, η + α)
≤ βω(R+ γ,R+ γ)

2− βω(R+ γ,R+ γ)
< 1
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отримаємо

∥Γ−1
1 (F (x1, x0)− Φ0)∥ = ∥Γ−1

1 (F (x1, x0)− Φ0 + Γ0 − Γ0)∥ ≤
≤ ∥Γ−1

1 ∥∥(F (x1, x0)− Γ0∥+ ∥Γ−1
1 Γ0∥∥F (x0, y0)−1Γ0 − I∥ ≤

≤ βω(η, 0)

1− βω(η, α)
+

1

1− βω(η, α)

βω(0, η + α)

1− ω(0, η + α)
=

=
1

1− βω(η, α)

(
βω(η, 0) +

βω(0, η + α)

1− ω(0, η + α)

)
≤

≤ 1

1− βω(η, α)

(1
2
βω(η, η) +

1
2βω(η + α, η + α)

1− 1
2βω(η + α, η + α)

)
≤

≤
1
2βω(η + α, η + α)

1− βω(η, α)

(
1 +

1

1− 1
2βω(η + α, η + α)

)
≤

≤
1
2βω(η + α, η + α)

1− βω(η, α)

4− βω(η + α, η + α)

2− βω(η + α, η + α)
< 1.

Знайдемо оцiнку для ∥Φ−1
1 Γ1∥. Спочатку

∥y1 − x1∥ = ∥Γ−1
1 F (x1)∥ = ∥Γ−1

1 (F (x1, x0)− Φ0)(x1 − x0)∥ ≤
≤ ∥Γ−1

1 (F (x1, x0)− Φ0)∥∥x1 − x0∥ < η.

Далi

∥I − Γ−1
1 F (x1, y1)∥ ≤ ∥Γ−1

1 (Γ1 − F (x1, y1)∥ ≤
≤ ∥Γ−1

1 (F (x1, x0)− F (x1, y1)∥ ≤ ∥Γ−1
1 ∥ω(0, ∥x0 − y1∥) ≤

≤ ∥Γ−1
1 ∥ω(0, ∥x0 − x1∥+ ∥x1 − y1∥) ≤

βω(0, 2η)

1− βω(η, α)
≤

≤ 1

2

βω(2η, 2η)

1− βω(η, α)
< 1,

∥F (x1, y1)−1Γ1∥ ≤ 1

1− 1

2

βω(2η, 2η)

1− βω(η, α)

≤ 2− 2βω(η, α)

2− βω(2η, 2η)− 2βω(η, α)
,

∥F (x1, y1)−1∥ ≤ ∥F (x1, y1)−1Γ1∥∥Γ−1
1 ∥ ≤

≤ β

1− βω(η, α)

2− 2βω(η, α)

2− βω(2η, 2η)− 2βω(η, α)
≤ 2β

2− 3βω(η + γ, η + γ)
.

Остаточно отримуємо

∥I − Γ−1
1 Φ1∥ = ∥I − F (x1, y1)

−1Γ1∥ ≤ ∥F (x1, y1)−1∥∥F (x1, y1)− Γ1∥ ≤
≤ ∥F (x1, y1)−1∥∥F (x1, y1)− F (x1, x0)∥ ≤ ∥F (x1, y1)−1∥ω(0, ∥y1 − x0∥) ≤

≤ 2βω(0, 2η)

2− 3βω(η + γ, η + γ)
≤ βω(η + γ, η + γ)

2− 3βω(η + γ, η + γ)
< 1.
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Далi

∥Φ−1
1 Γ1∥ ≤ 1

1− βω(η + γ, η + γ)

2− 3βω(η + γ, η + γ)

≤ 2− 3βω(η + γ, η + γ)

2− 4βω(η + γ, η + γ)
.

З iншого боку, оскiльки ω(η, η) ≤ ω(η + γ, η + γ), отримаємо

2− 3βω(η + γ, η + γ)

2− 4βω(η + γ, η + γ)

1
2βω(η + α, η + α)

1− βω(η, η)

4− βω(η + α, η + α)

2− βω(η + α, η + α)
<

<
2− 3βω(η + γ, η + γ)

4(1− 2βω(η + γ, η + γ))

βω(η + γ, η + γ)

1− βω(η + γ, η + γ)

4

2− βω(η + γ, η + γ)
.

Спiввiдношення

2− 3βω(η + γ, η + γ)

(1− 2βω(η + γ, η + γ))

βω(η + γ, η + γ)

1− βω(η + γ, η + γ)

1

2− βω(η + γ, η + γ)
<

<
βω(η + γ, η + γ)

1− 2βω(η + γ, η + γ)

еквiвалентно наступнiй нерiвностi

2− 3βω(η + γ, η + γ) < (1− βω(η + γ, η + γ))(2− βω(η + γ, η + γ))

або
−(βω(η + γ, η + γ))2 < 0.

Очевидно, остання нерiвнiсть виконується завжди.
Тодi

∥x2 − x1∥ ≤

≤ 2− 3βω(η + γ, η + γ)

4(1− 2βω(2η, 2η))

βω(η + α, η + α)

1− βω(η, η)

4− βω(η + α, η + α)

2− βω(η + α, η + α)
×

× ∥x1 − x0 ∥ <
βω(η + γ, η + γ)

1− 2βω(η + γ, η + γ)
∥x1 − x0∥ < Mη.

Далi, використовуючи (14) i M < 1, отримаємо

∥x2 − x0∥ ≤ ∥x2 − x1∥+ ∥x1 − x0∥ ≤ (M + 1)η <
1

1−M
η = R.

Отже, x2 ∈ B(x0, R). Далi за iндукцiєю можна довести:

(a) ∥xn − x0∥ ≤
∑n−1

k=0 M
kη < R, а отже xn ∈ B(x0, R);

(b) з оцiнки ∥xn − xn−1∥ ≤ Mn−1∥x1 − x0∥ робимо висновок, що {xn} є
фундаментальною послiдовнiстю, що означає збiжнiсть її до деякого
x∗ ∈ B(x0, R);

(c) оскiльки

∥F (xn)∥ = ∥(F (xn, xn−1)− Φn−1)(xn − xn−1)∥ ≤
≤ ∥Γn∥∥Γ−1

n (F (xn, xn−1)− Φn−1)∥∥xn − xn−1∥ ≤ ∥Γn∥∥xn − xn−1∥
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i ∥xn − xn−1∥ → 0 при n→ ∞, ми отримуємо, що F (x∗) = 0.

Зауважимо, що

∥Γn∥ ≤ ∥Γ0∥+ ∥Γn − Γ0∥ ≤ ∥Γ0∥+ ω(R,R+ α).

Також доведемо єдинiсть розв’язку рiвняння F (x) = 0. Припустимо, що
y∗ — iнший розв’язок цього рiвняння в B(x0, R), тобто, F (y∗) = 0. Оскiльки

∥I − Γ−1
0 F (x∗, y∗)∥ ≤ ∥Γ−1

0 ∥∥F (x0, x−1)− F (x∗, y∗)∥ ≤
≤ βω(∥x0 − x∗∥, ∥x−1 − y∗∥) ≤ βω(∥x0 − x∗∥, ∥x−1 − x0∥+ ∥x0 − y∗∥) ≤

≤ βω(R,R+ α) < 1,

то оператор F (x∗, y∗) оборотний i з рiвностi

F (x∗, y∗)(x∗ − y∗) = F (x∗)− F (y∗)

ми маємо x∗ = y∗. �

3. Чисельнi експерименти

Для вивчення реальних обчислювальних властивостей запропонованого
методу (7) та iнших подiбних рiзницевих методiв нами проведено обчис-
лювальний експеримент на низцi тестових задач. Обчислення проводились
до виконання таких умов:

∥xk+1 − xk∥ ≤ ε i ∥F (xk+1)∥ ≤ ε.

Ми використовували у розрахунках
”
максимум“-норму ∥x∥ = ∥x∥∞ =

= max
1≤i≤n

|xi| i точнiсть ε = 10−15 .

Щоб забезпечити добру початкову апроксимацiю матрицi Якобi та вда-
лий старт рiзницевих iтерацiйних методiв, ми вибирали додаткове поча-
ткове наближення x−1 = x0−10−4. Подiлена рiзниця першого порядку для
оператора F : Rn → Rn, тобто, для F (x) = (F1(x), . . . , Fn(x)), є матрицею
F (x, y) розмiрностi n× n. Її елементи обчислюються за формулою

F (x, y)i,j =
Fi(x

1, . . . , xj , yj+1, . . . , yn)− Fi(x
1, . . . , xj−1, yj , . . . , yn)

xj − yj
, (15)

де i, j = 1, 2, . . . , n.
Як тестовi задачi вибрано системи нелiнiйних рiвнянь, якi мiстять недифе-

ренцiйовну частину. Зауважимо, що метод Ньютона (2) та його двокрокову
модифiкацiю (3) не можна застосувати для розв’язування таких систем.

Приклад 1 [5].

3x2y − y2 − 1 + |x− 1| = 0,

x4 + xy3 − 1 + |y| = 0,

(x∗, y∗) ≈ (0, 8946553733346867, 0, 3278265217462975).
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Приклад 2 [9].

x2 − y + 1 + 1
9 |x− 1| = 0,

x+ y2 − 7 + 1
9 |y| = 0,

(x∗, y∗) ≈ (1, 159360850193451, 2, 361824342093).

Приклад 3 [3].
|x2 − 1|+ y − 1 = 0,

x+ y2 − 2 = 0,

(x∗, y∗)1 = (1, 1), (x∗, y∗)2 = (−2,−2),

(x∗, y∗)3 ≈ (1, 618033988749895, −0, 6180339887498949).

Приклад 4 [5].

z2(1− y)− xy + |y − z2| = 0,

z2(x3 − x)− y2 + |3y2 − z2 + 1| = 0,

6xy3 + y2z2 − xy2z + |x+ z − y| = 0,

(x∗, y∗, z∗) = (−1, 2, 3).

Таблиця 1. Кiлькiсть iтерацiй для знаходження розв’язку рiвняння

Приклад, Початкове Метод
розв’язок наближення хорд (4) (7) (8)

1 (1, 0) 9 8 9
(3, 1) 13 11 13
(4, 2) 15 13 14

2 (3, 1) 9 8 8
(3, 2) 9 7 8
(4, 3) 9 7 9

3 (1,5, 1,5) 7 5 6
(x∗, y∗)1 (3,5, 3,5) 9 7 8

(-2, 2) 25 9 –
3 (-3, -3) 8 6 7

(x∗, y∗)2 (-5, -5) 9 7 8
(-10, -10) 11 8 10

3 (2, -2) 9 7 8
(x∗, y∗)3 (5, -5) 11 8 10

(10, -10) 12 9 11
4 (-1,5, 2,5, 3,5) 10 9 9

(-1,5, 3,5, 5,5) 11 10 10
(-3,5, 4,5, 5,5) 14 12 14

(-5, 4, 5) 15 13 15
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У таблицi 1 наведено результати чисельного експерименту стосовно швид-
костi збiжностi деяких iтерацiйних методiв до розв’язкiв нелiнiйних систем
за рiзних початкових наближень. Для коректностi порiвняння у таблицi
подано початковi наближення, з яких всi методи збiгаються до однаково-
го розв’язку. Якщо система рiвнянь має декiлька розв’язкiв, то у таблицi
вказано, до якого з них методи збiгаються iз заданого початкового набли-
ження. Знак ”–” вказує на розбiжнiсть методу. Зазначимо, що запропонова-
ний метод (7), зазвичай, швидше збiгається за метод хорд (4) та його дво-
крокову модифiкацiю (8).

4. Висновки
У [9] вивчено напiвлокальну збiжнiсть методу хорд (4) за слабких ω-умов

для подiлених рiзниць першого порядку для оператора F . Ми дослiдили за
ω-умов для подiлених рiзниць напiвлокальну збiжнiсть двокрокового мето-
ду типу хорд (7) . Отриманi нами теоретичнi результати справджуються i
для рiвнянь з недиференцiйовним оператором. Числовi експерименти пока-
зують ефективнiсть запропонованого методу та доцiльнiсть його засто-
сування.
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Räumen I, II // ZAMM — 1963. — Vol.43. — P. 1—8, 97—110.

97



ДВОКРОКОВИЙ МЕТОД ТИПУ ХОРД ...

11. Shakhno S. M. Convergence of the two-step combined method and uniqueness
of the solution of nonlinear operator equations // Journal of Computational and
Applied Mathematics. — 2014. — Vol. 261. — P. 378—386.

12. Shakhno S. M. On the Secant method under generalized Lipschitz conditions for
the divided difference operator // PAMM — Proc. Appl. Math. Mech. — 2007.
— Vol. 7. — P. 2060083—2060084.

13. Wang X. Convergence of Newton’s method and uniqueness of the solution of
equations in Banach space // IMA Journal of Numerical Analysis. — 2000. —
Vol. 20. — P. 123—134.

Надiйшла 23.01.2017

98



Журнал обчислювальної та 2017, №1(124)
прикладної математики

Journal of Numerical
& Applied Mathematics

УДК 517.9
MSC 34D05

STABILITY OF SOLUTIONS OF MATHEMATICAL MODELS
OF INFORMATION SPREADING PROCESS

WITH EXTERNAL CONTROL

Iuliia Shevchuk
Faculty of Computer Science and Cybernetics, Taras Shevchenko National University of Kyiv,
Kyiv, Ukraine, E-mail: nysya@hotmail.com

СТIЙКIСТЬ РОЗВ’ЯЗКIВ У МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЯХ
РОЗПОВСЮДЖЕННЯ IНФОРМАЦIЇ З ЗОВНIШНIМИ

ВПЛИВАМИ

Ю. М. Шевчук

Факультет комп’ютерних наук та кiбернетики, Київський нацiональний унiверситет iме-
нi Тараса Шевченка, Київ, Україна, E-mail: nysya@hotmail.com

Abstract. We consider mathematical model with stationary para-
meters of spreading any number of information type with external
influences. The number of information made by each of the sides is
taken as key parameter promoting accomplishment of aim. Informati-
on is spread in the community along internal (interpersonal communi-
cation of the member of social community) and external threads
(mass media). The model takes the form of N (number of informati-
on channels) non-linear ordinary differential equations. Conditions of
existence of range of first-approximation stability of the solutions are
considered for general stationary model and the special cases of this
model (models with the different type of external control and models
with a fixed number of information type). The results of work allow
simulating the dynamics of information spreading process in nei-
ghbourhood of the equilibrium point. The offered model of informati-
on spreading process except theoretical interest has an important
practical meaning. It is shown that, due to the nonlinearity of the
process of spreading information, it allows not always obvious ways of
managing the resource. The offered results allows choosing strategy,
to select values of stationary parameters (characteristic of actions)
and to achieve desirable results.
Keywords: information spreading process, stationary parameters,
first-approximation stability.

Резюме. У статтi наводиться загальна схема аналiзу стiйкостi
за першим наближенням в околi точок стiйкостi моделей роз-
повсюдження довiльної кiлькостi типiв iнформацiї iз стацiонар-
ними параметрами на прикладi узагальненої моделi та моделей
iз спецiальним представленням зовнiшнього впливу. Результати
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числового експерименту демонструють практичнi можливостi да-
ної схеми. Отриманi результати дозволяють визначати для ста-
цiонарних параметрiв моделi допустимi областi, значення з яких
будуть гарантувати стiйкiсть за першим наближенням в околi
стацiонарних точок.
Ключовi слова: розповсюдження iнформацiї, стацiонарнi па-
раметри, стiйкiсть за першим наближенням.

Вступ

Розглядається деяка соцiальна група чисельнiстю L, на яку провадиться
iнформацiйна дiя по N каналах, причому число суб’єктiв, що сприйняли
iнформацiю k-го типу, залежить як вiд зовнiшньої дiї, так i вiд спiлкува-
ння суб’єктiв мiж собою. Якщо позначимо через xk(t) число суб’єктiв, що
сприйняли iнформацiю k-го типу в момент t, через bk — iнтенсивнiсть спiл-
кування, uk(t) — зовнiшнi дiї, то змiну з часом величини xk(t) можливо
описати системою диференцiальних рiвнянь

dxk (t)

dt
= bk (t)xk (t)

(
L−

∑N
i=1 xi (t)

)
+ uk (t) ,

xk (0) = x0k,
k = 1, N. (1)

У роботах [1–4] проводився аналiз рiвнянь (1) при постiйних параметрах
i спецiальному виборi функцiй uk (t). Аналiз властивостей розв’язкiв систе-
ми (1) при спецiальному виборi uk (t) проводився у роботi [5].

1. Аналiз загальної моделi

Далi аналiзуватимемо випадок, коли зовнiшня дiя моделюється як
uk (t) =

∑N
i=1 akixi (t) + ck, тодi

dxk(t)

dt
= bkxk (t)

(
L−

∑N
i=1 xi (t)

)
+
∑N

i=1 akixi (t) + ck,

xk (0) = x0k,
k = 1, N. (2)

Очевидно, що система диференцiальних рiвнянь (2) допускає стацiонарнi
розв’язки (x̃1, . . . , x̃N ), що задовольняють умови{

L−
∑N

i=1 x̃i = 0,∑N
i=1 akix̃i + ck ≡ 0, k = 1, N.

(3)

Систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (3) можна представити у матри-
чному виглядi

1 1
a11 a12

. . . 1

. . . a1N
. . . . . .
aN1 aN2

. . . . . .

. . . aNN


 x̃1

. . .
x̃N

 =


L
−c1
. . .
−cN

 . (4)
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Нас цiкавлять невiд’ємнi розв’язки СЛАР. Для того, щоб всi елементи
вектора (x̃1, . . . , x̃N ) були невiд’ємнi, достатньо, щоб iснувала невиродже-
на матриця 

1 1
a11 a12

. . . 1

. . . a1N
. . . . . .
aN1 aN2

. . . . . .

. . . aNN


−1

. (5)

За теоремою Кронекера-Капеллi, СЛАР (4) має розв’язки тодi i тiльки
тодi, коли виконується умова

rang


1 1
a11 a12

. . . 1

. . . a1N
. . . . . .
aN1 aN2

. . . . . .

. . . aNN

 =

= rang


1 1
a11 a12

. . . 1

. . . a1N
. . . . . .
aN1 aN2

. . . . . .

. . . aNN

L
−c1
. . .
−cN

 , (6)

причому розв’язок єдиний, якщо ранг дорiвнюватиме N .
Далi нас цiкавитиме та частина площини фазового простору, яка знахо-

диться в околi точки (x̃1, . . . , x̃N ) . Для опису траєкторiй у цьому околi
достатньо використовувати лiнiйне наближення

dxk(t)

dt
=

N∑
i=1

(aki − bkx̃k) (xi (t)− x̃i) + bk

(
L−

N∑
i=1

x̃i

)
×

× (xk (t)− x̃k) , k = 1, N.

Покладемо xk (t) = xk (t)− x̃k, k = 1, N , тодi отримуємо систему лiнiй-
них однорiдних диференцiальних рiвнянь

dxk(t)

dt
=

N∑
i=1

(aki − bkx̃k)xi (t) + bk

(
L−

N∑
i=1

x̃i

)
xk, k = 1, N. (7)

Систему (7) можна представити у матричному виглядi

X
′
(t) = AX (t) ,

де

A =


a11 − b1

(
x̃1 − L+

∑N
i=1 x̃i

)
. . . a1N − b1x̃1

. . . . . . . . .

aN1 − bN x̃N . . . aNN − bN

(
x̃N − L+

∑N
i=1 x̃i

)
 .

Теорема 1. Якщо для системи (2) iснує невироджена матриця (5) та
виконуються умови (6), то для того, щоб розв’язки даної системи були
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стiйкими в околi стацiонарної точки (x̃1, . . . , x̃N ) за першим наближе-
нням, необхiдно, а у випадку при N = 4 i достатньо, щоб виконувались
умови 

Sp (A) < 0,
detA > 0,

Sp (A+)− a2Sp (A) > 0,

(Sp (A))2detA − Sp (A+) ( Sp (A+)− a2Sp (A)) < 0,

де A+ — союзна до матрицi A,

a2 =
1

2

3∑
i=1

4∑
j=i+1

(
aii − bi

(
x̃i − L+

N∑
l=1

x̃l

))(
ajj − bj

(
x̃j − L+

N∑
l=1

x̃l

))
−

−1

2

3∑
i=1

4∑
j=i+1

(aij − bix̃i) (aji − bj x̃j).

Доведення. У загальному випадку для системи з 4 диференцiальних лiнiй-
них рiвнянь характеристичне рiвняння набуває вигляду

F (λ) = det (λE −A) = λ4 − a1λ
3 + a2λ

2 − a3λ+ a4 = 0.

Тодi a1 = Sp (A) , a4 = detA ([6], c.100) та

a3 = F ′ (λ) |λ=0 = (det (λE −A) )′|λ=0.

Позначимо B(λ) = λE − A, тодi цю матрицю можна представити у ви-
глядi det (B(λ)) = bi1Bi1 + · · ·+ biNBiN , тут bij — елемент матрицi B, i —
номер рядка, j — номер стовпця, Bij — алгебраїчне доповнення до bij .

Оскiльки частинна похiдна матиме вигляд

∂det (B)

∂bij
= Bij ,

тодi повну похiдну можна представити у виглядi

(det (B(λ)) )′ =

4∑
i=1

4∑
j=1

∂det (B)

∂bij

dbij
dλ

=

4∑
i=1

4∑
j=1

Bij
dbij
dλ

= Sp

(
B+dB

dλ

)
=

= Sp

(
(λE −A)+

d (λE −A)

dλ

)
= Sp

(
(λE −A)+E

)
,

де B+ — союзна матриця до матрицi B, тобто, матриця, створена з алге-
браїчних доповнень для вiдповiдних елементiв матрицi B i транспонована
по тому.

Звiдси отримаємо

a3 = (det (λE −A) )′|λ=0 = Sp
(
(λE −A)+

)
|
λ=0

= Sp
(
A+
)
.

Тодi

a2 =
1

2
F ′′ (λ) |λ=0 =

1

2

(
Sp
(
B+
))′|

λ=0
.
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У силу того, що Sp (B+) є функцiєю вiд λ, то похiдну вiд суми алге-
браїчних доповнень, що стоять на дiагоналi матрицi, можна представити у
виглядi суми похiдних алгебраїчних доповнень

a2 =
1

2

(
4∑
i=1

Bii

)′
∣∣∣∣∣∣
λ=0

=

=
1

2

3∑
i=1

4∑
j=i+1

(
aii − bi

(
x̃i − L+

N∑
l=1

x̃l

))(
ajj − bj

(
x̃j − L+

N∑
l=1

x̃l

))
−

−1

2

3∑
i=1

4∑
j=i+1

(aij − bix̃i) (aji − bj x̃j).

За критерiєм Рауса-Гурвiца, щоб особлива точка була стiйкою за першим
наближенням, необхiдно i достатньо, щоб всi головнi дiагональнi мiнори
матрицi Гурвiца були додатними. Тодi для випадку при N = 4 матриця
Гурвiца набуде вигляду

H =


−a1 1
−a3 a2

0 0
−a1 1

0 a4
0 0

−a3 a2
0 a4

 .

Отже необхiдно i достатньо для стiйкостi розв’язкiв системи, щоб викону-
вались умови

Sp (A) < 0,

detA > 0,

Sp (A+)− a2Sp (A) > 0,

(Sp (A))2detA − Sp (A+) ( Sp (A+)− a2Sp (A)) < 0.

Цi нерiвностi гарантують додатнiсть головних мiнорiв 1-го, 2-го, 3-го
та 4-го порядкiв, тобто, виконання цих умов є необхiдним для стiйкостi
розв’язкiв системи (2) при N > 4. �

Наслiдок 1. Якщо для системи (2) при N = 3 iснує невироджена ма-
триця (5), виконуються умови (6) та

Sp (A) < 0,

detA < 0,

detA − Sp (A+)Sp (A) > 0,

де A+ — союзна до матрицi A, то розв’язки даної системи будуть стiй-
кими в околi стацiонарної точки (x̃1, . . . , x̃3) за першим наближенням.
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Теорема 2. Якщо для системи (2) при N = 2 будуть виконуватися умови
b1 (L− 2x̃1 − x̃2) + a11 + b2 (L− x̃1 − 2x̃2) + a22 < 0,

(b1 (L− 2x̃1 − x̃2) + a11) (b2 (L− x̃1 − 2x̃2) + a22)−
− (a12 − b1x̃1) (a21 − b2x̃2) > 0,

та

a) c1 = c2 = 0, тодi розв’язки системи (2) будуть стiйкими за пер-
шим наближенням в околi стацiонарної точки x̃1 ≡ x̃2 ≡ 0;

b) a11 = a12 = k, c1 = −L ∗ k, тодi розв’язки системи (2) будуть
стiйкими за першим наближенням в околi стацiонарної точки
x̃1 =

a22L+c2
a22−a21 ≥ 0, x̃2 =

a21L+c2
a21−a22 ≥ 0;

c) a21 = a22 = k, c2 = −L ∗ k, тодi розв’язки системи (2) будуть
стiйкими за першим наближенням в околi стацiонарної точки
x̃1 =

a12L+c1
a12−a11 ≥ 0, x̃2 =

a11L+c1
a11−a12 ≥ 0;

d) (a12 − a11) (a22L+ c2)= (a22 − a21) (a12L+ c1) , (a11 − a12)×
× (a21L+ c2)= (a21 − a22) (a11L+ c1), тодi розв’язки системи (2)
будуть стiйкими за першим наближенням в околi стацiонарної
точки x̃1 =

a12L+c1
a12−a11 = a22L+c2

a22−a21 ≥ 0, x̃2 =
a11L+c1
a11−a12 = a21L+c2

a21−a22 ≥ 0.

Доведення. Розглядається система
dx1(t)

dt
= b1x1 (t) (L− x1 (t)− x2 (t)) + a11x1 (t) + a12x2 (t) + c1,

dx2(t)

dt
= b2x2 (t) (L− x1 (t)− x2 (t)) + a21x1 (t) + a22x2 (t) + c2.

(8)

У випадку, коли c1 = c2 = 0, отримуємо стацiонарний розв’язок x̃1 ≡
≡ x̃2 ≡ 0. Для пошуку нетривiальних розв’язкiв розглядається система

L− x̃1 (t)− x̃2 (t) = 0,

a11x̃1 (t) + a12x̃2 (t) + c1 = 0,

a21x̃1 (t) + a22x̃2 (t) + c2 = 0.

Щоб система мала один розв’язок, за теоремою Кронекера-Капеллi у неї
має бути два лiнiйно незалежних рядки. Розглянемо детальнiше можливi
варiанти:

1. Лiнiйно залежнi перший i другий рядки. Це можливо, якщо a11=
=a12=k, c1=−L ∗ k, де k — константа. Тодi отримуємо систему{

L− x̃1 (t)− x̃2 (t) = 0,

a21x̃1 (t) + a22x̃2 (t) + c2 = 0.

Її розв’язком буде

x̃1 =
a22L+ c2
a22 − a21

≥ 0, x̃2 =
a21L+ c2
a21 − a22

≥ 0.
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2. Лiнiйно залежнi перший i третiй рядок, тобто, a21=a22=k,
c2=−L ∗ k, де k — константа. Тодi отримуємо систему{

L− x̃1 (t)− x̃2 (t) = 0,

a11x̃1 (t) + a12x̃2 (t) + c1 = 0.

Її розв’язком буде

x̃1 =
a12L+ c1
a12 − a11

≥ 0, x̃2 =
a11L+ c1
a11 − a12

≥ 0.

3. Лiнiйно залежнi другий та третiй рядок, тобто, параметри задо-
вольняють рiвняння{

(a12 − a11) (a22L+ c2)= (a22 − a21) (a12L+ c1) ,

(a11 − a12) (a21L+ c2)= (a21 − a22) (a11L+ c1) .

Тодi розв’язком буде

x̃1 =
a12L+ c1
a12 − a11

=
a22L+ c2
a22 − a21

≥ 0, x̃2 =
a11L+ c1
a11 − a12

=
a11L+ c1
a11 − a12

≥ 0.

Лiнеаризована система (8) в околi точки (x̃1, x̃2) матиме вигляд
dx1 (t)

dt
= (b1 (L− 2x̃1 − x̃2) + a11) (x1 (t)− x̃1) + (a12 − b1x̃1) (x2 (t)− x̃2),

dx2 (t)

dt
= (a21 − b2x̃2) (x1 (t)− x̃1) + (b2 (L− x̃1 − 2x̃2) + a22) (x2 (t)− x̃2) .

Позначимо x1 (t) = x1 (t) − x̃1, x2 (t) = x2 (t) − x̃2. Отримаємо систему
лiнiйних однорiдних рiвнянь

X
′
(t) = AX (t) ,

де

A =

(
b1 (L− 2x̃1 − x̃2) + a11 a12 − b1x̃1

a21 − b2x̃2 b2 (L− x̃1 − 2x̃2) + a22

)
.

Тодi характеристичне рiвняння матиме вигляд

det (λE −A) = λ2 − λ (b1 (L− 2x̃1 − x̃2) + a11 + b2 (L− x̃1 − 2x̃2) + a22) +

+ (b1 (L− 2x̃1 − x̃2) + a11) (b2 (L− x̃1 − 2x̃2) + a22)−(a12 − b1x̃1) (a21 − b2x̃2) .

Користуючись критерiєм Рауса-Гурвiца, отримаємо, що точка (x̃1, x̃2)
буде стiйкою за першим наближенням, якщо будуть виконуватись
нерiвностi

b1 (L− 2x̃1 − x̃2) + a11 + b2 (L− x̃1 − 2x̃2) + a22 < 0,

(b1 (L− 2x̃1 − x̃2) + a11) (b2 (L− x̃1 − 2x̃2) + a22)−
− (a12 − b1x̃1) (a21 − b2x̃2) > 0.

�
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2. Анiлiз моделей з веруванням спецiального вигляду
Розглянемо частковий випадок (2), коли зовнiшнi впливи моделюються

як γkxk (t), k = 1, N . Тодi розглядається система

dxk (t)

dt
= bkxk (t)

(
L−

N∑
i=1

xi (t)

)
+ γkxk (t) , k = 1, N. (9)

Стацiонарнi точки будуть шукатися з рiвнянь

x̃k

(
bk

(
L−

N∑
i=1

x̃i

)
+ γk

)
= 0, k = 1, N. (10)

Очевидно, що тривiальний розв’язок (0, . . . , 0) буде стацiонарним. Також
систему рiвнянь (10) будуть задовольняти точки

(
0, . . . , γkbk + L, . . . , 0

)
,

γk
bk

≤ 0, k = 1, N .

Теорема 3. Система (9) буде стiйкою в околi стацiонарної точки за пер-
шим наближенням тодi i тiльки тодi, коли будуть виконуватися умови

a) для стацiонарної точки (0, . . . , 0)

bkL+ γk < 0, k = 1, N ;

b) для стацiонарної точки
(
0, . . . , γibi + L, . . . , 0

)
, i ∈ 1, N

γi + Lbi > 0, i ∈ 1, N,

−L ≤ γi
bi

≥ 0,

γk−bk γibi < 0,

k = 1, N, k ̸= i.

Доведення. Лiанеризуємо систему (9) в околi стацiонарної точки (x̃1, . . . , x̃N )
й зробимо замiну xk (t) = xk (t)− x̃k, k = 1, N . Тодi отримаємо систему

dxk (t)

dt
=

(
bk

(
L−

N∑
i=1

x̃i

)
+ γk

)
xk (t)− bkx̃k

N∑
i=1

xi (t) , k = 1, N. (11)

Розглянемо бiльш детально (11) для кожної стацiонарної точки.
1. x̃1 ≡ · · · ≡ x̃N ≡ 0, тодi розглядатися буде система

dxk (t)

dt
= (bkL+ γk)xk (t) , k = 1, N.

Точка (0, . . . , 0) буде стiйкою за першим наближенням, якщо будуть
виконуватися нерiвностi bkL+ γk < 0, k = 1, N .

2. Розглянемо загальний випадок
(
0, . . . , γibi + L, . . . , 0

)
, i ∈ 1, N. То-

дi система (11) прийматиме вигляд
dxi (t)

dt
= − (γi + Lbi)

∑N
i=1 xi (t) , i ∈ 1, N,

dxk (t)

dt
=
(
γk−bk γibi

)
xk (t) , k = 1, N.
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Тобто, можна перепозначити

X
´
(t) = AX (t) ,

де

A =


γ1−b1 γibi

. . .
. . .

0
. . .

−γi − Lbi −γi − Lbi −γi − Lbi

0 . . .

. . . . . .
γN−bN γi

bi

 , i ∈ 1, N.

Характеристичне рiвняння для такої системи диференцiальних рiв-
нянь матиме вигляд

(−γi − Lbi − λ)
∏

k=1, N, k ̸=i

(
γk−bk

γi
bi

− λ

)
= 0, i ∈ 1, N.

Стацiонарна точка
(
0, . . . , γibi + L, . . . , 0

)
, i ∈ 1, N буде стiйкою за

першим наближенням, якщо будуть виконуватися умови
γi + Lbi > 0, i ∈ 1, N,

−L ≤ γi
bi

≤ 0,

γk−bk γibi < 0,

k = 1, N, k ̸= i.

�
Розглянемо частковий випадок (2), коли зовнiшнi впливи моделюються

як γk(xk (t) −mkL), k = 1, N , а mk задовольняє умови mk > 0, k = 1, N

та
∑N

k=1mk = 1. Тодi

dxk (t)

dt
= bkxk (t)

(
L−

N∑
i=1

xi (t)

)
+ γk (xk (t)−mkL) , k = 1, N. (12)

Стацiонарна точка має задовольняти систему рiвнянь{ ∑N
i=1 x̃i = L,

x̃k −mkL = 0, k = 1, N.

Розв’язком системи буде x̃k = mkL, k = 1, N .
Пiсля замiни xk (t) = xk (t)− x̃k, k = 1, N лiнеаризована система матиме

вигляд

dxk (t)

dt
= bk

(
L− L

N∑
i=1

mi

)
xk − bkmkL

N∑
i=1

xi (t) + γkxk, k = 1, N.

Оскiльки
∑N

k=1mk = 1, то

dxk (t)

dt
= γkxk − bkmkL

N∑
i=1

xi (t), k = 1, N.
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Цю систему диференцiальних рiвнянь можна представити в матричному
виглядi як

X
´
(t) = AX (t) ,

де

A =


γ1 − b1m1L

. . .
. . .

−b1m1L
. . .

−bimiL γi − bimiL −bimiL

−bNmNL . . .

. . . . . .
γN − bNmNL

 .

Характеристичне рiвняння матиме вигляд

det (λE −A) = λN − λN−1

(
N∑
i=1

γi − L

N∑
i=1

bimi

)
+

+λN−2

N−1∑
i=1

γi

N∑
j=i+1

γj − L
N∑
i=1

bimi

∑
j=1,N,j ̸=i

γj

+ · · · −

−(−1)N

 N∏
i=1

γi + L

N∑
i=1

bimi

∏
j=1,N,j ̸=i

γj

 = 0.

Теорема 4. Для того, щоб система (12) була стiйкою в околi стацiо-
нарної точки x̃k = mkL,mk > 0, k = 1, N та

∑N
k=1mk = 1, за першим

наближенням необхiдно, а у випадку при N = 4 i достатньо, щоб викону-
валися умови

γ1 + γ2 + γ3 + γ4 − L (b1m1 + b2m2 + b3m3 + b4m4) < 0,

γ1γ2γ3γ4 − L (γ1γ2γ4b1m1 + γ1γ3γ4b2m2 + γ1γ2γ4b3m3 + γ2γ3γ4b4m4) > 0,

γ1γ2γ3 + γ1γ2γ4 + γ1γ3γ4 + γ2γ3γ4 − Lb1m1 (γ2γ3 + γ2γ4 + γ3γ4)+

+Lb2m2 (γ1γ3 + γ1γ4 + γ3γ4) + Lb3m3 (γ1γ2 + γ1γ4 + γ2γ4)+

+Lb4m4 (γ1γ2 + γ1γ3 + γ2γ3)−
− (γ1 + γ2 + γ3 + γ4 − L (b1m1 + b2m2 + b3m3 + b4m4))×

× (γ1γ2 + γ1γ3 + γ1γ4 + γ2γ3 + γ2γ4 + γ3γ4)+

+L (γ1 + γ2 + γ3 + γ4 − L (b1m1 + b2m2 + b3m3 + b4m4))×
× (b1m1 (γ2 + γ3 + γ4) + b2m2 (γ1 + γ3 + γ4))+

+L (γ1 + γ2 + γ3 + γ4 − L (b1m1 + b2m2 + b3m3 + b4m4))×
× (b3m3 (γ1 + γ2 + γ4) + b4m4 (γ1 + γ2 + γ3)) > 0

(γ1 + γ2 + γ3 + γ4 − L (b1m1 + b2m2 + b3m3 + b4m4))
2×

× (γ1γ2γ3γ4 − L (γ1γ2γ4b1m1 + γ1γ3γ4b2m2 + γ1γ2γ4b3m3 + γ2γ3γ4b4m4))−
− (γ1 + γ2 + γ3 + γ4 − L (b1m1 + b2m2 + b3m3 + b4m4))×

× (γ1γ2γ3 + γ1γ2γ4 + γ1γ3γ4 + γ2γ3γ4)+

+ (γ1 + γ2 + γ3 + γ4 − L (b1m1 + b2m2 + b3m3 + b4m4))×
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× (Lb1m1 (γ2γ3 + γ2γ4 + γ3γ4) + Lb2m2 (γ1γ3 + γ1γ4 + γ3γ4))+

+ (γ1 + γ2 + γ3 + γ4 − L (b1m1 + b2m2 + b3m3 + b4m4))×
× (Lb3m3 (γ1γ2 + γ1γ4 + γ2γ4) + Lb4m4 (γ1γ2 + γ1γ3 + γ2γ3))+

+ (γ1 + γ2 + γ3 + γ4 − L (b1m1 + b2m2 + b3m3 + b4m4))×
× (−γ1γ2 + γ1γ3 + γ1γ4 + γ2γ3 + γ2γ4 + γ3γ4)+

+ (γ1 + γ2 + γ3 + γ4 − L (b1m1 + b2m2 + b3m3 + b4m4))×
× (Lb1m1 (γ2 + γ3 + γ4) + Lb2m2 (γ1 + γ3 + γ4)) + .

+(γ1 + γ2 + γ3 + γ4 − L (b1m1 + b2m2 + b3m3 + b4m4))×
× (Lb3m3 (γ1 + γ2 + γ4) + Lb4m4 (γ1 + γ2 + γ3)) < 0.

Доведення. В силу Теореми 1, щоб система (12) була стiйкою в околi ста-
цiонарної точки x̃k = mkL,mk > 0, k = 1, N та

∑N
k=1mk = 1, за першим

наближенням необхiдно, а у випадку при N = 4 i достатньо, щоб викону-
валися умови

Sp (A) < 0,

detA > 0,

Sp (A+)− a2Sp (A) > 0,

(Sp (A))2detA − Sp (A+) ( Sp (A+)− a2Sp (A)) < 0.

Пiдставивши конкретнi значення для системи (12) при N = 4

Sp (A) = γ1 + γ2 + γ3 + γ4 − L (b1m1 + b2m2 + b3m3 + b4m4) ,

a2 = γ1γ2 + γ1γ3 + γ1γ4 + γ2γ3 + γ2γ4 + γ3γ4 − Lb1m1 (γ2 + γ3 + γ4)−
−Lb2m2 (γ1 + γ3 + γ4)− Lb3m3 (γ1 + γ2 + γ4)− Lb4m4 (γ1 + γ2 + γ3) ,

Sp
(
A+
)
= γ1γ2γ3 + γ1γ2γ4 + γ1γ3γ4 + γ2γ3γ4 −Lb1m1 (γ2γ3 + γ2γ4 + γ3γ4)−
−Lb2m2 (γ1γ3 + γ1γ4 + γ3γ4)− Lb3m3 (γ1γ2 + γ1γ4 + γ2γ4)−

−Lb4m4 (γ1γ2 + γ1γ3 + γ2γ3) ,

detA = γ1γ2γ3γ4−L (γ1γ2γ4b1m1 + γ1γ3γ4b2m2 + γ1γ2γ4b3m3 + γ2γ3γ4b4m4) ,

отримаємо сформульованi в Теоремi 4 умови стiйкостi розв’язкiв системи.
�

3. Результати чисельного експерименту
Нехай є певна спiльнота чисельнiстю L = 1000 осiб, що пiддається впли-

ву певного iнформацiйного потоку. Тодi в момент часу t ∈ [0, T ] спiльноту
можна подiлити умовно на три частини: тих, що пiддалися впливу, засвоїли
трансльовану iнформацiю (x1 (t)); тих, що протидiють (контрдiють) данiй
iнформацiї (x2 (t)); та тих, якi ще не визначилися зi своїм ставленням до
iнформацiї, що транслюється (L− x1 (t)− x2 (t)). Вважатимемо, що жоден
iз членiв спiльноти не залишається апрiорi байдужим до трансльованої iн-
формацiї.

Iнформацiя розповсюджується двома iнформацiйними каналами:
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1. Мiжособове спiлкування членiв спiльноти. Кожен, хто засвоїв чи
контрдiє iнформацiйному потоку, починає впливати на неохоплених
членiв. Представимо цей вплив через параметри b1 та b2.

2. Зовнiшнiй за вiдношенням до спiльноти iнформацiйний вплив (ЗМI),
характеристиками якого є наскiльки часто транслюється повiдом-
лення, наскiльки воно правдоподiбне та резонансне. Представимо
цей вплив через параметри γ1 та γ2.

Впливати безпосередньо на параметри b1 та b2 не можна, оскiльки вони є
характеристикою спiльноти, але, знаючи їх значення, можна пiдiбрати такi
параметри γ1 та γ2, щоб система була стiйкою за першим наближенням у
околi точок стiйкостi.

Нехай b1 = 0, 15 та b2 = 0, 088. Процес розповсюдження iнформацiї при
такiй постановцi задачi можна змоделювати за допомогою системи

dx1 (t)

dt
= 0.15x1 (t) (1000− x1 (t)− x2 (t)) + γ1x1 (t) ,

dx2 (t)

dt
= 0.088x2 (t) (1000− x1 (t)− x2 (t)) + γ2x2 (t) .

Поставимо за цiль максимально збiльшити кiлькiсть прихильникiв контр-
дiї. Для цього нам пiдходить стацiонарна точка

(
0, γ2

0,088 + 1000
)
. Тодi, щоб

вищенаведена система була стiйкою за першим наближенням у цiй точцi,
мають виконуватися умови

{
−88 ≤ γ2 ≤ 0,
γ1 − 1.7γ2 < 0.

Вiзьмемо пару γ1 = −0, 19 та γ2 = −0, 07 й подивимось на поведiнку систе-
ми при таких параметрах (x1 (0) = 0.5, x2 (0) = 0.4) (див. Рис.1).

Як видно, прихильники i противники iнформацiйного повiдомлення ак-
тивно спiлкуються у спiльнотi, причому прихильники навiть iнтенсивнiше,
але за рахунок параметрiв зовнiшнього впливу, якi характеризують дiї ЗМI,
направленi на зменшення ажiотажу навколо iнформацiйного повiдомлен-
ня, отримуємо ситуацiю, коли переважаюча частина суспiльства контрдiє
повiдомленню.

Висновки

Сформульовано необхiднi та достатнi умови стiйкостi за першим набли-
женням у околi точок стiйкостi при спецiальному виборi параметрiв зовнi-
шнього впливу, причому данi результати наводяться для моделей з довiль-
ною кiлькiстю типiв iнформацiї, а також для випадкiв, коли поширюється
два або чотири типи iнформацiї. Отриманi результати дозволяють моде-
лювати динамiку популяцiї в околi точок рiвноваги.
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Рис 1. Результати розрахункiв
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Abstract. In this article, we present a novel second order numeri-
cal method for solving third order boundary value problems using
the quartic non polynomial splines. We establish the convergence of
the method. We present numerical experiments to demonstrate the
efficiency of the method and validity of our second order method,
which shows that present method gives better results.
Keywords: Boundary-value problems, Finite-difference methods,
Obstacle problems, Quartic non polynomial splines.

Резюме. У статтi представлено новий чисельний метод друго-
го порядку для розв’язування крайових задач третього порядку
з використанням квартичних неполiномiальних сплайнiв. Вста-
новлено збiжнiсть методу й описано обчислювальнi експеримен-
ти, що демонструють ефективнiсть та обґрунтованiсть методу.
Keywords: крайовi задачi, кiнечно-рiзницевi методи, задача з
перешкодою, квартичнi не полiномiальнi сплайни.

1. Introduction
In this article we consider a quartic non polynomial splines method for the

numerical solution of the third order boundary value problems given as

u′′′(x) = f(x, u), a ≤ x ≤ b, (1)

subject to the boundary conditions

u(a) = α, u′(a) = β and u′(b) = γ

where α, β and γ are real constant.
In environments and in most other areas of natural and applied sciences, the di-
fferential equations that govern the behavior of model systems are well-known.
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For instance, to describe the evolution of physical phenomena in fluctuating
environments governed by third order differential equation [1]. The study of aero
elasticity, sandwich beam analysis and beam deflection theory, electromagnetic
waves, theory of thin film flow and incompressible flows and regularization of
the Cauchy problem for one-dimensional hyperbolic conservation laws [2] are
some other model systems in natural and applied sciences where the third order
boundary value problems arise.

The theoretical concepts of existence, uniqueness and convergence of the
solution and some specific solution of problem (1) can be found in the li-
terature [3–7]. The specific assumption to further ensure existence and uni-
queness of the solution to problem (1) will not be considered. Thus the exi-
stence and uniqueness of the solution to problem (1) is assumed. Further we
assume that problem (1) is well pose. The emphasis in this article will be on
the development of an efficient numerical method to deal with approximate
numerical solution of the third order boundary value problem.

The quality of a numerical method depends on the accuracy of the method to
a great extent. Some efficient and accurate numerical methods for solving higher
order boundary value problems are available in literature. Some researchers have
studied and solved in particular third order boundary value problems with di-
fferent boundary conditions using different methods for instance some literary
work in Finite Difference Method [8], Non polynomial spline method [9–11],
Quartic B-splines [12], Collocation quantic spline [13], Reproducing Kernel
Method [14] and references therein can be found. With advent of computers
it gained important to develop more accurate numerical methods to solve hi-
gher order boundary value problems. Hence, the purpose of this article is to
develop an efficient numerical method for solution of third order boundary value
problems (1).

We present our work in this article as follows. In the next section we derive
a finite difference method. In Section 3, we discuss convergence of the proposed
method under appropriate condition. The application of the proposed method
on the test problems and illustrative numerical results so produced to show the
efficiency in Section 4. Discussion and conclusion on the performance of the
proposed method present in Section 5.

2. The Quartic Non-polynomial Splines Method

We define N finite numbers of nodal points of the domain [a,b], in which the
solution of the problem (1) is desired, as a = x0 < x1 < x2 < ...... < xN = b usi-
ng uniform step length h such that xi = a+i.h, i = 0, 1, 2, ....., N . Also, we let
u(x) be the exact solution of (1) and we denote the numerical approximation of
u(x) at node x = xi as ui . Let us denote fi as the approximation of the theoreti-
cal value of the source function f(x, u(x)) at node x = xi, i = 0, 1, 2, ....., N .
Thus the boundary value problem (1) at node x = xi may be written as

u′′′i = fi, a < xi < b, (2)
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subject to the boundary conditions

u0 = α, u′0 = β and u′N = γ

We wish to determine the numerical approximation of the theoretical solution
u(x) of the problem (1) at the nodal point xi, i = 1, 2, ....., N .

Let define xi− 1
2
= xi − 1

2h, i = 1, 2, ......., N nodes in [a, b]. For each ith

segment, following the ideas in [11], we shall write quartic non polynomial spline
Si(x) passing through the points (xi− 1

2
, si− 1

2
) and (xi+ 1

2
, si+ 1

2
) in the following

form,

Si(x) = ci0 sin(k(x− xi− 1
2
)) + ci1 cos(k(x− xi− 1

2
))+

+ ci2(x− xi− 1
2
)2 + ci3(x− xi− 1

2
) + ci4 (3)

where ci0, ci1, ci2, ci3, ci4 are real finite constants and k is the frequency of the
trigonometric functions. Then the quartic non polynomial spline defined by

s(x) = Si(x), i = 0, 1, 2, ........, N and s(x) ∈ C3[a, b]. (4)

To determine constants ci0, ci1, ci2, ci3, ci4 we assume that Si(x) satisfies
problem (1) with boundary conditions at xi− 1

2
and xi+ 1

2
. We assume si be an

approximation of ui numerical approximation of u(xi), i = 1, 2, ..N , the solution
of the problem (1) obtained by the quartic non polynomial spline s(x) = Si(x).
Following the idea in [10] we let

Si(xi− 1
2
) = si− 1

2
, Si(xi+ 1

2
) = si+ 1

2
, S′

i(xi− 1
2
) = s′

i− 1
2

, S′
i(xi+ 1

2
) = s′

i+ 1
2

, (5)

S′′′
i (xi− 1

2
) = fi− 1

2
and S′′′

i (xi+ 1
2
) = fi+ 1

2
, i = 1, 2, ....., N − 1.

Using these assumptions, we will compute the values of ci0, ci1, ci2, ci3, ci4, the
constants. Thus we have

ci0 = − 1

k3
fi− 1

2
, ci1 =

1

k3 sin(kh)
(fi+ 1

2
− cos(kh)fi− 1

2
), (6)

ci2 =
1

h2
(si+ 1

2
− si− 1

2
)− 1

h
s′
i− 1

2

+
1− cos(kh)

k3h2 sin(kh)
(fi+ 1

2
+ fi− 1

2
)− 1

k2h
fi− 1

2
,

ci3 = s′
i− 1

2

+
1

k2
fi− 1

2
, ci4 = si− 1

2
− 1

k3 sin(kh)
(fi+ 1

2
− cos(kh)fi− 1

2
),

i = 1, 2, ...N − 1.

Using the continuity conditions (4) of the first and second derivatives at the
point (xi− 1

2
, si− 1

2
) i.e. S(m)

i−1 (xi− 1
2
) = S

(m)
i (xi− 1

2
),m = 1, 2, we will obtained,

si− 5
2
− 3si− 3

2
+ 3si− 1

2
− si+ 1

2
= −h3(a0(fi− 5

2
+ fi+ 1

2
) + b0(fi− 3

2
+ fi− 1

2
)), (7)

3 ≤ i ≤ N − 1.

where a0 = 1
kh sin(kh)(

1
2 −

1−cos(kh)
k2h2

) and b0 = 1
kh sin(kh)(

1−2 cos(kh)
2 + 1−cos(kh)

k2h2
). If

a0+ b0 =
1
2 then problem (1) is replaced by (7) a system of equations for nodal

values si− 1
2
. We have N − 3 equations in N no. of variables si− 1

2
. If we derive

three more equations, we have N×N equations in variables si− 1
2
, i = 1, 2, .., N .
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For our problem (1) we will derive these three equations i.e. two on first two
nodes and one on the last node in the domain of the integration [a, b] by Taylor
series and the method of undetermined coefficients. These equations are,

9si− 1
2
− si+ 1

2
= 8si−1 + 3hs′i−1 −

3h3

8
fi− 1

2
+ Ti− 1

2
, i = 1 (8)

−15si− 3
2
+ 10si− 1

2
− 3si+ 1

2
= −8si−2 −

5h3

16
(11fi− 1

2
− 3fi+ 1

2
) + Ti− 1

2
, i = 2

si− 5
2
− 3si− 3

2
+ 2si− 1

2
= hs′i +

h3

48
(−25fi− 3

2
+ 21fi− 1

2
) + Ti− 1

2
, i = N

where Ti− 1
2
, i = 1, 2, N is truncation error.

Together with (7)–(8), we will obtain the N × N linear or nonlinear system
of equations after neglecting the truncation errors in (7) and (8) in unknown
si− 1

2
, depends on the source function f(x, u). We have to solve this system of

equations by an appropriate method. We have applied either Gauss Seidel or
Newton-Raphson method to solve respectively for linear and nonlinear system
of equations (7)–(8). In computation, we have substituted for s′

i− 1
2

in ci2, ci3,

s′
i− 1

2

=

{
1
2h(si+ 1

2
− si− 1

2
) + 1

2u
′
i−1, i = 1

1
2h(si+ 1

2
− si− 3

2
), i = 2, 3, .., N − 1

and computed numerical value of ui, i = N by using following second order
approximation,

ui = si− 1
2
+

1

2
hu′i. (9)

3. Convergence of Quartic Non-polynomial Splines Method

We will consider following linear test equation for convergence analysis of
the proposed method (7)–(8).

u′′′(x) = f(x), a ≤ x ≤ b. (10)

subject to the boundary conditions u0 = α, u′0 = β and u′N = γ. We can
write the proposed method (7)–(8) in the matrix form as

Du = a + t (11)

where

D =



9 −1 0
−15 10 −3
1 −3 3 −1

1 −3 3 −1
.. .. .. .. .. .. ..
.. .. .. .. .. .. ..

1 −3 3 −1
0 1 −3 2


N×N
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and s = (si− 1
2
), a = (ai), and T = (Ti) are N -dimensional column vectors

defined as,

ai =


8α+ 3hβ − 3h3

8 fi− 1
2
, i = 1

−8α− 5h3

16 (11fi− 1
2
− 3fi+ 1

2
), i = 2

−h3(a0(fi− 5
2
+ fi+ 1

2
) + b0(fi− 3

2
+ fi− 1

2
)), 3 ≤ i ≤ N − 1

hγ + h3

48 (−25fi− 3
2
+ 21fi− 1

2
), i = N

If we choose arbitrary a0 = 0 and b0 = 1
2 then we will obtained following

Ti =



−27h5

1920u
(5)

i− 1
2

, i = 1

−7h5

8 u
(5)

i− 1
2

, i = 2

o(h6), 3 ≤ i ≤ N − 1
31h5

1920u
(5)

i− 1
2

, i = N

Let us solve test problem (10) by proposed method (7)–(8) after truncating/
neglecting the terms Ti. We will obtain a system of linear equations in si− 1

2
.

Solving the system of equations so obtained by an iterative method, we get an
approximate solution. Let us write system of equation in matrix form,

Ds = a (12)

where s = (si− 1
2
) is N -dimensional column vector of approximate solution of

system of equations obtained from (7)–(8). Let us define

ei− 1
2
= ui− 1

2
− si− 1

2
(13)

where si− 1
2

is an approximate value of ui− 1
2
, i = 1, 2, ..., N. Thus from (11) and

(12) we can write an error equation

De = T (14)

where e = (ei− 1
2
), i = 1, 2, ..., N is N -dimensional column vector. Let

K = (kij) be the explicit inverse of nonsymmetric Toeplitz matrix D and
defined as [15–18],

kij =


(2i−1)(4N−2i+1)

24N , 1 ≤ i ≤ N, j = 1

(2i− 1)2c1, i ≤ j ≤ N, 2 ≤ j
(N−i)(N−i+1)

2 c2 − (N−i+2)(N−i−1)
2 c3, j + 1 ≤ i ≤ N − 1

(15)

where

c1 =

{
(N+1−j)(2j+1)2

40N(8j−(2j−5)2)
, j = 2

N+1−j
8N , 2 < j ≤ N

(16)

c2 =

{ (N+1−j)(4N(j−1)+1)−8(j−1)
24N , j = 2

(N+1−j)(4N(j−1)+1)−8(j−1)
8N , j + 1 ≤ i < N

(17)
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c3 =

{ (N+1−j)(4N(j−1)+1)
24N , j = 2

(N+1−j)(4N(j−1)+1)
8N , j + 1 ≤ i < N

(18)

From (15), (16) and (17), we can prove that K is nonsymmetric and positive
matrix. Let matrix R = (Ri1)N×1, denotes the matrix of the row sum of the
matrix K = (kij)N×N where,

Ri1 =

N∑
j=1

kij (19)

Hence we have obtained

∥K∥ = max
1≤i≤N

|Ri1| =
4N4 − (9N2 − 9N − 2)

48N
(20)

Thus for large N, from (19) we conclude that

∥K∥ ≤ (b− a)3

12h3
(21)

Let
M = max

x∈[a,b]

∣∣∣u(5)(x)∣∣∣ , (22)

Then from (13), (20) and (21) we have

∥e∥ ≤ 7h2(b− a)3

96
M (23)

Thus from equation (22) it follows that ∥e∥ → 0 as h → 0. This establishes
the convergence of the method (7) and the order of convergence of method (7)
is at least O(h2).

4. Numerical Results

To illustrate our method and demonstrate its computational efficiency, we have
considered three model problems. In each model problem, we took uniform
step size h. In Table 1–4, we have shown MAE the maximum absolute error in
the solution u of the problems (1) for different values of N. We have used the
following formula in computation of MAE,

MAE = max

{
|u(xi)− s(xi)| 1 ≤ i ≤ N − 1

|u(xi)− ui| i = N

We have used Gauss Seidel and Newton-Raphson iteration method to solve
respectively for linear and nonlinear system of equations arised from equation
(7)–(8). All computations were performed on a Windows 2007 Ultimate operati-
ng system in the GNU FORTRAN environment version 99 compiler (2.95 of
gcc) on Intel Core i3-2330M, 2.20 Ghz PC. The solutions are computed on N
nodes and iteration is continued until either the maximum difference between
two successive iterates is less than 10(−10) or the number of iteration reached
103.
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Problem 1. Consider the following third-order obstacle problems [13],

u′′′(x) =


0, 0 ≤ x ≤ 1

4

u(x)− 1, 1
4 ≤ x ≤ 3

4

0, 3
4 ≤ x ≤ 1

subject to boundary conditions

u(0) = 0, u′(0) = 0 and u′(1) = 0

The analytical solution of the problem is

u(x) =


1
2a1x

2, 0 ≤ x ≤ 1
4

1 + a2 exp(x) + exp(−x2 )(a3 cos(
√
3
2 x) + a4 sin(

√
3
2 x)),

1
4 ≤ x ≤ 3

4
1
2a5x(x− 2) + a6,

3
4 ≤ x ≤ 1

where the constants ai, i = 1, 2, ..., 6 can be determined by the solving a system
of linear equations which can be obtained by applying the continuity condi-
tions of u(x), u′(x) and u′′(x) at x = 1

4 and 3
4 . The MAEI, MAEM

and MAEE respectively in interval [0, 14 ], [14 ,
3
4 ] and [34 , 1] and

MAE = max{MAEI,MAEM,MAEE} computed by method (7)–(8) for di-
fferent values of N are presented in Table 1 and the results obtained in the
numerical experiment is compared with some higher order method reported in
literature presented in Table 2.
Problem 2. The model linear problem given by

u′′′(x) = u(x) + f(x), 0 ≤ x ≤ 1

subject to boundary conditions

u(0) = 0, u′(0) = 1 and u′(1) = 0

where f(x) is calculated so that the analytical solution of the problem is
u(x) = x exp(−x). The MAE computed by method (7)–(8) for different values
of N are presented in Table 3 and the results obtained in the numerical experi-
ment is compared with high order finite difference method reported in [8, 20].

Problem 3. The nonlinear model problem given by

u′′′(x) = x4u(x)− u2(x) + f(x), 0 ≤ x ≤ 1

subject to boundary conditions

u(0) = 0, u′(0) = −1 and u′(1) = sin(1)

where f(x) is calculated so that the analytical solution of the problem is
u(x) = (x − 1) sin(x). The MAE computed by method (7)–(8) for different
values of N are presented in Table 4 and the results obtained in the numerical
experiment is compared with high order finite difference method reported in [8].

We have described a numerical method for numerical solution of third order
boundary value problem and considered three model problems including an
obstacle problem to test the performance of the proposed method. Numerical
result for considered problem for different values of N which is presented in
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Табл. 1. Maximum absolute error (Problem 1).

N
Maximum absolute error

MAEI MAEM MAEE MAE

8 .16733299(-2) .24319269(-1) .55693217(-1) .55693217(-1)
16.35730263(-3) .56837383(-4) .75999240(-4) .35730263(-3)
32.89327565(-4) .98532091(-5) .19483268(-4) .89327565(-4)
64.22338678(-4) .51516825(-4) .74401498(-4) .74401498(-4)

Табл. 2. Maximum absolute error (Problem 1).

Method
Maximum absolute error

N = 16 N = 32 N = 64

(7)–(8) .357(-3) .893(-4) .744(-4)
[9] .712(-3) .405(-3) .222(-3)
[12] .113(-2) .530(-3) .252(-3)
[22] .115(-2) .532(-3) .256(-3)
[14] .118(-2) .547(-3) .262(-3)
[21] .123(-2) .553(-3) .261(-3)
[13] .126(-2) .560(-3) .310(-3)
[19] .689(-2) .711(-2) .727(-3)

Табл. 3. Maximum absolute error (Problem 2).

Method
Maximum absolute error

N = 4 N = 8 N = 16 N = 32

(7)–(8) .16645713(-1) .41207969(-2) .10233842(-2) .15626669(-3)
[20] .16645713(-1) .41207962(-2) .10233842(-2) .23465362(-3)
[8] .10738984(-1) .32454655(-2) .88991225(-3) .23343042(-3)

Табл. 4. Maximum absolute error (Problem 3).

Method
Maximum absolute error

N = 8 N = 16 N = 32 N = 64

(7)–(8) .12459494(-1) .36536278(-2) .98157581(-3) .26675439(-3)
[8] .16499877(-1) .41241050(-2) .10325760(-2) .27042627(-3)

119



SOLVING THIRD-ORDER BOUNDARY VALUE PROBLEMS ...

tables, the maximum absolute errors in solution decreases with decrease in step
size h. Also from the numerical results in Table 2, it is clear that the new method
(7)–(8) outperforms the existing methods. On the other hand, it is evident that
method (7)–(8) is convergent and the rate of convergence is at least quadratic.

5. Conclusion
A finite difference method to find the numerical solution of third order

boundary value problems has been developed. At nodal point x = xi− 1
2
,

i = 1, 2...N we have obtained a system of algebraic equations given by (7)–(8).
Thus we have a system of linear equations if source function f(x, u) is linear
otherwise system of nonlinear equations. The propose method produces good
approximate numerical value of the solution for model problems and moreover
it is computationally efficient and accurate method. The idea presented in
this article leads to the possibility to develop finite difference methods for the
numerical solution of higher odd order boundary value problems. Works in these
directions are in progress.

6. Competing Interests
There is no competing interest exist for us either financial or non-financial.
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Abstract. The paper deals with a novel definition of random events
that generalizes the well-known definition by von Mises and elimi-
nates its deficiencies. It is shown that the admissible place selecti-
on rule introduced by von Mises may be eliminated from consi-
deration using characteristic matrix of a random experiment. In the
new model of random events, the field of events forms an atomic
generated, complete, and completely distributive Boolean algebra.
The probability distribution generated by random variables in this
model is not a measure but only a finitely additive function of events
in the case of continuous rational or real random variables. The
results of computational experiments with quantum random numbers
generators are given.
Keywords: Randomness, Frequency, von Mises Model, Lattice, Boo-
lean Algebra.

Резюме. У статтi розглядається нове визначення випадкових
подiй, яке узагальнює вiдоме визначення фон Мiзеса i усуває йо-
го недолiки. Показано, що правило вибору, запропоноване фон
Мiзесом, може бути виключено з розгляду за допомогою хара-
ктеристичної матрицi випадкового експерименту. У новiй моде-
лi випадкових подiй поле подiй являє собою атомно породжену
повну цiлком аддитивну булеву алгебру, а розподiл ймовiрностей,
породжуваний неперервними рацiональними або дiйсними випад-
ковими величинами, не є мiрою, а лише є скiнченно-аддитивною
функцiю подiй. Наводяться результати обчислювальних експери-
ментiв з квантовими генераторами випадкових чисел.
Ключовi слова: випадковiсть, частота, модель фон Мiзеса, гра-
тка, булева алгебра.
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Вступ

Поняття випадковостi i ймовiрностi випадкових подiй протягом всього
життя належали до одних з основних об’єктiв дослiдження Ю. I. Петунi-
на. Великий досвiд роботи з реальними випадковими даними та вивчення
великої кылькостi теоретичних робiт, присвячених цiй темi (див. наприклад
[1]), переконали його, що ця тема вимагає нового, нетрадицiйного пiдходу.

Iсторично першою спробою розв’язати цю проблему слiд вважати робо-
ту фон Мiзеса [2], в якiй було розроблено формальну теорiю ймовiрностей
iз урахуванням фiзичної реальностi. В основу своєї моделi фон Мiзес по-
клав концепцiю колективу — випадкової бiнарної послiдовностi, яка має
двi властивостi:

1) iснує границя послiдовностi її вiдносних частот;
2) вiдноснi частоти є iнварiантними щодо процедури так званого при-

пустимого вибору, тобто вибору пiдпослiдовностi, в якiй вибiр n-го
елемента не залежить вiд його значення.

Означення 1. (R. фон Мiзес). Нескiнченна бiнарна послiдовнiсть x1, x2, ...
є колективом, якщо виконуються двi умови.

1. Глобальна регулярнiсть. Нехай hn –— вiдносна частота одиниць серед
перших n членiв послiдовностi. Тодi iснує границя lim

n→∞
hn = p, 0 < p < 1.

2. Локальна регулярнiсть. Кожна нескiнченна пiдпослiдовнiсть
xi1 , xi2 , ..., отримана iз послiдовностi x1, x2, ... за допомогою припустимо-
го вибору, має ту же саму границю p.

У статтi [3] А. М. Колмогоров сформулював два основнi недолiки теорiї
фон Мiзеса:

1. Частотний пiдхiд, який апелює до поняття граничної частоти, не
може мати практичного застосування, оскiльки в реальних застосу-
ваннях дослiдники мають справу iз скiнченними послiдовностями.

2. Частотний пiдхiд при великiй кiлькостi випробувань не можна роз-
вити суто математично.

Як альтернативу частотнiй моделi фон Мiзеса А. М. Колмогоров за-
пропонував теорiю складностi. Ця теорiя набула широкої популярностi i
де факто стала домiнуючим пiдходом до визначення випадковостi. Втiм,
частотний пiдхiд ще не вичерпав усiх можливостей. Зокрема, у роботi [4]
Ю. I. Петунiним та автором було розвинено альтернативну частотну мо-
дель, яка знiмає проблему формалiзацiї правила припустимого вибору як
таку.

Розглянемо випробування T, який має два наслiдки: A та Ā. Введемо
iндикатор подiї A у k-му випробуваннi

xk =

{
1, якщо A;
0, якщо Ā.
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Числову послiдовнiсть x1, x2, ..., яка складається з нулiв i одиниць, бу-
демо називати бернулiєвською послiдовнiстю порядку p, 0 ≤ p ≤ 1, якщо

lim
n→∞

hn (T,A) = lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

xk = p,

де hn (T,A) — частота подiї A при n повтореннях випробування T. Основ-
ною особливiстю запропонованої теорiї є той факт, що для математичного
визначення випадкового випробування недостатньо знати результати лише
однiєї серiї випробувань X = {x1, x2, ...} . Для цього необхiдно знати послi-
довнiсть результатiв серiй випробуванняX1, X2, ..., якi зручно розташувати
у виглядi нескiнченної матрицi

Θ(T ) =


x11 ... x1n ...
x21 ... x2n ...
... ... ... ...
xn1 ... xnn ...
... ... ... ...

 ,

яку ми називатимемо характеристичною матрицею випробування T.
Нехай Xi = (xi1, xi2, ..., xin, ...) — це рядки, а X∗

j = (x1j , x2j , ..., xnj , ...)

— стовпчики характеристичної матрицi Θ(T ) . Легко бачити, що кожний
рядок Xn i кожний стовпчик X∗

n матрицi Θ(T ) породжують деякi дiйснi
числа αn i α∗

n з вiдрiзка [0, 1] . Покладемо αn = 0, xn1xn2...xnn... i
α∗
n = 0, x1nx2n...xnn... i будемо розглядати цi вирази як бiнарнi дроби. По-

значимо через M та M∗ множини чисел αn i α∗
n, вiдповiдно.

Означення 2. Випробування T називається випадковим, якщо виконую-
ться такi умови:

1) всi рядки Xn i стовпцi X∗
n (n = 1, 2, ...) характеристичної матрицi

Θ(T ) є бернулiєвськими послiдовностями одного i того ж порядку
p ∈ [0, 1] ;

2) множини чисел M та M∗, породженi рядками та стовпцями хара-
ктеризацiйної матрицi Θ(T ) , вiдповiдно, є щiльними на вiдрiзку
[0, 1] .

Означення 3. Випадковим експериментом E будемо називати нескiнченну
серiю повторень випадкового випробування T.

Означення 4. Випадковою подiєю (E,R) будемо називати результат R
випадкового випробування T, яке породжує випадковий експеримент E.

Означення 5. Ймовiрнiстю p (E,A) випадкової подiї (E,A) будемо нази-
вати порядок p ∈ [0, 1] бернулiєвської послiдовностi, яка складається iз
результатiв випадкового випробування T , яке породжує випадковий експе-
римент E.

Оскiльки практичний аналiз випадковостi здiйснюється на скiнченних
матрицях, необхiдно запропонувати означення випадковостi для скiнчен-
ного випадку.
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Означення 6. Випробування T вважається випадковим, якщо всi рядки
Xi i стовпцi X∗

i (i = 1, 2, ...n) усiченої характеристичної матрицi Θn (T ) є
вiдрiзками бернулiєвських послiдовностей одного i того ж порядку p ∈ [0, 1]
i якщо для довiльного ε > 0 iснує таке число n, що множини чисел Mn i
M∗
n, породженi рядками i стовпцями усiченої характеристичної матрицi

Θn(T ) =

 x11 x12 ... x1n
... ... ... ...
xn1 xn2 ... xnn

 ,

утворюють ϵ-сiтку на вiдрiзку [0, 1].

Означення 7. Будемо називати експеримент псевдовипадковим, якщо при-
наймнi одна з множин M та M∗, породжених рядками i стовпчиками вiдпо-
вiдної характеризацiйної матрицi, мiстить лише скiнченну кiлькiсть рiзних
елементiв.

Зокрема, у роботi [4] доведено, що ймовiрнiсть того, що в схемi Бернуллi
множиниM iM∗, утворенi рядками i стовпцями характеризацiйної матрицi
Θ(T ) , є щiльними у вiдрiзку [0, 1], дорiвнює одиницi, отже, класична схема
Бернуллi є випадковим експериментом у розумiннi запропонованої теорiї
випадкових експериментiв.

Нагадаємо основнi положення запропонованої моделi [4]. Нехай T — ви-
падкове випробування, а S (T ) — множина усiх випадкових подiй, що мо-
жуть вiдбуватися внаслiдок реалiзацiї випробування T . Спираючись на
традицiйнi означення класичної теорiї ймовiрностей, у множинi S (T ) мо-
жна визначити операцiї складання та множення подiй, а також операцiю
заперечення подiї, причому першi операцiї можна виконувати для довiль-
ної множини подiй. Крiм того, у множинi S (T ) для кожної подiї A ви-
значено її ймовiрнiсть p (A), так що S (T ) перетворюється на поле, яке ми
називатимемо полем подiй S (E). У полi подiй S (E), яке породжується
випадковим експериментом E, можна ввести вiдношення напiвупорядко-
ваностi: будемо говорити, що подiя A тягне за собою подiю B i позначати
це символом A ≤ B, якщо поява подiї A у результатi випадкового експе-
рименту E неодмiнно тягне за собою появу подiї B. Це вiдношення пере-
творює поле подiй S (E) у напiвупорядковану множину [6]. Легко бачити,
що для будь-яких двох подiй A,B ∈ S (E) мають мiсце спiввiдношення:
A + B = sup(A,B) = A ∨ B i AB = inf(A,B) = A ∧ B, так що операцiї
складання i множення можна здiйснити на пiдставi вiдношення напiву-
порядкованостi. Цi формули можна узагальнити для довiльної множини
подiй ∑

i∈J
Ai = sup

i∈J
{Ai}

i ∏
i∈J

Ai = inf
i∈J

{Ai} .

Оскiльки суми i добутки подiй завжди iснують i належать S (E), то поле
подiй S (E) є повною дистрибутивною граткою [5]. Згiдно з означенням
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пiд доповненням елемента A в гратцi з нулем розумiють такий елемент
A′ ∈ S, що A ∧ A′ = 0 i A ∨ A′ = I, а гратка S (E) називається граткою з
доповненням, якщо всi її елементи мають доповнення. Всi цi властивостi
виконуються для поля подiй, де у ролi елемента O виступає неможлива
подiя, у ролi I — вiрогiдна, а доповнення — це заперечення подiї Ā. Отже,
поле подiй S (E) — булева алгебра з доповненням.

Теорема 1. [4] Для довiльного випадкового експерименту E поле подiй
S (E) є цiлком дистрибутивною повною булевою алгеброю.

Теорема 2. [5] (Тарський). Якщо повна булева алгебра S цiлком дистрибу-
тивна, то вона є iзоморфною алгебрi 2ℵ всiх пiдмножин деякої множини
M за структурами напiвупорядкованих просторiв (або булевих алгебр).

За множину M можна взяти набiр усiх атомiв напiвупорядкованого про-
стору S (E).

Означення 8. Називатимемо множину подiй B = {Bi}i∈J iз поля подiй
S (E) базовою, якщо виконуються такi умови:

1) всi подiї Bi iз B попарно несумiснi, тобто BiBj = 0, якщо i ̸= j;
2) довiльну подiю A iз S (E) можна подати у виглядi суми подiй Bi iз

B: A =
∑
k∈K

Bik .

Множина P усiх атомiв iз S (E) є базовою множиною в S (E) . У зв‘язку з
цим алгебра подiй S (E) є атомарно породженою булевою алгеброю. У кла-
сичнiй теорiї ймовiрностей елементи базової множини в S (E) називаються
елементарними подiями. Розподiл ймовiрностей P (E,A) у полi подiй S (E)
є функцiєю двох аргументiв: випадкового експерименту E та випадкової
подiї A.

У застосуваннях теорiї ймовiрностей зручно iнтерпретувати випадкову
величину x як деяку функцiю, визначену на базовiй множинi поля подiй
S (E), оскiльки при цьому у деяких випадках кожнiй елементарнiй подiї
Bi ∈ B (E) ставиться у вiдповiднiсть її числовий показник x = x (Bi).
Неважко помiтити, що цi два означення є еквiвалентними.

Перейдемо тепер до вивчення розподiлу ймовiрностей на полi подiй, по-
роджених значеннями випадкової величини. Розглянемо спочатку випад-
ковi величини, що набувають значень iз множини рацiональних чисел Q,
якi, власне, i є результатами вимiрювань в реальних застосуваннях.

Означення 9. Будемо називати випадкову величину x рацiональною, якщо
її можливi значення є рацiональними числами. Позначимо через BE (x)
множину всiх можливих значень рацiональної випадкової величини x, зна-
чення якої спостерiгаються при здiйсненнi випадкового експерименту E.
Не обмежуючи загальностi, можна вважати, що BE (x) = Q. Тодi S (E)
складається з усiх можливих пiдмножин множини Q.

Означення 10. Рацiональна випадкова величина x називається неперерв-
ною, якщо її функцiя розподiлу Fx (u) є неперервною на R1. Вiдповiдний
розподiл ймовiрностей називається неперервним.
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Означення 11. Рацiональна випадкова величина x називається сингуляр-
ною, якщо iснує така пiдмножина Ψ = {a1, a2, ..., an, ...} ⊂ Q, що

p (E, {an}) = pn > 0 ∀n ∈ N i
∞∑
n=1

pn = 1. Вiдповiдний розподiл ймовiр-

ностей називається сингулярним.

Теорема 3. [4] Нехай F (u) — довiльна неперервна функцiя розподiлу на
прямiй R1, тодi iснує випадковий експеримент E з базовою множиною
(множиною елементарних наслiдкiв) BE = Q i розподiлом ймовiрностей
p (E,A) , A ⊂ Q, для якого при будь-яких u ∈ R1 p

(
E,Q(−∞,u]

)
= F (u) , де

Q(−∞,u] = Q ∩ (−∞, u] .

Теорема 4. [4] Нехай F (u) — довiльна функцiя розподiлу, зосереджена на
вiдрiзку [a, b] :

F (u) =

{
0, u ≥ a,
1, u ≤ b.

Тодi iснує випадковий експеримент E з числовою базовою множиною
BE = [a, b] , що породжує розподiл ймовiрностей p (E,A) на всiх пiдмно-
жинах A ⊂ [a, b] , для якого за умови, що u ∈ (a, b) , має мiсце спiввiдно-
шення p (E, (a, u]) = F (u) .

Обчислювальнi експерименти
Для перевiрки практичної придатностi запропонованого означення випад-
кової подiї було проведено ряд обчислювальнiх експериментiв. Критерiєм
успiху цих експериментiв вважалися стабiлiзацiя вiдносної частоти та вини-
кнення ϵ-сiтки у бiнарних послiдовностях, якi утворюють характеристичну
матрицю. Очевидно, що для стандартних генераторiв псевдовипадкових
чисел умови випадковостi можуть спостерiгатися лише до кiнця перiоду,
пiсля якого внаслiдок повторiв починають утворюватися атоми. Природно
очiкувати, що при використаннi квантового генератора це явище спосте-
рiгатися не буде. Для експериментiв використовувася квантовi генератори
Австралiйського нацiонального унiверситету [6] та Гумбольдтського унi-
верситету Берлiна [7].

Алгоритм
1) Згенерувати випадкове натуральне число.
2) Якщо число є парним, присвоїти iндикатору подiї 1, iнакше 0.
3) Повторити кроки 1–2 N разiв.
4) Повторити кроки 1–3 N разiв.
5) Обчислити вiдносну частоту одиниць у кожному рядку i стовпцi.
6) Обчислити десятковi числа, що утворюють множини M i M∗.
7) Упорядкувати за зростанням множини M i M∗.
8) Знайти максимальне вiдхилення мiж сусiднiми числами у множи-

нах M i M∗.
9) Знайти середнi вiдстанi мiж вiдносними частотами у сумiжних ряд-

ках i стовпцях.
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Результати
У табл. 1 i 2 використано наступнi позначення: ∆R — максимальна рi-

зниця мiж упорядкованими десятковими числами, що утворенi рядками ха-
рактеристичної матрицi, ∆C — максимальна рiзниця мiж упорядкованими
десятковими числами, що утворенi стовпцями характеристичної матрицi,
∆FR — максимальна рiзниця мiж вiдносними частотами в рядках, ∆FC —
максимальна рiзниця мiж вiдносними частотами у стовпцях, FR — вiдносна
частота одиниць у рядках, FC — вiдносна частота одиниць у стовпцях.

Таблиця 1. Результати обчислювальних експериментiв з квантовим
генератором ANU [6]

N ∆R ∆C ∆FR ∆FC FR FR
1024 0.00714 0.00871 0.00488 0.00781 0.49843 0.49843
2048 0.00482 0.00401 0.00244 0.00293 0.49983 0.49983
3072 0.00241 0.00290 0.00423 0.00228 0.49992 0.49992
4096 0.00245 0.00185 0.00195 0.00537 0.49977 0.49977
5120 0.00198 0.00170 0.00137 0.00137 0.49994 0.49994
6144 0.00145 0.00137 0.00309 0.00244 0.49989 0.49989
7168 0.00129 0.00133 0.00614 0.00293 0.49985 0.49985
8192 0.00125 0.00106 0.00317 0.00439 0.49992 0.49992
9216 0.00103 0.00133 0.00119 0.00342 0.49992 0.49992
10240 0.00110 0.00087 0.00566 0.00293 0.49985 0.49990

Таблиця 2. Результати обчислювальних експериментiв з квантовим
генератором QRNG [7]

N ∆R ∆C ∆FR ∆FC FR FR
323 0.02347 0.02081 0.00929 0.00929 0.49682 0.49682
647 0.01056 0.01060 0.00927 0.01236 0.49934 0.49934
971 0.00890 0.00809 0.00412 0.00927 0.49970 0.49970
1295 0.00591 0.00908 0.00232 0.00541 0.49983 0.49983
1619 0.00745 0.00469 0.00432 0.00371 0.49986 0.49986
1942 0.00417 0.00350 0.00309 0.00515 0.49968 0.49968
2266 0.00590 0.00415 0.00309 0.00265 0.49970 0.49970
2590 0.00413 0.00365 0.00541 0.01004 0.49972 0.49972
2914 0.00282 0.00276 0.00240 0.00377 0.49974 0.49974
3238 0.00238 0.00244 0.00401 0.00185 0.49985 0.49985

Як показують результати обчислень, ϵ-сiтка одиничного вiдрiзку для
ϵ = 0.001 виникає досить швидко. Для цього у першому експериментi до-
статньо було трохи бiльше 10 тисяч випробувань, а в другому — 4000. До
того ж спадання максимальної вiдстанi мiж сусiднiми числами у множинах
M i M∗ має практично монотонний характер. Крiм того, в обох експери-
ментах спостерiгалося досить швидке спадання коливань вiдносної часто-
ти, хоча воно мало немонотонний характер. Обидва цi фактори свiдчать
про випадковiсть чисел, згенерованих за допомогою квантових генераторiв,
вiдповiдно до запропонованого у роботi означення.
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Висновки
Запропонований у роботi [4] частотний пiдхiд, який базується на поняттi
характеристичної матрицi випадкового експерименту, дозволив зняти про-
блему формалiзацiї правила припустимого вибору колективу за фон Мi-
зесом. У новiй моделi колективи породжуються рядками i стовпцями ха-
рактеристичної матрицi. Застосування топологiчних властивостей множин
чисел, породжених рядками i стовпцями характеристичної матрицi, робить
запропонований критерiй випадковостi легко реалiзованим у практичних
застосуваннях. Показано, що частотний пiдхiд при великiй кiлькостi випро-
бувань можна розвити математично за допомогою математичного апарату
теорiї граток. Обчислювальнi експерименти пiдтверджують практичнiсть
частотного пiдходу.
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