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ОЛЕКСАНДРУ ГРИГОРОВИЧУ НАКОНЕЧНОМУ
ВИПОВНЮЄТЬСЯ 70 РОКIВ

9 сiчня 2016 року виповниться 70 рокiв з дня народження вiдомого вчено-
го, заслуженого дiяча освiти, лауреата Державної премiї України в галузi
науки i технiки, заслуженого професора Київського нацiонального унiвер-
ситету iменi Тараса Шевченка, доктора фiзико-математичних наук, про-
фесора Олександра Григоровича Наконечного.

Усе свiдоме життя Олександра Григоровича пов’язане з Київським на-
цiональним унiверситетом iменi Тараса Шевченка. Вступивши в 1964 роцi
до механiко-математичного факультету, вiн став одним з найкращих сту-
дентiв курсу.

Пiсля закiнчення навчання у 1969 роцi Олександра Григоровича було
запрошено на роботу до щойно створеного факультету кiбернетики. Поєд-
нуючи викладацьку роботу з науковою, вiн у 1973 роцi захистив кандидат-
ську дисертацiю за темою

”
Моментнi функцiї старших порядкiв випадко-

вих процесiв“ пiд керiвництвом академiка АН України А. В. Скорохода.
В одновимiрному випадку такою проблемою займалися такi всесвiтньо вi-
домi вченi як А. А. Марков, П. Л. Чебишев, М. Г. Крейн, Н. I. Ахiєзер
та iншi. В нескiнченно вимiрному випадку виникали принциповi труднощi
для узагальнення подiбних результатiв, якi давали можливiсть побудови
теорiї негаусових випадкових процесiв, що визначалися б моментами стар-
ших порядкiв. У серiї робiт О. Г. Наконечним було розроблено новi методи
i одержано грунтовнi результати в цiй областi.

У подальшому наукова дiяльнiсть О. Г. Наконечного пов’язана з моде-
люванням i оптимiзацiєю складних систем. Добре вiдомi спецiалiстам його
працi з моделювання та оптимiзацiї звичайних диференцiальних рiвнянь та
рiвнянь з частинними похiдними. Цi дослiдження були розпочатi в 1974 р.
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i суттєво розвинули теорiю оцiнювання та керування в умовах невизначе-
ностi. Узагальнивши принцип дуальностi Р. Калмана, вiн розробив методи
одержання рекурентних оцiнок станiв та параметрiв стохастичних рiвнянь
в умовах невизначеностi.

Фундаментальнi результати О. Г. Наконечним було одержано в
областi оцiнювання розв’язкiв i параметрiв рiвнянь з частинними похiдни-
ми iз детермiнованими та стохастичними збуреннями. Для побудови кон-
структивної теорiї оцiнювання О. Г. Наконечний застосував мiнiмаксний
пiдхiд. Виходячи iз варiацiйної теорiї рiвнянь елiптичного, параболiчно-
го та гiперболiчного типiв у гiльбертових просторах, ним були розробленi
оригiнальнi методи оптимiзацiї в умовах невизначеностi, що суттєво уза-
гальнювали результати Калмана-Б’юсi, Н. Н. Красовського, А. Б. Куржан-
ського, Ж.-Л. Лiонса. Створення такої теорiї вiдкрило можливiсть її за-
стосування при розробцi обчислювальних систем автоматизованої обробки
результатiв експериментiв iз визначення параметрiв середовищ, iнтенсив-
ностi джерел, тощо. Подiбнi задачi виникають в акустицi, гiдродинамiцi,
оптицi, радiолокацiї, астрономiї, метеорологiї, сейсмологiї, теплофiзицi.

У 1981 роцi О. Г. Наконечний захистив докторську дисертацiю
”
Мiнi-

максне оцiнювання функцiоналiв вiд розв’язкiв рiвнянь з частинними по-
хiдними“. Вiн фактично створив наукову школу, предметом дослiджень
якої є:

– стохастичнi рiвняння зi стрибками;
– стохастичнi рiвняння зi змiнною структурою;
– стохастичнi рiвняння з iнформацiйними критерiями оцiнювання;
– диференцiальнi рiвняння з запiзненням;
– планування оптимальних стратегiй спостереження для рiвнянь з ча-

стинними похiдними;
– задачi оцiнювання та керування в гiдроакустицi;
– задачi прогнозування розв’язкiв рiвнянь переносу та дифузiї.
Пiд науковим керiвництвом О. Г. Наконечного захищено 6 докторських

та 19 кандидатських дисертацiй.
Ефективнiсть дiяльностi наукових пiдроздiлiв, керованих О. Г. Наконе-

чним, пiдтверджується численними науковими публiкацiями. З них понад
280 належать Олександру Григоровичу, помiж яких 7 монографiй та 6 на-
вчальних посiбникiв.

З 1997 по 1999 р. пiд керiвництвом О. Г. Наконечного велися роботи
разом iз вченими Йельського унiверситету (США) зi створення системи
моделювання та обробки даних ультразвукових експериментiв з метою ди-
станцiйного керування iнтелектуальними роботами нового поколiння типу

”
Кажан“ та

”
Дельфiн“. Вперше в свiтi для такого керування було застосо-

вано новi iнформацiйнi технологiї.
З 2011 по 2012 р. пiд керiвництвом О. Г. Наконечного виконувався украї-

но-французький проект
”
Апостерiорне мiнiмаксне оцiнювання руху рiдин“

разом з науковцями з Нацiонального Дослiдницького Iнституту з Комп’ю-
терних Наук та Керування (INRIA, Париж, Францiя) у рамках Програми
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спiльних дiй мiж Україною i Францiєю в галузi науково-технологiчного
спiвробiтництва

”
Днiпро“.

Багато сил i енергiї професор О. Г. Наконечний вiддає педагогiчнiй та
науково-методичнiй дiяльностi. З 1978 по 1995 р. був заступником завiдува-
ча кафедри моделювання складних систем. З 1996 року завiдує кафедрою
системного аналiзу та теорiї прийняття рiшень, що є базовою з напрямку

”
системний аналiз“.
Нормативний курс

”
Моделi та методи пiдтримки прийняття рiшень“

та спецкурси “Сучаснi проблеми оптимiзацiї та iдентифiкацiї“,
”
Методи

оцiнювання i оптимiзацiї в динамiчних системах“,
”
Статистична теорiя

прийняття рiшень“ мiстять найновiшi досягенння свiтової наукової думки
у вiдповiдних дiлянках системного аналiзу.

З 1978 року сумiсно з чл.-кор. НАН України Б. М. Бубликом
О. Г. Наконечний керував республiканським науковим семiнаром

”
Моде-

лювання та оптимiзацiя складних систем“. З 1995 по 1997 був головою, а з
2004 — заступник голови спецiалiзованої ради iз захисту докторських ди-
сертацiй, був членом двох експертних рад ВАК України, з 1997 по 1999 р.
був заступником голови експертної ради ВАК України з iнформатики.

Професор О. Г. Наконечний є Президентом Академiї Наук Вищої Школи
України, головою програмного комiтету щорiчних мiжнародних конферен-
цiй

”
Проблеми прийняття рiшень в умовах невизначеностi“ (PDMU).

Олександр Григорович Наконечний перебуває у розквiтi творчих сил.
Його наукова i педагогiчна дiяльнiсть викликає глибоку повагу у вiтчизня-
них i закордонних науковцiв, колег по роботi, студентiв. Редакцiйна колегiя

”
Журналу обчислювальної та прикладної математики“, членом якої є Оле-

ксандр Григорович, щиро вiтає Ювiляра i зичить йому мiцного здоров’я i
нових наукових здобуткiв на благо України.
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Abstract. We consider the optimal control problem with minimal
energy for parabolic equation with distributed control and nonlocal
boundary conditions. Using Fourier method and properties of Fourier-
Bessel series, we prove the solvability of this problem.
Keywords: the optimal control problem, minimal energy, parabolic
equation, nonlocal boundary conditions.

Резюме. В роботi розглядається задача оптимального керуван-
ня з мiнiмальною енергiєю на розв’язках параболiчного рiвняння
з розподiленим керуванням та нелокальними крайовими умова-
ми. Використовуючи бiортонормованi базиснi системи функцiй i
ряди Фур’є-Бесселя та їх властивостi, доводиться класична розв’я-
знiсть вказаної задачi.
Ключовi слова: задача оптимального керування, мiнiмальна
енергiя, параболiчне рiвняння, нелокальнi крайовi умови.

Вступ

Теорiя лiнiйно-квадратичних задач оптимального керування як для елi-
птичних, так i для параболiчних рiвнянь є добре розвиненою [1–3], зокре-
ма, у роботi О. Г. Наконечного

”
Оптимальне керування та оцiнювання в

рiвняннях iз частинними похiдними“ [4] запропонованi умови iснування та
єдиностi узагальнених розв’язкiв крайових задач, наведено необхiднi умови
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екстремуму функцiоналiв у банахових просторах, розлянуто задачi опти-
мального керування для лiнiйних рiвнянь елiптичного та параболiчного
типiв.

Для самоспряжених задач у багатьох випадках використовується метод
Фур’є для точного знаходження або якiсного аналiзу оптимальних керу-
вань. Розглянена в данiй роботi задача не є самоспряженою. В одновимiр-
нiй областi з нелокальними крайовими умовами ряд задач оптимального
керування було дослiджено в [5]. Класичний розв’язок розгляненої в робо-
тi крайової задачi для рiвняння Лапласа було отримано в [6], а вiдповiдну
задачу оптимального керування розв’язано в [7]. У [8] встановлена класи-
чна розв’язнiсть задачi оптимального керування параболiчним рiвнянням
з квадратичним критерiєм якостi за допомогою бiортонормованих систем
базисних функцiй. В данiй роботi технiка робiт [7, 8], а також ряди Бесселя-
Фур’є та їх властивостi [9, 10] застосованi для знаходження оптимального
керування для задачi з мiнiмальною енергiєю та розподiленим керуванням
у правiй частинi рiвняння параболiчного типу.

1. Постановка задачi
Нехай є область Q = (0, T )× Ω, де Ω = {(r, θ)|r ∈ (0, 1), θ ∈ (0, π)}.
Розглянемо таку задачу оптимального керування: потрiбно знайти таку

функцiю стану y = y(t, r, θ) та керування u = u(r, θ), що
∂y
∂t = ∆y + q(t)u(r, θ), (t, r, θ) ∈ Q,
y(t, 1, θ) = 0, t ∈ (0, T ), θ ∈ (0, π),
y(t, r, 0) = 0, t ∈ (0, T ), r ∈ (0, 1),
∂y
∂θ (t, r, 0) =

∂y
∂θ (t, r, π), t ∈ (0, T ), r ∈ (0, 1),

(1)

y(0, r, θ) = h(r, θ), (2)

y(T, r, θ) = z(r, θ), (3)

J(u) =
1∫
0

r∥u2(r)∥2dr → inf, (4)

де ∆y := 1
r
∂
∂r (r

∂y
∂r ) +

1
r2
∂2y
∂θ2

є оператором Лапласа у полярних координатах,
q ∈ C([0, T ]), h, z ∈ C(Ω) - заданi функцiї, ∥ · ∥ - норма у просторi L2(0, π).

Для розв’язання задачi (1)–(4), аналогiчно [6], розглянемо двi бiортонор-
мованi й повнi у просторi L2(0, π) системи функцiй Самарського-Iонкiна

Ψ = {ψ0 =
2

π2
, ψ2n =

4

π2
(π − θ) sin 2nθ, ψ2n−1 =

4

π2
cos 2nθ},

Φ = {φ0 = θ, φ2n = sin 2nθ, φ2n−1 = θ cos 2nθ}.
Норма у просторi L2(0, π) задається рiвнiстю [6]

∀v ∈ L2(0, π) ∥v∥ =

 ∞∑
n=0

(

π∫
0

v(θ)ψn(θ)dθ)
2

1/2

.
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КЕРУВАННЯ З МIНIМАЛЬНОЮ ЕНЕРГIЄЮ ...

Найбiльшою складнiстю при розв’язаннi задачi оптимального керуван-
ня (1)–(4) є наявнiсть нелокальностi крайових умов. Саме це не дозволяє
отримати послiдовнiсть незалежних одновимiрних задач при застосуваннi
методу Фур’є до вихiдної задачi. У данiй статтi для досить широкого класу
вихiдних даних буде отримано розв’язок згаданої вище нескiнченновимiр-
ної проблеми моментiв i, отже, буде обгрунтовано класичну розв’язнiсть
задачi (1)–(4).

Зафiксуємо керування

u(r, θ) =

∞∑
n=0

un(r)φn(θ) (5)

i для нього шукатимемо розв’язок вихiдної задачi у виглядi

y(t, r, θ) = y0(t, r)φ0(θ) +

∞∑
n=1

(y2n−1(t, r)φ2n−1(θ) + y2n(t, r)φ2n(θ)) , (6)

де функцiї {yn(t, r)}∞n=0 визначаються з таких початково-крайових задач у
областi Π = (0, T )× (0, 1):

∂y0
∂t = 1

r
∂
∂r (r

∂y0
∂r ) + q(t)u0(r), (t, r) ∈ Π,

y0(t, 1) = 0, t ∈ (0, T ),
y0(0, r) = h0(r), r ∈ (0, 1),

(7)


∂y2n−1

∂t = 1
r
∂
∂r (r

∂y2n−1

∂r )− (2nr )
2y2n−1 + q(t)u2n−1(r), (t, r) ∈ Π,

y2n−1(t, 1) = 0, t ∈ (0, T ),
y2n−1(0, r) = h2n−1(r), r ∈ (0, 1),

(8)


∂y2n
∂t = 1

r
∂
∂r (r

∂y2n
∂r )− (2nr )

2y2n − 4n
r2
y2n−1 + q(t)u2n(r), (t, r) ∈ Π,

y2n(t, 1) = 0, t ∈ (0, T ),
y2n(0, r) = h2n(r), r ∈ (0, 1),

(9)

де ∀n ≥ 0 hn =
∫ π
0 h(r, θ) · ψn(θ)dθ.

Отже, вихiдна задача оптимального керування (1)–(4) з мiнiмальною
енергiєю зводиться до такої: серед допустимих пар {un(r), yn(t, r)}∞n=0 зада-
чi (7)–(9) потрiбно знайти такi пари, на яких досягає мiнiмуму функцiонал
якостi

J =

1∫
0

ru20(r)dr +
∞∑
n=1

∫ 1

0
r(u22n−1(r) + u22n(r))dr (10)

i виконуються умови

y0(T, r) = z0(r) =
2

π2

π∫
0

z(r, θ)dθ, (11)

8
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∀n ≥ 1 y2n−1(T, r) = z2n−1(r) =
4

π2

π∫
0

z(r, θ) cos 2nθdθ, (12)

∀n ≥ 1 y2n(T, r) = z2n(r) =
4

π2

π∫
0

z(r, θ)(π − θ) sin 2nθdθ. (13)

При цьому оптимальний процес {ũn, ỹn}∞n=0 повинен бути таким, що фор-
мула (5) визначає функцiю ũ ∈ C(Ω) i формула (6) визначає функцiю
ỹ ∈ C(Q̄), для яких

∂ỹ

∂θ
∈ C(Q̄),

∂ỹ

∂t
,
∂2ỹ

∂r2
,
∂2ỹ

∂r∂θ
,
∂2ỹ

∂θ2
∈ C(Q). (14)

Для розв’язання цiєї задачi зробити додатковi припущення на початковi
данi: нехай для деякого N ≥ 0

∀r ∈ [0, 1] h(r, ·), z(r, ·) ∈ LN := span{φ0, φ1, ..., φ2N}, (15)
тобто

h(r, θ) =

2N∑
n=0

hn(r)φn(θ), z(r, θ) =

2N∑
n=0

zn(r)φn(θ).

З умови (15) випливає, що n > N h2n−1 = h2n = 0, z2n−1 = z2n = 0.
Отже, мiнiмум функцiоналу якостi

Jn :=

1∫
0

r(u22n−1(r) + u22n(r))dr

дорiвнює нулю i досягається на допустимих у задачах (8), (9) з умовами
(12) i (13) парах {u2n−1 = 0, y2n−1 = 0}, {u2n = 0, y2n = 0}.

Таким чином, за умови (15), на оптимальному процесi ряди (5), (6) мi-
стять лише скiнченну кiлькiсть ненульових членiв. Це забезпечує вико-
нання умови (14) як тiльки буде знайдено розв’язок задачi (7)–(13) для
n = 1, N .

2. Основний результат

Теорема 1. Нехай для задачi (1)–(4) виконуються умови (15), а також

q ∈ C([0, 1]), ∃q0 > 0 ∀t ∈ [0, T ] q(t) ≥ q0, (16)

h0 ∈ C2([0, 1]), h0(0) = h0(1) = 0, k = 0, 2, (17)

z0 ∈ C4([0, 1]), z
(k)
0 (0) = z

(k)
0 (1) = 0, k = 0, 2, (18)

∀n = 1, N h2n ∈ C2([0, 1]), h2n(0) = h2n(1) = 0, k = 0, 2, (19)

∀n = 1, N z2n ∈ C4([0, 1]), z
(k)
2n (0) = z

(k)
2n (1) = 0, k = 0, 2, (20)

h2n−1 ∈ C6([0, 1]), h
(k)
2n−1(0) = h

(k)
2n−1(1) = 0, k = 0, 4, (21)

z2n−1 ∈ C6([0, 1]), z
(k)
2n−1(0) = z

(k)
2n−1(1) = 0, k = 0, 4. (22)
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Тодi задача оптимального керування (1)–(4) має єдиний розв’язок

u(r, θ) =

2N∑
n=0

un(r)φn(θ), y(t, r, θ) =

2N∑
n=0

yn(t, r)φn(θ),

де {un, yn}2Nn=0 є розв’язком задач (7)–(9), (11)–(13).

Висновки
Нами була розглянена задача оптимального керування з мiнiмальною

енергiєю для параболiчної крайової задачi з нелокальними крайовими умо-
вами. При використаннi бiортонормованих базисних систем функцiй та
рядiв Фур’є-Бесселя сформульована теорема про iснування та єдинiсть
розв’язку вказаної задачi.
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ОБОСНОВАНИЕ МИНИМАКСНЫХ ОЦЕНОК ЛИНЕЙНЫХ
ФУНКЦИОНАЛОВ ОТ РЕШЕНИЙ

ПАРАБОЛО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ С
НЕЛОКАЛЬНЫМИ КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ И

РАСПРЕДЕЛЕННЫМ НАБЛЮДЕНИЕМ
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”
КПИ“, Киев,
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Abstract. For distributed observation the problem of minmax esti-
mation of linear functionals, vague on solutions of parabolic-hyperbolic
equations with nonlocal boundary conditions, reduced to an optimal
control problem, which is divided into a sequence of finite-dimensional
problems. We derive conditions for the existence of these problems
and the solutions of the original problem minmax estimation. The
validity of some representations of linear functionals is shown. Mini-
max apriori estimates provided by the special solutions of boundary
value problems are given.
Keywords: minmax estimation, linear functional, optimal control,
parabolic-hyperbolic equations, nonlocal boundary conditions.

Резюме. Для распределенного наблюдения задача минимаксно-
го оценивания линейных функционалов, определенных на реше-
ниях параболо-гиперболических уравнений с нелокальными кра-
евыми условиями, сведена к задаче оптимального управления,
которая в свою очередь разбита на последовательность конечно-
мерных задач. Выведены условия существования решений дан-
ных задач и исходной задачи минимаксного оценивания. Показа-
на справделивость некоторых представлений линейных функци-
оналов. Приведены минимаксные априорные оценки, представ-
ленные через решения специальных краевых задач.
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Вступление
В статье приведены результаты по минимаксному оцениванию для ли-

нейных функционалов от решений одного класса гибридных уравнений с
нелокальными краевыми условиями. Особенность таких краевых задач со-
стоит в том, что, во-первых, их решения локально зависят от правых частей
в некоторой точке по времени, а, во-вторых, при построении классического
решения используются биортогональные базисы, учитывающие специфику
краевых условий. Это приводит как к новым постановкам задач минима-
ксного оценивания, так и к новым алгоритмам минимаксного оценивания.

1. Постановка задачи
Пусть состояние некоторой системы описывается функцией

y(x, t) ∈ C1(D̄) ∩ C2(D−) ∩ C2,1(D+), которая удовлетворяет в области
D уравнению

Ly(x, t) = f̂(x, t) (1)
начальным

y(x,−α) = φ(x) (2)
и граничными условиями

y(0, t) = 0, y′(0, t) = y′(1, t), −α ≤ t ≤ T, (3)

где D = {(x, t) : 0 < x < 1, −α < t ≤ T, α > 0, T > 0},
D− = {(x, t) : 0 < x < 1, −α < t ≤ 0}, D+ = {(x, t) : 0 < x < 1, 0 < t ≤ T},
функции f̂ , φ считаем неизвестными, а их свойства будут уточнены ниже,

Ly =

{
yt − yxx, t > 0,
ytt − yxx, t < 0.

В краевой задаче (1)–(3) положим

f̂(x, t) =

 f(x, 0) +
t∫
0

ξ(x, τ)dτ, t ≥ 0,

f−(x, t), t < 0.

(4)

Известно [1, 2], что для задачи (1)–(3) система собственных и присоединен-
ных функций имеет вид W0 = {Xj(x), j = 0, 1, ...}, где

X2k−1(x) = x cos(2πkx), X2k(x) = sin(2πkx),

k = 1, 2, ..., X0(x) = x. (5)
Для системы функций W0 существует биортогональная к ней система фун-
кций R0 = {Yi(x), i = 0, 1, ...}, элементы которой имеют вид

Y2k−1(x) = 4 cos(2πkx), Y2k(x) = 4(1− x) ×
× sin(2πkx), k = 1, 2, ..., Y0(x) = 2. (6)
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Системы W0, R0 образуют базисы Рисса в пространстве L2(0, 1) и для лю-
бой функции ϕ(x) ∈ L2(0, 1) справедлива оценка

r||ϕ||2L2
≤

∞∑
k=0

ϕ2k ≤ R ||ϕ||2L2
, (7)

где r = 3/4, R = 16, ϕk = (ϕ, Yk)L2 .
Более того, в пространстве L2(0, 1) можно ввести эквивалентную норму по
правилу

||ϕ||2D = (Dϕ, ϕ) =

∞∑
k=0

ϕ2k, (8)

где D : L2(0, 1) → L2(0, 1) - некоторый положительно определенный опера-
тор.

Тогда при фиксированных возмущениях f̂ , φ решение задачи (1)–(3) мо-
жем представить в виде

y(x, t) = X0(x)y0(t) +

∞∑
k=1

(X2k−1(x)y2k−1(t) +X2k(x)y2k(t)), (9)

где функции yi(t) определяются как решения краевых задач

dy0(t)

dt
= f0(0) +

t∫
0

ξ0(τ)dτ, t > 0,

d2y0(t)

dt2
= f0,−(t), t < 0,

y0(−α) = φ0; (10)

dy2k−1(t)

dt
+ λ2ky2k−1(t) = f2k−1(0) +

t∫
0

ξ2k−1(τ)dτ, t > 0,

d2y2k−1(t)

dt2
+ λ2k y2k−1(t) = f2k−1,−(t), t < 0,

y2k−1(−α) = φ2k−1, λk = 2kπ, (11)

dy2k(t)

dt
+ λ2ky2k(t) = −2λky2k−1(t) + f2k(0) +

t∫
0

ξ2k(τ)dτ, t > 0,

d2y2k(t)

dt2
+ λ2ky2k(t) = −2λky2k−1(t) + f2k,−(t), t < 0,

fi(t) = fi(0) +

t∫
0

ξi(τ) dτ, i ≥ 0,

y2k(−α) = φ2k, k = 1, 2, ..., yi(t) ∈ C1(−α, T ), i ≥ 0, (12)
причем,

yi(t) = (y(., t), Yi(.))L2(0,1), φi = (φ(.), Yi(.))L2(0,1),
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fi,−(t) = (f−(., t), Yi(.))L2(0,1), fi(t) = (f(., t), Yi(.))L2(0,1), i ≥ 0.

Наблюдения имеют вид

θi(t) = yi(t) + Fi(t), t ∈ [−α, T ], i ≥ 0, (13)

где Fi(t) = (F (., t), Yi(.))L2(0,1), F ∈ L2(D).
Помехи, действующие на систему (1)–(3), (13) стеснены ограничениями

∞∑
i=0

[α̂ φ2
i + β̂f2i (0) + γ̂

0∫
−α

f2i,−(t)dt+ µ̂

T∫
0

ξ2i (t)dt + ν̂

T∫
−α

F 2
i (t)dt] ≤ 1, (14)

где α̂, β̂, γ̂, µ̂, ν̂ > 0.
На решениях задачи (1)–(3) определим линейный функционал

l(y) =
∞∑
i=0

T∫
−α

qi(t)yi(t)dt, (15)

где qi(t) = (q(., t), Xi(.))L2(0,1), q ∈ L2(D).

Оценку функционала (15) будем искать в классе линейных оценок вида

ˆ̂
l(y) = −

∞∑
i=0

T∫
−α

ûi(t)θi(t)dt, (16)

где
ûi(t) = (û(., t), Xi(.))L2(0,1), ûi ∈ L2(D);

ûi(t) = ui(t), t ≥ 0; ûi(t) = vi(t), t < 0.

Оценку l̂(y) из класса (16) будем называть априорной минимаксной оцен-
кой [3], если для нее выполняется равенство

σ2 = |l(y)− l̂(y)|2 = inf
û

sup
φ,f,F

|l(y)− ˆ̂
l(y)|2. (17)

2. Минимаксные оценки

Задачу минимаксного оценивания (1)–(17) стандартно [3] сводим к задаче
оптимального управления, которая имеет вид: найти минимум функциона-
ла

J(u) =

∞∑
i=0

[ν̂−1

T∫
−α

û2i (t)dt+ γ̂−1

0∫
−α

ψ2
i (t) dt+ β̂−1(ψi(0−)−

T∫
0

ψi(t)dt)
2+

+µ̂−1

T∫
0

(

T∫
t

ψi(τ)dτ)
2dt+ α̂−1(

dψi(−α)
dt

)2], (18)
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который определен на решениях краевой задачи
dψ0(t)

dt
= q0(t) + u0(t), t > 0,

d2ψ0(t)

dt2
= −q0(t)− v0(t), t < 0,

ψ0(−α) = 0,
dψ0(0−)

dt
+ ψ0(0+) = 0, ψ0(T ) = 0; (19)

dψ2i−1(t)

dt
− λ2i ψ2i−1(t)− 2λiψ2i(t) = q2i−1(t) + u2i−1(t), t > 0,

d2ψ2i−1(t)

dt2
+ λ2i ψ2i−1(t) + 2λiψ2i(t) = − q2i−1(t)− v2i−1(t), t < 0,

ψ2i−1(−α) = 0, ψ2i−1(T ) = 0,

dψ2i−1(0−)

dt
+ ψ2i−1(0+) + λ2iψ2i−1(0−) + 2λi ψ2i(0−) = 0; (20)

dψ2i(t)

dt
− λ2i ψ2i(t) = q2i(t) + u2i(t), t > 0,

d2ψ2i(t)

dt2
+ λ2i ψ2i(t) = −q2i(t)− v2i(t), t < 0,

ψ2i(−α) = 0, ψ2i(T ) = 0,

dψ2i(0−)

dt
+ ψ2i(0+) + λ2iψ2i(0−) = 0. (21)

Сформулированная выше бесконечномерная задача оптимального управ-
ления эквивалентна последовательности таких конечномерных задач:
1) найти минимум функционала

J0(û0) = ν̂−1

T∫
−α

û20(t)dt+ γ̂−1

0∫
−α

ψ2
0(t)dt+ β̂−1(ψ0(0−)−

T∫
0

ψ0(t)dt)
2+

+µ̂−1

T∫
0

T∫
0

K(t, τ)ψ0(τ)ψ0(t)dτdt+ α̂−1(
dψ0(−α)

dt
)2, (22)

на решениях задачи (19);
2) найти минимум функционала

Jk(û2k−1, û2k) =

2k∑
i=2k−1

[ν̂−1

T∫
−α

û2i (t)dt+ γ̂−1

0∫
−α

ψ2
i (t)dt+ β̂−1(ψi(0−)−

−
T∫
0

ψi(t)dt)
2 + µ̂−1

T∫
0

T∫
0

K(t, τ)ψi(τ)ψi(t)dτdt+ α̂−1(
dψi(−α)

dt
)2], (23)
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на решениях задачи (20)–(21), где

K(t, τ) =

{
τ, t ≥ τ,
t, t < τ.

Из необходимых и достаточных условий оптимальности для задачи (22),
(19) находим

v0(t) = −ν̂p0(t), t < 0,

u0(t) = −ν̂p0(t), t > 0, (24)
где функция p0(t), t ∈ [−α, T ] является решением краевой задачи

dψ0(t)

dt
= q0(t)− ν̂ p0(t), t > 0,

d2ψ0(t)

dt2
= −q0(t) + ν̂p0(t), t < 0,

ψ0(−α) = 0,
dψ0(0−)

dt
+ ψ0(0+) = 0, ψ0(T ) = 0; (25)

dp0(t)

dt
= β̂−1(ψ0(0−)−

T∫
0

ψ0(t)dt)− µ̂−1

T∫
0

K(t, τ)ψ0(τ)dτ, t > 0,

d2p0(t)

dt2
= −γ̂−1 ψ0(t), t < 0,

p0(0+) = p0(0−),
dp0(0−)

dt
= β̂−1(ψ0(0−)−

T∫
0

ψ0(t)dt) =
dp0(0+)

dt
,

p0(−α) = α̂−1dψ0(−α)
dt

. (26)

Из необходимых и достаточных условий оптимальности для задачи (23),
(20)–(21) находим

vi(t) = −ν̂pi(t), t < 0,

ui(t) = −ν̂pi(t), t > 0, (27)
где функции pi(t), t ∈ [−α, T ], i = 2k − 1, 2k являются решением краевой
задачи

dψ2k−1(t)

dt
− λ2k ψ2k−1(t)− 2λkψ2k(t) = q2k−1(t)− ν̂p2k−1(t), t > 0,

d2ψ2k−1(t)

dt2
+ λ2k ψ2k−1(t) + 2λkψ2k(t) = − q2k−1(t) + ν̂p2k−1(t), t < 0,

ψ2k−1(−α) = 0, ψ2k−1(T ) = 0,

dψ2k−1(0−)

dt
+ ψ2k−1(0+) + λ2kψ2k−1(0−) + 2λk ψ2k(0−) = 0; (28)

dψ2k(t)

dt
− λ2k ψ2k(t) = q2k(t)− ν̂p2k(t), t > 0,

d2ψ2k(t)

dt2
+ λ2k ψ2k(t) = −q2k(t) + ν̂p2k(t), t < 0,
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ψ2k(−α) = 0, ψ2k(T ) = 0,

dψ2k(0−)

dt
+ ψ2k(0+) + λ2kψ2k(0−) = 0; (29)

dp2k−1(t)

dt
+ λ2kp2k−1(t) = β̂−1(ψ2k−1(0−)−

T∫
0

ψ2k−1(t)dt)−

−µ̂−1

T∫
0

K(t, τ) ψ2k−1(τ)dτ, t > 0,

d2p2k−1(t)

dt2
+ λ2k p2k−1(t) = −γ̂−1ψ2k−1(t), t < 0,

p2k−1(0+) = p2k−1(0−),
dp2k−1(0−)

dt
= β̂−1(ψ2k−1(0−)−

−
T∫
0

ψ2k−1(t)dt)− λ2kp2k−1(0−) =
dp2k−1(0+)

dt
,

p2k−1(−α) = α̂−1dψ2k−1(−α)
dt

; (30)

dp2k(t)

dt
+ λ2kp2k(t) + 2λkp2k−1(t) = β̂−1(ψ2k(0−)−

T∫
0

ψ2k(t)dt)−

−µ̂−1

T∫
0

K(t, τ) ψ2k(τ)dτ, t > 0,

d2p2k(t)

dt2
+ λ2kp2k(t) + 2λkp2k−1(t) = −γ̂−1 ψ2k(t), t < 0,

p2k(0+) = p2k(0−),
dp2k(0−)

dt
= β̂−1(ψ2k(0−)−

−
T∫
0

ψ2k(t)dt)− λ2kp2k(0−)− 2λkp2k−1(0−) =
dp2k(0+)

dt
,

p2k(−α) = α̂−1dψ2k(−α)
dt

. (31)

Функционалы (15)–(17) формально можно представить в виде

l(y) = l0(y0) +
∞∑
k=1

lk(y2k−1, y2k),

ˆ̂
l(y) =

ˆ̂
l0(y0) +

∞∑
k=1

ˆ̂
lk(y2k−1, y2k),

σ2 = J0(û0) +

∞∑
k=1

Jk(û2k−1, û2k), (32)
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где

l0(y0) =

T∫
−α

q0(t)y0(t)dt,
ˆ̂
l0(y0) = −

T∫
−α

û0(t)θ0(t)dt,

lk(y2k−1, y2k) =

T∫
−α

(q2k−1(t)y2k−1(t) + q2k(t)y2k(t))dt,

ˆ̂
lk(y2k−1, y2k) = −

T∫
−α

(û2k−1(t)θ2k−1(t) + û2k(t)θ2k(t))d.

Имеют место представления

J0(û0) = l0(p0), Jk(û2k−1, û2k) = lk(y2k−1, y2k), k > 0, (33)

l̂0(y0) = l0(ϑ̂0), (34)
если функция ϑ̂0(t), t ∈ [−α, T ] является решением краевой задачи

dp̂0(t)

dt
= ν̂(θ0(t)− ϑ̂0(t)), t > 0,

d2p̂0(t)

dt2
= −ν̂ (θ0(t)− ϑ̂0(t)), t < 0,

p̂0(−α) = 0,
dp̂0(0−)

dt
+ p̂0(0+) = 0, p̂0(T ) = 0; (35)

dϑ̂0(t)

dt
= β̂−1(p̂0(0−)−

T∫
0

p̂0(t)dt)− µ̂−1

T∫
0

K(t, τ)p̂0(τ)dτ, t > 0,

d2ϑ̂0(t)

dt2
= − γ̂−1p̂0(t), t < 0,

ϑ̂0(0+) = ϑ̂0(0−),
dϑ̂0(0−)

dt
= β̂−1 (p̂0(0−)−

T∫
0

p̂0(t)dt),

ϑ̂0(−α) = α̂−1dp̂0(−α)
dt

. (36)

Кроме того, справедливы представления

Jk(û2k−1, û2k) = lk(p2k−1, p2k), l̂k(y2k−1, y2k) = lk(ϑ̂2k−1, ϑ̂2k), k > 0, (37)

где функции ϑ̂2k−1(t), ϑ̂2k(t), t ∈ [−α, T ] являются решением краевой задачи
dp̂2k−1(t)

dt
− λ2k p̂2k−1(t)− 2λkp̂2k(t) = ν̂(θ2k−1(t)− ϑ̂2k−1(t)), t > 0,

d2p̂2k−1(t)

dt2
+ λ2k p̂2k−1(t) + 2λkp̂2k(t) = − ν̂(θ2k−1(t)− ϑ̂2k−1(t)), t < 0,

p̂2k−1(−α) = 0,

dp̂2k−1(0−)

dt
+ (1 + λ2k)p̂2k−1(0+) + 2λk p̂2k(0+) = 0, p̂2k−1(T ) = 0; (38)
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dp̂2k(t)

dt
− λ2k p̂2k(t) = ν̂(θ2k(t)− ϑ̂2k(t)), t > 0,

d2p̂2k(t)

dt2
+ λ2k p̂2k(t) = −ν̂(θ2k(t)− ϑ̂2k(t)), t < 0,

p̂2k(−α) = 0,

dp̂2k(0−)

dt
+ (1 + λ2k)p̂2k(0+) = 0, p̂2k(T ) = 0; (39)

dϑ̂2k−1(t)

dt
+ λ2k ϑ̂2k−1(t) = β̂−1 (p̂2k−1(0−)−

T∫
0

p̂2k−1(t) dt)−

−µ̂−1

T∫
0

K(t, τ) p̂2k−1(τ)dτ, t > 0,

d2ϑ̂2k−1(t)

dt2
+ λ2kϑ̂2k−1(t) = − γ̂−1p̂2k−1(t), t < 0,

ϑ̂2k−1(0+) = (1 + λ2k) ϑ̂2k−1(0−),
dϑ̂2k−1(0−)

dt
= β̂−1(p̂2k−1(0−)−

−
T∫
0

p̂2k−1(t)dt), ϑ̂2k−1(−α) = α̂−1dp̂2k−1(−α)
dt

; (40)

dϑ̂2k(t)

dt
+ λ2kϑ̂2k(t) + 2λkp̂2k−1(t) = β̂−1 (p̂2k(0−)−

T∫
0

p̂2k(t)dt)−

−µ̂−1

T∫
0

K(t, τ) p̂2k(τ)dτ, t > 0,

d2ϑ̂2k(t)

dt2
+ λ2kϑ̂2k(t) + 2λk ϑ̂2k−1(t) = −γ̂−1 p̂2k(t), t < 0,

ϑ̂2k(0+) = (1 + λ2k) ϑ̂2k(0−) + 2λk ϑ̂2k−1(0−),
dϑ̂2k(0−)

dt
= β̂−1(p̂2k(0−)−

−
T∫
0

p̂2k(t)dt), ϑ̂2k(−α) = α̂−1dp̂2k(−α)
dt

. (41)

Результаты этого пункта частично получены в работе [4].
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3. Обоснование минимаксных оценок
Для обоснования полученных результатов необходимо указать условия

на исходные данные задачи минимаксного оценивания с распределенным
наблюдением, при которых будут справедливыми приведенные выше по-
строения.

Из работы [2] следует, что начальное условие φ(x) и внешнее возмущение
f̂(x, t) для задачи (1) - (3) должны удовлетворять условиям

∞∑
k=1

λ2k (|φ2k−1|+ |φ2k|), (42)

∞∑
k=1

(λk (||f2k−1||C(−α,0) + ||f2k||C(−α,0))+

+λk||f2k−1||C(0,T ) + ||f2k||C(0,T )). (43)
Тогда функция y(x, t), предствленная рядом (9), будет принадлежать клас-
су C1(D̄) ∩ C2(D−) ∩ C2,1(D+) и удовлетворять условиям задачи (1)–(3).
Поэтому функционалы (14)–(16) будут ограниченными.

Основным моментом в обосновании минимаксных оценок является ра-
зрешимость задачи оптимального управления (18)–(21). C этой целью во-
спользуемся альтернативными условиями оптимальности (метод прямого
варьирования) для задач (22), (19) и (23), (20)–(21) в форме систем инте-
гральных уравнений вида

ν̂−1v0(t) +

0∫
−α

K
(0,1)
0,1 (t, τ)v0(τ)dτ +

T∫
0

K
(0,1)
0,2 (t, τ)u0(τ)dτ =

=M
(0,1)
0 (t)q0(t), t ∈ [−α, 0),

ν̂−1u0(t) +

0∫
−α

K
(0,2)
0,1 (t, τ)v0(τ)dτ +

T∫
0

K
(0,2)
0,2 (t, τ)u0(τ)dτ =

= M̂
(0,2)
0 (t)q0(t), t ∈ (0, T ]; (44)

ν̂−1vi(t) +

2k∑
j=2k−1

(

0∫
−α

K
(1,i)
j,1 (t, τ) vj(τ)dτ +

T∫
0

K
(1,i)
j,2 (t, τ)uj(τ)dτ) =

=

2k∑
j=2k−1

M
(1,i)
j (t)qj(t), t ∈ [−α, 0),

ν̂−1ui(t) +

2k∑
j=2k−1

(

0∫
−α

K
(2,i)
j,1 (τ)vj(τ)dτ +

T∫
0

K
(2,i)
j,2 (τ)ξj(τ)dτ) =

=

2k∑
j=2k−1

M
(2,i)
j (t)qj(t), t ∈ [0, T ], i = 2k − 1, 2k, (45)
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где функции K
(l,i)
j,k (t, τ),M

(l,i)
j (t) определяются из интегральных представ-

лений решений краевых задач (19)–(21).
Однозначная разрешимость систем (44)–(45) в гильбертовых пространс-

твах L2(−α, 0)×L2(0, T ) и (L2(−α, 0))2×(L2(0, T ))
2 соответственно устанав-

ливается с учетом положительной определенности операторов, составляю-
щих левые части этих систем, аналогично тому как это сделано в работе [5].
Дифференцируя системы (44)–(45) по времени как тождества и используя
априорные оценки, устанавливаем их однозначную разрешимость в про-
странствах C(−α, 0)× C(0, T ) и (C(−α, 0))2 × (C(0, T ))2 соответственно.

Функция ψ(x, t), заданная рядом

ψ(x, t) = Y0(x)ψ0(t) +

∞∑
k=1

(Y2k−1(x)ψ2k−1(t) + Y2k(x)ψ2k(t)), (46)

коэффициенты которого определяются как решения краевых задач (19)–
(21), формально является решением такой краевой задачи:

∂2ψ(x, t)

∂t2
− ∂2ψ(x, t)

∂x2
= −q(x, t)− v(x, t),

t ∈ (−α, 0), x ∈ (0, 1); (47)
∂ψ(x, t)

∂t
+
∂2 ψ(x, t)

∂x2
= q(x, t) + u(x, t),

t ∈ (0, T ), x ∈ (0, 1); (48)

ψ(0, t) = ψ(1, t),
∂ψ(1, t)

∂x
= 0, t ∈ [−α, T ]; (49)

ψ(x,−α) = ψ(x, T ) = 0,

ψ(x, 0+) +
∂ψ(x, 0−)

∂t
=
∂2ψ(x, 0−)

∂x2
, x ∈ (0, 1). (50)

Под решением выписанной выше задачи будем понимать функцию ψ(x, t) ∈
C2(D−)∩ C2,1(D+), которая поточечно удовлетворяет соотношениям (47)–
(50) при условии, что функции q(x, t), û(x, t) заданы и имеют такие свой-
ства:

q(x, t) ∈ C1,0(D̄), q(0, t) = q(1, t),
∂q(1, t)

∂x
= 0;

v(x, t) ∈ C1,0(D−), v(0, t) = v(1, t),
∂v(1, t)

∂x
= 0;

u(x, t) ∈ C1,0(D+), u(0, t) = u(1, t),
∂u(1, t)

∂x
= 0; (51)

∞∑
k=1

[λ3k (||q2k||C(−α,0) + ||v2k||C(−α,0)) + λ2k (||q2k−1||C(−α,T ) +

+ ||v2k−1||C(−α,T ) + ||u2k−1||C(0,T ) + ||q2k||C(0,T ) + ||u2k||C(0,T ))] < ∞. (52)
Таким образом, мы обозначили условия на исходные функции, которые

гарантируют существование решения задачи.
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Заключение
В работе проведено обоснование минимаксных оценок линейных фун-

кционалов от решений параболо-гиперболических уравнений с нелокаль-
ными краевыми условиями и распределенным наблюдением. Найдены усло-
вия на исходные функции задачи, которые гарантируют существование
решения задачи минимаксного оценивания. В дальнейшем исследовании
будет рассмотрена задача с разделенным наблюдением.
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Resume. The contemporary problems of decision making on change
management in organizational systems are characterized by: multi-
criteria usage; the necessity for a targeted change of the range of
permissible alternatives and criteria parameters; multilevelness of
the research object and, accordingly, distribution of the process to
subsystems and cooperation necessity between, agreement and coordi-
nation on solutions for the models of all levels. The classic formulati-
on of optimization tasks for the most of the modern practical problems
of decision making on change management is not exhaustive because
the permissible area and criteria cannot change during optimization
process. But the basic essence of the change management process
lays exactly in purposeful change of acceptable area parameters and
change of criteria according to defined target setting. The paper
proposes for usage the system optimization methodology on change
management problems and presents its general model built.
Keywords: multicriteria decision making, development management,
change management, system optimization.

Резюме. Для сучасних задач прийняття рiшень з управлiння
змiнами в органiзацiйних системах характерно: використання ба-
гатьох критерiїв; необхiднiсть цiлеспрямованої змiни областi допу-
стимих альтернатив та параметрiв критерiїв; багаторiвневiсть об’-
єкта дослiдження та, вiдповiдно, розподiленiсть процессу по пiд-
системах i необхiднiсть взаємодiї, узгодження, координацiї рi-
шень для моделей всiх рiвнiв. Класична постановка оптимiзацiй-
них задач для бiльшостi сучасних практичних проблем прийня-
ття рiшень при управлiннi змiнами не є вичерпною через те, що
допустима область i критерiї не можуть змiнюватись в проце-
сi оптимiзацiї. А в цiлеспрямованiй змiнi параметрiв допустимої
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областi та критерiїв у вiдповiдностi з визначеною цiльовою уста-
новкою саме й полягає основна змiстовна суть процессу управ-
лiння змiнами. В роботi запропоновано використовувати методо-
логiю системної оптимiзацiї для постановки та розв’язання задач
управлiння змiнами. Побудована загальна модель задачi управ-
лiння змiнами.
Ключовi слова:багатокритерiальне прийняття рiшень, управ-
лiння розвитком, управлiння змiнами, системна оптимiзацiя.

Вступ

Неперервнi та суттєвi змiни в технологiях, полiтицi, ринках збуту, потре-
бах клiєнтiв стали звичайним явищем. Органiзацiйнiй системi, яка бажає
вижити та зберегти конкурентоздатнiсть, необхiдно безперервно модернi-
зувати управлiння дiяльнiстю, перебудовувати свою стратегiю та структу-
ру, узгоджувати несумiсностi рiзного роду в зовнiшньому та внутрiшньому
середовищi.

Вiдповiдно, особi, що приймає рiшення, (ОПР) на пiдприємствi, в регiонi,
галузi, на державному рiвнi та розробникам корпоративних систем управ-
лiння, якi пiдтримують функцiонування i розвиток системи, необхiдний
математичний апарат, що адекватно описує вiдповiднi змiни та цiлеспря-
мовано здiйснює їх. Оскiльки, управлiння системою, проектування прила-
ду, планування дiяльностi та взагалi процес прийняття рiшень обумовлює,
як правило, досягнення деякої цiльової установки або, по крайнiй мiрi, по-
слiдовне наближення до деякого бажаного стану чи поведiнки, то термiни

”
управлiння“,

”
планування“,

”
проектування“,

”
рiшення“, як правило, зу-

стрiчаються з характеристикою
”
цiлеспрямоване“.

Традицiйно в автоматизованих системах управлiння використовувався
апарат дослiдження операцiй. Але класична постановка оптимiзацiйних
задач для бiльшостi сучасних практичних задач прийняття рiшень при
управлiннi змiнами не є вичерпною через те, що допустима область i кри-
терiї можуть змiнюватись в процесi оптимiзацiї. Бiльше того, в їх цiлеспря-
мованiй змiнi у вiдповiдностi з визначеною цiльовою установкою (ЦУ) саме
й полягає основна змiстовна суть процесу оптимiзацiї для класу задач, що
пов’язанi з розвитком великих органiзацiйних систем.

В практичних задачах управлiння змiнами можуть виникати неузгодже-
ностi рiзного роду.

В них з одної сторони — органiзацiйна система, що дослiджується, з дру-
гої — як правило, несумiснi з нею цiльовi установки. В залежностi вiд ситу-
ацiї та постановки задачi управлiння цiльовi установки визначають кiлькi-
сно заданi цiлi розвитку або бажаний для ОПР стан розглядуваної системи,
або вимоги зовнiшнього середовища, або iнтереси iнших систем.

Отже, для сучасних задач прийняття рiшень при управлiннi змiнами
характерно:

1. використання багатьох критерiїв (багатокритерiальнiсть),
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2. можливiсть та необхiднiсть цiлеспрямованої змiни допустимої обла-
стi та параметрiв критерiїв в процесi оптимiзацiї,

3. багаторiвневiсть органiзацiйних систем, як об’єкта дослiдження та
управлiння, розподiленiсть прийняття рiшень по пiдсистемах i не-
обхiднiсть взаємодiї, узгодження, координацiї рiшень для моделей
окремих рiвнiв.

Пiдхiд до управлiння розвитком на основi цiлеспрямованої змiни систе-
ми у вiдповiдностi з визначеною ЦУ був запропонований в роботi Глушко-
ва В. М.

”
О системнiй оптимiзацiї“ та названий системною оптимiзацiєю [1].

Методи системної оптимiзацiї надають математичну основу для пiдтримки
прийняття рiшень при управлiннi розвитком розподiлених багатокритерi-
альних багаторiвневих систем. Ефективнiсть даного пiдходу пiдтверджує-
ться практикою їх застосування в рiзних предметних областях.

Вiдмiтимо деякi застосування технологiї системної оптимiза-
цiї [1–13] реалiзованi при рiшеннi багатьох практичних задач:

– при комплексному аналiзi та цiлеспрямованому формуваннi умов
розвитку органiзацiйної системи [2, 12], створеннi комп’ютерної ба-
гаторiвневої розподiленої системи пiдтримки прийняття рiшень для
розробки енергетичної програми країни з узагальненням на всi га-
лузi [2, 6] ;

– при створеннi систем пiдтримки прийняття узгоджених
рiшень [5–13];

– при стратегiчному плануваннi [3] та антикризовому управлiннi пiд-
приємствами [4] ;

– при розподiленому управлiннi розвитком вищого навчального за-
кладу i системи вищої освiти України [10] та Нiмеччини [11].

В данiй роботi пропонується використати iдеї та методи системної опти-
мiзацiї при управлiннi змiнами та розглядається загальна постановка за-
дачi управлiння змiнами.

Розглянемо модель органiзацiйної системи (МО) та модель цiльових уста-
новок (МЦУ).

1. Модель органiзацiйної системи

Нехай модель дослiджуваної системи задана у виглядi областi допусти-
мих розв’язкiв

D0 = {x : gl (x) ≤ 0, l ∈ Q = {1, ...,m} ,
x = {xj , j ∈ J = {1, ..., n}} } (1)

та множини критерiїв

f = {fi(x) → max, i ∈ I1, fi(x) → min,
x = i ∈ I2, I1 ∪ I2 = I = {1, ...,M}} (2)

де x — вектор розв’язкiв розмiрностi n, m — кiлькiсть обмежень, M —
кiлькiсть критерiїв, I1 — множина iндексiв критерiїв, що максимiзуються,
I2 — множина iндексiв критерiїв, що мiнiмiзуються.
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Зауваження 1. Модель органiзацiйної системи може бути визначена
{D0, f} або тiльки множиною допустимих розв’язкiв {D0} без урахування
критерiїв f . Це характерно для ситуацiй управлiння, в яких не прийма-
ються до уваги iнтереси розглядуваної системи в досягненнi найкращих
значень власних критерiїв.

2. Модель цiльових установок
Позначимо черезG— модель цiльових установок. Iснують рiзнi способи її

формування. Вона може бути задана безпосередньо через фiксованi бажанi
значення критерiїв f∗ = {fi(x), i ∈ I1} :

G = {x : f∗i ≤ fi(x), i ∈ I1, f
∗
i ≥ fi(x), i ∈ I2, xj ≥ 0, j ∈ J} ;

через iнтервали значень критерiїв
[
fi(=), fi(2)

]
, i ∈ I:

G =
{
x : fi(=) ≤ fi(x) ≤ fi(2), i ∈ I, xj ≥ 0, j ∈ J

}
; (3)

через бажаний розв’язок x∗ =
{
x∗j , j ∈ J

}
;

G =
{
x : xj = x∗j , j ∈ J

}
;

через iнтервали розв’язкiв
[
xj(=), xj(??)

]
, j ∈ J :

G =
{
x : xj(=) ≤ xj ≤ xj(2), j ∈ J

}
;

через деяку дискретну або неперервну множину розв’язкiв X̄ :

G = X̄;

через розв ’язки iнших оптимiзацiйних задач opt
x∈X̄

L(x) :

G = arg opt
x∈X̄

L(x).

3. Умови виникнення задачi управлiння змiнами
Задача управлiння змiнами виникає тiльки, якщо, по-перше, модель цi-

льових установок несумiсна з моделлю системи {D0, f} :

G ∩D0 = ∅ (4)
або для заданих цiльовими установками значень критерiїв не iснує розв’яз-
ку в просторi розв’язкiв, тобто G = ∅.

По-друге, параметри, якi характеризують допустиму область D0 i мно-
жину критерiїв f , можуть змiнюватися. Але їх варiацiї вiдiграють роль
змiнних тiльки для

”
досягнення“ недопустимих в D0 бажаних для ОПР

розв’язкiв iз G.
Позначимо

Q0 = {1 : 1 ∈ Q, G ∩D0 = ∅} , Q0 ⊂ Q (5)
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– множину iндексiв обмежень в D0, через якi G ∩D0 = ∅,

I0 = {i : i ∈ I, G = ∅} , I0 ⊂ I (6)
– множину iндексiв критерiїв f , через якi G = ∅, ∆pl, l ∈ Q0 — ве-

ктори варiацiї параметрiв обмежень з iндексами з множиниQ0, ∆pi,
i ∈ I0 — вектори варiацiї параметрiв критерiїв з iндексами з мно-
жини I0, D1 — нова область допустимих розв’язкiв, f1 — нова мно-
жина критерiїв,

P0 = {∆pl, l ∈ Q0, ∆pi, i ∈ I0} — обмежена область обмежень на ва-
рiацiї параметрiв D0 та f з iндексами з множин Q0 та I0, що задає ОПР
на основi реальних можливостей дослiджуваної системи в процесi рiшення
задачi.
P — область обмежень на варiацiї параметрiв D0 та f з iндексами з мно-

жин Q0 та I0, яка математично забезпечує побудову D1, таким чином, що
D1 ∩G ̸= ∅, або при G = ∅ дозволяє переформування множини критерiїв
f на f1 так, що G ̸= ∅, без врахування реальних можливостей 0 по змiнi
параметрiв системи.

4. Загальна постановка задачi управлiння змiнами
Задача управлiння змiнами полягає в побудовi нової моделi органiзацiй-

ної системи, позначимо її {D1, f1} шляхом змiни параметрiв {D0, f} згiдно
G в межах P

∩
P0, таким чином, щоб D1

∩
G ̸= ∅(при D0

∩
G = ∅ або при

G = ∅) з урахуванням специфiки задачi.
Пiсля побудови нової моделi органiзацiйної системи {D1, f1}, в якiй

D1 ∩ G ̸= ∅, необхiдно знайти її розв’язок на {D1, f1} вiдповiдний пе-
ревагам критерiїв f1, що визначаються завданням G.

5. Специфiчнi особливостi задач управлiння змiнами
Специфiчнi особливостi практичних задач управлiння розвитком визна-

чають рiзноманiтнi постановки задач управлiння змiнами.
1. Модель органiзацiйної системи може бути представлена {D0, f} з

заданим ступенем узгодженостi f та G, або тiльки {D0} у випадку,
коли її власнi iнтереси f не беруться до уваги.

2. Задається необхiдний ступiнь узгодженостi D1 та G: або повин-
на бути повна узгодженiсть G ⊂ D1, або часткова узгодженiсть
D1 ∩G ̸= ∅.

3. В практичних задачах ОПР мають рiзнi можливостi з формулюва-
ння областi P0 та оптимiзацiйних задач на P

∩
P0 для однозначного

вибору варiацiй параметрiв системи.

Висновки
Методологiя системної оптимiзацiї дозволить суттєво розширити пра-

ктичне застосування при управлiннi змiнами методiв математичного про-
грамування, в тому числi багатокритерiальної оптимiзацiї, перш за все для
економiчних задач. Це забезпечує:
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по-перше, можливiсть не тiльки розв’язати поставлену задачу, а й фор-
мувати управлiнськi дiї на базi глибокого неформального аналiзу середо-
вища функцiонування розглядуваного об’єкта;

по-друге, цiлеспрямоване узгодження множини допустимих рiшень з цi-
льовими установками ОПР i реальними можливостями розв’язуваної
задачi;

по-третє, узгодження розв’язку з багаторiвневим середовищем його реа-
лiзацiї. Ефективнiсть даного пiдходу пiдтверджується практикою розробки
процедур прийняття рiшень в людино-машинних системах рiзноманiтно-
го призначення, якi застосовуються, зокрема, для формування i вдоско-
налення виробничих програм рiзних структурних пiдроздiлiв соцiально-
економiчних систем, в задачах стратегiчного планування, узгодження ви-
робництва iз сферою маркетингу, управлiння розвитком великих систем
i т. д.

Напрямки майбутнiх дослiджень
Актуальнi наступнi напрямки майбутнiх дослiджень:

– розробка методiв системної оптимiзацiї для управлiння змiнами ди-
намiчних систем,

– розробка нечiтких моделей системної оптимiзацiї для розподiленого
управлiння змiнами iєрархiчних систем,

– iнтеграцiя алгоритмiв системної оптимiзацiї з технiками вiзуалiза-
цiї iнформацiйних просторiв в рiзних предметних областях з цiллю
пiдвищення зручностi, якостi, оперативностi процесу прийняття рi-
шень при управлiннi змiнами.
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Abstract. The concept of Nash’s equilibrium is generalized for
non-cooperative games with fuzzy set of players. The basis of the
developed approach is the notion of a fuzzy set intersection of fuzzy
sets. It is shown that this set is a fuzzy set of type 2. Built its
membership function, considered the properties of this set. The re-
sults are used to construct a fuzzy set of type 2 Nash’s equilibrium
noncooperative games with fuzzy set of players. Considered three-
criteria problem of choosing a single equilibrium. Proposed a simpler
way of solving the problem of choice with reliability equilibriums
feasibility, equal one, and reliability of their abstention of not less
than a given number.

Резюме. Для некооперативних iгор з нечiткою множиною грав-
цiв узагальнюється поняття рiвноваги за Нешем. Показано, що
множина рiвноваг за Нешем цiєї гри буде нечiткою множиною
типу 2 (нечiтка множина, функцiя належностi якої приймає нечi-
ткi значення), побудована її функцiя належностi. Запропонована
двох-критерiальна задача пошуку рiвноваги. Розглянутий пiдхiд
до отримання рацiонального розв’язку цiєї задачi.

Вступ
Найбiльш привабливою концепцiєю оптимальностi в умовах повної iн-

формованостi гравцiв є оптимальнiсть за Нешем. Концепцiя рiвноважностi
за Нешем базується на iдеї некооперативної поведiнки, коли гравцi незале-
жно вибирають свої стратегiї та кожен враховує лише свою функцiю вигра-
шу. Розглянемо гру G у нормальнiй формi (Xi, ui; i ∈ N), де N = {1, 2, ...n}
— множина з n гравцiв;Xi — множина стратегiй гравця i ∈ N ; ui(x) — фун-
кцiя його виграшу, яка визначена на множинi ситуацiй гри X =

∏
i∈N Xi,

приймає дiйснi значення i максимiзується.
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Ситуацiя x∗ гри називається рiвновагою Неша [1], якщо вiд неї невигiдно
вiдхилятись будь-якому одному гравцю (усi iншi свої стратегiї не змiню-
ють), оскiльки значення його функцiї виграшу не покращиться, тобто

ui(x
∗) ≥ ui(xi, x

∗
N\i), ∀xi ∈ Xi, i ∈ N.

Це означення iнодi зручно записувати у виглядi системи взаємозв’язаних
задач оптимiзацiї

ui(xi, xN\i) = max
xi∈Xi

ui(xi, xN\i), i ∈ N.

Цiлком зрозумiло, що множину рiвноваг за Нешем, яку ми позначимо через
NE(G), можна представити у виглядi

NE(G) =
∩
i∈N

BRi, (1)

де BRi = {(x̂i, x̂N\i)|ui(x̂i, x̂N\i) = max
xi∈Xi

ui(x̂i, x̂N\i), ∀x̂N\i ∈ XN\i} — мно-

жина найкращих вiдповiдей i — го гравця на заданi стратегiї всiх iнших
гравцiв, i ∈ N .

Практичне застосування рiвноваг Неша для розв’язання та дослiдження
конфлiктiв в економiчних, соцiальних, полiтичних, екологiчних та багатьох
iнших системах з одного боку показало їх високу адекватнiсть реальним
умовам багатьох конфлiктiв, з iншого боку дозволило видiлити ряд таких
класiв систем, для яких концепцiю рiвноваги за Нешем можна успiшно
узагальнити (розширити).

Рiзноманiтнi форми опису нечiтких початкових даних можуть приводи-
ти до рiзних постановок [2] iгрових задач: з нечiтко поставленими цiлями
гравцiв; з нечiткими множинами стратегiй гравцiв; з цiлями гравцiв, що за-
данi нечiткими вiдображеннями; нечiтких антагонiстичних; узагальнених
нечiтких, що заданi вiдношеннями переваги гравцiв [3] та iн.

У вказаних вище вiдомих iгрових постановках нечiткiсть проявляється
як в описi цiлей гравцiв, так i в описi множин їхнiх стратегiй, але не торка-
ється множини самих гравцiв. В цiй роботi дослiджуватимуться рiвноваги
за Нешем в iграх з нечiткою множиною гравцiв.

1. Рiвновага за Нешем у грi з нечiткою множиною гравцiв
Припустимо, що важко чiтко сказати, якi гравцi з унiверсальної множи-

ни N , насправдi повиннi взяти участь в грi, а можна лише задати функцiю
належностi η(i), i ∈ N , деякої нечiткої пiдмножини

”
активних гравцiв“

Ñ ⊆ N . В цьому випадку будемо говорити, що гра G у нормальнiй формi
(Xi, ui; i ∈ N) породжує гру FG з нечiткою пiдмножиною гравцiв Ñ ⊆ N в
нормальнiй формi

(
Xi, ui; (i, η) ∈ Ñ

)
. Тодi, якщо (1) природно узагальни-

ти на випадок нечiткої множини гравцiв, то множина
”
нечiтких“ рiвноваг

за Нешем повинна задаватися як

NE(FG) =
∩̃

(i,η)∈Ñ

BRi. (2)
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де згiдно до [4—6]
∩̃

(i,η)∈Ñ
BRi — перетин нечiткої множини Ñ ⊆ N чiтких

множин BRi, i ∈ N , яке є нечiткою множиною типу 2.

2. Перетин нечiткої множини чiтких множин

Нехай на множинi ситуацiй X гри заданi деякi чiткi множини Fi, i ∈ N .
Для ∀i ∈ N визначимо функцiю належностi (характеристичну функцiю)
чiткої множини Fi, яку позначимо

φi(x) =

{
1, x ∈ Fi,
0, x /∈ Fi.

Спочатку розглянемо множину F =
∩
i∈N Fi, яка є перетином чiткої мно-

жини N чiтких множин Fi, i ∈ N . Вiдповiдно до класичної теорiї воно є чi-
ткою множиною, яка на X задається функцiєю належностi
φ(x) = min

i∈N
φi(x), x ∈ X. Неважко помiтити, що значення функцiї належно-

стi φ(x) при кожному фiксованому значеннi x ∈ X фактично визначається
як значення цiльової функцiї тривiальної задачi

”
чiткого математичного

програмування“ φ = min
i∈N

φi (в цьому записi для наочностi не вказано фi-

ксоване значення x ∈ X).
Розглянемо тепер перетин F̃ =

∩̃
(i,η)∈Ñ

Fi нечiткої множини Ñ чiтких мно-

жин Fi, i ∈ N . Природне узагальнення класичної операцiї перетину чiткої
множини N чiтких множин призводить до того, що множина F̃ задавати-
меться функцiєю приналежностi

y(x) = min
(i,η)∈Ñ

φi(x), x ∈ X. (3)

Цiлком зрозумiло, що значення функцiї приналежностi y(x) для кожної
фiксованої альтернативи x ∈ X визначатиметься як значення цiльової фун-
кцiї задачi нечiткого математичного програмування:

y = min
(i,η)∈Ñ

φi (4)

(в цьому записi, як i у попередньому випадку, також не вказано фiксоване
значення x ∈ X).

Задачi нечiткого математичного програмування достатньо добре вивче-
нi. Згiдно [2], розв’язком задачi (4) називається нечiтка множина Ñ∗, но-
сiєм якої буде множина оптимальних за Парето альтернатив (позначимо її
NPO) двох-критерiальної задачi дискретної оптимiзацiї:

φi → min, µ(i) → max, i ∈ N. (5)

Функцiєю належностi η̃ нечiткої множини Ñ∗ буде звуження функцiї на-
лежностi η(i), i ∈ N , з унiверсальної множини N на множину NPO ⊆ N .
Iншими словами, ця функцiя належностi матиме вигляд:

η̃(i) =
{
η(i), V ∈NPO,

0, V /∈NPO.
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Множинi рiшень задачi (4), якою є нечiтка множина Ñ∗ з функцiєю нале-
жностi, згiдно [2] вiдповiдає нечiтка множина Φ ⊆ {0, 1} оптимальних зна-
чень цiльової функцiї цiєї задачi з функцiєю належностi φ̃ : {0, 1} → [0, 1],
φ̃(y) = max

φi=y
η̃(i), y ∈ {0, 1}. Слiд зазначити, що унiверсальною множиною

нечiткої множини Φ оптимальних значень цiльової функцiї задачi (4) буде
множина {0, 1}, що складається з двох елементiв y = 0 i y = 1. Це поясню-
ється тим, що змiнна y може приймати значення, рiвнi тiльки φi(x), i ∈ N ,
якi, у свою чергу, при будь-якiй фiксованiй альтернативi x ∈ X можуть
бути рiвний або 0, або 1.

Таким чином, для кожної фiксованої ситуацiї x ∈ X значення y(x) фун-
кцiї приналежностi (3) нечiткої множини F̃ =

∩̃
(i,η)∈Ñ

Fi утворюють також

нечiтку пiдмножину Φ унiверсальної множини Y = {0, 1}. Звiдси витiкає,
що нечiтка множина F̃ є, так званою [2], нечiткою множиною типу 2.

Тепер можна формалiзувати поняття перетину F̃ =
∩̃

(i,η)∈Ñ
Fi нечiткої

множини Ñ чiтких множин Fi, i ∈ N .
Для довiльної ситуацiї x ∈ X розглянемо вiдношення домiнування, яке

породжується цiльовими функцiями задачi (5) на множинi N .
Говоритимемо, що i ∈ N домiнує j ∈ N для ситуацiї x ∈ X i позначати

це i
x
≻ j, якщо справедливi такi нерiвностi: φi(x) ≤ φj(x), µ(i) ≥ µ(j), i хоча

б одна з них є строгою.
Це поняття дозволяє визначити множину оптимальних за Парето розв’яз-

кiв двох-критерiальної задачi (5), яка буде носiєм нечiткої множини розв’яз-
кiв задачi (4). Для x ∈ X позначимо носiй

NPO(x) = {i ∈ N |j
x
̸≻ i, ∀j ∈ N}. (6)

Для довiльних x ∈ X, i ∈ N визначимо функцiю належностi нечiткої
множини розв’язкiв задачi (5):

η̃(x, i) =
{
η(i), i∈NPO(x),

0, i/∈NPO(x).
(7)

Перетином нечiткої множини Ñ чiтких множин Fi, i ∈ N , називати-
мемо F̃ =

∩̃
(i,η)∈Ñ

Fi — нечiтку множину типу 2, яке задається трiйками

(x, φ̃(x, y)), де φ̃ : X × Y → [0, 1] - нечiтке вiдображення, що виконує роль
нечiткої функцiї належностi i визначене таким чином:

φ̃(x, y) =

{
max
i∈N

{η̃(x, i)|φi(x) = y}, ∃i ∈ N : φi(x) = y;

0, φi(x) ̸= y, ∀i ∈ N ;
(8)

x — елемент множини ситуацiй X;
y — елемент унiверсальної множини Y = {0, 1} значень вiдображення

належностi φ̃(x, y) нечiткого множини F̃ типу 2.
Оскiльки функцiя приналежностi φ̃(x, y) однозначно визначає нечiтке

вiдображення Φ, яке, у свою чергу, однозначно визначає нечiтку множину
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F̃ типу 2, то надалi називатимемо φ̃(x, y) функцiєю приналежностi нечiткої
множини F̃ типу 2, а її значення — достовiрнiстю ступеня приналежностi
y ∈ Y = {0, 1} елемента x ∈ X нечiткiй множинi F̃ типу 2.

Значення функцiї належностi φ̃(x, y) для фiксованої ситуацiї x0 ∈ X
утворюють нечiтку пiдмножину ΦY (x

0) множини Y = {0, 1} з функцiєю
належностi φ̃(x0, y), y ∈ {0, 1}. Значення φ̃(x0, 1) можна розумiти як сту-
пiнь належностi ситуацiї x0 ∈ X множинi F̃ . Вiдповiдно значення φ̃(x0, 0)
має сенс ступеню вiдсутностi належностi x0 ∈ X множинi F̃ . З iншого
боку, якщо у вiдображеннi φ̃(x, y) зафiксувати y = 1, то ми отримаємо
нечiтку множину ситуацiй x ∈ X, що належать множинi F̃ , з функцiєю
належностi φ̃(x, 1). Позначимо цю множину ΦX(1). Аналогiчно для фiксо-
ваного значення y = 0 отримаємо нечiтку множину ситуацiй x ∈ X, що
не належать множинi F̃ , з функцiєю приналежностi φ̃(x, 0). Позначимо йо-
го ΦX(0). Цiкаво, що в загальному випадку ΦX(0) ̸= ΦX(1), i, вiдповiдно
φ̃(x, 0) ̸= 1− φ̃(x, 1). Тому, як нечiтка множина ΦX(0), так i ΦX(1), є нечi-
ткими множинами перерiзiв вiдповiдно при y = 0 i y = 1 нечiткої множини
F̃ типу 2 i є його складовими.

Спростити побудову функцiї належностi φ̃(x, y) дозволяє наступна тео-
рема [6].

Теорема. Нехай Fi, i ∈ N , — чiткi множини, якi заданi на множинi X
вiдповiдними характеристичними функцiями φi(x), x ∈ X, i ∈ N ; µ(i) —
функцiя належностi нечiткої множини Ñ .

Для того, щоб нечiтка множина F̃ типу 2, яка задана функцiєю належно-
стi φ̃(x, y), x ∈ X, y ∈ {0, 1}, була перетином нечiткої множини Ñ чiтких
множин Fi, i ∈ N , тобто F̃ =

∩̃
(i,η)∈Ñ

Fi необхiдно i достатньо, що б для

x ∈ X:

φ̃(x, 0) =

{
max
φi(x)=0

η(i), ∃i ∈ N : φi(x) = 0,

0, φi(x) = 1, ∀i ∈ N,

φ̃(x, 1) =

 max
i∈N

η(i), φi(x) = 1, ∀i ∈ Argmax
j∈N

η(j),

0, ∃i ∈ Argmax
j∈N

η(j) : φi(x) = 0.

3. Нечiтка рiвновага за Нешем

З викладених вище мiркувань стає зрозумiло, що множина
”
нечiтких“

рiвноваг за Нешем NE(FG) =
∩̃

(i,η)∈Ñ
BRi є нечiткою множиною типу 2,

яка задається функцiєю належностi φ̃(x, y), x ∈ X, y ∈ {0, 1}, де

φ̃(x, 0) =

{
max{η(i) |i ∈ N, x /∈ BRi}; ∃i ∈ N x /∈ BRi;

0; ∀i ∈ N x ∈ BRi;
(9)

φ̃(x, 1) =

 max
i∈N

η(i); ∀i ∈ Argmax
j∈N

η(j) x ∈ BRi;

0; ∃i ∈ Argmax
j∈N

η(j) x /∈ BRi.
(10)
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Слiд зазначити, що величину φ̃(x, 0) можна iнтерпретувати як достовiр-
нiсть неналежностi ситуацiї x ∈ X множинi NE(FG) нечiтких рiвноваг за
Нешем, а φ̃(x, 1) можна розумiти як достовiрнiсть її належностi.

В реальнiй iгровiй ситуацiї гравцi прагнутимуть шукати таку ситуацiю
гри, яка має мiнiмальну достовiрнiсть неналежностi множинi NE(FG) не-
чiтких рiвноваг за Нешем, а також максимальну достовiрнiсть ψ(x, 1) її
допустимостi. Таким чином, перед гравцями постає наступна двохкритерi-
альна задача:

φ̃(x, 0) → min,
φ̃(x, 1) → max,
x ∈ X.

(11)

Позначимо SO(FG) — множину оптимальних за Слейтером (слабо ефе-
ктивних) розв’язкiв цiєї задачi. Нагадаємо, що ситуацiя x∗ називається
оптимальною за Слейтером для задачi вигляду (11) якщо ̸ ∃x ∈ X, для
якої мають мiсце нерiвностi: φ̃(x∗, 1) < φ̃(x, 1), φ̃(x∗, 0) > φ̃(x, 0).

Множиною нечiтких рiвноваг за Нешем в некооперативнiй грi з нечiткою
множиною гравцiв будемо називати нечiтку множина NE(FG) типу 2 з
функцiєю належностi

ψ̃(x, y) =

{
φ̃(x, y), x ∈ SO(FG),

0, x /∈ SO(FG),

де y ∈ Y = {0, 1}.
У разi, коли гравцiв цiкавить конкретна рiвновага, то її можна вибрати

з множини SO за допомогою того або iншого методу багатокритерiальної
оптимiзацiї, розв’язавши задачу (11).

Легко перевiрити, що рiвновага за Нешем x∗ «чiткої» гри G належатиме
множинi SO iз значеннями достовiрностей її неналежностi φ̃(x∗, 0) = 0 та
належностi φ̃(x, 1) = max

i∈N
η(i) i є абсолютно-оптимальним розв’язком зада-

чi (11). Тому далi нас буде цiкавити лише випадок, коли множина рiвноваг
за Нешем «чiткої» гри G є порожньою.

Оптимальний за Слейтером розв’язок x∗ задачi (11) будемо називати
рiвновагою за Нешем гри FG з нечiткою пiдмножиною гравцiв з достовiр-
ностями ψ(x∗, 1) i ψ(x∗, 0) вiдповiдно її належностi i неналежностi.

Позначимо N ξ = {i ∈ N | η(i) ≤ ξ} множину гравцiв, якi мають ступенi
належностi нечiткiй множинi гравцiв Ñ не бiльше за ξ ∈ (0, 1). Спробуємо
спростити задачу (7).

Твердження 1. Нехай ξ ∈ (0, 1) — задане значення параметра, тодi
якщо система:

φ̃(x, 0) ≤ ξ; (12)

x ∈ BRi, i ∈ N\N ξ; (13)

x ∈ X; (14)
має розв’язок x∗, то вiн буде рiвновагою за Нешем гри FG з нечiткою
пiдмножиною гравцiв з достовiрностю належностi ηmax = max

i∈N
η(i) i з до-

стовiрнiстю неналежностi не бiльше за ξ.
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Доведення. Позначимо x∗ — розв’язок системи (12)–(14) (за умовою твер-
дження вiн iснує). Припустимо супротивне, що x∗ /∈ SO. Тодi ∃x̂ ∈ X, для
якого мають мiсце нерiвностi: φ̃(x̂, 1) > φ̃(x∗, 1), φ̃(x̂, 0) < φ̃(x∗, 0). Оскiль-
ки x∗ — допустимий розв’язок системи (12)–(14), то з (10) випливає, що
φ̃(x∗, 1) = max

i∈N
η(i) = ηmax. Тодi з записаних вище нерiвностей виходить,

що φ̃(x̂, 0) < φ̃(x∗, 0) ≤ ξ i φ̃(x̂, 1) > φ̃(x∗, 1) ≥ ηmax. Оскiльки, згiдно (10)
φ̃(x, 1) ≤ µmax для ∀x ∈ X зокрема i для x̂, то отримали суперечнiсть.

Твердження доведене.
Спробуємо далi спростити задачу (11).
Твердження 2. Нехай ξ ∈ (0, 1) — задане значення параметра, тодi

якщо хоча б одного значення j ∈ N ξ система:

x /∈ BRj ; (15)

x ∈ BRi, i ∈ N\N ξ; (16)

x ∈ X; (17)

має розв’язок, то вiн буде рiвновагою за Нешем гри FG з нечiткою пiдмно-
жиною гравцiв з достовiрностю належностi ηmax = max

i∈N
η(i) i з достовiрнi-

стю неналежностi не бiльше за ξ.
Доведення. Нехай ξ ∈ (0, 1). ПозначимоQ— множину допустимих розв’яз-

кiв задачi (12)–(14), а P j — множину допустимих розв’язкiв — (15)–(17).
Спочатку покажемо, що ∪

j∈Nξ

P j = Q. (18)

Покажемо включення
∪

j∈Nξ

P j ⊆ Q. Якщо
∪

j∈Nξ

P j = ∅, то воно є очеви-

дним. Нехай x∗ ∈
∪

j∈Nξ

P j ̸= ∅. Припустимо супротивне, що x∗ /∈ Q. Тодi

можливi два випадки. В першому випадку не виконується умова (12), тобто
φ̃(x∗, 0) > ξ. Звiдси з формули (9) отримаємо
ψ(x∗, 0) = max

i∈N
{η(i) | x∗ /∈ BRi} > ξ. Тодi ∃j ∈ N\N ξ, для якого x∗ /∈ BRj ,

що суперечить умовi (16). В другому випадку не виконується умова (13),
тобто ∃j ∈ N\N ξ, для якого x∗ /∈ BRj . Тодi не виконується вiдповiдна
умова (16) i тому x∗ /∈ P i ∀i ∈ N ξ i як наслiдок x∗ /∈

∪
i∈Nξ

P i. Отримали

суперечнiсть. Таким чином, x∗ ∈ Q i тому
∪

i∈Nξ

P i ⊆ Q.

Покажемо включення Q ⊆
∪

i∈Nξ

P i. Якщо Q = ∅, то воно очевидне. Нехай

x∗ ∈ Q ̸= ∅. Припустимо супротивне, що x∗ /∈
∪

i∈Nξ

P i. Тодi

x∗ /∈ P i ∀i ∈ N ξ. Оскiльки умови (13) i (16) спiвпадають, то x∗ ∈ BRi для
∀i ∈ N ξ. Оскiльки N ξ = {i ∈ N | η(i) ≤ ξ}, то з формул (9) випливає або
φ̃(x∗, 0) = max

i∈N
{η(i) | x∗ /∈ BRi} > ξ, або φ̃(x∗, 0) = 0. В обох випадках
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одержуємо суперечнiсть з умовою (12). Таким чином, x∗ /∈
∪

i∈Nξ

P i, звiдси

випливає Q ⊆
∪

i∈Nξ

P i i справедлива рiвнiсть (18).

Завершимо доведення твердження. З рiвностi (18) очевидно випливає
еквiвалентнiсть задач (12)–(14) i (15)–(17), чого достатньо на пiдставi твер-
дження 1 для доведення.

Твердження доведене.
Таким чином, згiдно до запропонованого пiдходу для знаходження рiвно-

ваги за Нешем гри FG з нечiткою пiдмножиною гравцiв достатньо зробити
наступне:

– вибрати число ξ ∈ (0, 1), яке згiдно твердженню 2 характеризує макси-
мальну для гравцiв достовiрнiсть неналежностi рiвноваги;

– побудувати множину гравцiвN ξ = {i ∈ N | η(i) ≤ ξ}, якi мають ступiнь
належностi до нечiткої множини гравцiв
Ñ не бiльше заданого числа ξ ∈ (0, 1);

– для кожного гравця j ∈ N ξ розв’язати систему:

x /∈ BRj ; (19)

x ∈ BRi, i ∈ N\N ξ; (20)

x ∈ X; (21)

якщо вона має розв’язок хоча б для одного гравця k ∈ N ξ, то вiн i бу-
де шуканою нами рiвновагою за Нешем гри FG з нечiткою пiдмножиною
гравцiв.

Особливий iнтерес може представляти рiвновага за Нешем гри FG, яка
має найменше значення достовiрностi неналежностi. Її можна одержати
якщо методом дихотомiї вибирати найменше значення ξ ∈ (0, 1), при якому
∃j ∈ N ξ, що сумiсна система (19)–(21).

Висновки

На закiнчення слiд зазначити, що запропонований пiдхiд розширює область
застосування теорiї нечiтких множин на випадок некооперативних iгор з
нечiткою множиною гравцiв i може дати новий пiдхiд до розв’язання iнших
постановок iгрових задач з нечiткою структурою.
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Abstract. In the paper estimation problem for solution of linear
algebraic equations with unknown right-sides part represented by
determined or stochastic vector is considered. The realization of ran-
dom vector linearly connected to these solutions is observed. The defi-
nitions of linear mean-square guaranteed estimate and linear guaran-
teed mean-square error for solutions of linear equations are proposed.
In case of restrictions on unknown parameters and correlation matri-
xes the representation of these estimates via solutions of some nonli-
near equations are obtained. The guaranteed estimation problem
of linear function on solutions of linear algebraic equations is also
studied. This paper shows, that guaranteed estimates of functions
and guaranteed errors are linearly depended on solutions of systems
of linear equations. In case of growing number of observations the
convergence problem of guaranteed estimates is also considered. Obtai-
ned results are applied for estimation problem of periodic solutions
of 2-order discrete time linear equation with unknown parameters.
Keywords: linear algebraic equation, guaranteed estimation, obser-
vation.

Резюме. Дослiджуються питанння пов’язанi з лiнiйними сере-
дньоквадратичними оцiнками розв’язкiв лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь. Показано, що гарантованi оцiнки при спецiальних обме-
женнях на розв’язки таких рiвнянь та похибки спостережень ви-
ражаються через розв’язки матричних та лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь.
Ключовi слова: лiнiйне алгебраїчне рiвняння, гарантована оцiн-
ка, спостереження.
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Вступ

Оцiнки розв’язкiв лiнiйних рiвнянь в умовах невизначеностi розгляда-
лися в роботах [1], [2], [3]. В роботi дослiджуються гарантованi оцiнки
розв’язкiв лiнiйних алгебраїчних рiвнянь при спецiальних обмеженнях на
невизначеностi, що входять в праву частину та спостереження.

Основнi результати

Нехай спостерiгається реалiзацiя вектора y iз простору RN , причому ве-
ктор y має вигляд

y = H1x+H2φ+ η, (1)

де x — вектор iз простору Rn1 , який при деякому векторi f є розв’язком
рiвняння

Ax = f, (2)

φ та η — випадковi вектори iз просторiв Rn1 та RN вiдповiдно, причому
φ є розв’язком рiвняння Bφ = ξ з деяким випадковим вектором ξ. Нехай
матриця A — додатньо означена, а B — невироджена, розмiрностi n1 × n1,
n2 × n2, вiдповiдно, H1,H2 — вiдомi матрицi.

Припустимо, що вектор f — невiдомий та належить множинi

G1 =
{
f : (A−1f, f) ≤ γ21

}
, (3)

ξ — випадковий вектор, Eξ = 0, Rξ — кореляцiйна матриця, яка також
невiдома i належить множинi

G2 =
{
Rξ : spQRξ ≤ γ22

}
, (4)

де Q — додатньо означена матриця, вектор η — некорельован iз ξ, кореля-
цiйна матриця якого Rη, причому detRη ̸= 0, γ1, γ2 — додатнi числа.

Нехай V1 та V2 — матрицi розмiрностi m× n1 та m× n2, вiдповiдно.
Введемо вектор ψ iз простору Rm, причому

ψ = V1x+ V2φ. (5)

Будемо шукати оцiнку вектора ψ за спостереженням (1) у виглядi

ψ̂ = Uy + c, (6)

де U — матриця розмiрностim×N, c — вектор iз простору Rm. Гарантована
оцiнка визначається iз умови

inf
U,c

σ(U, c) = σ(Û , ĉ), (7)

де

σ(U, c) =

{
sup
G1,G2

E|ψ − Uy − c|2
} 1

2

,

а величину σ(Û , ĉ) називають гарантованою похибкою оцiнки.
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Твердження 1. Функцiя σ2(U, c) має вигляд

σ2(U, c) = γ21λmax((V1 − UH1)A
−1(V1 − UH)T )+

+γ22λmax(ZQ
−1ZT ) + spURηU

T + |c|2, (8)
де Z — розв’язок рiвняння

ZB = V2 − UH2, (9)

λmax(·) — максимальне власне число вiдповiдної матрицi.

Доведення. Зауважимо, що оскiльки

ψ − ψ̂ = V1x+ V2φ− UH1x− UH2φ− Uη − c,

то
E|ψ − ψ̂|2 = |(V1 − UH1)x|2 + E|(V2 − UH2)φ|2 + E|Uη|2.

Далi будемо мати
E|(V2 − UH2)φ|2 = E|Zξ|2,

max
(A−1f,f)≤γ21

|(V1 − UH1)x|2 = γ21λmax((V1 − UH1)A(V1 − UH1)
T ),

max
spQRξ≤γ22

E|Zξ|2 = γ22λmax(ZQ
−1ZT ).

Звiдки одержимо потрiбну рiвнiсть. �

Твердження 2. Iснує єдина гарантована оцiнка, причому ĉ = 0, а Û зна-
ходиться з умови 0 ∈ ∂σ2(Û , 0), де ∂σ2(U, 0) — субдиференцiал.

Доведення. Очевидно, що min
U,c

σ2(U, c) = min
U
σ2(U, 0).Функцiя σ2(U, 0) силь-

но опукла, а значить iснує єдина матриця, на якiй досягається мiнiмум,
причому, оскiльки функцiя може бути недиференцiйовною, то ця матриця
знаходиться з умови 0 ∈ ∂σ2(Û , 0). �

Припустимо далi, що вiдповiднi власнi числа матриць λ1 та λ2 є одно-
кратними. В цьому випадку має мiсце

Твердження 3. Матриця Û має вигляд

Û = (γ21 l1l
T
1 Z1H

T
1 + γ22 l2l

T
2 PH

T
2 )R

−1
η , (10)

де Z1, Z2 знаходяться iз системи рiвнянь
Z1A = (V1 − ÛH1),
PBT = ZQ−1,

ZB = V2 − ÛH2,
Z2Z

T
2 l1 = λ1l1,

ZQ−1ZT = λ2l2,

(11)

Z2 — розв’язок рiвняння Z2A
1
2 = V1 − ÛH1, l1, l2 — власнi вектори, що

вiдповiдають максимальним власним значенням вiдповiдних матриць.
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Доведення. Оскiльки власнi числа однократнi, то функцiя σ(U, 0) дифе-
ренцiйовна. Значить

d

dτ
σ(û+ τv)

∣∣∣∣
τ=0

= 0,

де û ∈ Argminσ(U, 0). Зауважимо, що
1

2

d

dτ
σ(Û + τV ) = −spV H1A

−1(V1 − ÛH1)
T l1l

T
1 γ

2
1−

−γ22spZ̃Q−1ZT l2l
T
2 + spV RηÛ

T ,

де Z̃ — розв’язок рiвняння Z̃B = V H2, або
1

2

d

dτ
σ(Û + τV ) = −spV ZT1 l1lT1 γ21 − γ22spγ

2
2H2P

T l2l
T
2 + spV RηU

T ≡ 0.

Оскiльки V — довiльна матриця, то звiдси одержимо вираз для матрицi
Û . �
Наслiдок 1. Нехай H2 = 0. Тодi одержимо, що

Û = γ21 l1l
T
1 Z1H

T
1 R

−1
η , (12)

де
Z1A = V1 − ÛH1 = V1 − γ21 l1l

T
1 Z1H

T
1 R

−1
η H1, (13)

Z2Z
T
2 l1 = λ1l1.

Зауваження 1. У випадку кратних значень максимальних власних чисел
вiдповiдних матриць має мiсце нерiвнiсть min

U
σ(U, 0) ≤ σ(Û , 0).

Нехай H2 = 0, а m = 2. В цьому випадку V1x =

(
(l1, x)
(l2, x)

)
, а зна-

чить V̂1x =

(
(u1, y) + c1
(u2, y) + c2

)
. Знайдемо гарантовану похибку при умовi, що

(A−1f, f) ≤ γ2, та вияснимо, коли вiдповiдне максимальне власне число
буде кратним.

σ2(U, 0) = max
G1

E|V1x− V̂1x|2 = max
G1

[
(l1 −HT

1 u1, x)
2 + (l2 −HT

1 u2, x)
2
]
+

+E(u1, η)
2 + E(u2, η)

2 =

= max
G1

max
α2
1+α

2
2≤1

(α1(l1 −HT
1 u1) + α2(l2 −HT

1 u2), x)
2+

+(Rηu1, u1) + (Rηu2, u2) =

= max
α2
1+α

2
2≤1

(α1A
−1(l1 −HT

1 u1) +A−1(l2 −HT
1 u2)α2, α1(l1 −HT

1 u1)+

+α2(l2 −HT
1 u2))γ

2 + (Rηu1, u1) + (Rηu2, u2).

Позначимо через z1 та z2 розв’язки рiвнянь A
1
2 z1 = l1 − HT

1 u1 та

A
1
2 z2 = l2 −HT

1 u2. Введемо матрицю Z =

(
(z1, z1) (z1, z2)
(z1, z2) (z2, z2)

)
.

Власнi числа матрицi знаходяться з умови det(Z − λE) = 0. Оскiльки
det(Z−λE) = (|z1|2−λ)(|z2|2−λ)− (z1, z2)

2 = λ2−λ(|z1|2+ |z2|2)− (z1, z2)
2,
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то власнi числа будуть кратними тодi i тiльки тодi, коли виконується умова
(|z1|2 + |z2|2)2 − 4(z1, z2)

2 = 0, тобто тодi, коли |z1|2 + |z2|2 = 2|(z1, z2)|
Нехай m = 1. В цьому випадку справедливе

Твердження 4. Гарантована оцiнка виразу ψ = V1x + V2φ = (v1, x)+

+(v2, φ) має вигляд ψ̂ = (û, y), де

û = R−1
η (γ21H1z1 + γ22H2p), (14)

а вектори z1 та p знаходяться з рiвнянь Az1 = v1 −HT
1 û,

Bp = Q−1z,
AT z = v2 −HT

2 û.
(15)

При цьому
σ2(û, 0) = γ21(z2, z2) + γ22(Q

−1z, z) + (Rηû, û). (16)

Твердження 4 є наслiдком твердження 1.

Наслiдок 2. Нехай B — додатньо означена матриця та Q = B−1. Тодi
гарантована оцiнка буде мати вигляд

û = R−1
η (H1zγ

2
1 +H2ψγ

2
2), (17)

де z та ψ є розв’язком системи рiвнянь{
Az +HT

1 û = v1,
Bψ +HT

2 û = v2.
(18)

Твердження 5. Нехай û має вигляд (14). Тодi має мiсце рiвнiсть

(û, y) = (v1, x̂) + (v2, φ̂), (19)

де x̂ та φ̂ знаходяться iз розв’язку системи рiвнянь{
Ax̂ = HT

1 R
−1
η (y − γ21H1x̂− γ22H2φ̂),

Bφ̂ = HT
2 R

−1
η (y − γ21H1x̂− γ22H2φ̂).

(20)

Доведення. Нехай û визначається формулою (14). Тодi

(û, y) = (z,HT
1 R

−1
η y) + (ψ,HT

2 R
−1
η y).

Iз систем рiвнянь (20) будемо мати, що

HT
1 R

−1
η y = Ax̂+HT

1 R
−1
η H1γ

2
1 x̂+HT

1 R
−1
η H2φ̂γ

2
1 ,

а значить

(û, y) = (z,Ax̂) + J1 = (Az, x̂) + J1 = (v1, x̂)− (û,H1x̂) + J1.

де J1 = (z,HT
1 R

−1
η H1γ

2
1 x̂+HT

1 R
−1
η H2φ̂γ

2
1). Аналогiчно

(ψ,HT
2 R

−1
η y) = (v2, φ̂)− (û, H2φ̂) + J2,

де J2 = (ψ,HT
2 R

−1
η (γ21H1x̂+γ

2
2H2φ̂)). Враховуючи, що J1+J2 = −(û,H1x̂+

+H2φ̂) одержимо рiвнiсть (19). �
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Твердження 6. Нехай матрицi A та B однiєї розмiрностi та мають
спiльнi власнi вектори. Тодi мають мiсце рiвностi

x̂ =

n∑
k=1

xkek, φ̂ =

n∑
k=1

φkek,

де ek — власнi вектори, а величини xk та φk визначають iз систем рiв-
нянь

λkxk +

n∑
j=1

h
(1)
kj xj +

n∑
j=1

h
(2)
kj φj = (HT

1 R
−1
η y, ek),

µkφk +

n∑
j=1

h̄
(1)
kj φj +

n∑
j=1

h̄
(2)
kj xj = (HT

2 R
−1
η y, ek),

(21)

де λk, µk — власнi числа матриць A та B вiдповiдно, а h(1)kj , h
(2)
kj , h̄

(1)
kj , h̄

(2)
kj

визначаються за формулами

h
(1)
kj = γ21(H

T
1 R

−1
η H1ek, ej), h

(2)
kj = γ22(H

T
2 R

−1
η H1ek, ej),

h̄
(1)
kj = γ22(H

T
2 R

−1
η H2ek, ej), h̄

(2)
kj = γ21(H

T
1 R

−1
η H2ek, ej).

Доведення. Домножимо перше та дуге рiвняння системи (21) на вектори
ek, k = 1, n. Тодi одержимо

λkxk + γ21(H
T
1 R

−1
η H1x̂, ek) + γ22(H

T
1 R

−1
η H2φ̂, ek) = (HT

1 R
−1
η y, ek),

µkφk + γ21(H
T
2 R

−1
η H1x̂, ek) + γ22(H

T
2 R

−1
η H2φ̂, ek) = (HT

2 R
−1
η y, ek).

Розкладемо вектори HT
1 R

−1
η H1ek, H

T
2 R

−1
η H1ek, H

T
1 R

−1
η H2ek, H

T
2 R

−1
η H2ek,

по базису e1, ..., en. Тодi одержимо

HT
1 R

−1
η H1ek =

n∑
j=1

h
(1)
kj ej , HT

1 R
−1
η H2ek =

n∑
j=1

h
(2)
kj ej ,

HT
2 R

−1
η H2ek =

n∑
j=1

h̄
(1)
kj ej , HT

1 R
−1
η H2ek =

n∑
j=1

h̄
(2)
kj ej .

Звiдки одержимо систему рiвнянь (21), що i потрiбно було показати. �
Наслiдок 3. Нехай в системi рiвнянь H1 = H2 = E, Rη = σ2E. Тодi
система рiвнянь (21) запишеться у виглядi

(λk + σ−2γ21)xk + σ−2γ22φk = σ−2(y, ek),

(µk + σ−2γ22)φk + σ−2γ21xk = σ−2(y, ek), k = 1, n.

Нехай e1, ..., en1 та ē1, ..., ēn2 ортонормованi базиснi вектори в просторах
Rn1 та Rn2 .

Введемо вектори z1k, p1k, zk та z̄1k, p̄1k, z̄k як розв’язки систем рiвнянь
Az1k = ek −HT

1 R
−1
η (γ21H1z1k + γ22H2pk),

Bpk = Q−1zk,
BT zk = −HT

2 R
−1
η (γ21H1z1k + γ22H2pk),

k = 1, n1, (22)

та
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
Az̄1k = −HT

1 R
−1
η (γ21H1z1k + γ22H2pk),

Bp̄k = Q−1z̄k,
BT zk = ēk −HT

2 R
−1
η (γ21H1z1k + γ22H2pk),

k = 1, n2, (23)

Твердження 7. Мають мiсце рiвностi

(V̂1, x) = (û, y) = (v1, Û1y), (24)

(V̂2, φ) = (û2, y) = (v2, Û2y), (25)

де ûj = R−1
η (γ21H1z

(j)
1 + γ22H2p

(j)), а z(1)1 , p(1) та z(2)1 , p(2) визначаються iз
систем рiвнянь (15), вiдповiдно, при v1 = 0 та v2 = 0.

Доведення. Розкладемо вектор v1 по базису v1 =
n1∑
k=1

(V1, ek)ek. Оскiльки

v2 = 0, то справедливi рiвностi

z
(1)
1 =

n1∑
k=1

(v1, ek)z1k, p
(1) =

n1∑
k=1

(v1, ek)pk,

де z1k та pk визначаються з рiвняння (15) при v1 = ek, v2 = 0. Тодi

û1 =

n1∑
k=1

R−1
η (γ21H1z1k + γ22H2pk)(v1, ek).

Отже,

(û1, y) =

n1∑
k=1

R−1
η (γ21(H1z1k, y) + γ22(H2pk, y))(v1, ek) = (v1, Û1y),

де Û1y =
n1∑
k=1

(R−1
η (γ21H1z1k+γ

2
2H2pk), y)ek. Подiбним чином доводиться, що

(û2, y) = (Û2y, v2), де Û1y =
n2∑
k=1

(R−1
η (γ21H1z̄1k + γ22H2p̄k), y)ēk. �

Нехай H2 = 0 i ψ = (v1, x). Тодi має мiсце

Твердження 8. Гарантована оцiнка виразу (v1, x) має вигляд
(v̂1, x) = (û, y) = (v1, x̂). При цьому

σ2(û, ĉ) = min
u,c

max
G1

E((v1, x)− (u, ψ − c))2 = (v1, z)γ
2
1 ,

де û = R−1
η γ21H1z, a z — розв’язок рiвняння

Az + γ21H
T
1 R

−1
η H1z = v1, (26)

а вектор x̂ є розв’язком рiвняння

Ax̂ = γ21H
T
1 R

−1
η (y −H1x̂). (27)
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Доведення. Iз твердження 4 випливає, що

σ2(û, ĉ) = γ21(z, v1 −HT
1 û) + (Rηû, û) =

= γ21(v1, z)− γ21(H1z, û) + (H1z, û)γ
2
1 = γ21(z, v1 −HT

1 û).

Зауважимо далi, що оскiльки матриця A+ γ21H
T
1 R

−1
η H1 є додатньо означе-

ною, то iснує єдиний розв’язок рiвняння (27). Далi маємо

(û, y) = (γ21R
−1
η H1z, y) = γ21(z,H

T
1 R

−1
η y) =

= (z, (A+ γ21H
T
1 R

−1
η H1)x̂) = ((A+ γ21H

T
1 R

−1
η H1)z, x̂) = (v1, x̂),

що й потрiбно було показати. �
Твердження 9. Нехай для матрицi A iснує α > 0 таке, що
(Ax, x) ≥ α|x|2 для всiх x ∈ Rn. Тодi має мiсце нерiвнiсть

σ2(û, ĉ) ≤ γ21 |v1|2

α+ λmin(H2
1R

−1
η H1)γ21

. (28)

Доведення. Оскiльки σ2(û, ĉ) = γ21(v1, z), а

(v1, z) = (Az, z) + γ21(H
T
1 R

−1
η H1z, z) ≥ α(z, z) + λmin(H

T
1 R

−1
η H1)(z, z)γ

2
1 =

= (α+ γ21λmin(H
T
1 R

−1
η H1))|z|2.

З iншого боку (v, z) ≤ |v||z|. Тодi одержимо |z| ≤ |v|
α+ γ21λmin(H

T
1 R

−1
η H1),

звiдки

σ2(û, ĉ) ≤ γ21 |v1|2

α+ γ21λmin(H
T
1 R

−1
η H1)

,

що i потрiбно було показати. �
Наслiдок 4. Нехай H1x = ((h1, x), ..., (hN , x))

T , а Rη = diag(σ21, ..., σ
2
N ),

тодi H2
1R

−1
η H1 =

N∑
k=1

hkh
T
k σ

−2
k i якщо lim

N→∞
λmin

(
N∑
k=1

hkh
T
k σ

−2
k

)
= ∞, то

lim
N→∞

σ2(û, ĉ) = 0.

Нехай x̂ — розв’язок рiвняння (27), такий що x̂ = Ûy, де
Û = (A + γ21H

T
1 R

−1
η H1)

−1HT
1 R

−1
η γ21 . Знайдемо верхню та нижню оцiнку

для квадрата похибки σ2(û), де σ2(û) = max
G1

E|x − x̂|2. Позначимо через

λmin(A), λmax(A), λmin(H
T
1 R

−1
η H1), вiдповiдно, мiнiмальнi та максималь-

нi власнi числа матриць A та HT
1 R

−1
η H1, та µk — власнi числа матрицi

HT
1 R

−1
η H1.

Твердження 10. Мають мiсце оцiнки

σ21 ≤ σ2(û) ≤ σ22, (29)

де

σ21 = λmin(A)(λmax(A)+λmin(H
T
1 R

−1
η H1)γ

2
1)

−2+

n∑
k=1

µkγ
2
1(λmax(A)+γ

2
1µk)

−2,
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σ22 = λmax(A)(λmin(A)+λmin(H
T
1 R

−1
η H1)γ

2
1)

−2+
n∑
k=1

µkγ
2
1(λmin(A)+γ

2
1µk)

−2.

Доведення. Зауважимо, що

σ2(û) = λmax((E−ÛH)A−1(E−ÛH)T )+spÛR−1
η ÛT = λmax(P )+spÛR

−1
η ÛT .

Оскiльки E − ÛH = (A + γ21H
T
1 R

−1
η H1)

−1A i (A + γ21H
T
1 R

−1
η H1)

−1A ≤
≤ (λmin(A)E + γ21H

T
1 R

−1
η H1)

−1λmax(A), то

λmax ≤ λmax(A)(λmin(A) + λmin(H
T
1 R

−1
η H1)γ

2
1)

−2,

λmax(P ) ≥ λmin(A)(λmax(A) + λmin(H
T
1 R

−1
η H1)γ

2
1)

−1.

Зауважимо також, що

spÛRηÛ
T = sp(A+γ21H

T
1 R

−1
η H1)

−2HT
1 R

−1
η H1γ

2
1 ≤

n∑
k=1

(λmin(A)+γ
2
1µk)

−2µkγ
2
1 ,

spÛRηÛ
T ≥

n∑
k=1

(λmax(A) + γ21µk)
−2µkγ

2
1 .

Враховуючи цi нерiвностi, одержимо (29). �
Припустимо далi, що матрицi H1 та Rη мають вигляд H1 = E,Rη = σ2E,

а e1, ..., eN — власнi вектори матрицi A, λ1, ..., λN —вiдповiднi власнi числа.

Твердження 11. Гарантована оцiнка x̂ має вигляд x̂ =
N∑
k=1

ckykek, де

ck = (λk + σ−2γ21)
−1σ−2γ21 , yk = (y, ek), при цьому

max
G1

E((v, x)− (v, x̂))2 =

N∑
k=1

v2k
(λk + γ21σ

−2)
σ−2γ21 ,

де vk = (v, ek).

Доведення. Оскiльки y =
N∑
k=1

(y, ek)ek, то розв’язок рiвняння (27) має ви-

гляд x̂ =

N∑
k=1

(yk, ek)xk, де xk = ckek i задовольняє рiвнянню (27) при y = ek.

Нехай далi спостерiгаються величини

yk = hkxk + ηk, (30)

де hk — задана послiдовнiсть, xk — перiодична послiдовнiсть така, що
xk+sT = xk, s = 1, 2, ..., T — цiле число. Припустимо, що xk спостерiга-
ється на m перiодах, так що k = 0, 1, 2, ...,mT, тобто

y0 = h0x0 + η0, ..., yT = HTxT + ηT ,

yT+1 = hT+1x0 + ηT , ..., y2T = h2Tx2T + η2T , ...

ym(T1)+1 = hmT−1x0 + ηmm−1, ..., ymT = hmTxT + ηmT . �
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Введемо вектори y⃗0=(y0, yT+1, ..., ym(T−1)+1), y⃗1=(y1, yT+2, ..., ym(T−1)+2),
..., y⃗m = (yT , yT+1, ..., ymT ), η⃗0 = (η0, ..., ηm(T1)+1), ..., η⃗m = (ηT , ..., ηmT ). Тодi
спостереження (30) на m перiодах можемо записати у виглядi

y⃗k = h⃗kxk + η⃗k, k = 0, N, (31)

де h⃗0 = (h0, ..., hm(T1)+1), ..., h⃗m = (hT , ..., hmT ), i припустимо що вектори
η⃗k, k = 0, 1, ...,m не корельованi, а послiдовнiсть xk, k = 0, ..., N задовольняє
рiвнянню

(∆−a∆+x)(k) + qkxk = fk, k = 1, ..., N − 1 (32)
x0 = xN , ∆+x(0) = (∆+x)(N) (33)

де (∆−x)(k) = xk − xk−1, (∆+x)(k) = xk+1 − xk, (∆−a∆+x)(k) + gkxk =
= ak−1xk−1+akxk+1+bkxk, bk = qk−ak−1−ak. Позначимо через A матрицю,
що вiдповiдає лiвiй частинi рiвняння (32) та перiодичним умовам (33).

Твердження 12. Нехай ak≤0, qk>0. Тодi матриця A додатньо означена.

Доведення. Нехай xk задовольняють перiодичним умовам (33). Тодi
N−1∑
k=1

((∆−a∆+x)(k), x(k)) = −
N−1∑
k=1

ak(∆+x)
2(k) ≥ 0,

значить
N−1∑
k=1

(∆−a∆+x)(k)x(k)) +
N−1∑
k=1

x2(k)qk ≥
N∑
k=1

qkx
2
k(k) > 0.

�
Твердження 13. Нехай спостерiгаються величини yk, k = 0, ...,mT,

тодi гарантована оцiнка величини (v, x) =

N∑
k=0

vkxk буде мати вигляд

(v̂, x) = (v, x̂) =

N∑
k=0

vkx̂k, де x̂k є розв’язком рiвнянь

Lx̂(k) = (∆−a∆+x̂)(k) + qkx̂k =

N∑
j=0

R−1
j h⃗j(y⃗j − h⃗j x̂j),

x̂(0) = x̂N , (∆+x̂)(0) = (∆+x̂)(N).

(34)

При цьому гарантована похибка оцiнки (v̂,x) має вигляд σ2m=(v,z), де z —
розв’язок рiвняння

(Lz)(k) = vk, z0 = zN , (∆+z)(0) = (∆+z)(N).

Доведення цього твердження випливає iз додатньої визначеностi матрицi
A та результатiв твердження 5.

Наслiдок 5. Нехай λmin(H) — мiнiмальне власне значення матрицi
Hm = (h

(2)
kj ), k, j = 1, N, де h

(2)
kj = (Rkh⃗k, h⃗j), то lim

m→∞
σm = 0 тодi,

коли lim
m→∞

λmin(Hm) = ∞.
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Доведення. Зауважимо, що

(v, z) =
∑
k

(Lz)(k)zk =
∑
k

ak(∆+z)
2(k) +

∑
k

qkz
2
k +

∑
k,j

(Rkjhi, hj)zjzk =

=
∑
k

ak(∆+z)
2(k) +

∑
k

qkz
2
k + (Hmz, z).

Оскiльки∑
k

ak(∆+z)
2(k) > 0, (Hmz, z) ≥ λmin(Hm)(z, z),

∑
k

qkz
2
k ≥ min

k
qk(z, z),

то
(v, z) ≥ (min

k
qk + λmin(Hm))(z, z),

звiдки |z| ≤ |v|(mink qk + λmin(Hm)), а значить виконується нерiвнiсть

(v, z) ≤ |v||z| ≤ |v|2(min
k
qk + λmin(Hm))

−1,

звiдки

lim
m→∞

σ2 = lim
m→∞

(v, z) = |v|2(min
k
qk + lim

m→∞
λmin(Hm))

−1 = 0

при lim
m→∞

λmin(Hm) = ∞, що i потрiбно було показати. �

Висновки
В статтi одержанi конструктивнi формули для обчислення гарантованих
оцiнок розв’язкiв лiнiйних алгебраїчних рiвнянь при спецiальних обмеже-
ннях.
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Abstract. The article investigates the problem of guaranteed cont-
rol dynamics in conflict systems described by differential equations
Gompertzian. For special criteria as proven allegations of view of
optimal control in class software and positional strategies.
Keywords: differential equations, optimal strategies, Pareto set,
dynamics Gompertzian.

Резюме. В статтi дослiджуються задачi гарантованого керуван-
ня динамiкою систем в умовах конфлiкту, що описуються дифе-
ренцiальними рiвняннями Гомперца. Для спецiальних критерiїв
якостi доведенi твердження про вигляд оптимальних керувань в
класi програмних та позицiйних стратегiй.
Ключовi слова: диференцiальнi рiвняння, оптимальнi страте-
гiї, множина Паретто, динамiка Гомперца.

Вступ
Задачi iнформацiйного протиборства при повiльному розвитку проце-

сiв розглядалися в багатьох роботах (напр. [1]–[4]). Проте вiдомо [5]–[7],
що для моделювання процесiв, якi швидко зростають за часом може бути
застосована динамiка Гомперца. В ситуацiї швидкого росту процесiв до-
цiльно вводити керуючi впливи, що уповiльнюють такий рiст. В той же час
на динамiку росту можуть впливати особи, що зацiкавленi в протилежно-
му результатi. В такому випадку виникають задачi протиборства (зокре-
ма iнформацiйного протиборства). Нами будуть розглядатися двi коалiцiї
гравцiв, динамiка процесiв яких описується диференцiальними рiвняннями
Гомперца. Коалiцiї вибирають як програмнi так i позицiйнi стратегiї. Для
знаходження оптимальних стратегiй використовується принцип гарантова-
ного результату. Для знаходження лiнiйних позицiйних стратегiй коалiцiї
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використовується матричний принцип максимуму Гамiльтона-Понтрягiна.
Розглядається також регуляризоване керування з певним функцiоналом
регуляризацiї.

1. Постановка задачi
Нехай є двi коалiцiї гравцiв K1 та K2 iз стратегiями
U = {u (t) = (u1 (t) , ..., um1 (t)) , t ∈ [0, t1]} ,
V = {v (t) = (v1 (t) , ..., vm2 (t)) , t ∈ [0, t1]}, вiдповiдно.
При вибраних стратегiях u (t) , v (t) динамiка процесу описується систе-

мою диференцiальних рiвнянь Гомперца вигляду:

dxi (t)

dt
=

 n∑
j=1

aij (t) lnxj (t) +

m1∑
j=1

bij (t)uj (t) +

m2∑
j=1

cij (t) vj (t)

xi (t) ,

i = 1, n

(1)

з початковою умовою

xi (0) = x0i , i = 1, n, (2)
вiдповiдно, для коалiцiї K1 при i = 1, s та для коалiцiї K2 при i = s+ 1, n,
де s < n, aij (t) , bij (t) , cij (t) — неперервнi на [0, t1] функцiї; uj (t) , vj (t) —
кусково-неперервнi на [0, t1] функцiї. Пiд розв’язком системи рiвнянь (1),(2)
будемо розумiти функцiї xi (t) , i = 1, n , що задовольняють рiвнянню (1)
майже всюди. Якщо стратегiї u (t) , v (t) належать деяким множинам пев-
них функцiональних просторiв, то будемо дослiджувати такi задачi:

Ik (u, v) → max
u∈U

, k = 1, s,

Ik (u, v) → min
v∈V

, k = s+ 1, r, r ≤ n,

де Ik (u, v) = gk (xk (t1)) , k = 1, r — функцiї цiлi для гравцiв коалiцiй
K1,K2. Зауважимо спочатку, що має мiсце

Твердження 1. Нехай вектор-функцiя ϕ (t) є розв’язком рiвняння

dϕ (t)

dt
= A (t)ϕ (t) +B (t)u (t) + C (t) v (t) , ϕ (0) = ϕ0, (3)

де A (t) , B (t) , C (t) — матрицi з елементами aij (t) , bij (t) , cij (t), вiдповiдно,
u (t) = (u1 (t) , ..., um1 (t)) , v (t) = (v1 (t) , ..., vm2 (t)) . Тодi, якщо x0i > 0, то
мають мiсце такi рiвностi xi (t) = e(ϕ(t),e

i), i = 1, n, де ei — i-й орт.

Доведення. Оскiльки d lnxi(t)
dt = dxi(t)

dt x−1
i (t) , то поклавши lnxi (t) = ϕi (t) ,

одержимо рiвняння (3). �
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2. Принцип гарантованого результату
Кожен гравець iз коалiцiй K1,K2 знає множини стратегiй U, V а також

свої функцiї цiлi. Потрiбно знайти «оптимальнi стратегiї» для кожної ко-
алiцiї. Для знаходження «оптимальних стратегiй» використаємо принцип
гарантованого результату. Надалi будемо виходити iз iнтересiв коалiцiї K1

(аналогiчнi результати можна отримати для коалiцiї K2). Нехай стратегiї
коалiцiї K2 вiдомi. Тодi ми будемо мати s критерiїв для коалiцiї K1. За
оптимальне значення u (t) вiзьмемо векторний максимум за Парето.

Твердження 2. Нехай gk (x) , k = 1, s — додатнi та монотонно зроста-
ючi функцiї на [0,∞). Тодi має мiсце спiввiдношення →

max
u∈U

(g1 (x1 (t1)) , ...,

gs (xs (t1))) =
→

max
u∈U

(ϕ1 (t1) , ..., ϕs (t1)), де xi (t) таϕi (t) =
(
ϕ (t) , ei

)
знахо-

дяться як розв’язки рiвнянь (1)–(3), вiдповiдно, а через −−→max (·) позначено
векторний максимум за Парето.

Доведення. Позначимо через P бiнарне вiдношення Парето в просторi Rs
та нехай −→x = (x1, ..., xs) та −→y = (y1, ..., ys) два вектори iз Rs. Тодi −→x P−→y
тодi i тiльки тодi, коли xi ≥ yi, i = 1, s, причому принаймi одна нерiв-
нiсть строга. Нехай далi u1 та u2 двi стратегiї гравцiв iз коалiцiї K1. Тодi
u1Pu2 тодi i тiльки тодi, коли gi

(
x
(1)
i (t1)

)
≥ gi

(
x
(2)
i (t1)

)
, i = 1, s, де

x
(q)
i (t1)=xi (t1) |u=uq , q=1, 2. Враховуючи монотоннiсть gi цi нерiвностi ви-

конуються тодi i тiльки тодi, коли x
(1)
i (t1)≥x(2)i (t1), а оскiльки

xi (t1)=e
(ϕ(t1),ei), то

(
ϕ(1) (t1) , e

i
)
≥
(
ϕ(2) (t1) , e

i
)
, що i потрiбно було по-

казати. �

Далi розглядаються два випадки:
◦ коли коалiцiя K1 вибирає програмнi стратегiї;
◦ коли коалiцiя K1 вибирає позицiйнi стратегiї.

3. Множина Парето
Твердження 3. Нехай U – опукла замкнена обмежена множина в про-

сторi L2 (0, t1). Тодi множина Парето має вигляд

Π =

{
u0 (λ) | λ = (λ1, ..., λs) , λi ≥ 0,

s∑
i=1

λi = 1

}
,

де u0 (λ) ∈ Argmax
u∈U

∫ t1
0 (z (t) , B (t)u (t)) dt, а функцiя z (t) є розв’язком рiв-

няння

−dz (t)
dt

= AT (t) z (t) , z (t1) =

s∑
i=1

λie
i.

Доведення. Оскiльки множина U опукла, то множина точок
(ϕ1 (t1) , ..., ϕs (t1)) також опукла в просторi Rs. Тому множина Парето спiв-
падає з множиною Argmax

u∈U

∑s
i=1 λiϕi (t1). Зауважимо, що справедливi рiв-

ностi
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∑s
i=1 λiϕi (t1) =

(
ϕ (t1) ,

∑s
i=1 λie

i
)
=
(
z (0) , ϕ0

)
+
∫ t1
0 (z (t) , B (t)u (t)) dt+

+
∫ t1
0 (z (t) , C (t) v (t)) dt, а тому виконується рiвнiсть

Argmax
u∈U

s∑
i=1

λiϕi (t1) = Argmax
u∈U

∫ t1

0
(z (t) , B (t)u (t)) dt,

що i потрiбно було показати. �
Наслiдок. Стратегiї гравцiв iз коалiцiї K1, що належать множинi Парето

Π, не залежать вiд стратегiй гравцiв iз коалiцiї K2.
Твердження 4. Нехай u0 (λ) ∈ Π а множина V стратегiй гравцiв коа-

лiцiї K2 — обмежена та слабо замкнена. Тодi має мiсце спiввiдношення

gi (xi (t1, λ)) ∈
[
g
(1)
i (λ) , g

(2)
i (λ)

]
,

де xi (t1, λ) = xi (t1) | u=u0(λ), а g(q)i (λ) = gi

(
x
(q)
i (t1)

)
, q = 1, 2, та x(q)i (t1)

визначаються iз рiвнянь

dx
(q)
i (t)

dt
=

 n∑
i=1

aij (t) lnx
(q)
j (t) +

m1∑
j=1

bij (t)u
0
j (λ) +

m2∑
j=1

cij (t) v̄
(q)
ij (t)

x
(q)
i (t) ,

x
(q)
i (0) = x0i ,

v̄
(1)
i (t) ∈ Argmin

v∈V

∫ t1

0
(z̄i (t) , C (t) v (t)) dt,

v̄
(2)
i (t) ∈ Argmax

v∈V

∫ t1

0
(z̄i (t) , C (t) v (t)) dt,

−dz̄i (t)
dt

= AT (t) z̄i (t) , z̄i (t1) = ei.

Доведення. Оскiльки для i = 1, s виконується:

min
v∈V

gi (xi (t, λ)) = gi

(
exp

(
min
v∈V

(
ϕ (t) , ei

)))
, то враховуючи, що(

ϕ (t1) , e
i
)
= (z̄i (t1) , ϕ0)+

∫ t1
0

(
z̄i (t) , B (t)u0 (λ)

)
dt+

∫ t1
0 (z̄i (t) , C (t) v (t)) dt,

одержимо такi спiввiдношення

min
v∈V

(
ϕ (t1) , e

i
)
= (z̄i (t) , ϕ0) +

∫ t1

0

(
z̄i (t) , B (t)u0 (λ)

)
dt+

+min
v∈V

∫ t1

0
(z̄i (t) , C (t) v (t)) dt =

(
ϕ(1) (t1) , e

i
)
,

де ϕ(1) (t) знаходиться iз рiвняння

dϕ(1) (t)

dt
= A (t)ϕ(1) (t) +B (t)u0 (λ) + C (t) v̄

(1)
i (t) , ϕ(1) (0) = x0.

Аналогiчно отримаємо max
v∈V

(
ϕ (t1) , e

i
)
=
(
ϕ(2) (t1) , e

i
)
.

На основi отриманих спiввiдношень можемо записати послiдовно такi
нерiвностi

(
ϕ(1) (t1) , e

i
)
≤
(
ϕ (t1) , e

i
)
≤
(
ϕ(2) (t1) , e

i
)
,
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x
(1)
i (t1, λ) ≤ xi (t1, λ) ≤ x

(2)
i (t1, λ) ,

gi

(
x
(1)
i (t1, λ)

)
≤ gi (xi (t1, λ)) ≤ gi

(
x
(2)
i (t1, λ)

)
.

Таким чином твердження 4 доведено. �

4. Позицiйнi стратегiї

Тепер припустимо, що в коалiцiї K1 використовуються позицiйнi стратегiї
у виглядi u (t) = L (t)ϕ (t) , тобто

ui (t) =
(
L (t)ϕ (t) , ei

)
=
(
ϕ (t) , LT (t) ei

)
=

=

n∑
k=1

ϕk (t) lki (t) =

n∑
k=1

lki (t) lnxk (t) ,

де lki (t) =
(
LT (t) ei, ek

)
.

Введемо зважений критерiй

J (u, v) =

s∑
k=1

λk

(
ϕ (t1) , e

k
)
,

де λk ≥ 0,
∑s

k=1 λk = 1.
Твердження 5. Нехай u0 (t) — деяка стратегiя коалiцiї K1, а невiдомi

значення ϕ0 та v (t) належать обмеженiй множинi G в просторi
Rn × L2 (0, t1) . Тодi мають мiсце такi нерiвностi

J1
(
u0
)
≤ J (u, v) ≤ J2

(
u0
)
,

де J1
(
u0
)
= −(

(
Q

(1)
0 z(1) (0) , z(1) (0)

)
+
∫ t1
0

(
Q

(1)
1 z(1) (t) , z(1) (t)

)
dt)1/2,

J2
(
u0
)
= (
(
Q

(2)
0 z(1) (0) , z(1) (0)

)
+
∫ t1
0

(
Q

(2)
1 z(1) (t) , z(1) (t)

)
dt)1/2,

Q
(q)
0 , Q

(q)
1 — деякi невiд’ємно визначенi матрицi, z(1) (t) — розв’язок рiв-

няння
−dz(1)(t)

dt = (A (t) +B (t)L (t))T z(1) (t) , z(1) (t1) =
∑s

k=1 λke
k.

Доведення. Зауважимо, що справедливi рiвностi(∑s
k=1 λke

k, ϕ (t1)
)

=
(
z(1) (t1) , ϕ (t1)

)
=

(
z(1) (0) , ϕ0

)
+

+
∫ t1
0

(
z(1) (t) , C (t) v (t)

)
dt. Оскiльки множини G, яким належать

(
ϕ0, f

)
обмеженi, то знайдуться додатно визначенi матрицi Q̄(q)

0 , Q̄
(q)
1 , q = 1, 2, та-

кi, що G1 ⊆ G ⊆ G2, де

Gq =

{(
ϕ0, f

)
|
(
Q̄

(q)
0 ϕ0, ϕ0

)
+

∫ t1

0

(
Q̄

(q)
1 f (t) , f (t)

)
dt ≤ 1

}
.
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Отже, можемо записати такi спiввiдношення

sup
G

(
z(1) (t1) , ϕ (t1)

)
≤ sup

G2

(
z(1) (t1) , ϕ (t1)

)
=

=

(((
Q̄(2)
o

)−1
z(1) (0) , z(1) (0)

)
+

∫ t1

0

(
C
(
Q̄

(2)
1

)−1
CT z(1) (t) , z(1) (t)

)
dt

)1

2
,

inf
G

(
z(1) (t1) , ϕ (t1)

)
≥ inf

G1

(
z(1) (t1) , ϕ (t1)

)
=

=

(((
Q̄(1)
o

)−1
z(1) (0) , z(1) (0)

)
+

∫ t1

0

(
C
(
Q̄

(1)
1

)−1
CT z(1) (t) , z(1) (t)

)
dt

)1

2
.

Твердження 5 доведено. �

Твердження 6. Нехай L (t) при кожному t належить множинi D про-
стору матриць та iснує матриця L̂ ∈ D така, що виконується рiвнiсть

max
L

min
v∈G1

(
z(1) (t1) , ϕ (t1)

)
= min

v∈G1

(
z(1) (t1) , ϕ̂ (t1)

)
,

де ϕ̂ (t1) знаходиться iз розв’язку рiвняня (3) при u (t) = û (t) = L̂ (t)ϕ (t) .

Тодi матриця L̂ (t) може бути знайдена iз умови

L̂ (t) ∈ Argmax
L

f (L) , (4)

де

f (L) = −
(
ψ (t) , (B (t)L (t))T z(1) (t)

)
= −

(
B (t)L (t)ψ (t) , z(1) (t)

)
=

= −SpL (t)ψ (t)
(
BT (t) z(1) (t)

)T
= −

(
L (t) , BT (t) z(1) (t)ψT (t)

)
,

а функцiя ψ (t) iз рiвнянь

dψ (t)

dt
= (A (t) +B (t)L (t))ψ (t) + C (t)

(
Q̄

(1)
1

)−1
CT (t) ,

ψ (0) =
(
Q̄

(1)
0

)−1
z(1) (0) .

Доведення. Iз спiввiдношень

min
v∈G1

(
z(1) (t1) , ϕ (t1)

)
=

= −
((

Q
(1)
0 z(1) (0) , z(1) (0)

)
+

∫ t1

0

(
Q

(1)
1 z(1) (t) , z(1) (t)

)
dt

)1/2

= −Φ(L) ,

отримуємо

max
L∈D

min
v∈G1

(
z(1) (t1) , ϕ (t1)

)
= −min

L∈D
Φ (L) = −

(
min
L∈D

Φ1 (L)

)1/2

,

де Φ1 (L) = Φ2 (L) .
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Для знаходження матрицi L (t) застосуємо принцип максимуму. Введемо
функцiю Гамiльтона-Понтрягiна

H
(
ψ (t) , z(1) (t) , L (t)

)
= −

(
ψ (t) , (A (t) +B (t)L (t))T z(1) (t)

)
+

+
(
Q

(1)
1 z(1) (t) , z(1) (t)

)
= −

(
(A (t) +B (t)L (t))ψ (t) , z(1) (t)

)
+

+
(
Q

(1)
1 z(1) (t) , z(1) (t)

)
,

де функцiя ψ (t) є розв’язком спряженого рiвняння

dψ (t)

dt
= (A (t) +B (t)L (t))ψ (t)+

(
Q

(1)
1 z(1) (t) , z(1) (t)

)
, ψ (0) = Q

(1)
0 z(1) (0) .

Тодi, якщо min
L∈D

Φ1 (L) = Φ1

(
L̂
)
, то

L̂ ∈ Argmax
L∈D

f (L (t)) , f (L (t)) = −
(
B (t)L (t)ψ (t) , z(1) (t)

)
,

що й потрiбно було довести. �
Наслiдок. Нехай

D =
{
L (t) |SpL (t)LT (t) ≤ γ21 (t) , γ1 (t) > 0

}
.

Тодi L̂ = −γ1 BT (t)z(1)(t)ψT (t)

(SpBT (t)z(1)(t)ψT (t)ψ(t)z(1)T (t)B(t))
1/2 .

Доведення. Оскiльки f1 (L (t)) = −
⟨
L (t) , BT (t) z(1) (t)ψT (t)

⟩
, то врахову-

ючи нерiвнiсть Кошi-Буняковського будемо мати спiввiдношення

max
L∈D

f1 (L (t)) =
∥∥∥BT (t) z(1) (t)ψ (t)

∥∥∥ γ1,
де ∥L (t)∥ =

(
SpL (t)LT (t)

)1/2, при цьому

L̂ (t) = −γ1
BT (t) z(1) (t)ψT (t)∥∥BT (t) z(1) (t)ψT (t)

∥∥ =

= −γ1
BT (t) z(1) (t)ψT (t)(

SpBT (t) z(1) (t)ψT (t)ψ (t) z(1)T (t)B (t)
)1/2 .

�
Твердження 7. Нехай матриця L не залежить вiд t. Тодi якщо D —

компактна в просторi матриць, то iснує L̂ таке, що min
L∈D

Φ1 (L) = Φ1

(
L̂
)
,

при цьому

L̂ = −γ1
∫ t1

0
BT (t) z(1) (t)ψT (t) dt×

×
(∫ t1

0
SpBT (t) z(1) (t)ψT (t)ψ (t) z(1)T (t)B (t) dt

)−1/2

.
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Доведення. Оскiльки функцiя Φ1 (L) неперервно залежить вiд матрицi L,
а D — компакт, то iснує матриця L̂ ∈ D така, що

Φ1

(
L̂
)
= min

L∈D
Φ1 (L) .

Зауважимо, що у випадку незалежностi L вiд t функцiя Гамiльтона-
Понтрягiна буде мати вигляд

H
(
ψ (t) , z(1) (t) , L

)
= −

(∫ t1

0
BT (t) z(1) (t)ψT (t) dt, L

)
+β

(
ψ (t) , z(1) (t)

)
,

де β
(
ψ (t) , z(1) (t)

)
не залежить вiд L. Отже справджується рiвнiсть

max
L∈D

H
(
ψ (t) , z(1) (t) , L

)
=

=

∣∣∣∣∫ t1

0
BT (t) z(1) (t)ψT (t) dt

∣∣∣∣ γ1 (t) + β
(
ψ (t) , z(1) (t)

)
i максимум досягається при L = L̂, що й потрiбно було довести. �

5. Регуляризацiя критерiю
Нижче розглядається регуляризацiя критерiю Φ(L (t)) . Назвемо фун-

кцiю ûα (t) = L̂α (t)ϕ (t) , де матриця L̂α (t) знаходиться iз умови

L̂α (t) ∈ Argmin
L∈D

Φα (L (t)) ,

а функцiонал Φα (L (t)) визначається за формулою Φα (L (t)) = Φ1 (L (t))+
αF (L (t)) , α > 0, F (L (t)) > 0, регуляризованим керуванням iз функцiо-
налом регуляризацiї F (L (t)) .

Твердження 8. Нехай F (L (t)) =
∫ t1
0 SpL (t)LT (t) dt. Тодi регуляризо-

ване керування має вигляд

L̂ (t) = −BT (t) z(1) (t)ψT (t) /α. (5)

Доведення. Будуємо функцiю Гамiльтона-Понтрягiна

H
(
ψ (t) , z(1) (t) , L (t)

)
= −

⟨
BT (t) z(1) (t)ψT (t) , L (t)

⟩
+

+(L (t) , L (t)) (α/2) + β1

(
ψ (t) , z(1) (t)

)
.

Отримуємо

H
(
ψ (t) , z(1) (t) , L̂ (t)

)
= max

L∈D
H
(
ψ (t) , z(1) (t) , L (t)

)
,

де L̂ (t) = −BT (t) z(1) (t)ψT (t) /α, що й потрiбно було показати. �

Зауваження. Iз загальної теорiї регуляризацiї [9] випливає, що

lim
α→0

Φα

(
L̂α (t)

)
= inf

L∈D
Φ1 (L (t)) .

57



ЗАДАЧI ПРОТИБОРСТВА В СИСТЕМАХ ...

Зрозумiло, що в загальному випадку для знаходження L̂α (t) потрiбно
розв’язувати крайову задачу для знаходження z(1) (t) та ψ (t) iз вiдповiд-
них систем нелiнiйних диференцiальних рiвнянь при L (t) = L̂ (t) . Наведе-
мо нижче функцiонал регуляризацiї F (L (t)) спецiального типу, для якого
задача знаходження L̂α (t) значно спрощується. Покладемо

F (L (t)) =

∫ t1

0
SpL (t)P (t)LT (t) dt,

де симетрична матриця P (t) є розв’язком лiнiйного рiвняння

dP (t)

dt
= (A (t) +B (t)L (t))P (t) + P (t) (A (t) +B (t)L (t))T +Q

(1)
1 ,

P (0) = Q
(1)
0 .

(6)

Твердження 9. Має мiсце рiвнiсть

min
L∈D

Φα (L (t)) = Φα

(
L̂α (t)

)
,

де L̂α (t) = −BT (t)Sα (t), а функцiя Sα (t) є розв’язком рiвняння Рiккатi

−dSα (t)
dt

= AT (t)Sα (t) + Sα (t)A (t)− Sα (t)B (t)BT (t)Sα (t) ,

Sα (t1) = R0, R0 =

s∑
k,j=1

λkλje
kejT .

(7)

При цьому

Φ1

(
L̂α (t)

)
= SpP̂ (t1)R0 ≤ SpSα (0)Q

(1)
0 +

∫ t1

0
SpSα (t)Q

(1)
1 dt,

де P̂ (t) — розв’язок рiвняння (6) при L (t) = L̂α (t) .

Доведення. Доведення цього твердження проводиться аналогiчно тому, як
це зроблено в [8]. �

Наслiдок. Нехай Φ(t, τ) матриця, що є розв’язком рiвняння

dΦ (t, τ)

dt
= A (t)Φ (t, τ) , Φ(τ, τ) = E.

Тодi має мiсце рiвнiсть

S1 (β, t) = Φ (t, t1) R̃0Φ
T (t, t1) +

∫ t1

t
Φ(t, τ)B (τ)BT (τ)ΦT (t, τ) dτ,

де S1 (β, t) = S−1 (β, t) i S (β, t) є розв’язком рiвняння (7) при R0 = R̃0,
R̃0 = R0 + βE, β > 0.
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Доведення. Оскiльки R0 + βE — додатно визначена матриця, то матриця
S (β, t) також буде додатно визначена. Покладемо S1 (β, t) = S−1 (β, t) .
Оскiльки

dS1 (β, t)

dt
= −S1 (β, t)

dS (β, t)

dt
S1 (β, t) ,

то рiвняння (7) запишеться у виглядi

dS1 (t)

dt
= A (t)S1 (t) + S1 (t)A

T (t)−B (t)BT (t) /α, S1 (t1) = (R0 + βE)−1 .

Розв’язок цього рiвняння має вигляд

S1(β, t) = Φ (t, t1) (R0 + βE)−1ΦT (t, t1)+

+
1

α

∫ t1

t
Φ(t, τ)B (τ)BT (τ)ΦT (t, τ) dτ,

що й потрiбно було показати. �

Наслiдок. Має мiсце рiвнiсть

S(β, t) = (Φ (t, t1) (R0 + βE)−1ΦT (t, t1)+

+ (1/α)

∫ t1

t
Φ(t, τ)B (τ)BT (τ)ΦT (t, τ) dτ)−1

при β > 0, причому

S (β, t) ≤ ΦT1 (t, t1) (R0 + βE)−1Φ1 (t, t1) ,

де Φ1 (t, t1) = Φ−1 (t, t1) = Φ (t1, t) .

Доведення. Оскiльки α > 0, а матриця∫ t1

t
Φ(t, τ)B (τ)BT (τ)ΦT (t, τ) dt ≥ 0,

то виконуються нерiвностi

S1 (β, t) ≥ Φ (t, t1) (R0 + βE)−1ΦT (t, t1) > 0.

Наслiдок доведено. �

Твердження 10. Нехай β ∈ [0, β1]. Тодi має мiсце спiввiдношення

S (β, t) = S (0, t) + βS2 (β0, t) ,

де 0 < β0 ≤ β1, а функцiя S2 (β0, t) має вигляд

S2 (β0, t) =
dS (β, t)

dt
| β=β0 = S2 (t)

та є розв’язком лiнiйного рiвняння

−dS2 (t)
dt

= AT1 (t)S2 (t) + S2 (t)A1 (t) (8)

при S2 (t1) = R0 + β0E, A1 (t) = A (t)− (1/α)B (t)BT (t)S (β0, t) .
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Доведення. Доведення цього твердження випливає iз iснування похiдної
S2 (β0, t), яка задовольняє рiвняння (8) та розкладу функцiї S (β, t) в ряд
Тейлора в околi нуля. �
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ДО ПРОБЛЕМИ ОЦIНКИ МАТРИЦЬ ПОПАРНИХ
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Resume. If on a set of objects are given certain binary relations,
that determine the advantages of one object over the other object,
then their ordering is possible with a help of paired comparisons.
The method of paired comparisons allows an estimation of such
characteristics of objects, which are not measurable in the usual
sense, that is with technical devices and tools. Practical applications
of the method in ranking, prioritization and decision-making are uni-
que in the sense that it allows utilization of subjective preferences of
judges. Since the objects are compared in pairs, judges can concentrate
their attention on only two objects at time. It is believed that such an
approach avoids the effect of so-called sensory fatigue, when evaluati-
ng more than two objects at a time leads to confusion and lack of
concentration. Moreover, observing just two objects permits better
discrimination between very fine differences in the objects. This
method represents a simpler but strong alternative to other ranking
techniques, which may require complex experiment planning
procedures. Another distinctive advantage of our approach is that
the method does not deny the existence of circular triads, and in
some cases allows identification of such triads. We see the method
of paired comparisons as by far more superior than other ranking
techniques. In this paper it is considering the case when the elements
of comparisons are random with partly unknown probabilities. To
determine them, it is using the method of maximum authentici-
ty and the method of minimizing the aggregate quadratic error.
It is shown that the estimates of the maximum authenticity of the
probabilities are determined by some equation, has a unique soluti-
on. For optimal averaged estimates are received an explicit formulas.
Keywords: decision making theory, operands ranking, pair-wise
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comparison method, maximal probability method, average mean-
square error minimization method, maximum probability estimator.

Резюме. Якщо на множинi об’єктiв задаються певнi бiнарнi вiд-
ношення, що визначають переваги одного об’єкта над iншим, то
їх впорядкування можливе за допомогою попарних порiвнянь. В
роботi розглядається випадок, коли елементи матрицi порiвнянь
випадковi з частково невiдомими ймовiрностями. Для їх визна-
чення застосовується метод максимальної вiрогiдностi та метод
мiнiмiзацiї усередненої середньоквадратичної похибки. Показано,
що оцiнки максимальної вiрогiдностi ймовiрностей визначаються
iз деякого рiвняння, що має єдиний розв’язок. Для оптимальних
усереднених оцiнок ймовiрностей одержанi явнi формули.
Ключовi слова: теорiя прийняття рiшень, ранжування об’є-
ктiв, метод попарних порiвнянь, метод максимальної вiрогiдно-
стi, метод мiнiмiзацiї усередненої середньоквадратичної похибки,
оцiнка максимальної вiрогiдностi.

Однiєю з важливих проблем в теорiї прийняття рiшень є задача
ранжування об’єктiв. Якщо на множинi таких об’єктiв задаються пев-
нi бiнарнi вiдношення, що визначають переваги одного об’єкта над
iншим, то їх впорядкування можливе за допомогою попарних порiв-
нянь. В роботi розглядається випадок, коли елементи матрицi по-
рiвнянь випадковi з частково невiдомими ймовiрностями. Для їх ви-
значення застосовується метод максимальної вiрогiдностi та метод
мiнiмiзацiї усередненої середньоквадратичної похибки. Показано, що
оцiнки максимальної вiрогiдностi ймовiрностей визначаються iз де-
якого рiвняння, що має єдиний розв’язок. Для оптимальних усере-
днених оцiнок ймовiрностей одержанi явнi формули.

Нехай на множинi альтернатив X = {x1, . . . , xm} – задача N бiнар-
них вiдношень Bk, k = 1, N .

Поставимо у вiдповiднiсть кожному бiнарному вiдношенню Bk ма-
трицю попарних порiвнянь [4] Ak = {a(k)ij }i,j=1,m, при цьому a

(k)
ij = 1,

якщо xiRkxj i a(k)ij = −1, якщо xiRkxj.
Будемо вважати, що a(k)ij при фiксованих i, j є реалiзацiями (послi-

довнiстю) випадкових незалежних величин, причому
P
{
a
(k)
ij = 1

}
= γkijpij = 1−P

{
a
(k)
ij = −1

}
, де k = 1, N, γ

(k)
ik – вiдомi

додатнi величини γkij ≤ 1, pij – невiдомi параметри 0 ≤ pij ≤ 1 .
Позначимо через y

(k)
ij – реалiзацiї випадкових величин a

(k)
ij . Тодi

якщо k1, . . . , kr такi, що y(ks)ij = 1, s = 1, r, а y(ks)ij = −1, s = r + 1, N ,
то має мiсце наступне твердження.
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Твердження 1. Нехай λij – корiнь рiвняння на множинi [1,∞)

r =
N∑

s=r+1

(λij − γ
(Ks)
ij )−1, (1)

тодi єдина оцiнка максимальної вiрогiдностi має вигляд pij
1
λij

, де

r = 1
2
(N +

∑N
k=1 y

(k)
ij ).

Доведення. Через те що, величини a(k)ij , k = 1, N незалежнi,

Wij(P ) = P
{
a
(1)
ij = y

(1)
ij , ..., a

(N)
ij = y

(N)
ij

}
=

=
N∏
s=1

P
{
a
(s)
ij = y

(s)
ij

}
= γ

(k1)∗
ij γ

(kr)
ij p

(r)
ij (1− γ

(kr+1)
ij pij)...(1− γ

(kN )
ij pij),

(2)

звiдки

lnWij(P ) ==
∑

ln γ
(ks)
ij +r ln

r∑
s=1

ln γ
(ks)
ij +r ln pij +

N∑
s=r+1

ln (1− γ(ks)ij pij)

Через те що, d
dp
lnWij(P ) = r

pij
−
∑N

s=r+1(1 − γ
(Ks)
ij pij)

−1, то iз умови
d
dp
lnWij(P ) = 0 одержимо рiвняння (1) вiдносно λij = 1

pij
.

Далi позначимо через f(λ) функцiю f(λ) =
∑N

s=r+1(λ − γ
(Ks)
ij )−1,

яка є монотонно спадною i lim
λ→∞

f(λ) = 0. Значить рiвняння f(λ) = r

має єдиний корiнь, а значить оцiнка p̂ij = 1

λ̂ ij
– єдина. �

Наслiдок. Нехай γij = 1, тодi

p̂ij =
1

2

(
1 +

1

N

N∑
k=1

y
(k)
ij

)
. (3)

Наслiдок 2. Нехай в рiвняння (1), r = N − 2. Позначимо
γ
(KN−1)
ij = γ1, γ

(KN )
ij = γ2. Тодi рiвняння f(λ)−r = 0. Запишемо у вигля-

дi
r(λ − γ1)(λ − γ2) − 2 > +γ1 + γ2 = 0, або rλ2 − 2(2 + r(γ1 + γ2)) +

γ1 + γ2 + rγ1γ2 = 0. Звiдки одержимо оцiнку p̂ij = 1

λ̂ ij
, де λ̂ij =

2
r
+γ1+γ2+

√
4
r2

+ (γ1 − γ2)2 =
2
r

(
1 +

√
1 + r2

4
(γ1 − γ2)2

)
+γ1+γ2. Зна-

йдемо далi лiнiйну оцiнку параметра pij. Нехай u1, ..., uN – довiльнi
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числа. Будемо шукати оцiнку pij у виглядi

p̂ij =
N∑
k=1

uky
(k)
ij + cij (4)

Твердження 2. Якщо cij =
∑N

k=1 uk, а uk задовольняє умовi∑N
k=1 ukγ

(k)
ij = 1

2
, то оцiнка (4) є незмiщеною.

Доведення. Через те що, Ey(k)ij = 2γ
(k)
ij p − 1, то Ep(k)ij = 2γ

(k)
ij p − 1, то

Ep
(k)
ij =

∑N
k=1 ukEy

(k)
ij +

∑N
k=1 uk =

∑N
k=1 uk(2γ

(k)
ij p − 1) +

∑N
k=1 uk = p,

що й потрiбно було показати. �

Твердження 3. Середньоквадратична похибка σ(p, u1, .., uN) не-
змiщеної оцiнки параметри pij має вигляд

σ(p, u1, .., uN) = {4pij
N∑
k=1

rkiju
2k − 4p2ij

N∑
k=1

u2k(γkij)
2}

1
2 . (5)

Доведення.

E(pij − p̂ij)
2 = p2ij − 2pijEp̂ij + Ep̂2ij = −p2ij + Ep̂2ij,

Ep̂2ij = E(
N∑
k=1

uk(y
(k)
ij +1))2 =

N∑
k=1

u2kE(y
(k)
ij +1)2+

∑
k ̸=s

ukusE(y
(k)
ij +1)(y

(s)
ij +1).

Через те що, E(y(k)ij + 1)2 = 4γ
(k)
ij pij, а

E(y
(k)
ij + 1)(y

(s)
ij + 1) = E(y

(k)
ij + 1)E(y

(s)
ij + 1) = 4p2ijγ

(k)
ij γ

(s)
ij ,

звiдки Ep̂2ij = p2ij − 4p2ij
∑
u2k(γ

k
ij)

2, а значить

E(pij − p̂ij)
2 = 4pij

N∑
k=1

(γkij)u
2
k − 4p2ij

N∑
k=1

u2k(γ
k
ij)

2,

що i потрiбно було показати. �

Зауважимо далi, що середньоквадратична похибка залежить вiд
невiдомого параметра pij. Для того щоб зняти невизначенiсть, припу-
стимо, що нам вiдомi нижня та верхня оцiнки pij, тобто p−ij ≤ p ≤ p+ij.
Введемо функцiю

σ2
1(u1, ..uN) =

∫ p+ij

p−ij

σ2(p, u1, ..uN)µ(dp),

де µ(·) – вiдомий розподiл ймовiрностей [4].
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Означення 1. Незмiщену оцiнку ˆ̂pij =
∑
ûk(y

k
ij + 1) для якої

(û1, ..., ûN) ∈ Argminτ 21 (u1..uN), будемо називати усередненою лiнiй-
ною оцiнкою.

Твердження 4. Усереднена лiнiйна оцiнка має вигляд:

ˆ̂pij =
N∑
k=1

ûk(y
(k)
ij + 1), (6)

де ûk = 1
2
δ
(k)
ij

(∑N
k=1 γ

k
ijδ

(k)
ij

)−1

, δ(k)ij =
γ
(k)
ij

β
(k)
ij

, β(k)
ij = µ1γ

(k)
ij − µ2(γ

k
ij)

2. При
цьому:

min σ2
1(u1..uN) =

N∑
k=1

(µ1γ
(k)
ij − µ2)

−1, (7)

µ1 =

∫ p+ij

p−ij

pµ(dp), µ2 =

∫ p+ij

p−ij

p2µ(dp).

Доведення. Зведемо функцiю Лагранжа Fλ(u1, ..., uN) = 1
4
σ2
1 + 2 >

>
∑N

k=1 ukγ
(k)
ij iз умови ∂Fλ

∂uλ
= 0 одержимо, що ûk = − γ

(k)
ij

β
(k)
ij

λ. Множник

λ знаходимо iз умови
∑N

k=1 ûkγ
(k)
ij = 1

2
. Тобто λ = −1

2
(
∑N

k=1

(γkij)
2

β
(k)
ij

)−1.

Звiдки одержимо вираз для ûk. Знайдемо далi σ2
1(û1, ..., ûN).

Маємо, що σ2
1(û1, ..., ûN) =

∑
ûk(y

k
ij + 1) = x

∑N
k=1

(γ
(k)
ij )2

β
(k)
ij

,(∑N
k=1

(γ
(k)
ij )2

β
(k)
ij

)−2

=

(∑N
k=1

(γ
(k)
ij )2

β
(k)
ij

)−1

=

(∑N
k=1

(γ
(k)
ij )2

µ
(k)
1 γ

(k)
ij −µ2(γ(k)ij )2

)−1

=

=
(∑N

k=1 µ1(γ
(k)
ij )−1 − µ2

)−1

, що й потрiбно було показати. �

Наслiдок. Якщо γ(k)ij = 1, то усереднена лiнiйна оцiнка має вигляд

ˆ̂pij =
1

2

(
1 +

1

N

N∑
k=1

y
(k)
ij

)
(8)

при цьому

σ2
1(û1, ..., ûN) =

1

N
(µ1 − µ2). (9)

Твердження 5. Нехай iснують константи c1(N), c2(N) такi, що
c1(N) ≤ γ

(k)
ij ≤ c2(N).

Тодi має мiсце нерiвнiсть
1

N

(
µ1c

−1
2 (N)− µ2

)
≤ σ2

1(û1, ..., ûN) ≤
1

N

(
µ1c

−1
1 (N)− µ2

)
.
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Доведення. Через те що, 1
c2(N)

≤ (γ
(k)
ij )−1 ≤ 1

c1(N)
, то

(
µ1c

−1
1 (N)− µ2

)−1 ≤

≤
(
µ1(γ

(k)
ij )−1 − µ2

)−1

≤
(
µ1c

−1
2 (N)− µ2

)−1. Звiдки одержимо необхi-
дну нерiвнiсть. �

Означення 2. Матрицю P̂ (Y ) = (P̂ij)i,j=1,m – назвемо лiнiйною оцiн-
кою матрицi P = (pij).

Означення 3. Матрицю P̂ (Y ) = (ˆ̂pij)i,j=1,m назвемо лiнiйною усере-
дненою оцiнкою матрицi P = (pij)i,j=1,m.

Твердження 6. Мають мiсце рiвностi

EP̂ (Y ) = P, (10)

та ∫
Rm

Esp
(
P̂ (Y )− P

)2
dp =

N∑
j

(∑
(µ

(1)
ij γ

(k)
ij )−1 − µ

(??)
ij

)−1

, (11)

де

µ
(1)
ij =

∫ p+ij

p−ij

pµ(dp), µ
(2)
ij =

∫ p+ij

p−ij

p2µ(dp).

Доведення. Рiвнiсть (10) випливає iз незмiщеної оцiнки p̂ij , а також
iз того, що EP̂ (Y ) = (Ep̂ij)i,j=1,m. Далi зауважимо, що

σ2 = ESp2
(
P̂ (Y )− P

)
=
∑
i,j

E(p̂ij − pij)
2 =

= 4

(∑
i,j

pij

N∑
k=1

γ
(k)
ij û

2
k −

∑
c,j

p2ij

N∑
k=1

û2k(γ
(k)
ij )2

)
.

Так як, ûk = 1
2

γ
(k)
ij

β
(k)
ij

(∑N
k=1

(γ
(k)
ij )2

β
(k)
ij

)−1

, то

σ2(P ) =
N∑
k=1

 m∑
i,j=1

(
pij(γ

(k)
ij )− p2ijγ

2
ij

)(γ(k)ij

β2
ij

)2
( N∑

k=1

(γ
(k)
ij )2

β
(k)
ij

)−2

.

Враховуючи, що β(k)
ij = µ1γ

(k)
ij − µ2(γ

(k)
ij )2 одержимо, що∫

σ2(P )µ(dp) =
m∑

i,j=1

(
N∑
k=1

(µ
(1)
ij )(γ

(k)
ij )−1 − µ2

ij)
−1)−1.

�
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Наслiдок. Якщо γ(k)ij = 1, то∫
Rm2

Esp2(P̂ (Y )− P )µ(dp) =
1

N

(
m∑

i,j=1

(µ
(1)
ij − µ2

ij)

)
.

Нехай P{y(k)ij = 1} = γ
(k)
ij p. Нехай при i < j, P{η(k)ij = y

(k)
ij } = γ

(k)
ij p

при y
(k)
ij = 1 i 1 − γ

(k)
ij при y

(k)
ij = −1, i, j = 1,m. Знайдемо лiнiйну

усереднену оцiнку P по спостереженням y
(k)
ij , i < j. Покладемо

p̂ =
N∑
k=1

∑
i<j

iu
(k)
ij y

(k)
ij =

N∑
k=1

(uk, yk), (12)

де y(k)ij =y(k)ij + 1.
Твердження 7. Нехай випадковi величини η

(k)
ij , i < j, k = 1, N

некорельованi, причому виконуються умови

N
k=1

∑
i<j

iu
(k)
ij γ

(k)
ij =

1

2
. (13)

Тодi оцiнка (12) є незмiщеною, причому

E(p− p̂)2 = 4
N∑
k=1

∑
i<j

(u
(k)
ij )

2(γ
(k)
ij p− (γ

(k)
ij )2p2).

Доведення. Через те що EY (k)
ij = 2γ

(k)
ij p , то iз врахуванням (13) одер-

жимо незмiщенi оцiнки. Далi маємо, що

E(p− p̂)2 = E(
N∑
k=1

∑
i<j

(u
(k)
ij )

2(y
(k)
ij )− Eykij))

2 =

=
N∑
k=1

∑
i<j

(u
(k)
ij )

2E(yij − Ey
(k)
ij )

2, E(y
(k)
ij − Ey

(k)
ij )

2 =

= E(y
(k)
ij −Ey(k)ij ) = 1−(Ey

(k)
ij )2 = 1−(2γ

(k)
ij p−1)2 = −4(γ

(k)
ij )2p2+4γ

(k)
ij p.

Таким чином,

E(p− p̂)2 =
N∑
k=1

∑
i<j

(u
(k)
ij )

2(4γ
(k)
ij p− 4(γ

(k)
ij )2p2),

що i потрiбно було показати. �
Припустимо далi, що вiдомi числа p− i p+ такi, що p− ≤ p ≤ p+.
Позначимо через σ2

1(u) усереднений критерiй по розподiлу µ(·) для
якого iснують першi чи другi моменти σ2

1(u) =
∫ p+
p−
E(p− p̂)2µ(dp).

67



В. П. САВКОВА, О. Г. НАКОНЕЧНИЙ

Твердження 8. Оптимальна усереднена оцiнка [2], для якої
û ∈ Argminσ2

1(u) та виконується умова
∑

k

∑
i<j û

(k)
ij γ

(k)
ij = 1

2
є не-

змiщеною. При цьому мають мiсце рiвностi

ûij =
1

2

β
(k)
ij∑

k

∑
i<j(β

(k)
ij )2

, β
(k)
ij =

γ
(k)
ij

δ
(k)
ij

,

σ2
1(û)

k =

(
N∑
k=1

∑
i<j

(γ
(k)
ij )2

δ
(k)
ij

)−1

.

(14)

Доведення. Через те що, σ2
1(u)=4

∑N
k=1

∑
i<j(u

(k)
ij )

2δ
(k)
ij , де δij = γ

(k)
ij µ1−

−(γ
(k)
ij )2µ2, µ1 =

∫ p+
p−
pµ(dp), µ2 =

∫ p+
p−
p2µ(dp), то знайдемо мiнiмум

функцiї σ2
1(u) при умовi (13). Введемо функцiю Лагранжа [3]

σ2
λ(u) = σ2

1(u) + 2λ
∑

u

∑
i<j u

(u)
ij γ

(k)
ij . Тодi iз умови ∂

∂uij
σλ(u) = 0, одер-

жимо, що û(k)ij = −λγ
(k)
ij

δ
(k)
ij

. Множник λ знаходимо iз умови (13), тобто

λ = 1
2
(
∑

k

∑
i<j(

(γ
(k)
ij )2

δ
(k)
ij

))−1. Таким чином, û(k)ij = 1
2

β
(k)
ij∑

k

∑
i<j(β

(k)
ij )2δ

(k)
ij

.

Таким чином, σ2
1(û) = (

∑
k

∑
i<j(β

(k)
ij )2δ

(k)
ij )−2 ·

∑
k

∑
i<j(β

(k)
ij )2δ

(k)
ij ,

(β
(k)
ij )2δ

(k)
ij =

(γ
(k)
ij )2

(δ
(k)
ij )

δij = (β
(k)
ij )2δ

(k)
ij , звiдки одержимо (14). �

Наслiдок. Нехай iснують числа c1(N) та c2(N) такi, що
c1(N) ≤ γ

(k)
ij ≤ c2(N). Тодi мають мiсце нерiвностi

2
(µ1c

−1
2 (N)− µ2)

NCm(m−1)
≤ σ2

1(û) ≤
2(µ1c

−1
1 (N)− µ2)

Nm(m− 1)
.
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Резюме. Дослiджено змiшано цiлочисловi задачi бiлiнiйного про-
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1. Вступ
Ряд задач економiки, теорiї керування, дослiдження операцiй можуть

бути представленi у виглядi задач бiлiнiйного програмування [1]. Зокрема
до них зводяться: задача пошуку ситуацiї рiвноваги за Нешем у бiматри-
чнiй грi, лiнiйна задача доповнюваностi спецiального вигляду, задача бi-
лiнiйної вiддiлимостi двох множин у просторi Rn, задача виробничого ка-
лендарного планування, задача про багатопродуктовий потiк в мережах,
тривимiрна задача про призначення та iншi. Зазвичай у бiлiнiйних змiша-
но цiлочислових задачах видiляють вектор x = (x1, x2, . . . , xn) неперервних
i y = (y1, y2, . . . , yq) цiлочислових змiнних. Цiльова функцiя лiнiйна по ко-
жнiй з цих змiнних при фiксованiй iншiй, але при цьому в нiй обов’язково
присутнi члени, що мiстять добутки xiyj , i ∈ Nn = {1, 2, . . . , n}, j ∈ Nq,
невiд’ємних неперервної i цiлочислової змiнних, можливо, з деяким коефi-
цiєнтом. Цi задачi мають два джерела неопуклостi: перше –– цiлочисло-
вi змiннi, а друге –– бiлiнiйнiсть функцiй, якi й породжують неопуклiсть
цих задач. Як вiдомо, неопуклi задачi мають велику кiлькiсть локальних
розв’язкiв i стацiонарних точок, далеких вiд глобального оптимуму за зна-
ченням цiльової функцiї, а класичнi методи опуклої оптимiзацiї в подiбних
задачах безпосередньо незастосовнi або неефективнi. Тому розробка нових
методiв пошуку точних та наближених розв’язкiв в неопуклих i дискре-
тних задачах математичного програмування є однiєю з актуальних задач
сучасної оптимiзацiї [1–7]. При цьому поряд з популярними унiверсальни-
ми пiдходами до розв’язання подiбних задач такими методами, як гiлок
та меж, вiдсiкань, апроксимацiй та iн. [2–5], досить ефективними є методи
дослiдження та розв’язання спецiальних класiв неопуклих задач з ураху-
ванням їх особливостей i властивостей [1–7].

Неперервнi та змiшано цiлочисловi задачi бiлiнiйного програмування ма-
ють багато застосувань, що розглядалися, зокрема, в роботах [1, 6–9]. Зада-
чi такого типу виникають у виробництвi, в ситуацiях розподiлу продукцiї
та ресурсiв. Загальна методологiя розв’язання –– побудова многогранної
релаксацiї, використовуючи перетворення кожного бiлiнiйного елемента в
межах простору гiлок та меж. Складна релаксацiя може бути побудована
з використанням опуклих оболонок всiєї бiлiнiйної функцiї. Також iснують
спецiалiзованi алгоритми гiлок та меж, якi звужують область допустимих
значень в кожному вузлi дерева пошуку. Переформулювання за допомогою
технiки лiнеаризацiї може бути застосовано до неперервних бiлiнiйних за-
дач та поширене на змiшанi неперервно булевi задачi з бiлiнiйною цiльовою
функцiєю.

Одним iз перспективних пiдходiв до розв’язання складних задач дискре-
тної оптимiзацiї є декомпозицiйний пiдхiд, який здiйснює пошук розв’яз-
кiв вхiдної задачi шляхом розв’язання ряду незалежних пiдзадач меншої
розмiрностi [2, 4, 5, 10, 11]. Загальна iдея методiв декомпозицiї, заснова-
ної на роздiленнi змiнних, полягає у проведеннi обчислень при фiксованих
значеннях вектора y, потiм використовуючи оптимальний розв’язок x, ко-
ректуваннi значення вектора y. Указана процедура породжує клас методiв
декомпозицiї, заснованих на роздiленнi змiнних.
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2. Частково цiлочислова задача бiлiнiйної оптимiзацiї
Розглянемо частково цiлочислову задачу бiлiнiйної оптимiзацiї зi зв’яза-

ними змiнними вигляду P1:

min{f(x, y)|Ax+ F (y) > b, x > 0, y ∈ S},

f(x, y) = ⟨c, x⟩+ ⟨x,Qy⟩+ ⟨d, y⟩. (1)

Тут f — скалярна функцiя вiд змiнних x i y, x та c — n-вимiрнi вектори,
y — q-вимiрний вектор, матрицi Q i A мають розмiрностi n × q та m × n,
вiдповiдно, F — m-вектор, компонентами якого є функцiї вiд змiнної y,
b — m-вимiрний вектор, а S — множина цiлочислових векторiв з Rn.

Задача P1 є частково цiлочисловою, де деякi змiннi є неперервними, а
деякi цiлочисловими. Оскiльки P1 лiнiйна по x при фiксованих значеннях
y, логiчно розв’язувати її шляхом фiксацiї y, розв’язання задачi лiнiйного
програмування (ЛП) вiдносно x, отримання кращого значення y тощо.

Щоб мати можливiсть застосовувати технiку роздiлення змiнних не мо-
жна вибирати будь-якi вектори змiнних y ∈ S. Можуть розглядатися тiль-
ки такi значення y, для яких iснує x ∈ Rn, що задовольняє обмеження
задачi, тобто вектор y ∈ Rq повинен належати множинi

R = {y ∈ Rq|∃x > 0 : Ax > b− F (y), y ∈ S}.
Для того, щоб у явнiй формi отримати обмеження, що визначають мно-

жину R, скористаємось лемою Фаркаша [10, 11].

Лема 1. Iснує вектор x > 0, що задовольняє умови Bx = a тодi i тiльки
тодi, коли aTu > 0 для всiх u, що задовольняють BTu > 0.

Зафiксувавши y ∈ S i застосувавши лему до системи лiнiйних рiвностей
i нерiвностей

Ax− s = b− F (y), x > 0, s > 0,

приходимо до висновку, що y допустимий тодi i тiльки тодi, коли виконує-
ться умова

⟨b− F (y), u⟩ 6 0 (2)

для всiх u, що задовольняють ATu 6 0, u > 0.
Позначимо C = {u|ATu 6 0, u > 0}. Цей многогранний конус визна-

чається скiнченою кiлькiстю твiрних, тобто ∃ uri , i = 1, . . . nr, такi, що
будь-який u ∈ C може бути представленим у виглядi

u =

nr∑
i=1

λiu
r
i , λi > 0.

Пiдставляючи останнiй вираз в (2), отримаємо
nr∑
i=1

λi(b− F (y))Turi 6 0,

що справедливо для всiх λi > 0, тодi i тiльки тодi, коли

⟨b− F (y), uri ⟩ 6 0, i = 1, . . . , nr. (3)
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Таким чином, вектор y ∈ S допустимий, тодi i тiльки тодi, коли вiн
задовольняє скiнченнiй системi обмежень (3). Множина R тепер може бути
представлена у виглядi

R = {y|⟨(b− F (y)), uri ⟩ 6 0, i = 1, . . . , nr, y ∈ S}. (4)

Якщо R порожня, тодi вхiдна задача P1 не має допустимого розв’язку.
Припускаючи, що R не порожня, перепишемо P1 у виглядi

min
y∈R

{f(y) + min{⟨c, x⟩+ ⟨x,Qy⟩|Ax > b− F (y), x > 0}}.

Цiльова функцiя цiєї задачi задається алгоритмiчно. Для знаходження
її значення при фiксованому y необхiдно розв’язати задачу лiнiйного про-
грамування:

min{⟨c, x⟩+ ⟨x,Qy⟩|Ax > b− F (y), x > 0}. (5)

Розглянемо двоїсту задачу до (5):

max{(b− F (y))Tu|ATu 6 c+Qy, u > 0}. (6)

Якщо y ∈ R, то пряма задача (5) допустима i в силу теореми двоїстостi
маємо рiвнiсть оптимальних значень цiльових функцiй задач (5) i (6)

min{⟨c, x⟩+ ⟨x,Qy⟩|Ax > b− F (y), x > 0} =

max{⟨b− F (y), u⟩|ATu 6 c+Qy, u > 0}, (7)

де значення максимуму береться рiвним −∞ якщо двоїста задача недопу-
стима.

Отже, спiввiдношення (7) пiдсумовують твердження, що, якщо пряма
задача має необмежену цiльову функцiю на допустимiй множинi, то двоїста
задача недопустима, в той час, коли обидвi задачi допустимi, то вони мають
скiнчений оптимальний розв’язок з рiвними значеннями цiльових функцiй.
Враховуючи вищезазначене задача P1 приймає новий вигляд:

min
y∈R

{f(y) + max{(b− F (y))Tu|ATu 6 c+Qy, u > 0}}.

Розглянемо допустиму множину

P (y) = {u|ATu 6 c+Qy, u > 0}

двоїстої задачi (6). Обмеження множини P (y) залежать вiд y. Якщо мно-
гогранник P (y) = ∅, то пряма задача (5) має необмежений розв’язок як
i вхiдна задача P1. Якщо P (y) ̸= ∅, то внутрiшнiй максимум задачi P1
досягається в однiй з вершин upi (y) ∈ P (y), i = 1, . . . , np(y) або прямує
до ∞ вздовж крайнього променя uri , i = 1, . . . , nr, множини P (y). В цьо-
му випадку задача (5) недопустима, що суперечить вхiдним припущенням,
що y ∈ R, отже можна обмежитись розглядом тiльки крайнiх точок P (y).
Задача P1 враховуючи означення R, еквiвалентна наступнiй задачi P2:

min{z|z > f(y) + ⟨b− F (y), upi (y)⟩, i = 1, . . . , np(y),

⟨b− F (y), uri ⟩ 6 0, i = 1, . . . , nr, y ∈ S}.
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Позначивши G множину, що описується обмеженнями задачi P2, пере-
ходимо до нового запису цiєї задачi:

min{z|(z, y) ∈ G}.

Справедлива теорема, що встановлює еквiвалентнiсть задач P1 i P2.

Теорема 1. Задача P1 не має допустимих розв’язкiв тодi i тiльки тодi,
коли множина G порожня.

Якщо (z̄, ȳ) — розв’язок задачi P2 та x̄ є розв’язком задачi ЛП

min{⟨c, x⟩+ ⟨x,Qȳ⟩|Ax > b− F (ȳ), x > 0}, (8)

то (x̄, ȳ) є розв’язком задачi P1 i z̄ = ⟨c, x̄⟩+ ⟨x̄, Qȳ⟩+ f(ȳ).
Якщо (x̄, ȳ) є розв’язком задачi P1 та z̄ = ⟨c, x̄⟩+⟨x̄, Qȳ⟩+f(ȳ), то (z̄, ȳ)

є розв’язком задачi P2.

Таким чином, розв’язання вхiдної задачi P1 зводиться до послiдовного
розв’язання задачi цiлочислової оптимiзацiї з однiєю неперервною змiнною
вигляду P2 i задачi ЛП вигляду (8). Якщо задача P2 не має допусти-
мих розв’язкiв, то не має допустимих розв’язкiв i задача P1. Якщо P2
має оптимальний розв’язок (z̄, ȳ), то для побудови оптимального розв’язку
(x̄, ȳ) задачi P1 потрiбно розв’язання задачi (8).

Однак процес розв’язання задачi P2 ускладнений внаслiдок дуже ве-
ликої кiлькостi її обмежень, адже для знаходження розв’язкiв задачi P2
треба знати всi обмеження, що визначають область G. Слiд зазначити, що
знаходження оптимального розв’язку задачi P2 бiльш важливе, нiж по-
будова всiєї множини G, тому достатньо знайти тiльки тi обмеження G,
що визначають оптимальний розв’язок цiєї задачi. Застосуємо пiдхiд рела-
ксацiї Джеффрiона [10]. Почнемо з урахування тiльки невеликої кiлькостi
обмежень та будемо розв’язувати модифiкованi таким чином задачi P2, якi
позначатимемо MP2.

min{z|z > f(y) + ⟨b− F (y), upi (y)⟩, i = 1, . . . , np(y), i ∈ I1,

⟨b− F (y), uri )⟩ 6 0, i ∈ I2},

де I1 ⊂ {1, . . . , np(y), y ∈ R}, I2 ⊂ {1, . . . , nr}. Нехай G′ — множина всiх
(z, y), що задовольняють обмеження MP2. G′ ⊇ G.

Таким чином, розв’язок задачi МP2 оптимальний для P2, тодi i тiльки
тодi, коли вiн належить G, тобто задовольняє всi обмеження P2. Звичайно,
цi обмеження в явнiй формi недоступнi, оскiльки заздалегiдь не обчисленi
всi крайнi точки та променi множини P (y). Згiдно загальної процедури
релаксацiї Джеффрiона, отриманий розв’язок (z̄, ȳ) задачi МP2 потрiбно
дослiдити на допустимiсть щодо вiдкинутих обмежень множини G, яких
може бути дуже велика кiлькiсть. Щоб позбавитися вiд великого перебору
для перевiрки належностi до множини G або генерацiї нових обмежень
можна використати задачi ЛП вигляду (5) або (6).

Сформулюємо критерiй оптимальностi.
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Теорема 2. Оптимальний розв’язок (z̄, ȳ) задачi МP2 є оптимальним
розв’язком P2 тодi i тiльки тодi, коли виконується рiвнiсть

max{⟨b− F (ȳ), u⟩|ATu 6 c+Qȳ, u > 0} = z̄ − f(ȳ).

3. Алгоритм розв’язання задачi
1. Розв’язуємо задачу МP2, в якiй немає жодного або є декiлька обме-

жень задачi P2.
2. Якщо задача МP2 недопустима, тодi недопустимi P2 та P1. У про-

тилежному випадку отримуємо оптимальний розв’язок (z̄, ȳ) або
iнформацiю про те, що цiльова функцiя задачi необмежена. Якщо
z̄ = −∞, то виберемо за ȳ довiльний елемент S та переходимо до
пункту 3.

3. Розв’язуємо двоїсту задачу ЛП (6) або пряму (5), якщо вона допу-
стима. Якщо задача (6) недопустима, то вхiдна задача P1 має не-
обмежену цiльову функцiю на допустимiй множинi. Якщо задача
(6) має необмежену цiльову функцiю, тодi переходимо до пункту 6.

4. Якщо оптимальне значення цiльової функцiї двоїстої задачi (6),
отриманої у пунктi 3, дорiвнює z̄ − f(ȳ), то (z̄, ȳ) є розв’язком P2.
Якщо x̄ — розв’язок задачi (8), то (x̄, ȳ) є розв’язком P1.

5. Якщо у пунктi 4 не виконується критерiй оптимальностi та двоїста
задача ЛП (6) при y = ȳ має скiнченний оптимальний розв’язок ū,
то додамо до задачi МP2 обмеження

z > ⟨b− F (y), ū⟩+ f(y) (9)

та повернемося до пункту 2.
6. Якщо двоїста задача (6) при y = ȳ має необмежений розв’язок,

то симплекс-метод дозволяє знайти промiнь v̄ i точку ū такi, що
цiльова функцiя цiєї задачi прямує до ∞ вздовж променя u = ū+λv̄,
λ > 0. Додамо до обмежень задачi МP2 обмеження

⟨b− F (y), v̄⟩ 6 0.

Якщо при цьому має мiсце нерiвнiсть

z̄ < f(ȳ) + ⟨b− F (ȳ), ū⟩
для крайньої точки ū, то додаємо обмеження вигляду (9) до МP2.
Повертаємося до пункту 2.

Теорема 3. Якщо множина S скiнченна, то описаний алгоритм закiн-
чується за скiнченну кiлькiсть крокiв iз знаходженням оптимального
розв’язку задачi P1 або з отриманням iнформацiї про те, що задача P1
недопустима або має необмежену цiльову функцiю на допустимiй мно-
жинi.

Скiнченна збiжнiсть описаного алгоритму випливає з того факту, що за-
дача P1 має скiнченне число обмежень i всi послiдовно породжуванi обме-
ження необхiдно вiдрiзняються мiж собою.
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4. Верхня та нижня оцiнки оптимального значення цiльової
функцiї

Привабливою рисою цього алгоритму є можливiсть обчислення верхньої
та нижньої меж оптимального значення цiльової функцiї, причому таких,
що збiгаються до оптимального значення тодi, коли в процесi розв’язання
пiдзадач досягається оптимальнiсть.

Для будь-якого i-го кроку справедлива оцiнка

zi 6 min{z|(z, y) ∈ G} 6 f(xr, yr), (10)

f(xr, yr) = min
16j6i

(⟨c, xj⟩+ ⟨xj , Qyj⟩+ f(yj)), (11)

тут r ∈ Ni — iндекс, при якому досягається мiнiмум в (11).
Критерiй оптимальностi є умовою того, що верхня та нижня межi рiвнi.

Верхня оцiнка генерується послiдовнiстю допустимих розв’язкiв задачi P1,
отже, найкраща з цих оцiнок може бути взята за розв’язок, якщо алгоритм
закiнчується ранiше досягнення оптимуму.

Для задач, що мають велику розмiрнiсть, збiжнiсть може виявитися вiд-
носно повiльною. З iншого боку, похибки обчислень приводять до того, що
перевiрка умови завершення алгоритму за допомогою критерiю оптималь-
ностi може виявитися не досягнутою. Отже, можливо використовувати iн-
ший, не такий вимогливий тест на завершення алгоритму. Маючи на ко-
жному i-му кроцi верхню i нижню оцiнки оптимального значення цiльової
функцiї вхiдної задачi P1, виконання алгоритму можна закiнчити, як тiль-
ки величина рiзницi мiж верхньою i нижньою оцiнками стане менше деякої
заздалегiдь заданого значення точностi ϵ.

Слiд зазначити, що знаходження точного розв’язку задачi P1 може бу-
ти пов’язано зi значними обчислювальними витратами. У разi необхiдностi
задачу вигляду (6) або обидвi задачi МP2 та (6) можна розв’язувати на-
ближено. При цьому пiсля кожного i-го кроку можна визначати границi
наближеного значення z цiльової функцiї задачi P2 за формулою (10). Об-
числення за алгоритмом в цьому випадку завершуються, якщо виконується
умова f(xr, yr)− zi 6 ϵ, де ϵ — задана точнiсть.

5. Висновки

Дослiджено змiшано цiлочисловi задачi бiлiнiйного програмування зi
зв’язаними змiнними. На основi вивчення властивостей структури задачi
побудовано та обґрунтовано декомпозицiйний метод знаходження точних i
наближених розв’язкiв, що заснований на поєднаннi iдей методiв Бендерса
i релаксацiї. Цей метод, використовує властивостi структури допустимої
областi задачi i дозволяє замiнити розв’язання вхiдної задачi розв’язан-
ням послiдовностi пiдзадач, хоча i взаємопов’язаних, але бiльш простих.
Перспективним напрямом є побудова на основi розробленого методу нових
оригiнальних алгоритмiв з органiзацiєю паралельних обчислень.
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Abstract. The article deals with variational inequalities over the
set of fixed points of a countable family of Fejer operators, which
act in infinite-dimensional Hilbert space. An outer approximations
scheme for solving of variational inequalities with strongly monotone
and Lipschitz-continuous operator is proposed based on well known
Takahashi–Takeuchi–Kubota hybrid method of approximation the
fixed point of nonexpansive operator. Strong convergence theorems
are proved. In the analysis were not used concepts related with the
weak topology (demiclosedness, Kadets–Klee property).
Keywords: variational inequality, monotone operator, Fejer opera-
tor, outer approximations method, strong convergence.

Резюме. В статье рассматривается вариационное неравенство
на множестве неподвижных точек не более чем счетного семей-
ства фейеровских операторов, действующих в бесконечномерном
гильбертовом пространстве. Отталкиваясь от известного гибри-
дого метода поиска неподвижных точек нерастягивающего опе-
ратора, предлагается схема внешних аппроксимаций для реше-
ния вариационного неравенства с сильно монотонным и липши-
цевым оператором. Основной результат — теоремы сильной схо-
димости схемы внешних аппроксимаций.
Ключевые слова: вариационное неравенство, монотонный опе-
ратор, фейеровский оператор, метод внешних аппроксимаций,
сильная сходимость.
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1. Введение
Вариационные неравенства с монотонными операторами — один из цен-

тральных объектов изучения в прикладном нелинейном анализе [1]. Мно-
гие задачи исследования операций, математической экономики и матема-
тической физики могут быть записаны в форме вариационных неравенств,
для численного решения которых к настоящему времени предложено и ис-
следовано большое количество алгоритмов [2]–[15]. Среди последних боль-
шое значение имеют итерационные процессы, порожденные фейеровски-
ми (квазинерастягивающими) и нерастягивающими операторами [16]– [25].
Эти операторы обладают очень важным свойством замкнутости относи-
тельно композиций определенного типа, что окрывает возможность есте-
ственной декомпозиции задач и сборки алгоритмов из некоторого семей-
ства более простых процедур [16].

В статье рассматривается вариационное неравенство на множестве непо-
движных точек не более чем счетного семейства фейеровских операторов,
действующих в бесконечномерном гильбертовом пространстве. Отталкива-
ясь от известного «гибридого метода» Takahashi–Takeuchi–Kubota [26]–[29]
поиска неподвижных точек, мы предлагаем, так называемую, схему вне-
шних аппроксимаций для решения рассматриваемой задачи с сильно моно-
тонным и лишицевым оператором. Основной результат — теоремы сильной
сходимости схемы внешних аппроксимаций. Предварительное сообщение
было опубликовано в [30]. Заметим, что наш анализ совсем не использу-
ет понятий, связанных со слабой топологией (демизамкнутость, свойство
Кадеца-Кли) (см. также [27]–[29]). Все необходимые сведения по нелиней-
ному анализу изложены в книгах [16, 17].

2. Вариационное нервенство на множестве
неподвижных точек

ПустьH — действительное гильбертово пространство со скалярным прои-
зведением (·, ·) и нормой ∥·∥.

Определение 1. Оператор T : H → H называют фейеровским (квазине-
растягивающим), если

(1) F (T ) = {x ∈ H : x = Tx} ̸= ∅;
(2) ∥Tx− y∥ ≤ ∥x− y∥ ∀x ∈ H ∀y ∈ F (T ).

Замечание 1. Для фейеровского оператора T множество неподвижных
точек F (T ) замкнутое и выпуклое [16].

Замечание 2. Пусть g : H → R — выпуклая дифференцируемая по Га-
то функция. Если множество D = {x ∈ H : g (x) ≤ 0} не пусто, то его
можно трактовать как множество неподвижных точек квазинерастягива-
ющего оператора

Tx =

{
x− g(x)

∥∇g(x)∥2∇g (x) , если x /∈ D,

x, если x ∈ D,

где ∇g (x) ∈ H — производная g в точке x ∈ H [16].
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Для операторов A : H → H и множеств M ⊆ H обозначим

V I(A,M) = {x ∈M : (Ax, y − x) ≥ 0 ∀ y ∈M} .
Рассмотрим абстрактную задачу:

найти x ∈ V I

(
A,

∞∩
n=1

F (Tn)

)
. (1)

Будем предполагать выполненными следующие условия:
• {Tn}n∈N — cчетное множество фейеровских операторов, действую-

щих в H;
• F =

∩∞
n=1 F (Tn) ̸= ∅;

• A : H → H — сильно монотонный и липшицевый оператор с кон-
стантами l > 0, L > 0, соответственно.

Замечание 3. При λ ∈
(
0, 2 l/L2

)
оператор I − λA является сжимающим.

Действительно,

∥(x− λAx)− (y − λAy)∥2 = ∥x− y∥2 + λ2 ∥Ax−Ay∥2−

− 2λ(Ax−Ay, x− y) ≤ (1 + λ2L2 − 2lλ) ∥x− y∥2 ∀x, y ∈ H,

и если 0 < λ < 2lL−2, то 0 < 1 + λ2L2 − 2lλ < 1.

Замечание 4. Решение вариационного неравенства (1) существует и един-
ственно.

3. Метод внешних аппроксимаций
Для произвольной пары элементов x, y ∈ H определим множество

H(x, y) = {z ∈ H : ∥z − y∥ ≤ ∥z − x∥} =

=
{
z ∈ H : 2(x− y, z) ≤ ∥x∥2 − ∥y∥2

}
.

МножествоH(x, y) является замкнутым полупространством (совпадающим
с H в случае x = y).

Для аппроксимации решения вариационного неравенства (1) предлагаем

Алгоритм 1. Cтроим последовательность (xn) по схеме x1 ∈ H, C1 = H,
Cn+1 = Cn ∩H(xn, Tnxn),
xn+1 = PCn+1 (I − λnA)xn,

где λn > 0.

Замечание 5. Алгоритм 1 — обобщение «гибридного метода» аппрокси-
мации неподвижных точек нерастягивающих операторов [26]. В работах
[27, 31, 32] подобные схемы были использованы для поиска неподвижных
точек многозначных фейеровских операторов, нулей максимальных моно-
тонных операторов и решения задач равновесного программирования.

79



Л. М. ЧАБАК, В. В. ДУДАРЬ, В. В. СЕМЕНОВ, Я. И. ВЕДЕЛЬ

4. Сильная сходимость метода внешних аппроксимаций

Предположим, что Cn ̸= ∅ и F ⊆ Cn. Имеем

∥Tnxn − z∥ ≤ ∥xn − z∥ ∀z ∈ F ⊆ F (Tn).

Следовательно, F ⊆ H(xn, Tnxn). Таким образом, F ⊆ Cn+1. Получили
цепочку вложений

H = C1 ⊇ ... ⊇ Cn ⊇ Cn+1 ⊇ ... ⊇ F ̸= ∅

и корректность определения последовательности (xn).
Для доказательства основных результатов нам небходимы

Утверждение 1 ([17]). Если Cn — замкнутые выпуклые подмножества
гильбертова пространства H, Cn ⊇ Cn+1 и C =

∩∞
n=1Cn ̸= ∅, то

PCnx→ PCx для всех x ∈ H.

Определение 2. Семейство операторов {Tn : H → H} назовем предельно
замкнутым, если

(1)
∩∞
n=1 F (Tn) ̸= ∅;

(2) для любой последовательности (xn) имеем

xn → x,
xn − Tnxn → 0

}
⇒ x ∈

∞∩
n=1

F (Tn).

Замечание 6. Если Tn ≡ T и оператор T замкнут, то семейство {Tn}
предельно замкнуто.

Имеет место

Теорема 1. Пусть A : H → H — сильно монотонный и липшицевый опе-
ратор с константами l > 0, L > 0, соответственно; {Tn : H → H} — сче-
тное предельно замкнутое семейство фейеровских операторов. Предполо-
жим, что λn ∈

[
λ, λ

]
⊆
(
0, 2 l/L2

)
∀n ∈ N и λn → λ. Тогда порожденная

алгоритмом 1 последовательность (xn) сильно сходится к единственно-
му решению вариационного неравенства (1).

Доказательство. Существует единственный элемент y ∈
∩∞
n=1Cn, такой,

что
y = P∩∞

n=1 Cn
(I − λA) y.

Покажем, что xn → y при n → ∞. Рассмотрим вспомогательную после-
довательность элементов yn = PCn (I − λA) y. Известно, что yn → y при
n→ ∞. Имеет место оценка

∥xn+1 − yn+1∥ ≤ ∥(I − λnA)xn − (I − λA) y∥ ≤
≤ q ∥xn − yn∥+ q ∥yn − y∥+ |λn − λ| ∥Axn∥ ,

где q ∈ (0, 1). Предположим, что (xn) не сходится к y. Тогда,

lim sup
n→∞

∥xn − yn∥ > 0.
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Следовательно,

lim sup
n→∞

∥xn − yn∥ = lim sup
n→∞

∥xn+1 − yn+1∥ ≤

≤ q lim sup
n→∞

∥xn − yn∥ < lim sup
n→∞

∥xn − yn∥ ,

что абсурдно. Таким образом, ∥xn − y∥ → 0.
Покажем, что y — решение вариационного неравенства (1). Поскольку

xn+1 = PCn+1 (I − λnA)xn, то

(xn+1 − xn + λnAxn, z − xn+1) ≥ 0 ∀z ∈ Cn+1.

Принимая во внимание вложение F ⊆ Cn+1, получим,

(xn+1 − xn + λnAxn, z − xn+1) ≥ 0 ∀z ∈ F ∀n ∈ N.

Совершив предельный переход, имеем

(Ay, z − y) ≥ 0 ∀z ∈ F =

∞∩
n=1

F (Tn).

Осталось доказать включение y ∈
∩∞
n=1 F (Tn). Поскольку xn+1 ∈ Cn+1, то

∥Tnxn − xn+1∥ ≤ ∥xn − xn+1∥ .

Откуда,

∥Tnxn − xn∥ ≤ ∥Tnxn − xn+1∥+ ∥xn − xn+1∥ ≤ 2 ∥xn − xn+1∥ .

Следовательно, xn − Tnxn → 0. Учтя предельную замкнутость семейства
операторов {Tn}, получим y ∈

∩∞
n=1 F (Tn). �

5. Вариант метода внешних аппроксимаций
Рассмотрим еще один вариант метода внешних аппроксимаций для ва-

риационного неравенства с не более чем счетным семейством операторов
{Tn}n∈I :

найти x ∈ V I

(
A,
∩
i∈I

F (Ti)

)
, (2)

где I ⊆ N.

Алгоритм 2. Cтроим последовательность (xn) по схеме x1 ∈ H, C1 = H,
Cn+1 = Cn ∩H(xn, Tp(n)xn),
xn+1 = PCn+1 (I − λnA)xn,

где p : N → I, λn > 0.

Будем предполагать, что отображение p : N → I сюръективно и в случае
счетного I «достаточно часто» принимает каждое свое значение. А именно,
для произвольного индекса i ∈ I множество p−1(i) = {k ∈ N : p(k) = i}
бесконечно.

81



Л. М. ЧАБАК, В. В. ДУДАРЬ, В. В. СЕМЕНОВ, Я. И. ВЕДЕЛЬ

Замечание 7. Eсли I = {1, 2, ..., N}, то можно положить p(n) = (n − 1)
mod N + 1 (циклическая стратегия).

Теорема 2. Пусть A : H → H — сильно монотонный и липшицевый опе-
ратор с константами l > 0, L > 0, соответственно; {Tn : H → H}n∈I
— не более чем счетное семейство замкнутых фейеровских операторов и∩
n∈I F (Tn) ̸= ∅. Предположим, что λn ∈

[
λ, λ

]
⊆
(
0, 2 l/L2

)
∀n ∈ N и

λn → λ, для произвольного индекса i ∈ I множество p−1(i) = {k ∈ N :
p(k) = i} бесконечно. Тогда порожденная алгоритмом 2 последователь-
ность (xn) сильно сходится к единственному решению вариационного не-
равенства (2).

Доказательство. Необходимо лишь доказать утверждение:

xn → x,
xn − Tp(n)xn → 0

}
⇒ x ∈

∩
i∈I

F (Ti).

Возьмем произвольный индекс i ∈ I. Существует возрастающая последо-
вательность (nk), такая, что p(nk) = i. Имеем,

xnk
→ x, xnk

− Tp(nk)xnk
= xnk

− Tixnk
→ 0.

Замкнутость оператора Ti влечет x ∈ F (Ti). В силу произвольности i ∈ I,
получаем, что x ∈

∩
i∈I F (Ti). �

6. Заключение

В работе рассматривалось вариационное неравенство на множестве не-
подвижных точек не более чем счетного семейства фейеровских (квазине-
растягивающих) операторов, действующих в бесконечномерном гильбер-
товом пространстве. Отталкиваясь от известного гибридого метода поиска
неподвижных точек нерастягивающего оператора, была предложена схема
внешних аппроксимаций для решения вариационного неравенства с силь-
но монотонным и липшицевым оператором. Основной результат — теоре-
мы сильной сходимости схемы внешних аппроксимаций. Заметим, что наш
анализ совсем не использовал понятий, связанных со слабой топологией
(демизамкнутость, свойство Кадеца-Кли).

Литература

1. Киндерлерер Д., Стампаккья Г. Введение в вариационные неравенства и их
приложения. — Москва: Мир, 1983. — 256 c.

2. Корпелевич Г. М. Экстраградиентный метод для отыскания седловых точек
и других задач // Экономика и математические методы. — 1976. — Т. 12,
№4. — С. 747–756.

3. Tseng P. A modified forward-backward splitting method for maximal monotone
mappings // SIAM J. Control Optim. — 2000. — Vol. 38. — P. 431–446.

4. Konnov I. V. Combined relaxation methods for variational inequalities. — Berlin-
Heidelberg-New York: Springer-Verlag, 2001. — xi + 181 p.

82



МЕТОД ВНЕШНИХ АППРОКСИМАЦИЙ ...

5. Facchinei F., Pang J.-S. Finite-Dimensional Variational Inequalities and Comp-
lementarity Problem. V.2. — New York: Springer, 2003. — xxxiii + 666 p.

6. Censor Y., Gibali A., Reich S. The subgradient extragradient method for solving
variational inequalities in Hilbert space // Journal of Optitmization Theory and
Applications. — 2011. — 148. — P. 318–335.

7. Censor Y., Gibali A., Reich S. Strong convergence of subgradient extragradient
methods for the variational inequality problem in Hilbert space // Optimization
Methods and Software. — 2011. — Vol. 26. — P. 827–845.

8. Semenov V. V. On the Parallel Proximal Decomposition Method for Solving the
Problems of Convex Optimization // Journal of Automation and Information
Sciences. — 2010. — Vol. 42, №4. — P. 13–18.

9. Малiцький Ю. В., Семенов В. В. Новi теореми сильної збiжностi прокси-
мального методу для задачi рiвноважного програмування // Журнал обчи-
слювальної та прикладної математики. — 2010. — №3(102). — С. 79–88.

10. Денисов С. В., Семенов В. В. Проксимальний алгоритм для дворiвневих
варiацiйних нерiвностей: сильна збiжнiсть // Журнал обчислювальної та
прикладної математики. — 2011. — №3(106). — C. 27–32.

11. Lyashko S. I., Semenov V. V., Voitova T. A. Low-cost modification of Korpelevi-
ch’s methods for monotone equilibrium problems // Cybernetics and Systems
Analysis. — 2011. — V. 47. — P. 631–639.

12. Семенов В. В. Параллельная декомпозиция вариационных неравенств с мо-
нотонными операторами // Журнал обчислювальної та прикладної матема-
тики. — 2012. — №2(108). — С. 53–58.

13. Войтова Т. А., Денисов С. В., Семенов В. В. Альтернуючий проксимальний
алгоритм для задачi дворiвневої опуклої мiнiмiзацiї // Доповiдi НАН Укра-
їни. — 2012. — №2. –– С. 56–62.

14. Семенов В. В. Явный алгоритм расщепления для вариационных неравенств
с монотонными операторами // Журнал обчислювальної та прикладної ма-
тематики. — 2013. — №2(112). — С. 42–52.

15. Semenov V. V. Strongly Convergent Algorithms for Variational Inequality
Problem Over the Set of Solutions the Equilibrium Problems // Zgurovsky M. Z.,
Sadovnichiy V. A. (eds.) Continuous and Distributed Systems. — Heidelberg:
Springer, 2014. — P. 131—146.

16. Васин В. В., Еремин И. И. Операторы и итерационные процессы фейеров-
ского типа. (Теория и приложения). — Москва–Ижевск: Регулярная и хао-
тическая динамика, 2005. — 200 с.

17. Bauschke H. H., Combettes P. L. Convex Analysis and Monotone Operator
Theory in Hilbert Spaces. — Springer, 2011. — 408 + xvi p.

18. Nadezhkina N., Takahashi W. Strong convergence theorem by a hybrid method
for nonexpansive mappings and Lipschitz-continuous monotone mappings // SI-
AM J. Optim. — 2006. — Vol. 16. — P. 1230–1241.

19. Нурминский Е. А. Использование дополнительных малых воздействий в
фейеровских моделях итеративных алгоритмов // Журнал вычислительной
математики и математической физики. — 2008. — T. 48, №12. — С. 2121–2128.

20. Апостол Р.Я., Гриненко А. А., Семенов В. В. Iтерацiйнi алгоритми для мо-
нотонних дворiвневих варiацiйних нерiвностей // Журнал обчислювальної
та прикладної математики. — 2012. — №1(107). — C. 3–14.

83



Л. М. ЧАБАК, В. В. ДУДАРЬ, В. В. СЕМЕНОВ, Я. И. ВЕДЕЛЬ

21. Семенов В. В. Два методи апроксимацiї нерухомої точки фейєрiвського опе-
ратора // Журнал обчислювальної та прикладної математики. — 2013. —
№1(111). — С. 46–56.

22. Semenov V. V. A Strongly Convergent Splitting Method for Systems of Operator
Inclusions with Monotone Operators // Journal of Automation and Information
Sciences. — 2014. — Vol. 46, №5. — P. 45–56.

23. Verlan D. A., Semenov V. V., Chabak L. M. A Strongly Convergent Modified
Extragradient Method for Variational Inequalities with Non-Lipschitz Operators
// Journal of Automation and Information Sciences. — 2015. — Vol. 47, №7. —
P. 31–46.

24. Denisov S. V., Semenov V. V., Chabak L. M. Convergence of the Modified
Extragradient Method for Variational Inequalities with Non-Lipschitz Operators
// Cybernetics and Systems Analysis. — 2015. — Vol. 51. — P. 757–765.

25. Malitsky Yu. V., Semenov V. V. A hybrid method without extrapolation step
for solving variational inequality problems // Journal of Global Optimization. —
2015, Vol. 61, Iss. 1. — P. 193–202.

26. Takahashi W., Takeuchi Y., Kubota R. Strong convergence theorems by hybrid
methods for families of nonexpansive mappings in Hilbert spaces // J. Math.
Anal. Appl. — 2008. — 341. — P. 276—286.

27. Семенов В. В. Сильно збiжний алгоритм пошуку нерухомої точки багатозна-
чного фейєрiвського оператора // Журнал обчислювальної та прикладної
математики. — 2010. — №4(103). –– C. 89–93.

28. Bauschke H. H., Chen J., Wang X. A projection method for approximating fi-
xed points of quasi nonexpansive mappings without the usual demiclosedness
condition, http://arxiv.org/abs/1211.1639.

29. Семенов В. В. Об одной принципиальной схеме вычисления обобщенной про-
екции // Доповiдi НАН України. — 2013. — №6. — С. 41–46.

30. Малицкий Ю. В., Семенов В. В. Схема внешних аппроксимаций для вариа-
ционных неравенств на множестве неподвижных точек фейеровских опера-
торов // Доповiдi НАН України. — 2013. — №7. — С. 47–52.

31. Войтова Т. А., Денисов С. В., Семенов В. В. Сильно збiжний модифiкова-
ний варiант методу Корпелевич для задач рiвноважного програмування //
Журнал обчислювальної та прикладної математики. — 2011. — №1(104). —
С. 10–23.

32. Semenov V. V. Hybrid Splitting Methods for the System of Operator Inclusi-
ons with Monotone Operators // Cybernetics and Systems Analysis. — 2014. —
Vol. 50. — P. 741–749.

Поступила 09.10.2015

84



Журнал обчислювальної та 2015, №3(120)
прикладної математики

Journal of Computational
& Applied Mathematics

УДК 519.233.2
MSC 93BХХ

THE MINIMAX APPROACH TO THE ESTIMATION OF
SOLUTIONS TO SPECIAL SYSTEMS OF VARIATIONAL

EQUATIONS IN HILBERT SPACES AND ITS APPLICATIONS

Oleksandr Nakonechnyi, Yurii Podlipenko
Faculty of Cybernetics, Taras Shevchenko National University of Kyiv, Kyiv, Ukraine,
E-mail: a.nakonechniy@gmail.com, yourip@mail.ru.

МIНIМАКСНИЙ ПIДХIД ДО ОЦIНЮВАННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ
СПЕЦIАЛЬНИХ СИСТЕМ ВАРIАЦIЙНИХ РIВНЯНЬ В

ГIЛЬБЕРТОВИХ ПРОСТОРАХ ТА ЙОГО ЗАСТОСУВАННЯ

О. Г. Наконечний, Ю. К. Подлипенко
Факультет кiбернетики, Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка,
Київ, Україна, E-mail: a.nakonechniy@gmail.com, yourip@mail.ru

Abstract. We investigate the estimation problems of linear functi-
onals from solutions to systems of variational equations in Hilbert
spaces with unknown right-hand sides. The unknown right-hand si-
des and the unknown correlation operator of estimation error are
supposed to belong to the certain sets. It is shown that the linear
mean square estimates of the above-mentioned functionals and esti-
mation errors are expressed via solutions to the systems of variational
equations of the special type. We elaborate the numerical algorithms
for finding such estimates. The obtained results are applied to the
case when the system of variational equations is a stationary heat
equation with right-hand side satisfying to the linearized Navier-
Stokes equation.
Keywords: linear functional, variational equation, observation, mean
square estimate.

Резюме. В статтi дослiджуються задачi оцiнювання розв’язкiв
варiацiйних рiвнянь в спецiальних гiльбертових просторах з невi-
домими правими частинами та похибками спостережень. Припу-
скається, що в правi частини таких рiвнянь входять вектори, якi
в свою чергу, є розв’язками варiацiйних рiвнянь також iз невiдо-
мими правими частинами. При умовi, що невiдомi вектори нале-
жать правим частинам вивчаються спочатку питання про оцiнки
лiнiйних неперервних функцiоналiв вiд розв’язкiв та правих ча-
стин таких рiвнянь. Вводяться гарантованi середньоквадратичнi
лiнiйнi оцiнки та гарантованi середньоквадратичнi похибки таких
оцiнок. Показано, що такi оцiнки та похибки оцiнювання вира-
жаються через розв’язки систем варiацiйних рiвнянь. Показано
також, що гарантованi оцiнки лiнiйних функцiоналiв дають змо-
гу знайти гарантованi оцiнки розв’язкiвварiацiйних рiвнянь при
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спостереженнях з похибками. Для наближеного знаходження га-
рантованих оцiнок приводиться система лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь, через яку виражають такi оцiнки. Доводиться, що на-
ближенi оцiнки збiгаються до гарантованих. Одержанi результа-
ти застосовуються у випадку, коли варiацiйне рiвняння породже-
не крайовою задачею для стацiонарнарного рiвняння переносу з
дифузiєю з правою частиною, що є розв’язком лiнеаризованого
стацiонарного рiвняння Нав’є-Стокса в умовах невизначеностi.
Ключовi слова: лiнiйний функцiонал, варiацiйне рiвняння, спо-
стереження, середньоквадратична оцiнка.

Introduction
The problems of optimal estimation of solutions to BVPs for partial di-

fferential equations with unknown parameters arise in geophysics, optics,
acoustics, etc.

In order to reduce the estimation errors, the observation of their soluti-
ons in certain points or domains are needed.

Depending on assumptions regarding unknown parameters and observati-
on errors, there is variety of approaches of solving such problems. In many
cases these approaches are reduced to the estimation of solutions of vari-
ational equations in certain Hilbert spaces.

In the present paper we apply the guaranteed approach for finding
linear mean square estimates of a solution to a system of variational
equations in Hilbert spaces.

1. Notations
If X is a separable Hilbert space over R with inner product (·, ·)X and

norm ∥ · ∥X , then by JX ∈ L(X,X ′) we will denote an operator, called
a canonical isomorphism from X onto dual space X ′, and defined by the
equality (v, u)X = < v, JXu >X×X′ ∀u, v ∈ X, where
< x, f >X×X′ := f(x) for x ∈ X, f ∈ X ′, and L(X,Y ) is the set of
bounded linear operators mapping X into a Hilbert space Y .

Let D be an open bounded set in Rn with Lipschitzian boundary Γ.
Let D(D) (or D(D̄)) be the space of infinitely differential functions wi-
th compact support contained in D (or D̄). A continuous linear form on
D(D) is called a distribution on D. We denote by D′(D) the set of di-
stributions on D. If T ∈ D′(D) we denote by < T, ϕ > its value on the
function ϕ ∈ D(D).

If T ∈ D′(D) the derivative DiT = ∂T
∂xi

which coincides with the
usual differentiation of continuously differentiable functions, is defined by
< DiT, ϕ >= − < T,Diϕ >.

We denote by L2(D) the space of the real functions defined on D
with the second power absolutely integrable for the Lebesgue measure
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dx1 . . . dxn. This is a Hilbert space with the norm

∥u∥L2(D) =

(∫
D

|u(x)|2 dx
)1/2

and inner product

(u, v)L2(D) =

∫
D

u(x)v(x) dx.

The Sobolev space H1(D) is the space of functions in L2(D) with deri-
vatives of order 1 also belonging to L2(D). This is a Hilbert space with
the norm

∥u∥H1(D) =

(
∥u∥2L2(D) +

n∑
j=1

∥Dju∥2L2(D)

)1/2

and inner product

(u, v)H1(D) = (u, v)L2(D) +
n∑
j=1

(Dju,Djv)L2(D).

The closure of D(D) in H1(D) is denoted by H1
0 (D).

Denote by γ0 a bounded linear operator, called the trace operator,
which maps the space H1(D) into the space L2(Γ) such that
γ0u(x) = u(x) for u ∈ D(D̄). It is known that H1

0 (D) is equal to the
kernal of γ0, i. e. H1

0 (D) = {u ∈ H1(D) : γ0u = 0}.
We will also use the notation L2(D)n, H1(D)n, H1

0 (D)n, D(D)n for the
spaces consisting of vector functions u = (u1, . . . , un) whose componets
belong to one of the spaces L2(D), H1(D), H1

0 (D), D(D), respectively,
with usual product norms and inner products (exept D(D)n or D(D̄)n

which are not normed spaces).
For every v ∈ D′(D) we put

grad v :=

(
∂v

∂x1
, . . . ,

∂v

∂xn

)
,

which defines the linear differential operator denoted by grad from D′(D)
to D′(D)n.

We define the linear differential operator denoted by div from D′(D)n

to D′(D) by

divv :=
n∑
i=1

∂vi
∂xi

∀v = (v1, . . . , vn) ∈ D′(D)n

and the Laplace operator ∆ from D′(D)n → D′(D)n by

∆v =

(
n∑
i=1

∂2v1
∂x2i

, . . . ,
n∑
i=1

∂2vn
∂x2i

)
.
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Set V = {u ∈ D(D)n, divu = 0}, V = closure of V in H1
0 (D)n.

The space V is a Hilbert space with inner product

((u,v)) =
n∑
i=1

(Diu, Div)L2(D)n .

In [1] it is shown that V = {u ∈ H1
0 (D)n, divu = 0}.

By L2(Ω, X) we denote the Bochner space composed of random1 vari-
ables ξ = ξ(ω) defined on a certain probability space (Ω,B, P ) with values

in X such that ∥ξ∥2L2(Ω,X) =

∫
Ω

∥ξ(ω)∥2XdP (ω) < ∞. In this case there

exists the Bochner integral

Eξ :=
∫
Ω

ξ(ω) dP (ω) ∈ X (1)

which is called the mathematical expectation or the mean value of random
element ξ(ω) and satisfies the condition

(h,Eξ)X =

∫
Ω

(h, ξ(ω))X dP (ω) ∀h ∈ X. (2)

Being applied to random variable ξ with values in R this expression leads
to a usual definition of its mathematical expectation because the Bochner
integral (1) reduces to a Lebesgue integral with probability measure dP (ω).

In L2(Ω, X) one can introduce the inner product

(ξ, η)L2(Ω,X) :=

∫
Ω

(ξ(ω), η(ω))X dP (ω) ∀ξ, η ∈ L2(Ω, X). (3)

Applying the sign of the mathematical expectation, one can write relati-
onships (1)−(3) as

∥ξ∥2L2(Ω,X) = E∥ξ(ω)∥2X , (4)
(h,Eξ)X = E(h, ξ(ω))X ∀h ∈ X, (5)

(ξ, η)L2(Ω,X) := E(ξ(ω), η(ω))X ∀ξ, η ∈ L2(Ω, X). (6)
L2(Ω, X) equipped with norm (4) and inner product (6) is a Hilbert space.

2. Statement of estimation problem
Let V1, V2, H1, and H2 be Hilbert spaces such that the following inclusi-

ons hold V1 ⊂ H1 and V2 ⊂ H2 with

∥ · ∥H1 ≤ c1∥ · ∥V1 and ∥ · ∥H2 ≤ c2∥ · ∥V2 , (7)

where c1 and c2 are positive constants.
1Random variable ξ with values in Hilbert space X is considered as a function

ξ : Ω → X imaging random events E ∈ B to Borel sets in X (Borel σ-algebra in X is
generated by open sets in X).
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Consider the problem: given f1 ∈ H1, f2 ∈ H2, find φ1 ∈ V1, φ2 ∈ V2,
such that

a1(φ1, ψ1) = (Bφ2 + f1, ψ1)H1 ∀ψ1 ∈ V1, (8)
a2(φ2, ψ2) = (f2, ψ2)H2 ∀ψ2 ∈ V2, (9)

where B ∈ L(H2, H1).We make the following assumptions on the involved
bilinear forms a1 : V1 × V1 → R and a2 : V2 × V2 → R:

a1(·, ·) and a2(·, ·) are continuous, that is

∃M1 > 0 : ∀σ1, τ1 ∈ V1 a1(σ1, τ1) ≤M1∥σ1∥V1∥τ1∥V1 ,
∃M2 > 0 : ∀σ2, τ2 ∈ V2 a2(σ1, τ1) ≤M2∥σ2∥V2∥τ2∥V2 .

We also suppose that the following problems: given gi ∈ Hi, find φi ∈ Vi
such that

ai(φi, ψi) = (gi, ψi)Hi
∀ψi ∈ Vi, i = 1, 2, (10)

are well-posed. It follows from this assumptions that problem (8)–(9) is
also well-posed.

We suppose that functions f1 and f2 in the right hand sides of equations
(8) and (9) are not known exactly. The estimation problem consists in the
following: from the observations

y = Cφ1 + η, (11)

find optimal in a certain sense estimate of the functional

l(φ1) = (l0, φ1)H1 (12)

in the class of estimates linear w.r.t. observations (11),

l̂(φ1) = (y, u)H0 + c (13)

under the assumption that errors η = η(ω) in observations (11) are
realizations of random variables defined on a certain probability space
(Ω,B, P ) with values in a Hilbert space H0 over R belonging to the set
G0, and (f1, f2) ∈ G1. Here C ∈ L(H1, H0) is a linear continuous operator,
u ∈ H0, c ∈ R,

G1 := {(f̃1, f̃2) ∈ H1 ×H2 : (Q1(f̃1 − f 0
1 ), f̃1 − f 0

1 )H1

+ (Q2(f̃2 − f 0
2 ), f̃2 − f 0

2 )H2 ≤ 1}, (14)

G0 := {η̃ ∈ L2(Ω, H0) : Eη̃ = 0, E(Q0η̃, η̃)H0 ≤ 1}, (15)
l0, f

0
1 ∈ H1, and f 0

2 ∈ H2 are given elements, Q1, Q2, and Q0 are bounded
selfadjoint positive definite operators in H1, H2, and H0, respectively, for
which there exist bounded inverse operators Q−1

1 , Q−1
2 , and Q−1

0 .
Definition 1. An estimate

̂̂
l(φ1) = (y, û)H0 + ĉ (16)
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is called a minimax estimate of the l(φ1), if elements û ∈ H0 and a number
ĉ are determined from the condition

inf
u∈H0,c∈R

σ(u, c), (17)

where σ(u, c) := sup
f̃=(f1,f2)∈G1,η̃,∈G0

E[l(φ̃1) − l̂(φ1)]
2, φ̃1 is a solution to

problem (8),(9) when f1(x) = f̃1(x), f2(x) = f̃2(x),

l̂(φ̃1) = (ỹ, u)H0 + c, (18)

and ỹ = Cφ̃1 + η̃. The quantity

σ = [σ(û, ĉ)]1/2 (19)

is called the error of the minimax estimation of l(φ1).
Thus, the minimax estimate is an estimate minimizing the maximal

mean-square estimation error calculated for the “worst” implementation
of perturbations.

3. Representation of minimax estimates and estimation
errors

Introduce bilinear forms a∗i (φi, ψi) in Vi × Vi, adjoint of ai(φi, ψi), by

a∗i (φi, ψi) = ai(ψi, φi) ∀φi, ψi ∈ Vi × Vi, i = 1, 2. (20)

Let z1(u) ∈ V1 and z2(u) ∈ V2 be a unique solution of the problem

a∗1(z1(u), ψ1) = (l0 − C∗JH0u, ψ1)H1 ∀ψ1 ∈ V1, (21)

a∗2(z2(u), ψ2) = (B∗z1(u), ψ2)H2 ∀ψ2 ∈ V2 (22)
where C∗ : H ′

0 → H1 is an operator adjoint of C defined by

(p, C∗g)H1 =< Cp, g >H0×H′
0

∀p ∈ H1, g ∈ H ′
0

and B∗ ∈ L(H1, H2) is a linear operator adjoint of B.2
Then the following result holds.

Lemma 1. The problem of minimax estimation of the functional l(φ1)
(i.e. the determination of û and ĉ) is equivalent to the problem of opti-
mal control of the system described by equations (21) – (22) with a cost

2It is easy to see that, owing to our restrictions on the bilinear forms a1(·, ·) and
a2(·, ·), and on the operator B, problem (21)–(22) is well-posed and, in particular, the
following inequality holds

∥z̃1(u)∥V1 + ∥z̃2(u)∥V2 ≤ c3∥u∥H0 , (23)

where (z̃1(u), z̃2(u)) is a solution of problem (21)–(22) at l0 = 0, c3 = const > 0.
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function

I(u) = (Q−1
1 z1(u), z1(u))H1+

+ (Q−1
2 z2(u), z2(u))H2 + (Q−1

0 u, u)H0 → inf
u∈H0

. (24)

Proof. From (71), we have

l(φ̃1)− l̂(φ̃1) = (l0, φ̃1)H1 − (Cφ̃1 + η̃, u)H0 − c

= (l0, φ̃1)H1− < Cφ̃1, JH0u >H0×H′
0
−(η̃, u)H0 − c

= (l0 − C∗JH0u, φ̃1)H1 − (η̃, u)H0 − c. (25)

Transform the first term in the r.h.s. Make use of equalities (21)–(22) and
(8)–(9) at f1 = f̃1 and f2 = f̃2 to obtain

(l0 −C∗JH0u, φ̃1)H1 = a∗1(z1(u), φ̃1) = a1(φ̃1, z1(u)) = (Bφ̃2 + f1, z1(u))H1

(f1, z1(u))H1 + (Bφ̃2, z1(u))H1 = (f̃1, z1(u))H1 + (f̃2, z2(u))H2 .

= (z1(u), f̃1−f 0
1 )H1+(z2(u), f̃2−f 0

2 )H2+(z1(u), f
0
1 )H1+(z2(u), f

0
2 )H2 . (26)

From (25)–(26) it follows that

l(φ̃1)− l̂(φ̃1) = (z1(u), f̃1 − f 0
1 )H1

+(z2(u), f̃2 − f 0
2 )H2 + (z1(u), f

0
1 )H1 + (z2(u), f

0
2 )H2 − (η̃, u)H0 − c. (27)

Taking into consideration the relationship Dξ = E(ξ−Eξ)2 = Eξ2−(Eξ)2
that couples dispersion Dξ of the random variable ξ and its expectation
Eξ and equality (5), we obtain from the last formulas

E
∣∣∣l(φ̃1)− l̂(φ̃1)

∣∣∣2 = ∣∣∣(z1(u), f̃1 − f 0
1 )H1 + (z2(u), f̃2 − f 0

2 )H2

+(z1(u), f
0
1 )H1 + (z2(u), f

0
2 )H2 − (η̃, u)H − c

∣∣2 + E |(η̃, u)H0 |
2 . (28)

Therefore,

inf
c∈R

sup
f̃=(f1,f2)∈G1,η̃∈G0

E|l(φ̃1)− l̂(φ̃1)|2

= inf
c∈R

sup
f̃=(f1,f2)∈G1

∣∣∣(z1(u), f̃1 − f 0
1 )H1 + (z2(u), f̃2 − f 0

2 )H2

+ (z1(u), f
0
1 )H1 + (z2(u), f

0
2 )H2 − (η̃, u)H0 − c

∣∣∣2
+ sup

η̃∈G0

E |(η̃, u)H0 |
2 . (29)
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In order to calculate the first term on the right-hand side of (29) make use
of the generalized Cauchy−Bunyakovsky inequality and (14). We have

inf
c∈R

sup
f̃=(f1,f2)∈G1

∣∣∣(z1(u), f̃1 − f 0
1 )H1 + (z2(u), f̃2 − f 0

2 )H2

+ (z1(u), f
0
1 )H1 + (z2(u), f

0
2 )H2 − (η̃, u)H0 − c

∣∣∣2
≤ inf

c∈R
sup

f̃=(f1,f2)∈G1

[
(Q−1

1 z1(u), z1(u))H1 + (Q−1
2 z2(u), z2(u))H2

]
×
[
(Q1(f̃1 − f 0

1 ), f̃1 − f 0
1 )H1 + (Q2(f̃2 − f 0

2 ), f̃2 − f 0
2 )H2

]
≤ (Q−1

1 z1(u), z1(u))H1 + (Q−1
2 z2(u), z2(u))H2 . (30)

The direct substitution shows that that inequality (30) is transformed to
an equality on the element f̃ (0) = (f

(0)
1 , f

(0)
2 ), where

f̃
(0)
1 :=

1

d
Q−1

1 z1(x;u) + f 0
1 ,

f̃
(0)
2 :=

1

d
Q−1

2 z2(x;u) + f 0
2 ,

d =
[
(Q−1

1 z1(u), z1(u))H1 + (Q−1
2 z2(u), z2(u))H2

]1/2
Therefore

inf
c∈R

sup
f̃=(f1,f2)∈G1

∣∣∣(z1(u), f̃1 − f 0
1 )H1 + (z2(u), f̃2 − f 0

2 )H2

+ (z1(u), f
0
1 )H1 + (z2(u), f

0
2 )H2 − (η̃, u)H0 − c

∣∣∣2
= (Q−1

1 z1(u), z1(u))H1 + (Q−1
2 z2(u), z2(u))H2 (31)

with
c = (z1(u), f

0
1 )H1 + (z2(u), f

0
2 )H2 .

In order to calculate the second term on the right-hand side of (29), note
that the Cauchy−Bunyakovsky inequality and (15) yield

sup
η̃∈G0

E |(η̃1, u1)H0|
2 ≤ (Q−1

0 u, u)H0 . (32)

It is easy to see that (32) becomes an equality at

η̃(0) =
νQ−1u

{(Q−1
0 u, u)H0}1/2

and ν is random variable with Eν = 0 and E|ν|2 = 1. Therefore

sup
η̃∈G0

E |(η̃, u)H0 |
2 = (Q−1

0 u, u)H0 , (33)

which proves the required assertion. The validity of Lemma 2.2 follows
now from relationships (29), (31), and (33). �
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Theorem 1. The minimax estimate of the functional l(φ1) has the form

̂̂
l(φ1) = (y, û)H0 + ĉ, (34)

where
ĉ = (ẑ1, f

0
1 )H1 + (ẑ2, f

0
2 )H2 , û = Q0Cp1, (35)

and the elements ẑ1, p1 ∈ V1 and ẑ2 ∈ V2 are determined from solution of
the following uniquely solvable problem:

a∗1(ẑ1, ψ1) = (l0 − C∗JH0Q0Cp1, ψ1)H1 ∀ψ1 ∈ V1, (36)

a∗2(ẑ2, ψ2) = (B∗ẑ1, ψ2)H2 ∀ψ2 ∈ V2 (37)
a1(p1, ψ1) = (Q−1

1 ẑ1 +Bp2, ψ1)H1 ∀ψ1 ∈ V1, (38)
a2(p2, ψ2) = (Q−1

2 ẑ2, ψ2)H2 ∀ψ2 ∈ V2. (39)
Here p2 ∈ V2.

The error of estimation σ is given by an expression

σ = (l(p1))
1/2 . (40)

Proof. Taking into account the inequalities (7) and (23), one can easily
verify that I(u) is a strictly convex lower semicontinuous functional on
H0. Also

I(u) ≥ (Q−1
0 u, u)H0 ≥ c∥u∥2H0

∀u ∈ H0, c=const. (41)

Then, by Theorem 1.1 (see [2]), there exists one and only one element
û ∈ H0 such that I(û) = infu∈H0 I(u).

Therefore, for any τ ∈ R and v ∈ H0, the following relation is valid
d

dτ
I(û+ τv)

∣∣∣
τ=0

= 0, (42)

Since z1(û + τv) = z1(û) + τ z̃1(v), z2(û + τv) = z2(û) + τ z̃2(v), where
(z̃1(v), z̃2(v)) is the unique solution to (21)–(22) at u = v and l = 0, the
relation (42) yields

0 =
1

2

d

dτ
I(û+ τv)|τ=0

= lim
τ→0

1

2τ

{[
(Q−1

1 z1(û+ τv), z1(û+ τv))H1 − (Q−1
1 z1(û), z1(û))H1

]
[
(Q−1

2 z2(û+ τv), z2(û+ τv))H2 − (Q−1
2 z2(û), z2(û))H2

]
+

+
[
(Q−1

0 (û+ τv), û+ τv)H0 − (Q−1
0 û, û)H0

]}
= (Q−1

1 z1(û), z̃1(v))H1 + (Q−1
2 z2(û), z̃2(v))H2 + (Q−1

0 û, v)H0 . (43)
Introduce functions p1 ∈ V1 and p2 ∈ V2 as the unique solution of the
problem

a1(p1, ψ1) = (Q−1
1 z1(û) +Bp2, ψ1)H1 ∀ψ1 ∈ V1, (44)
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a2(p2, ψ2) = (Q−1
2 z2(û), ψ2)H2 ∀ψ2 ∈ V2. (45)

Then from (43) we obtain

(Q−1
1 z1(û), z̃1(v))H1 + (Q−1

2 z2(û), z̃2(v))H2 + (Q−1
0 û, v)H0

= a1(p1, z̃1(v))− (Bp2, z̃1(v)) + a2(p2, z̃2(v)) + (Q−1
0 û, v)H0

= a∗1(z̃1(v), p1)− (Bp2, z̃1(v))H1 + a∗2(z̃2(v), p2) + (Q−1
0 û, v)H0

= −(p1, C
∗JHv)H1 − (Bp2, z̃1(v))H1 + (p2, B

∗z̃1(v))H2 + (Q−1
0 û, v)H0

= −(Cp1, v)H1 + (Q−1
0 û, v)H0 = 0.

Hence û = Q0Cp1.
Now let us establish the validity of formula (40). From (24) at u = û

and (35), it follows

σ2 = I(û) = (Q−1
1 ẑ1, ẑ1)H1 + (Q−1

2 ẑ2, ẑ2)H2 + (Q−1
0 û, û)H0

= (Q−1
1 ẑ1, ẑ1)H1 + (Q−1

2 ẑ2, ẑ2)H2 + (Cp1, Q0Cp1)H0 .

Transform the sum of the first and the second terms in the r.h.s. of the
last relation. Make use of equality (38) to obtain

(Q−1
1 ẑ1, ẑ1)H1 + (Q−1

2 ẑ2, ẑ2)H2 = (A1p1 −Bp2, ẑ1)H1 + (A2p2, ẑ2)H2

= a1(p1, ẑ1)− (p2, B
∗ẑ1)H2 + a2(p2, ẑ2)

= (p1, l0 − C∗JH0Q0Cp1)H1 = (l0, p1)H1 − (Cp1, Q0Cp1)H0 .

From the latter relations it follows that σ2 = l(p1). �
Obtain now another representation for the minimax mean square esti-

mate of quantity l(φ1) which is independent of l. To this end, introduce
vector-functions p̂1, φ̂1 ∈ V1, p̂2, φ̂2 ∈ V2 as a solution to the problem

a∗1(p̂1, ψ1) = (C∗JH0Q0(y − Cφ̂1), ψ1)H1 ∀ψ1 ∈ V1, (46)

a∗2(p̂2, ψ2) = (B∗p̂1, ψ2)H2 ∀ψ2 ∈ V2, (47)
a1(φ̂1, ψ1) = (Q−1

1 p̂1 +Bφ̂2 + f 0
1 , ψ1)H1 ∀ψ1 ∈ V1, (48)

a2(φ̂2, ψ2) = (Q−1
2 p̂2 + f 0

2 , ψ2)H2 ∀ψ2 ∈ V2. (49)
at realizations y that belong with probability 1 to space H.

Note that unique solvability of problem (46)–(49) at every realizati-
on can be proved similarly to the case of (36)–(39). Namely, setting
d = C∗JH0Q0y, one can show that solutions to the problem of optimal
control of the system

a∗1(p̂1(v), ψ1) = (d− C∗JH0v, ψ1)H1 ∀ψ1 ∈ V1

a∗2(p̂2(v), ψ2) = (B∗p̂1(v), ψ2)H2 ∀ψ2 ∈ V2
with the cost function

Ĩ(v) = (Q−1
1 (p̂1(v)−Q1f

0
1 ), p̂1(v)−Q1f

0
1 )H1

+(Q−1
2 (p̂2(v)−Q2f

0
2 ), p̂2(v)−Q2f

0
2 )H2 + (Q−1

0 v, v)H0 → inf
v∈H0
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can be reduced to the solution of problem (46)–(49), where the optimal
control v̂ is expressed via solution to this problem as v = Q0Cφ̂1; the
unique solvability of the problem follows from the existence of the unique
minimum point v̂ of functional Ĩ(v).

Theorem 2. The minimax estimate
̂̂
l(φ1) of the functional l(φ1) has the

form
̂̂
l(φ1) = l(φ̂1), (50)

where element φ̂1 ∈ V1 is determined from the solution to the problem
(46)–(49). The random fields p̂1, φ̂1 and p̂2, φ̂2, whose realizations satisfy
problem (46)–(49), belong to the space L2(Ω,V1) and L2(Ω,V2), respectively.

Proof. By virtue of (35), (46)–(49), and (36)–(39),

̂̂
l(φ1) = (y, û)H0 + ĉ = (y,Q0Cp1)H0 + ĉ =

(C∗JH0Q0y, p1)H1 + ĉ = a∗1(p̂1, p1) + C∗JH0Q0Cφ̂1, p1)H1 + ĉ

= a1(p1, p̂1) + (C∗JH0Q0Cφ̂1, p1)H1 + ĉ

= (Q−1
1 ẑ1 +Bp2, p̂1)H1 + (Cφ̂1, Q0Cp1)H0 + ĉ

= (Q−1
1 p̂1, ẑ1)H1 + (B∗p̂1, p2)H2 + (Cφ̂1, Q0Cp1)H0 + ĉ

= a1(φ̂1, ẑ1)− (Bφ̂2, ẑ1)H1 − (f 0
1 , ẑ1)H1 + a∗2(p̂2, p2) + (Cφ̂1, Q0Cp1)H0 + ĉ

= a∗1(ẑ1, φ̂1)− (φ̂2, B
∗ẑ1)H2 − (f 0

1 , ẑ1)H1 + a2(p2, p̂2) + (Cφ̂1, Q0Cp1)H0 + ĉ

= (l0 − C∗JH0Q0Cp1, φ̂1)H1 − a∗2(ẑ2, φ̂2)

−(f 0
1 , ẑ1)H1 + a2(p2, p̂2) + (Cφ̂1, Q0Cp1)H0 + ĉ

= (l0, φ̂1)H1 − a2(φ̂2, ẑ2)− (f 0
1 , ẑ1)H1 + (Q−1

2 ẑ2, p̂2)H2 + ĉ

= (l0, φ̂1)H1 − (Q−1
2 p̂2, ẑ2)H2 − (f 0

2 , ẑ2)H2 − (f 0
1 , ẑ1)H1 + (Q−1

2 ẑ2, p̂2)H2 + ĉ

= (l0, φ̂1)H1 = l(φ̂1). �

4. Numerical aspects
Using the Galerkin method for solving the aforementioned equations,

we obtain approximate estimates via solutions of linear algebraic equati-
ons and show their convergence to the optimal estimates.

Introduce a sequence of finite-dimensional subspaces V h in V , defined
by an infinite set of parameters h1, h2, . . . with limk→0 hk = 0.

We say that sequence {V h} is complete in V , if for any φ ∈ V and ϵ > 0

there exists an ĥ = ĥ(φ, ϵ) > 0 such that infψ∈V h ∥φ − ψ∥V < ε for any
h < ĥ. In other words, the completeness of sequence {V h} means that
any element φ ∈ V may be approximated with any degree of accuracy by
elements of {V h}.
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Take an approximate minimax estimate of l(φ1) as

l̂h(φ1) = (y, ûh)H0 + ĉh,

where
ĉ = (ẑh1 , f

0
1 )H1 + (ẑh2 , f

0
2 )H2 , ûh = Q0Cp

h
1 ,

and elements ẑh1 , ph1 ∈ V h
1 , ẑ

h
2 ∈ V h

2 are determined from the following
uniquely solvable system of variational equalities

a∗1(ẑ
h
1 , ψ1) = (l0 − C∗JH0Q0Cp

h
1 , ψ1)H1 ∀ψ1 ∈ V h

1 , (51)

a∗2(ẑ
h
2 , ψ2) = (B∗ẑh1 , ψ2)H2 ∀ψ2 ∈ V h

2 (52)

a1(p
h
1 , ψ1) = (Q−1

1 ẑh1 +Bph2 , ψ1)H1 ∀ψ1 ∈ V h
1 , (53)

a2(p
h
2 , ψ2) = (Q−1

2 ẑh2 , ψ2)H2 ∀ψ2 ∈ V h
2 , (54)

where ph2 ∈ V h
2 . Then the following results hold.

Theorem 3. Approximate minimax estimate of l̂h(φ1) of l(φ1) tends to

a minimax estimate
̂̂
l(φ1) of this expression as h→ 0 in the sense that

lim
h→0

E|l̂h(φ1)−
̂̂
l(φ1)|2 = 0, (55)

and

lim
h→0

E|l̂h(φ1)− l(φ1)|2 = E|̂̂l(φ1)− l(φ1)|2. (56)

Let us formulate a similar result in the case when an estimate of the
state φ1 is directly determined from the solution to problem (46)–(49).

Theorem 4. Let φ̂h1 ∈ V h
1 and φ̂h2 ∈ V h

2 be an approximate estimates
of the functions φ̂1 and φ̂2, respectively, which are determined from the
solution to the variational problem

a∗1(p̂
h
1 , ψ1) = (C∗JH0Q0(y − Cφ̂h1), ψ1)H1 ∀ψ1 ∈ V h

1 , (57)

a∗2(p̂
h
2 , ψ2) = (B∗p̂h1 , ψ2)H2 ∀ψ2 ∈ V h

2 , (58)

a1(φ̂
h
1 , ψ1) = (Q−1

1 p̂h1 +Bφ̂h2 + f 0
1 , ψ1)H1 ∀ψ1 ∈ V h

1 , (59)

a2(φ̂
h
2 , ψ2) = (Q−1

2 p̂h2 + f 0
2 , ψ

h
2 )H2 ∀ψ2 ∈ V h

2 , (60)

where p̂h1 ∈ V h
1 and p̂h2 ∈ V h

2 .
Then

∥φ̂1 − φ̂h1∥V1 + ∥φ̂2 − φ̂h2∥V2 → 0 as h→ 0.
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The proofs of Theorem 3 and Theorem 4 are similary to the proof of
Theorem 1.3 from [4].

The problem of finding ẑh1 , p
h
1 ∈ V h

1 and ẑh2 , p
h
2 ∈ V h

2 from (51)–(54)
is equivalent to determination of coefficients in their expansions by basis
elements of the spaces V h

1 and V h
2 from the corresponding system of linear

algebraic equations.
Introducing the basises in the spaces V h

1 and V h
2 , problem (51)–(54)

can be rewritten as a system of liner algebraic equations. To do this, let
us denote the elements of the basis in V h

1 by ξ1i (i1 = 1, . . . , N1) and in V h
2

by ξ2i (i2 = 1, . . . , N2), where N1 = dimV h
1 , N2 = dimV h

2 . The fact that
ẑh1 , p

h
1 , and ẑh2 , p

h
2 , belong to the spaces V h

1 and V h
2 , respectively, means

the existence of constants ẑ1i1 , p
1
i1

and ẑ2i2 , p
2
i2

such that

ẑh1 =

N1∑
i1=1

ẑ1i1ξ
1
i1
, ph1 =

N1∑
i1=1

p1i1ξ
1
i1
, ẑh2 =

N2∑
i2=1

ẑ2i2ξ
2
i2
, ph2 =

N2∑
i2=1

p2i2ξ
2
i2
. (61)

Setting in (51)–(54) ψ1 = ξ1j1 (j1 = 1, . . . , N1) and ψ2 = ξ1j2
(j2 = 1, . . . , N2), we obtain that finding ẑh1 , p

h
1 , ẑ

h
2 , p

h
2 is equivalent to

solving the following system of linear algebraic equations with respect
to coefficients ẑ1i1 , p

1
i1
, ẑ2i2 , p

2
i2
(i1 = 1, . . . , N1, i2 = 1, . . . , N2) of expansi-

ons (61):
N1∑
i1=1

a1j1i1 ẑ
1
i1
+

N1∑
i1=1

bi1j1p
1
i1
= gj1 , j1 = 1, . . . , N1,

N2∑
i2=1

a2j2i2 ẑ
2
i2
+

N1∑
i1=1

ci1j1 ẑ
1
i1
= 0, j2 = 1, . . . , N2,

N1∑
i1=1

a1i1j1p
1
i1
+

N1∑
i1=1

di1j1 ẑ
2
i1
+

N2∑
i2=1

ei2j1p
2
i2
= 0, j1 = 1, . . . , N1,

N2∑
i2=1

a2i2j2p
2
i2
+

N2∑
i2=1

hi2j1 ẑ
2
i2
= 0, j2 = 1, . . . , N2,

where
a1i1j1 = a1(ξ

1
i1
, ξ1j1), i1, j1 = 1, . . . , N1,

a2i2j2 = a2(ξ
2
i2
, ξ2j2), i2, j2 = 1, . . . , N2,

bi1j1 = (C∗JH0Q0Cξ
1
i1
, ξ1j1)H1 , i1, j1 = 1, . . . , N1,

ci1j2 = −(B∗ξ1i1 , ξ
2
j2
)H2 , i1 = 1, . . . , N1, j2 = 1, . . . , N2,

di1j1 = −(Q−1
1 ξ1i1 , ξ

1
j1
)H1 , i1, j1 = 1, . . . , N1,

ei2j1 = −(Bξ2i2 , ξ
1
j1
)H1 , i2 = 1, . . . , N2, j1 = 1, . . . , N1,

hi2j2 = −(Q−1
2 ξ2i2 , ξ

2
j2
)H2 , i2, j2 = 1, . . . , N2,
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and
gj1 = (l0, ξ

1
j1
)H1 , j1 = 1, . . . , N1.

Analogously, representing the elements p̂h1 , φ̂h1 , p̂h2 , φ̂h2 as

p̂h1 =

N1∑
i1=1

p̂1i1ξ
1
i1
, φ̂h1 =

N1∑
i1=1

φ̂1
i1
ξ1i1 , p̂

h
2 =

N2∑
i2=1

p̂2i2ξ
2
i2
, φ̂h2 =

N2∑
i2=1

φ̂2
i2
ξ2i2 , (62)

we rewrite problem (57)–(60) as the following system of liner algebraic
equations with respect to the coefficients p̂1i1 , φ̂

1
i1
, p̂2i2 , φ̂

2
i2

of the expansions
(62):

N1∑
i1=1

a1j1i1 p̂
1
i1
+

N1∑
i1=1

bi1j1φ̂
1
i1
= g̃j1 , j1 = 1, . . . , N1,

N2∑
i2=1

a2j2i2 p̂
2
i2
+

N1∑
i1=1

ci1j1 p̂
1
i1
= 0, j2 = 1, . . . , N2,

N1∑
i1=1

a1i1j1φ̂
1
i1
+

N1∑
i1=1

di1j1 p̂
2
i1
+

N2∑
i2=1

ei2j1φ̂
2
i2
= q1j1 , j1 = 1, . . . , N1,

N2∑
i2=1

a2i2j2φ̂
2
i2
+

N2∑
i2=1

hi2j1 p̂
2
i2
= q2j2 , j2 = 1, . . . , N2,

where

q1j1 = (f 0
1 , ξ

1
j1
)H1 , j1 = 1, . . . , N1, q1j2 = (f 0

2 , ξ
2
j2
)H2 , j2 = 1, . . . , N2,

g̃j1 = (C∗JH0Q0y, ξ
1
j1
)H1 , j1 = 1, . . . , N1.

5. Corollary from the obtained results
Setting in (8)–(9) H1 = L2(D), V1 = H1

0 (D), H2 = L2(D)n, V2 = V,
φ1 = T, ψ1 = ψ ∈ H1

0 (D), φ2 = v = (v1, . . . , vn), ψ2 = u = (u1, . . . , un) ∈
V, f1 = f ∈ L2(D), f2 = f ∈ L2(D)n,

a1(φ1, ψ1) = a1(T, ψ)

=

∫
D

(
n∑
i=1

∂T

∂xi

∂ψ

∂xi
+

n∑
i=1

v̄i(x)
∂T

∂xi
ψ + ρ(x)Tψ

)
dx ∀ψ ∈ H1

0 (D),

a2(φ2, ψ2) = a2(v,u) = ν((v,u)) ∀u ∈ V,

B : L2(D)n → L2(D), Bφ2 = Bv =
n∑
i=1

vi(x)gi(x),
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where ρ(x), g1(x), . . . , gn(x), and v̄ = (v̄1(x), . . . , v̄n(x)) are given bounded
measurable functions in D, ν = const > 0,3 we arrive at the estimation
problem of the form: given

(f, f) ∈ G1, y = CT + η, (64)

where observation error η in (64) is a realization of stochastic prosess
belonging to G0, find the minimax estimate of the quantity

l(T ) =

∫
D

l0(x)T (x) dx, (65)

where function T ∈ H1
0 (D) satisfies to the following uniquely solvable

variational problem:∫
D

(
n∑
i=1

∂T

∂xi

∂ψ

∂xi
+

n∑
i=1

v̄i(x)
∂T

∂xi
ψ + ρ(x)Tψ

)
dx

=

∫
D

(
f(x) +

n∑
i=1

vi(x)gi(x)

)
ψ(x) dx ∀ψ ∈ H1

0 (D), (66)

ν((v,u)) =
(
f ,u
)
L2(D)n

∀u ∈ V. (67)

Here l0 ∈ L2(D) is a prescribed function, v ∈ V ,

G1 := {(f̃ , f̃) : f̃ ∈ L2(D), f̃ ∈ L2(D)n,

(Q1(f̃ − f0), f̃ − f0)L2(D) + (Q2(f̃ − f0), f̃ − f0)L2(D)n ≤ 1} (68)

f0 ∈ L2(D) and f0 = (f01, . . . , f0n) ∈ L2(D)n are given functions, Q1

and Q2 are bounded selfadjoint positive definite operators in L2(D)n and
L2(D), respectively, for which there exist bounded inverse operators Q−1

1

and Q−1
2 .

Definition 1 of the the minimax estimate transforms in the considered
case as follows:

3the bilinear form a1(T, ψ) is supposed to be such that homogeneous variational
problem ∫

D

(
n∑

i=1

∂T

∂xi

∂ψ

∂xi
+

n∑
i=1

v̄i(x)
∂T

∂xi
ψ + ρ(x)Tψ

)
dx = 0 ∀ψ ∈ H1

0 (D)

has only the trivial solution T = 0. From this suggestion it follows (see [1]) that
nonhomogeneous variational problem∫

D

(
n∑

i=1

∂T

∂xi

∂ψ

∂xi
+

n∑
i=1

v̄i(x)
∂T

∂xi
ψ + ρ(x)Tψ

)
dx =

∫
D

gψ dx ∀ψ ∈ H1
0 (D) (63)

has a unique solution T ∈ H1
0 (D) for any function g ∈ L2(D). Sufficient conditions for

uniqueness, and hence solvability, of the problem (63) are given by Theorem 2.1 in [3].
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An estimate ̂̂
l(T ) = (y, û)H0 + ĉ (69)

is called a minimax estimate of the l(T ), if elements û ∈ H0 and a number
ĉ are determined from the condition

inf
u∈H0,c∈R

σ(u, c), (70)

where
σ(u, c) := sup

f̃=(f,f)∈G1,η̃,∈G0

E[l(T̃ )− l̂(T̃ )]2,

T̃ is a solution to problem (3)–(67) when f(x) = f̃(x), f(x) = f̃(x),

l̂(T̃ ) = (ỹ, u)H0 + c, (71)

and
ỹ = CT̃ + η̃.

The quantity
σ = [σ(û, ĉ)]1/2 (72)

is called the error of the minimax estimation of l(T ).
Reasoning as in the proof of Lemma 2.1 from [1], we can prove that

problem (66)–(67) is equivalent to the following system of heat and Stokes
equations: 4

−∆T +
n∑
i=1

v̄i(x)
∂T

∂xi
+ ρ(x)T = (v(x),g(x))Rn + f(x) в D, (73)

T = 0 on Γ, (74)

−ν∆v + grad p = f in D, (75)

divv = 0 in D, (76)

v = 0 on Γ (77)
in the sense that if T and v satisfy (3)–(67) then they satisfy (73)–(77)
and vice versa. Here by a solution of the system of equations (73)–
(77) we mean a pair of functions (T,v) ∈ H1

0 (D) × H1
0 (D)n satisfy-

ing these equations in the following weak sense: there exists a unique
(up to a constant) function p ∈ L2(D) such that −ν∆v+grad p= f
in the distributive sense inD; functions T and v satisfy (73) and (76)
in the distributive sense in D; boundary conditions (74) and (77) are
understood as γ0T = 0 and γ0v = 0.

4From physical point of view scalar functions T, p and vector-function v represent
the temperature, the pressure, and the velosity of fluid, respectively, which are defined
in the domain D and the positive constant ν is the coefficient of kinematic viscosity.
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Taking into account the notations mentioned above, one can easely
verify that the following assertions are direct consequences of the previous
theorems.

Theorem 5. The minimax estimate of the functional l(T ) has the form̂̂
l(T ) = (y, û)H0 + ĉ, (78)

where

ĉ =

∫
D

ẑ1(x)f0(x) dx+

∫
D

(ẑ2(x), f0(x))Rn dx, û = Q0Cp1, (79)

and the functions ẑ1, p1 ∈ H1
0 (D), and ẑ2 = (ẑ

(2)
1 , . . . , ẑ

(2)
n ) ∈ V are

determined from solution of the following uniquely solvable variational
problem:∫

D

(
n∑
i=1

∂ẑ1
∂xi

∂ψ1

∂xi
+

n∑
i=1

v̄iẑ1
∂ψ1

∂xi
+ ρẑ1ψ1

)
dx

=

∫
D

(l0 − C∗JH0Q0Cp1)ψ1 dx ∀ψ1 ∈ H1
0 (D), (80)

ν

n∑
i=1

∫
D

(
∂ẑ

(2)
1

∂xi

∂ψ
(2)
1

∂xi
+
∂ẑ

(2)
2

∂xi

∂ψ
(2)
2

∂xi
+ · · ·+ ∂ẑ

(2)
n

∂xi

∂ψ
(2)
n

∂xi

)
dx

=
n∑
i=1

∫
D

ẑ1giψ
(2)
i dx ∀ψ2 = (ψ

(2)
1 , ψ

(2)
2 , . . . , ψ(2)

n ) ∈ V, (81)

∫
D

(
n∑
i=1

∂p1
∂xi

∂ψ1

∂xi
+

n∑
i=1

v̄i
∂p1
∂xi

ψ1 + ρp1ψ1

)
dx

=

∫
D

(
Q−1

1 ẑ1 +
n∑
i=1

p
(2)
i gi

)
ψ1 dx ∀ψ1 ∈ H1

0 (D), (82)

ν
n∑
i=1

∫
D

(
∂p

(2)
1

∂xi

∂ψ
(2)
1

∂xi
+
∂p

(2)
2

∂xi

∂ψ
(2)
2

∂xi
+ · · ·+ ∂p

(2)
n

∂xi

∂ψ
(2)
n

∂xi

)
dx

=
n∑
i=1

∫
D

(Q−1
2 ẑ2)iψ

(2)
i dx ∀ψ2 = (ψ

(2)
1 , ψ

(2)
2 , . . . , ψ(2)

n ) ∈ V. (83)

Here p2 = (p
(2)
1 , . . . , p

(2)
n ) ∈ V.
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Theorem 6. The minimax estimate
̂̂
l(T ) of l(T ) has the form̂̂

l(T ) = l(T̂ ), (84)

where function T̂ ∈ H1
0 (D) is determined from the solution to the problem∫

D

(
n∑
i=1

∂p̂1
∂xi

∂ψ1

∂xi
+

n∑
i=1

v̄ip̂1
∂ψ1

∂xi
+ ρp̂1ψ1

)
dx

=

∫
D

C∗JHQ(y − CT̂ )ψ1 dx ∀ψ1 ∈ H1
0 (D), (85)

ν
n∑
i=1

∫
D

(
∂p̂

(2)
1

∂xi

∂ψ
(2)
1

∂xi
+
∂p̂

(2)
2

∂xi

∂ψ
(2)
2

∂xi
+ · · ·+ ∂p̂

(2)
n

∂xi

∂ψ
(2)
n

∂xi

)
dx

=
n∑
i=1

∫
D

p̂1giψ
(2)
i dx ∀ψ2 = (ψ

(2)
1 , ψ

(2)
2 , . . . , ψ(2)

n ) ∈ V, (86)

∫
D

(
n∑
i=1

∂T̂

∂xi

∂ψ1

∂xi
+

n∑
i=1

v̄i
∂T̂

∂xi
ψ1 + ρT̂ψ1

)
dx

=

∫
D

(
Q−1

1 p̂1 +
n∑
i=1

v̂
(2)
i gi + f0

)
ψ1 dx ∀ψ1 ∈ H1

0 (D), (87)

ν
n∑
i=1

∫
D

(
∂v̂1
∂xi

∂ψ
(2)
1

∂xi
+
∂v̂2
∂xi

∂ψ
(2)
2

∂xi
+ · · ·+ ∂v̂n

∂xi

∂ψ
(2)
n

∂xi

)
dx

=
n∑
i=1

∫
D

(
(Q−1

2 p̂2)i + f0i
)
ψ

(2)
i dx ∀ψ2 = (ψ

(2)
1 , ψ

(2)
2 , . . . , ψ(2)

n ) ∈ V.

(88)

Here p̂1 ∈ H1
0 (D) p̂2 = (p̂

(2)
1 , . . . , p̂

(2)
n ) ∈ V, v̂ = (v̂1, . . . , v̂n) ∈ V.

If we put approximate minimax estimate of l(T ) as

l̂h(T ) = (y, ûh)H0 + ĉh,

where

ĉ =

∫
D

ẑh1f0 dx+
n∑
i=1

∫
D

ẑh2,if0i dx, ûh = QCph1 ,
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and elements ẑh1 , ph1 ∈ {H1
0 (D)}h, ẑh2 =

(
ẑh2,1, . . . , ẑ

h
2,n

)
∈ V h are determi-

ned from the following uniquely solvable system of variational equalities:∫
D

(
n∑
i=1

∂ẑh1
∂xi

∂ψ1

∂xi
+

n∑
i=1

v̄iẑ
h
1

∂ψ1

∂xi
+ ρẑh1ψ1

)
dx

=

∫
D

(l0 − C∗JHQCp
h
1)ψ1 dx ∀ψ1 ∈ {H1

0 (D)}h, (89)

ν
n∑
i=1

∫
D

(
∂ẑh2,1
∂xi

∂ψ
(2)
1

∂xi
+
∂ẑh2,2
∂xi

∂ψ
(2)
2

∂xi
+ · · ·+

∂ẑh2,n
∂xi

∂ψ
(2)
n

∂xi

)
dx

=
n∑
i=1

∫
D

ẑh1giψ
(2)
i dx ∀ψ2 = (ψ

(2)
1 , ψ

(2)
2 , . . . , ψ(2)

n ) ∈ V h, (90)

∫
D

(
n∑
i=1

∂ph1
∂xi

∂ψ1

∂xi
+

n∑
i=1

v̄i
∂ph1
∂xi

ψ1 + ρph1ψ1

)
dx

=

∫
D

(
Q−1

1 ẑh1 +
n∑
i=1

p
(2)h
i gi

)
ψ1 dx ∀ψ1 ∈ {H1

0 (D)}h, (91)

ν
n∑
i=1

∫
D

(
∂ph2,1
∂xi

∂ψ
(2)
1

∂xi
+
∂ph2,2
∂xi

∂ψ
(2)
2

∂xi
+ · · ·+

∂ph2,n
∂xi

∂ψ
(2)
n

∂xi

)
dx

=
n∑
i=1

∫
D

(Q−1
2 ẑh2 )iψ

(2)
i dx ∀ψ2 = (ψ

(2)
1 , ψ

(2)
2 , . . . , ψ(2)

n ) ∈ V h. (92)

where ph2 =
(
ph2,1, . . . , p

h
2,n

)
∈ V h then the following result is valid.

Theorem 7. Approximate minimax estimate of l̂h(T ) of l(T ) tends to a

minimax estimate
̂̂
l(T ) of this expression as h→ 0 in the sense that

lim
h→0

E|l̂h(T )− ̂̂
l(T )|2 = 0, (93)

and

lim
h→0

E|l̂h(T )− l(T )|2 = E|̂̂l(T )− l(T )|2. (94)

Let us formulate a similar result in the case when an estimate of the
state (T,v) is directly determined from the solution to problem (85)–(88).
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Theorem 8. Let T̂ h ∈ {H1
0 (D)}h and v̂h = (v̂h1 , . . . , v̂

h
n) ∈ V h be an

approximate estimates of the functions T̂ ∈ H1
0 (D) and v̂ ∈ V determined

from the solution to the variational problem∫
D

(
n∑
i=1

∂p̂h1
∂xi

∂ψ1

∂xi
+

n∑
i=1

v̄ip̂
h
1

∂ψ1

∂xi
+ ρp̂h1ψ1

)
dx

=

∫
D

C∗JHQ(y − CT̂ h)ψ1 dx ∀ψ1 ∈ {H1
0 (D)}h, (95)

ν

n∑
i=1

∫
D

(
∂p̂h2,1
∂xi

∂ψ
(2)
1

∂xi
+
∂p̂h2,2
∂xi

∂ψ
(2)
2

∂xi
+ · · ·+

∂p̂h2,n
∂xi

∂ψ
(2)
n

∂xi

)
dx

=
n∑
i=1

∫
D

p̂h1giψ
(2)
i dx ∀ψ2 = (ψ

(2)
1 , ψ

(2)
2 , . . . , ψ(2)

n ) ∈ V h, (96)

∫
D

(
n∑
i=1

∂T̂ h

∂xi

∂ψ1

∂xi
+

n∑
i=1

v̄i
∂T̂ h

∂xi
ψ1 + ρT̂ hψ1

)
dx

=

∫
D

(
Q−1

1 p̂h1 +
n∑
i=1

v̂hi gi + f0

)
ψ1 dx ∀ψ1 ∈ {H1

0 (D)}h, (97)

ν

n∑
i=1

∫
D

(
∂v̂h1
∂xi

∂ψ
(2)
1

∂xi
+
∂v̂h2
∂xi

∂ψ
(2)
2

∂xi
+ · · ·+ ∂v̂hn

∂xi

∂ψ
(2)
n

∂xi

)
dx

=
n∑
i=1

∫
D

(
(Q−1

2 p̂h2)i+f0,i
)
ψ

(2)
i dx ∀ψ2=(ψ

(2)
1 ,ψ

(2)
2 , . . . ,ψ(2)

n )∈ V h. (98)

where p̂h1 ∈ {H1
0 (D)}h and p̂h2 = (p̂h2,1, . . . , p̂

h
2,n). Then

∥T̂ − T̂ h∥H1
0 (D) + ∥v̂ − v̂h∥V → 0 as h→ 0.

Denoting the elements of the basis in {H1
0 (D)}h by and V h by ξ1i1

(i1 = 1, . . . , N1) and in V h by ξ2i2 = (ξ2i2,1, . . . , ξ
2
i2,n

) (i2 = 1, . . . , N2),

N1 = dim {H1
0 (D)}h, N2 = dimV h, respectively, we obtain the following

expansions

ẑh1 =

N1∑
i1=1

ẑ1i1ξ
1
i1
, ph1 =

N1∑
i1=1

p1i1ξ
1
i1
, ẑh2 =

N2∑
i2=1

ẑ2i2ξ
2
i2
, ph2 =

N2∑
i2=1

p2i2ξ
2
i2
.

and

p̂h1 =

N1∑
i1=1

p̂1i1ξ
1
i1
, T̂ h =

N1∑
i1=1

T̂ 1
i1
ξ1i1 , p̂h2 =

N2∑
i2=1

p̂2i2ξ
2
i2
, v̂h =

N2∑
i2=1

v̂i2ξ
2
i2
.
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for solutions of problems (89)–(92) and (95)–(98) in which constants ẑ1i1 ,
p1i1 , ẑ

2
i2
, p2i2 and p̂1i1 , T̂

1
i1
, p̂2i2 , v̂i2 are found from systems of linear algebraic

equations
N1∑
i1=1

a1j1i1 ẑ
1
i1
+

N1∑
i1=1

bi1j1p
1
i1
= gj1 , j1 = 1, . . . , N1,

N2∑
i2=1

a2j2i2 ẑ
2
i2
+

N1∑
i1=1

ci1j1 ẑ
1
i1
= 0, j2 = 1, . . . , N2,

N1∑
i1=1

a1i1j1p
1
i1
+

N1∑
i1=1

di1j1 ẑ
2
i1
+

N2∑
i2=1

ei2j1p
2
i2
= 0, j1 = 1, . . . , N1,

N2∑
i2=1

a2i2j2p
2
i2
+

N2∑
i2=1

hi2j1 ẑ
2
i2
= 0, j2 = 1, . . . , N2,

and
N1∑
i1=1

a1j1i1 p̂
1
i1
+

N1∑
i1=1

bi1j1T̂
1
i1
= g̃j1 , j1 = 1, . . . , N1,

N2∑
i2=1

a2j2i2 p̂
2
i2
+

N1∑
i1=1

ci1j1 p̂
1
i1
= 0, j2 = 1, . . . , N2,

N1∑
i1=1

a1i1j1T̂
1
i1
+

N1∑
i1=1

di1j1 p̂
2
i1
+

N2∑
i2=1

ei2j1 v̂
2
i2
= q1j1 , j1 = 1, . . . , N1,

N2∑
i2=1

a2i2j2 v̂
2
i2
+

N2∑
i2=1

hi2j1 p̂
2
i2
= q2j2 , j2 = 1, . . . , N2,

respectively, where

a1i1j1 =

∫
D

(
n∑
i=1

∂ξ1i1
∂xi

∂ξ1j1
∂xi

+
n∑
i=1

v̄i
∂ξ1i1
∂xi

ξ1j1 + ρξ1i1ξ
1
j1

)
dx, i1, j1 = 1, . . . , N1,

a2i2j2=ν
n∑
i=1

∫
D

(
∂ξ2i2,1
∂xi

∂ξ2j2,1
∂xi

+
∂ξ2i2,2
∂xi

∂ξ2j2,2
∂xi

+...+
∂ξ2i2,n
∂xi

∂ξ2j2,n
∂xi

)
dx, i2,j2 =1,...,N2,

bi1j1 =

∫
D

C∗JHQCξ
1
i1
(x)ξ1j1(x) dx, i1, j1 = 1, . . . , N1,

ci1j2 = −
n∑
i=1

∫
D

giξ
1
i1
ξ2j2,i dx, i1 = 1, . . . , N1, j2 = 1, . . . , N2,

di1j1 = −
∫
D

Q−1
1 ξ1i1(x)ξ

1
j1
(x) dx, i1, j1 = 1, . . . , N1,
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ei2j1 = −
n∑
i=1

∫
D

ξ2j2,igiξ
1
j1
dx, i2 = 1, . . . , N2, j1 = 1, . . . , N1,

hi2j2 = −
n∑
i=1

∫
D

(Q−1
2 ξ2i2)iξ

2
j2,i

dx, i2, j2 = 1, . . . , N2,

and
gj1 =

∫
D

l0ξ
1
j1
dx, j1 = 1, . . . , N1,

q1j1 =

∫
D

f0ξ
1
j1
dx, j1 = 1, . . . , N1,

q1j2 =
n∑
i=1

∫
D

f0,iξ
2
j2,i

dx, j2 = 1, . . . , N2,

g̃j1 =

∫
D

C∗JHQy(x)ξ
1
j1
(x) dx, j1 = 1, . . . , N1.
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Abstract. Nonlinear singularly perturbed convection-diffusion-ad-
sorption process of mass transfer of two kinds soluble substances
in the environment, consisting of particles of microporous structure
in conditions of chemical reactions to form the third grade materi-
al is modeled. We construct the asymptotic expansion of solving
of relevant model boundary problem and on this basis conducted
a numerical experiment which allows to assess the impact of various
components of the process of the distribution of contaminants in the
area.
Keywords: convection, diffusion, mass transfer, the nanoporous
media, singular perturbation, asymptotic methods.

Резюме. Змодельовано нелiнiйний сингулярно збурений процес
конвективно-дифузiйно-адсорбцiйного масопереносу двох сортiв
розчинних речовин в середовищi, що складається з частинок мi-
кропористої структури за умови протiкання хiмiчної реакцiї з
утворенням третього сорту речовини. Побудовано асимптотичне
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розвинення розв’язку вiдповiдної модельної крайової задачi та
на цiй основi проведено числовий експеримент, що дає змогу оцi-
нити вплив рiзних складових процесу на розподiл забруднень в
областi.
Ключовi слова: конвекцiя, дифузiя, масообмiн, нанопористе
середовище, сингулярнi збурення, асимптотичнi методи.

Вступ
Моделювання процесiв масоперенесення в нанопористих середовищах є

перспективним напрямком дослiджень стосовно використання фiльтрiв з
нанопористим завантаженням для очищення забруднених технологiчних
потокiв. Нанопористi матерiали забезпечують адсорбцiю та молекулярний
транспорт рiзних компонеттiв адсорбтиву через розвинуту мережу макро-,
мiкро- i мезопорожнин, забезпечуючи ефективне очищення технологiчних
потокiв. Поєднання масообмiнних, хiмiчних i теплових процесiв в одно-
му апаратi дозволяє пiдвищити ефективнiсть очищення, знизити кiлькiсть
вiдходiв, що потрапляють навколишнє середовище. Проведений в робо-
тах [1–20] аналiз результатiв дослiджень свiдчить про наявнiсть складної
структури взаємозалежностей рiзних факторiв, що визначають процеси
одно- i багатокомпонентного конвективно-дифузiйного масоперенесення в
пористих i нанопористих середовищах. У роботах [1–2, 5–10] розглянуто
проблеми математичного моделювання масоперенесення рiзної природи в
пористих середовищах без урахування внутрiшньої структури пористого
середовища, зокрема в [5, 8–10] запропоновано пiдхiд до асимптотичного
розвинення розв’язкiв вiдповiдних модельних сингулярно збурених задач.
Моделюванню дифузiї i адсорбцiї в нанопористих середовищах та питан-
ню iдентифiкацiї кiнетичних параметрiв цих процесiв присвячено значну
кiлькiсть публiкацiй [3–4, 11–20]. Компететивна дифузiя речовини в кри-
сталiчних середовищах частинок мiкропористої структури дослiджена в
роботах [15–17, 19]. Актуальним залишається питання математичного мо-
делювання процесiв багатокомпонентного масоперенесення, ускладненого
протiканням хiмiчної реакцiї мiж забруднюючими речовинами в нанопори-
стих середовищах у випадку превалювання одних складових процесу над
iншими, опираючись на базу даних новiтнiх фiзичних експериментiв для
цих середовищ, що приводить до появи малого параметра при вiдповiдних
членах рiвнянь.

У данiй роботi при моделюваннi сингулярно збурених процесiв типу

”
конвекцiя-дифузiя-адсорбцiя-реакцiя“ очищення рiдини вiд багатокомпо-

нентних домiшок в середовищi нанопористої структури у випадку превалю-
вання конвективних складових над дифузiйними i масообмiнними запропо-
новано пiдходи стосовно врахування спецiальних видiв взаємовпливу його
складових.
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1. Постановка задачi
Розглядається процес трикомпонентного конвективно-дифузiйно-адсорб-

цiйного масоперенесення забруднюючої речовини в наносередовищi за умо-
ви домiнування конвективної його складової над iншими, що описується
наступною модельною сингулярно збуреною задачею:

σ
∂cj
∂t

=

3∑
s=1

D̃js
∂2cs
∂x2

− v(x)
∂cj
∂x

− αjK̃jc
α1
1 cα2

2 −
3∑
s=1

S̃js

(
∂qs
∂r̃

)∣∣∣∣
r̃=R

, (1)

σ∗
∂qj
∂t

=

3∑
s=1

D̃∗
js

(
∂2qs
∂r̃2

+
2

r̃

∂qs
∂r̃

)
− αjK̃jq

α1
1 qα2

2 , j = 1, 3, (2)

cj (x, t)|t=0 = c0j (x), qj (x, r̃, t)|t=0 = q0j (x, r̃), (3)

cj(0, t) = cj∗ (t) ,
∂cj(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0,

qj (x, r̃, t)|r̃=R = kjcj (x, t) ,
∂qj(x, r̃, t)

∂r̃

∣∣∣∣
r̃=0

= 0, (4)

0 6 x 6 L = 1, 0 6 r̃ 6 R, 0 6 t <∞.

Тут cj(x, t) — концентрацiя j-того сорту розчинної речовини у мiжчастинко-
вому просторi, q (x, r, t)— концентрацiя j- того сорту розчинної речови-
ни в мiкрочастинцi, D̃js = εDjs i D̃∗

js = ε3D∗
js — коефiцiєнти дифузiї в

мiжчастинковому просторi та в мiкрочастинках вiдповiдно, S̃js = ε2Sjs —
коефiцiєнти впливу внутрiшньочастинкового переносу на мiжчастинковий,
kj — коефiцiєнти адсорбцiйної рiвноваги, αj — кiлькiсть моль речовини j-
го сорту, що вiзьме участь в реакцiї, K̃j = εIjKj — швидкiсть протiкання
хiмiчної реакцiї, I1 = I2 = 1, I3 = −1, R = ε — радiус мiкрочастинок, σ i σ∗
— коефiцiєнти пористостi вiдповiдно макро- та мiкросередовища, j = 1, 3,
s = 1, 3. Всi функцiї, якi фiгурують в умовах (3–4) є достатньо гладкими
та узгодженими мiж собою вздовж ребер та кутових точок даної областi.
Зауважимо, що питання iдентифiкацiї параметрiв задач дифузiї в нанопо-
ристому середовищi дослiджено зокрема в [18–20].

Дана модель описує процес руху частинок трьох сортiв розчинних ре-
човин у адсорбцiйному середовищi, що складається з нанопористих мiкро-
частинок. Двi речовини вступають в хiмiчну реакцiю типу α1c1 + α2c2 =
α3c3 (для спрощення викладу розглядається випадок αj = 1, j = 1, 3 ).
Вiдмiтимо, що в залежностi вiд конкретного виду речовин, можливi рiзнi
випадки протiкання процесу, наприклад двi речовини-забруднювачi адсор-
буються мiкрочастинками, а утворена третя речовина — нi, чи навпаки.

Роль малого параметра в даному випадку грає радiус мiкрочастинки,
а коефiцiєнти дифузiї на мiкро- та макрорiвнях i коефiцiєнти масообмiну
виражаються через цей параметр. Пiсля замiни змiнної r̃ = εr [5], рiвняння
(1)–(2) зведемо до вигляду:

σ
∂cj
∂t

= ε

3∑
s=1

Djs
∂2cs
∂x2

− v(x)
∂cj
∂x

− εIjKjc1c2 − ε

3∑
s=1

Sjs

(
∂qs
∂r

)∣∣∣∣
r=1

, (5)
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σ∗
∂qj
∂t

= ε

3∑
s=1

D∗
js

(
∂2qs
∂r2

+
2ε

r

∂qs
∂r

)
− εIjKjq1q2, (6)

0 6 x 6 1, 0 6 r 6 1, 0 6 t <∞.

2. Асимптотика розв’язку
Асимптотичне наближення розв’язку системи (5)-(6) за умов (3)-(4) мати-

ме вигляд [10]:

cj(x, t) = cj,0 (x, t) + εcj,1 (x, t) + ...+ εncj,n (x, t) + Pj,0 (ξ, t)+

+εPj,1 (ξ, t) + ...+ εn+1Pj,n+1 (ξ, t) +R1
j,n(x, t, ε), (7)

qj(x, r, t) = qj,0(x, r, t) + εqj,1(x, r, t) + ...+ εnqj,n(x, r, t) + Fj,0(x, ρ, t)+

+...+ εi/2Fj,i/2(x, ρ, t) + ...+ εn+1Fj,n+1(x, ρ, t) +R2
j,n(x, r, t, ε), (8)

де cj,i (x, t), qj,i (x, r, t) ( i = 0, n, j = 1, 3) — члени вiдповiдних регулярних
частин асимптотики, Pj,i (ξ, t) (i = 0, n+ 1) — функцiї типу примежового
шару в околi x = 1, Fj,i/2 (x, ρ, t) (i = 0, 2n+ 1) — функцiї типу примежо-
вого шару в околi r = 1, ξ = (1 − x) · ε−1, ρ = (1 − r) · ε−1/2 — вiдповiднi
регуляризуючi перетворення, R1

j,n, R
2
j,n — залишковi члени.

Пiсля застосування процедури пiдстановки рядiв (7)–(8) в рiвняння (5)–
(6) та прирiвняння коефiцiєнтiв при однакових степенях ε [5, 8–10], отри-
мано такi задачi для знаходження регулярних частин асимптотики: v(x)

∂cj,i(x, t)

∂x
+ σ1

∂cj,i (x, t)

∂t
= g1j,i(x, t),

cj,i(x, 0) = w1
j,i(x), cj,i(0, t) = w2

j,i (t),

(9)

σ2
∂qj,i (x, r, t)

∂t
= g2j,i(x, r, t),

qj,i(x, r, 0) = w3
j,i(x, r),

(10)

де g1j,0(x, t) = 0, w1
j,0 (x) = c0j (x), w

2
j,0 (t) = cj∗ (t), g

2
j,0(x, r, t) = 0, w3

j,0 (x, r) =

= q0j (x, r), g
1
j,i(x, t) =

3∑
s=1

Djs
∂2cs,i−1(x, t)

∂x2
− IjKj

i−1∑
s=0

c1,s(x, t)c2,i−1−s(x, t)−

−
3∑
s=1

Sjs (
∂qs, i−1 (x, r, t)

∂r
+
∂Fs, i−1 (x, r, t)

∂r
+ ε

1
2
∂Fs, i−1/2 (x, r, t)

∂r
)

∣∣∣∣∣
r=1

,

w1
j,i (x) = 0, w2

j,i (t) = 0, g2j,1(x, r, t) =
3∑
s=1

D∗
js

∂2qs,0(x, r, t)

∂r2
− IjKjq1,0(x, r, t)×

×q2,0(x, r, t), g2j,i(x, r, t) =
3∑
s=1

D∗
js(
∂2qs,i−1(x, r, t)

∂r2
+

2

r

∂qs,i−2(x, r, t)

∂r
)− IjKj×

×q1,i−1(x, r, t)q2,i−1(x, r, t), w3
j,i (x, r) = 0 ( i = 1, n, j = 1, 3).

Розв’язки наведених задач знайдено методом характеристик:

cj,0(x, t) =

[
c0j (f

−1(σf(x)− t)) , t < σf(x),

cj∗(t− σf(x)) , t > σf(x),
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qj,0(x, r, t) = q0j (x, r), qj,i(x, r, t) =
1

σ∗

t∫
0

g2j,i(x, r, t̃)dt̃, i = 1, n,

cj,i(x, t) =


1

σ

t∫
0

g1j,i(f
−1(σf(x)− t+ t̃), t̃)dt̃, t < σf(x),

x∫
0

g1j,i(x̃, σf(x̃) + t− σf(x))

v2(x̃)
dx̃, t > σf(x),

де f(x) = σ
x∫
0

dx̃

v2(x̃)
— час проходження вiдповiдними часточками розчинної

речовини вiд початку фiльтру до точки з координатою x, f−1 (x) — фун-
кцiя, обернена до функцiї f (x) (така функцiя iснує, оскiльки v (x) — непе-
рервно диференцiйована, обмежена, додатньо-визначенк функцiя, σ > 0 —
стала).

Врахувавши спiввiдношення
∂

∂x
=

∂

∂ξ
(−

1

ε
),

∂2

∂x2
=

1

ε2
∂2

∂ξ2
та розклавши

функцiю v(L − ξε) в ряд Тейлора в околi x = L = 1, одержано систему
рiвнянянь iз вiдповiдними умовами для визначення примежових функцiй
Pj,i (i = 0, n+ 1, j = 1, 3):

3∑
s=1

Djs
∂2Ps,i(ξ, t)

∂ξ
+ v(L)

∂Pj,i(ξ, t)

∂ξ
= g3j,i(ξ, t),

∂Pj,i (ξ, t)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ→0

= υj,i(t), Pj,i(ξ, t)|ξ→∞ → 0 ,

де g30(ξ, t) = 0, g3j,1(ξ, t) = σ
∂Pj,0(ξ, t)

∂t
−

3∑
s=1

Djs
∂2Pj,0(ξ, t)

∂ξ2
+ v′(L)ξ

∂Pj,0(ξ, t)

∂ξ
,

g5j,i(ξ, t) = σ
∂Pj,i−1(ξ, t)

∂t
−

3∑
s=1

Djs
∂2Pj,i−1(ξ, t)

∂ξ2
+

i−1∑
s=0

(−1)s

s!
v(s)(L)ξs×

×
∂Pj,i−1−s(ξ, t)

∂ξ
− IjKj

i−1∑
s=0

i−1−s∑
l=0

P1,i−1−s−l(ξ, t)P2,l(ξ, t) (i = 2, n+ 1),

υj,i(t) = −
∂cj,i−1 (L, t)

∂ξ
(i = 0, n), υj,n(t) = 0.

Аналогiчно [10] отримуємо задачi для поправок Fj,i/2 (x, ρ, t):
σ∗
∂Fj,i/2(x, ρ, t)

∂t
=

3∑
s=1

D∗
js

∂2Fs,i/2 (x, ρ, t)

∂ρ2
+ γj,i/2(x, ρ, t),

Fj,i/2(x, ρ, 0) = 0, Fj,i/2(x, 0, t) = ϑj,i/2(x, t),
∂Fj,i/2 (x, ρ, t)

∂ρ

∣∣∣∣∣
ρ→∞

= 0,
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γj,0(x, ρ, t) = γj,1/2(x, ρ, t) = 0, γj,1(x, ρ, t) = −IjKjF1,0(x, ρ, t)F2,0(x, ρ, t),

γj,i/2(x, ρ, t) = 2
3∑
s=1

i−3∑
l=0

D∗
jsρ

l
∂Fs,(l−i+3)/2(x, ρ, t)

∂ρ
− IjKj

i−3∑
s=0

F1,s(x, ρ, t)×

×F2,i−3−s(x, ρ, t) (i = 3, n), ϑj,i/2(x, t) = k(cj, i
2
(x, t)+Pj, i

2
(x, t)), для парних

i, для непарних дана умова рiвна 0.
Розв’язання останньої задачi вимагає застосування чисельних методiв

(наприклад, методу сiток, методу кiнцевих елементiв).
Оцiнка залишкових членiв проводиться аналогiчно [5, 8] на основi прин-

ципу максимуму для параболiчних рiвнянь.

3. Результати числових експериментiв

Наведемо деякi модельнi результати розрахунку описаних вище сингу-
лярно збурених процесiв типу

”
конвекцiя-дифузiя-масообмiн“ нанопористо-

му однорiдному середовищi. Обчислення проводились для адсорбцiйного
середовища довжиною L = 1 м, що складається з нанопористих мiкрочасти-
нок радiусом R = 10−5 м, при швидкостi конвективного перенесення
5м/добу. Для числового експерименту використовувались iмовiрнi данi,
прогнозованi на основi аналiзу [3, 4]: D11 = 1.8 м2/добу, D12 = 0.1 м2/добу,
D21 = 0.65 м2/добу, D22 = 1.03 м2/добу, D31 = 0.7 м2/добу, D32 = 0.9
м2/добу, D33 = 2.45 м2/добу, D∗

11 = 1.5 м2/добу, D∗
12 = 0.001 м2/добу,

D∗
21 = 0.006 м2/добу, D∗

22 = 1.98 м2/добу, D∗
31 = 0.006 м2/добу, D∗

32 = 0.008
м2/добу, D∗

33 = 1.58 м2/добу, K1 = 5 м3/кг · добу, K2 = 7.5 м3/кг · добу,
K3 = 4 м3/кг · добу, σ = 0.7, σ∗ = 0.8, k1 = 0.87, k2 = 0.94, k3 = 0.87.

В початковий момент часу концентрацiї усiх трох речовин рiвнi 0, а на
входi задано розподiли:

c1∗(t) =

 0.02(1 + cos(5t+ π)), t ≤ π

5
,

0.04, t >
π

5
,

c2∗(t) =

 0.017(1 + cos(10t+ π)), t ≤ π

10
,

0.034, t >
π

10
,

c3∗(t) = 0.
На рис. 1 показано ефект вiд хiмiчної реакцiї та адсорбцiї мiкрочастинка-

ми, а саме наведенi графiки розподiлу концентрацiй трьох сортiв розчин-
них речовини за умови вiдсутностi масообмiну (крива 1) (розв’язок вiд-
повiдної незбуреної задачi), за умови лише адсорбцiї забруднень мiкроча-
стинками (крива 2), за умови лише протiкання хiмiчної реакцiї, тобто у
випадку аналогiчного процесу у пористому середовищi (мiкрочастинки не
є нанопористими [9]) (крива 3) та за умови i протiкання реакцiї i адсорбцiї
мiкрочастинками (крива 4).
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Рис 1. Розподiл концентрацiї забруднюючої речовини в мiжчастинковому
просторi

Висновки
Сформована математична модель сингулярно збуреного процесу конвек-

тивно-диффузионно-адсорбцiйного масопереносу трьох сортiв забрудню-
ючої речовини, двi з яких вступають в хiмiчну реакцiю в нанопористо-
му середовищi. Побудовано асимптотичне розвинення розв’язку вiдповiдної
одновимiрної нелiнiйної сингулярно збуреної крайової задачi, на основi чого
проведено комп’ютерний експеримент та графiчно зображено просторово-
часовий розподiл концентрацiй трьох сортiв забруднюючих речовин при
рiзних значеннях параметрiв процесу. На основi аналiзу отриманих резуль-
татiв можна говорити про значний вплив адсорбцiї та реакцiї, не зважаючи
на те, що вони є малими в порiвняннi з конвекцiєю. У перспективi — iденти-
фiкацiя параметрiв такого роду процесiв та дослiдження масопереносу ба-
гатопонентного забруднення в багатошарових нанопористих середовищаха
також дослiдження дифузiйного потоку в околi частинок, що омиваються
потоком [6].
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Abstract. We study the solvability of a subdiffusion equation wi-
th a position-dependent time derivative in a bounded domain. The
problem is reformulated in a such way that allows to investigate it
employing the methods developed for constant-order fractional di-
fferential equations. A weak solvability theorem in a variable-order
Sobolev space is proven. In order to solve the problem numerically, we
suggest a space-time Galerkin method which combines finite-element
space discretization with a polynomial approximation with respect to
the time variable. The numerical results for the case of 1-dimensional
space variable are presented.
Keywords: fractional differential equation, diffusion, weak solution,
Galerkin method.

Резюме. Дослiджено розв’язнiсть рiвняння субдифузiї (повiль-
ної дифузiї) в обмеженiй областi, яке мiстить дробову похiдну
за часом, порядок якої залежить вiд просторової змiнної. Зада-
чу зведено до вигляду, який дає змогу аналiзувати її методами,
розробленими для рiвнянь сталого дробового порядку. Одержано
теорему iснування та єдиностi слабкого розв’язку у соболєвсько-
му просторi змiнного порядку. Для чисельного розв’язання за-
пропоновано метод Гальоркiна з одночасною дискретизацiєю за
усiма змiнними: за допомогою полiномiальних функцiй за часом i
скiнченноелементних — за просторовими змiнними. Наведено ре-
зультати обчислювального експерименту для випадку однiєї про-
сторової змiнної.
Ключовi слова: рiвняння дробових порядкiв, дифузiя, слабкий
розв’язок, метод Гальоркiна.
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1. Вступ

Дробовi рiвняння у частинних похiдних (надалi — ДРЧП) виникають
при моделювання ряду фiзичних i бiологiчних систем [1]–[3]). Одним з про-
цесiв, що описуються такими рiвняннями, є субдифузiя (повiльна дифузiя),
для якої середньоквадратичне змiщення частинки, що дифундує, зростає з
часом повiльнiше, нiж лiнiйна функцiя; класичний закон Фiка при цьому
не виконується. Зокрема, поширеним є випадок, коли середньоквадратичне
змiщення зростає за степеневим законом з показником α ∈ (0, 1). Таку зако-
номiрнiсть вiдзначено для середовищ з пастками, якi затримують частинки
речовини, що дифундує. Важливою особливiстю субдифузiйних процесiв є
їхня нелокальнiсть у часi: стан системи залежить вiд усiєї передiсторiї про-
цесу [1]. Вiдповiдне одновимiрне рiвняння для щiльностi ймовiрностi має
вигляд

∂u

∂t
= D1−α

0 K
∂2u

∂x2
, (1)

де K > 0 — коефiцiєнт дифузiї, D1−α
0 — дробова похiдна Рiмана-Лiувiлля

порядку 1 − α за часовою змiнною t з нижньою межею 0; цей оператор
визначається виразом

(Dβ
0u)(x, t) =

1

Γ(1− β)

∂

∂t

∫ t

0

u(x, s)

(t− s)β
ds.

Рiвняння (1) можна переписати у виглядi

∗Dα
0 u = K

∂2u

∂x2
, (2)

де (∗Dα
0 u)(x, t) = Dα

t (u− u0) — дробова похiдна Капуто; u0(x) = u(x, 0).
Зауважимо, що для абсолютно неперервних за змiнною t функцiй, справе-
дливе подання ([4], теорема 2.1):

(∗Dα
0 u)(x, t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

0

∂u
∂s (x, s)

(t− s)α
ds.

Рiвняння такого типу iнтенсивно дослiджувались впродовж останнiх де-
сятилiть. Ейдельман i Кочубей [5] одержали фундаментальний розв’язок
для оператора з похiдною Капуто за часом i рiвномiрно елiптичним опера-
тором, що дiє за просторовими змiнними, зi змiнними коефiцiєнтами, якi
задовольняють умову Гьольдера.

Bazhlekova [6] довела строгу Lp-розв’язнiсть для неоднорiдного ДРЧП
з похiдною Рiмана-Лiувiлля за часом. Нещодавно Li й Xu [7, 8] встанови-
ли, що дробовi рiвняння порядку α ∈ (0, 1) за своїм властивостями подiбнi
до елiптичних рiвнянь у тому розумiннi, що їх можна переформулювати у
термiнах симетричних бiлiнiйних форм. Завдяки цьому, їхня розв’язнiсть
у вiдповiдних просторах випливає з леми Лакса-Мiльґрама. У цих самих
статтях, Li й Xu запропонували метод Гальоркiна з полiномiальними бази-
сними функцiями. Ford, Xiao i Yan [9] розглянули дискретизацiю за часом
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для багатовимiрного рiвняння субдифузiї, а також його скiнченноелемен-
тну дискретизацiю за просторовими змiнними.

Втiм, усi цi дослiдження стосуються ДРЧП сталого порядку. З iншого
боку, Chechkin, Gorenflo i Sokolov [10] розглянули випадок, коли показник
дифузiї змiнюється у просторi. Використовуючи апарат випадкових блу-
кань з неперервним часом, вони вивели таке рiвняння для щiльностi ймо-
вiрностi

∂u

∂t
=

∂2

∂x2

(
K(x)D

1−α(x)
0 u

)
, (3)

де x ∈ R, 0 < α(x) < 1, K(x) > 0 (насправдi K(x) залежить вiд α(x)). Тут
слiд наголосити, що друга похiдна за просторовою змiнною дiє на похiдну
Рiмана-Лiувiлля, порядок якої також залежить вiд просторової змiнної. У
зв’язку з цим, безпосередньо звести рiвняння (3) до вигляду (2) чи хоча б
(1) з α = α(x) не є можливим.

Мета роботи полягає у тому, щоб дослiдити неоднорiдний багатовимiр-
ний аналог рiвняння (3). Роздiл 2 мiстить основнi позначення, постанов-
ку задачi i її перетворення на еквiвалентну, бiльш зручну для подальших
мiкрувань. У роздiлi 3 представлено теорему слабкої розв’язностi змiнно-
порядкової задачi з однорiдними крайовими й неоднорiдними початковими
умовами. Для її доведення застосовано пiдхiд, запропонований у [7, 8], i
узагальнено його на випадок рiвняння змiнного порядку. У роздiлi 4 роз-
глядається метод чисельного розв’язання цiєї задачi.

2. Постановка задачi й основнi позначення
Нехай Ω ⊂ RN , N ∈ N — обмежена область з гладкою межею ∂Ω,

Q = Ω× [0, T ]. Розглянемо рiвняння
∂u

∂t
−∆(K(x)D

1−α(x)
0 u) = f (4)

з початковою й крайовою умовами

u|t=0 = u0(x), (5)

u|∂Ω = 0, (6)
де u = u(x, t), f = f(x, t), ∆ — оператор Лапласа

∆φ =

N∑
i=1

∂2φ

∂x2i
,

а D1−α(x)
0 — похiдна Рiмана-Лiувiлля порядку 1−α(x) за часом. Припусти-

мо також, що α,K ∈ C2(Ω), minx∈Ω α(x) >
1
2 i maxx∈Ω α(x) < 1.

Перш за все, переформулюємо (4)–(6) як задачу з нульовою початковою
умовою. Для цього зробимо замiну ũ = u− u0. Маємо задачу

∂ũ

∂t
−∆

(
K(x)D

1−α(x)
0 ũ

)
= F, (7)

ũ|t=0 = 0, (8)
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ũ|∂Ω = 0, (9)

де F = f +∆
(
K(x)D

1−α(x)
0 u0

)
.

Проте у задачi (7)–(9) залишається дробова похiдна за часом, на яку
дiє оператор Лапласа, що робить рiвняння незручним для дослiдження.
У зв’язку з цим, введемо iншу функцiю ṽ = D

1−α(x)
0 ũ. Оскiльки ũ|t=0 = 0,

маємо ([4], лема 2.5) ũ = I
1−α(x)
0 ṽ, де I

1−α(x)
0 позначає iнтеграл Рiмана-

Лiувiлля за t з нижньою межею 0.
Пiдставивши v у (7)–(9), одержуємо задачу

D
α(x)
0 ṽ −∆(K(x)ṽ) = F, (10)

I
1−α(x)
0 ṽ|t=0 = 0, (11)
ṽ|∂Ω = 0, (12)

Щоб спростити її, виконаємо замiну v = K(x)ṽ. Оскiльки

D
α(x)
0 ṽ(x, t) = D

α(x)
0

(
v(x, t)

K(x)

)
=

1

K(x)
D
α(x)
0 v(x, t),

(I
1−α(x)
0 ṽ(x, t))|t=0 =

1

K(x)
(I

1−α(x)
0 v(x, t))|t=0,

одержимо задачу
1

K(x)
D
α(x)
0 v −∆v = F, (13)

I
1−α(x)
0 v|t=0 = 0, (14)
v|∂Ω = 0. (15)

Зазначимо, що початковi умови, якi включають iнтеграли дробових по-
рядкiв, є цiлком стандартними для рiвнянь з похiдними Рiмана-Лiувiлля
[11]. Розв’язок початкової задачi (4)–(6) при цьому можна подати у вигля-
дi u = u0 +

1
K(x)I

1−α(x)
0 v. У наступному роздiлi дослiджується розв’язнiсть

задачi (13)–(15).
Позначимо черезH1

0 (Ω) класичний соболєвський простiр першого поряд-
ку функцiй з нульовим слiдом, в якому задано норму ∥φ∥H1

0 (Ω) = ∥∇φ∥L2(Ω),
а через H−1

0 (Ω) спряжений до нього. Нехай також CΩ — оптимальна стала
у нерiвностi Пуанкаре ∥φ∥L2(Ω) ≤ CΩ∥φ∥H1

0 (Ω), φ ∈ H1
0 (Ω). Надалi позна-

чатимемо, наприклад, через g й g мiнiмум i максимум функцiї g, а через
C — додатну сталу, яка може бути рiзною в рiзних нерiвностях. Через,
наприклад, gxi позначатимемо частинну похiдну функцiї g за змiнною xi.

3. Слабка розв’язнiсть
Нагадаємо деякi властивостi соболєвських просторiв. Нехай F позначає

перетворення Фур’є. Визначимо простiр

Hβ(R) = {g ∈ L2(R)|(1 + ω2)
β
2 (Fg)(ω) ∈ L2(R)}

з нормою
∥g∥β,R = ∥(1 + ω2)

β
2 (Fg)(ω)∥L2(R).
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Тепер введемо простiр

Hβ([0, T ]) = {g ∈ L2([0, T ])|∃g̃ ∈ Hβ(R) : g̃|[0,T ] = g}

з нормою
∥g∥β = inf

g̃∈Hβ(R),g̃|[0,T ]=g
∥g̃∥β,R.

Позначимо через C∞
0 ([0, T ]) множину нескiнченно диференцiйновних фун-

кцiй з компактним носiєм у (0, T ). Нехай Hβ
0 — поповнення C∞

0 ([0, T ])

за ∥g∥β . Через Hβ
l ([0, T ]), H

β
r ([0, T ]) i Hβ

s ([0, T ]) позначимо поповнення
C∞
0 ([0, T ]) за нормами

∥g∥2β,l = ∥g∥2L2([0,T ])
+ ∥Dβ

0 g∥
2
L2([0,T ])

,

∥g∥2β,r = ∥g∥2L2([0,T ])
+ ∥Dβ

T g∥
2
L2([0,T ])

,

∥g∥2β,c = (Dβ
0 g,D

β
T g)L2([0,T ]),

де Dβ
T — похiдна Рiмана-Лiувiлля з верхньою межею T .

У [7] доведено таке твердження:

Лема 1. Нехай β > 0, β ̸= m + 1
2 ,m ∈ N. Тодi простори Hβ

l ([0, T ]),
Hβ
r ([0, T ]), Hβ

s ([0, T ]) i Hβ
0 ([0, T ]) рiвнi у тому розумiннi, що їхнi норми

еквiвалентнi.

Крiм того, справедливе таке твердження [12]:

Лема 2. Якщо 0 < β < 1
2 , то Hβ([0, T ]) = Hβ

0 ([0, T ]).

Для дослiдження задачi змiнного порядку нам знадобляться соболєвськi
простори змiнного порядку. Нехай C∞

0 (Q) — множина нескiнченно дифе-
ренцiйовних функцiй з компактним носiєм у Q, а W β(·),1 — поповнення
C∞
0 (Q) за нормою

∥u∥2β(·),1 =
∫
Q
(D

β(x)
0 u(x, t))2 +

N∑
i=1

u2xi(x, t) dQ,

де Dβ(x)
0 — правобiчна похiдна Рiмана-Лiувiлля за змiнною t з нижньою

межею 0, а β є функцiєю просторових змiнних. Через W−β(·),−1 познача-
тимемо простiр, спряжений до W β(·),1.

Лема 3. Якщо u0 ∈ H1
0 (Ω), то ∆

(
D

1−α(x)
0 u0

)
∈W−α(·)

2
,−1(Q).

Доведення. Можна безпосередньо перевiрити, що

∆
(
D

1−α(x)
0 u0

)
= ∆

(
u0(x)

Γ(α(x))t1−α(x)

)
=

=

N∑
i=1

(
Ai,1(x)t

α(x)−1 +Ai,2(x)t
α(x)−1 ln t+Ai,3(x)t

α(x)−1 ln2 t
)
,
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де

Ai,1(x) =
∂2u0(x)

∂x2i
Γ(α(x)) + 2

∂u0(x)

∂xi

∂Γ(α(x))

∂xi
,

Ai,2(x) = 2
∂u0(x)

∂xi
Γ(α(x))

∂α(x)

∂xi
+u0(x)

∂(Γ(α(x))∂α(x)∂xi
)

∂xi
+u0(x)

∂Γ(α(x))

∂xi

∂α(x)

∂xi
,

Ai,3(x) = u0(x)Γ(α(x))

(
∂α(x)

∂xi

)2

,

причому Ai,j ∈ H−1
0 (Ω) завдяки припущенням щодо u0 й α. Щоб довести

лему, достатньо показати, що ∆
(
D

1−α(x)
0 u0

)
∈ L2([0, T ], H

−1
0 (Ω)). Споча-

тку розглянемо доданки Ai,1(x)tα(x)−1. Позначимо через ⟨·, ·⟩ двоїстiсть мiж
H−1

0 (Ω) i H1
0 (Ω). Маємо∫ T

0
∥Ai,1(x)tα(x)−1∥2

H−1
0 (Ω)

dt =

∫ T

0

(
sup
φ ̸=0

⟨
Ai,1 · tα(x)−1, φ

⟩
∥φ∥H1

0 (Ω)

)2

dt =

=

∫ T

0

(
sup
φ̸=0

⟨
Ai,1, t

α(x)−1φ
⟩

∥φ∥H1
0 (Ω)

)2

dt ≤

≤
∫ T

0

(
sup
φ ̸=0

∥Ai,1∥H−1
0 (Ω)∥t

α(x)−1φ∥H1
0 (Ω)

∥φ∥H1
0 (Ω)

)2

dt =

= ∥Ai,1∥2H−1
0 (Ω)

∫ T

0

(
sup
φ ̸=0

∥tα(x)−1φ∥H1
0 (Ω)

∥φ∥H1
0 (Ω)

)2

dt.

Зауважимо, що

∥tα(x)−1φ∥2H1
0 (Ω) =

N∑
i=1

(∫
Ω
(tα(x)−1φxi + tα(x)−1 ln t · αxiφ)2 dx

)
≤

≤
N∑
i=1

(∫
Ω
2t2α(x)−2φ2

xi + 2t2α(x)−2 ln2 t · α2
xiφ

2 dx

)
. (16)

З iншого боку, можна вибрати таке δ, що 2α(x) − δ > 1 ∀x ∈ Ω, а також
таке µ = µ(δ) < 1, що ln2 t ≤ t−δ for t < µ. Для таких δ й µ має мiсце∫ T

0

(
sup
φ ̸=0

∥tα(x)−1φ∥H1
0 (Ω)

∥φ∥H1
0 (Ω)

)2

dt =

∫ µ

0

(
sup
φ ̸=0

∥tα(x)−1φ∥H1
0 (Ω)

∥φ∥H1
0 (Ω)

)2

dt+

∫ T

µ

(
sup
φ ̸=0

∥tα(x)−1φ∥H1
0 (Ω)

∥φ∥H1
0 (Ω)

)2

dt = I1 + I2.
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Тепер оцiнимо цi два iнтеграли окремо, використровуючи (16) i нерiвнiсть√
a+ b ≤

√
a+

√
b.

I1 ≤
∫ µ

0

sup
φ ̸=0

√∑N
i=1

(∫
Ω 2t2α(x)−2φ2

xi + 2t2α(x)−2 ln2 t · α2
xiφ

2 dx
)

∥φ∥H1
0 (Ω)

2

dt ≤

≤ 2

∫ µ

0

sup
φ ̸=0

√
t2α−2

∑n
i=1

∫
Ω φ

2
xi dx+

√
t2α−2−δ ·

∑N
i=1

∫
Ω α

2
xiφ

2 dx

∥φ∥H1
0 (Ω)


2

dt ≤

2

∫ µ

0

sup
φ̸=0

tα−1
√∑n

i=1

∫
Ω φ

2
xi dx+ tα−1− δ

2

√∑N
i=1

∫
Ω α

2
xiφ

2 dx

∥φ∥H1
0 (Ω)


2

dt ≤

2

∫ µ

0

(
tα−1 +M1t

α−1− δ
2

)2
dt,

де M1 = CΩ
∑n

i=1 α
2
xi . Отже,

I1 ≤ 2

∫ µ

0
t2α−2 + 2Mt2α−2− δ

2 +M2t2α−2−δ dt <∞.

Бiльше того,

I2 ≤
∫ T

µ

sup
φ̸=0

√∑N
i=1

(∫
Ω 2t2α(x)−2φ2

xi + 2t2α(x)−2 ln2 t · α2
xiφ

2 dx
)

∥φ∥H1
0 (Ω)

2

dt ≤

≤ 2

∫ T

µ

sup
φ ̸=0

√∑N
i=1

(∫
Ω µ

2α(x)−2φ2
xi + µ2α(x)−2 ln2 µ · α2

xiφ
2 dx

)
∥φ∥H1

0 (Ω)

2

dt ≤

2(T − µ)M2
2 ,

де M2 = µα−1
√

1 + C2
Ω ln2 µ ·

∑N
i=1 α

2
xi . З цих оцiнок випливає, що

∥Ai,1(x)tα(x)−1∥2
L2([0,T ],H1

0 (Ω))
= ∥Ai,1∥2H−1

0 (Ω)
(I1 + I2) <∞.

Аналогiчними мiркуваннями можна переконатись, що Ai,2(x)tα(x)−1 ln t

i Ai,3(x)tα(x)−1 ln2 t також належать простору L2([0, T ],H
−1
0 (Ω)). �

Лема 4. Якщо v ∈W
α(·)
2
,1(Q), то (I

1−α(x)
0 v)|t=0 = 0 y L2(Ω).

Доведення. Достатньо показати, що ∥I1−α(·)0 v(·, t)∥2L2(Ω) → 0 при t → 0.
Маємо∫

Ω

(
I
1−α(x)
0 v(x, t)

)2
dx =

∫
Ω

(
1

Γ(1− α(x))

∫ t

0

v(x, s)

(t− s)α(x)
ds

)2

dx ≤

≤ C

∫
Ω

(∫ t

0

v(x, s)

(t− s)α(x)
ds

)2

dx ≤
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≤ C

∫
Ω

(
∥v(x, ·)∥Hα(x)([0,t])

∥∥∥∥ 1

(t− ·)α(x)

∥∥∥∥
Lr(x)([0,t])

)2

dx,

де r(x) = 2/(1 + α(x)), i використано вкладення H
α
2 ([0, t]) у Lr′ ([0, t]) з

r
′
= 2/(1− α(x)) [8]. Звiдси∫

Ω

(
I
1−α(x)
0 v(x, t)

)2
dx ≤ Cmax

x∈Ω

∥∥∥∥ 1

(t− ·)α(x)

∥∥∥∥2
Lr(x)([0,t])

∥v(x, ·)∥2
W

α(·)
2 ,1(Q)

→ 0,

а отже ∥∥∥∥ 1

(t− ·)α(x)

∥∥∥∥
Lr(x)([0,t])

→ 0

рiвномiрно на Ω при t→ 0. �

Зауваження 1. Доведення леми 4 повторює мiркування доведення леми
2.2, [8].

Лема 5. [8] Нехай 0 < β < 2, β ̸= 1, а g, h ∈ H
β
2
0 ([0, T ]). Тодi⟨

Dβ
0 g, h

⟩
H

−β
2

0 ×H
β
2
0

= (D
β
2
0 g,D

β
2
T h)L2 ,

де простори й вiдповiднi бiлiнiйнi форми визначенi на [0, T ].

Зауваження 2. Вiдповiдно до леми 1, твердження леми 5 справедливе
також для g, h ∈ H

β
2 ([0, T ]), якщо при цьому β < 1

2 .

Тепер розглянемо слабку постановку (13)–(15). Позначимо

b(v, w) =

∫
Q

1

K(x)
D

α(x)
2

0 v ·D
α(x)
2

T w +∇v · ∇w dQ,

де ∇ — градiєнт за просторовими змiнними.
З леми 5 випливає, що для гладких v i w тотожнiсть

b(v, w) = (D
α(·)
0 v +∆v, w)L2(Q)

виконується для довiльного w ∈W
α(·)
2
,1(Q).

Позначимо через ⟨·, ·⟩α(·)
2
,1

двоїстiсть мiж W−α(·)
2
,−1(Q) i W

α(·)
2
,1(Q).

Означення 1. Пiд слабким розв’язком задачi (13)–(15) розумiтимемо v,
для якого

b(v, w) = ⟨F,w⟩α(·)
2
,1
.

Теорема 1. Нехай F ∈ W−α(·)
2
,−1(Q). Тодi задача (13)–(15) має єдиний

розв’язок v ∈W
α(·)
2
,1(Q), причому

∥v∥
W

α(·)
2 ,1(Q)

≤ C∥F∥
W−α(·)

2 ,−1(Q)
.
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Доведення. Вiдомо [8], що для g ∈ Hβ([0, T ]), β < 1
2

(Dβ
0 g,D

β
T g)L2([0,T ]) ≥ C1 cos(πβ)∥g∥2Hβ([0,T ])

для деякого C1 > 0. Отже, використовуючи цю оцiнку з β = α(x)
2 i дода-

тнiсть оператора ∆, одержуємо

b(v, v) ≥ C

∫
Ω

1

K(x)
cos

(
πα(x)

2

)∫ T

0
(D

α(x)
2

0 v(x, t))2 dt dx+

∫
Q
∇v · ∇v dQ ≥

≥ C cos

(
πα

2

)∫
Q
(D

α(x)
2

0 v(x, t))2 dQ+

∫ T

0
∥v(t)∥2H1

0 (Ω) dt ≥ C∥v∥2
W

α(·)
2 ,1(Q)

.

Неперервнiсть бiлiнiйної форми b(·, ·) перевiряється безпосередньо; отже,
iснування i єдинiсть розв’язку задачi випливає з леми Лакса-Мiльґрама.

�
Зауваження 3. Виконання початкової умови (14) забезпечується лемою 4.

Зауваження 4. Вiдповiдно до леми 3, теорема 1 дає змогу розглядати
неоднорiднi початковi умови (5) з u0 ∈ H1

0 (Ω).

4. Метод Гальоркiна
Побудуємо схему просторово-часової дискретизацiї системи (13)–(15). Ви-

беремо базис {ϑi}∞i=1 у просторi W
α(·)
2
,1(Q), позначимо через Wm,n лiнiйну

оболонку {ϑ1,1, ..., ϑm,n} й розглянемо наближення

vm,n(x, t) =

m,n∑
i,j=1

ci,jϑi,j(x, t),

де ci,j — невiдомi коефiцiєнти, якi визначаються з системи

b(vi,j , wk,l) =
⟨
F,wk,l

⟩
α(·)
2
,1

∀wk,l ∈Wm,n,

яка є системою лiнiйних алгебраїчних рiвнянь
m,n∑
i,j=1

ci,jb(ϑi,j , ϑk,l) = ⟨F, ϑk,l⟩α(·)
2
,1
, i, k = 1,m, j, l = 1, n. (17)

Тодi наближений розв’язок задачi (4)–(6) виражається за формулою

um,n(x, t) = u0(x) +
1

K(x)

m,n∑
i,j=1

ci,j(I
1−α(x)
0 ϑi,j)(x, t) (18)

Оскiльки b(·, ·) коерцитивна, система (17) має єдиний розв’язок.
Окремими проблемами є вибiр конкретного базису {ϑi,j}m,ni,j=1 й аналiз

похибки апроксимацiї. Покладемо ϑi,j(x, t) = ψi(t) · ωj(x), де {ψi} й {ωj}
— лiйнiйно незалежнi системи функцiй у Hα/2([0, T ]) й H1

0 (Ω) вiдповiдно.
А саме, виберемо ψi(t) = P̃i−1(t) — змiщенi многочлени Лежандра на [0, 1]
(без обмеження загальностi можна вважати, що T = 1). Цей вибiр зумов-
лено тим, що для степеневої функцiй вiдомi аналiтичнi формули дробового
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диференцiювання й iнтегрування, що дає змогу легко застосувати форму-
лу (18). Крiм того, многочлени Лежандра ортогональнi у просторi L2, що
спрощує обчислення бiлiнiйної форми b(P̃i(t) · ωj(x), P̃k(t) · ωl(x)).

Якiсть запропонованого методу при моделюваннi реальних процесiв ано-
мальної дифузiї має стати предметом подальших дослiджень. Нижче по-
дано результати його тестування на кiлькох наборах вхiдних даних.

Покладемо Ω = (0, 1), α(x) = 0.6+0.3 exp(−8(x−0.5)2, u0(x) = 0, K(x) =
1. Розглянемо такi правi частини:

1. F1(x, t) =
(

2
K(x)Γ(3−α(x)) t

2−α(x) + 4π2t2
)
sin(2πx). У цьому випадку

u(x, t) = t2 sin(2πx).
2. F2(x, t) =

√
π
(
π
2

) 1
2
−α(x)

t
1−2α

4 J 1
2
−α(x)(π

√
t) − 2 sin(2π

√
t), де Jν — фун-

кцiя Бесселя першого роду порядку ν. У цьому випадку u(x, t) = sin(π
√
t) ·

x(x− 1).
2. F3(x, t) = πt1−α

Γ(2−α) (1F1(1; 2− α(x); iπx) + 1F1(1; 2− α(x);−iπx))x(x −
1) − 2 sin(πt), де 1F1 — вироджена гiпергеометрична функцiя Куммера. У
цьому випадку u(x, t) = sin(πt) · x(x− 1).

Цi формули можна перевiрити, скориставшись таблицями дробових по-
хiдних ([13], c.140; [14], c.193). У таблицi наведено результати чисельного
розв’язування задачi (13)–(15): вiдноснi похибки у дискретизованiй нормi
просторiв L2([0, T ];L2(Ω)) (похибка 1) i L2([0, T ];H

1(Ω)) (похибка 2) для
m = 11 (многочлени Лежандра до 10 степеню), n = 50.

права частина похибка 1 похибка 2
F1 1.186 ∗ 10−3 2.503 ∗ 10−3

F2 2.525 ∗ 10−2 8.859 ∗ 10−3

F3 1.377 ∗ 10−3 4.551 ∗ 10−3

Зауваження 5. Оскiльки функцiя F2 має особливiсть при t = 0, похибка
методу чутлива до точностi iнтегрування при обчисленнi правої частини
СЛАР (17).

Зауваження 6. Може здатись природною iдея дискретизацiї за часом

vm(x, t) =

m∑
i=1

ψi(t)ωi(x), (19)

де ψi — невiдомi коефiцiєнти, залежнi вiд часу. Проте насправдi така дис-
кретизацiя неможлива: пiдставивши (19) у (13), одержимо сiм’ю систем
звичайних диференцiальних рiвнянь дробового порядку

BD
α(x)
0 Ψm +AΨm = F,

де Ψm = (ψi, ..., ψm)
T , F(t) = (⟨F (t), ωj⟩)T , B = {(ωi, ωj)L2(Ω)}mi,j=1 i A =

{a(ωi, ωj)}mi,j=1.
Отже, замiсть однiєї такої системи сталого порядку вiдносно функцiй ψi,

одержано сiм’ю систем, параметризовану змiнною x ∈ Ω. Це означає, що
ψi має залежати вiд x, що суперечить поданню (19).
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Abstract. Concept of cortege linear operators is proposed and
implemented for the variant when a cortege is a sequence of matri-
ces with fixed dimensions. The proposed concept lets you transfer
means of description the basic linear and nonlinear structures of
Euclidean vectors space in matrix Euclidean space preserving the
basic content and interpretations. It is principal that the complexity
of the problems in matrices spaces is no more complex, than in vector
spaces. In both cases the base is conventional eigenvalue problem for
matrices.
Keywords: linear operators, matrices, the pseudoinverse, Singular
Value Decomposition, cortege.

Резюме. В роботi висунута концепцiя кортежних операторiв,
яка реалiзована для варiанту, коли кортежем є набiр матриць фi-
ксованої розмiрностi. Запропонована концепцiя дозволяє перене-
сти конструктивнi засоби опису основних лiнiйних та нелiнiйних
структур евклiдового простору числових векторiв на матричнi
евклiдовi простори iз збереженням основних змiстiв та iнтерпре-
тацiй у запропонованiй на основi

”
кортежної концепцiї“ формалi-

зму. Принциповим є те, що складнiсть опису згаданих структур в
матричних евклiдових просторах не перевищує складностi опису
вiдповiдникiв для евклiдових просторiв числових векторiв i зво-
диться до задачi на власнi значення для матриць.
Ключовi слова: лiнiйнi оператори, матрицi, псевдообернення,
сингулярне подання, кортежi.
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Вступ
Евклiдовi простори числових векторiв Rn та їхнє використання в при-

кладних дослiдженнях визначається з одного боку — багатством структур
в рамках цих просторiв, породжених операцiями та скалярним добутком,
з iншого — багатством конструктивних можливостей в оперуваннi таким
структурами. До перших: структур в евклiдових просторах, якi можна на-
зивати базовими, — можна, наприклад, вiднести лiнiйнi пiдпростори та гi-
перплощини (зсуненi пiдпростори). Це тi структури, якi можна позначити
як множиннi, як i елiпсоїди чи елiпсоїдальнi цилiндри. З iншого боку до ба-
зових структур можнi вiднести матрицi лiнiйних операторiв та невiд’ємно
визначених квадратичних форм. Цi базовi утворення в евклiдових просто-
рах можна позначити як сингловi структури. В евклiдових просторах Rn

множиннi та сингловi структури пов’язанi мiж собою. Так з матрицею лi-
нiйного оператора природнiм чином пов’язуються два пiдпростори: множи-
на можливих значень та ядро оператора, а множина можливих розв’язкiв
чи псевдорозв’язкiв СЛАР (системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь) є гi-
перплощиною. Так само пов’язанi мiж собою елiпсоїдальнi цилiндри та ма-
трицi невiд’ємно визначених квадратичних форм, що їх задають. Ефектив-
нiсть та конструктивного використання базових структур значною мiрою
визначається засобами оперування з ними, зокрема, можливiстю переходу
вiд синглових до множинних i навпаки. Так, наприклад множина розв’яз-
кiв СЛАР: точних чи псевдо — це гiперплощина (зсунутий пiдпростiр). Це
множинна структура, її конструктивний опис визначається можливiстю її
визначення за сингловою структурою — матрицею СЛАР. Такi можливостi
реалiзуються через SVD (сингулярний розклад) та ПдО (псевдообернення)
матрицi СЛАР. Так само SVD та ПдО дозволяють побудувати ортогональ-
нi проектори на пiдпростори та гiперплощини, породженi наборами векто-
рiв: побудувати сингловi структури за множинними. Такий перехiд реалi-
зує можливiсть ефективного обчислення вiдстаней вiд дослiджуваних мно-
жинних утворень. Так само, SVD та ПдО, а також оператори на їх основi
реалiзує можливостi ефективного опису матрицi квадратичної форми, що
задають елiпсоїди, якi оптимальним, в певному сенсi, чином

”
накривають“

заданий набiр векторiв. Згаданий зв’язок мiж множинними та сингловими
структурами, можливостi його конструктивного опису є дуже важливими
у прикладних задачах, якi можна визначити термiном

”
задачi групування

iнформацiї“(GIP): задач класифiкацiї-кластеризацiї чи вiдновлення фун-
кцiї, представленою своїми спостереженнями.

Однак GIP -задачi є важливими не тiльки в ситуацiях, коли об’єктами
групування є числовi вектори. Типовим прикладом згаданої ситуацiї є зада-
чi розпiзнавання аудiо сигналiв, якi природнiм чином представленi матри-
цею спектрограми та матрицi, якими представляються зображення в зада-
чах обробки зображень. Отже, розвиток засобiв розв’язання GIP -задач для
матричних об’єктiв, аналогiчних тим, що iснують для евклiдових просто-
рiв числових векторiв, є нагальною та важливою задачею для прикладних
дослiджень. В математичному планi, це означає розвиток методiв, якi б за-
безпечували тi ж можливостi у використаннi базових матричних структур,
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що й в Rn. Як зазначалося вище, такi можливостi для Rn визначаються
технiкою SVD та ПдО для матриць. Звiсно, перенесення згаданої фунда-
ментальної технiки на евклiдовi простори, вiдмiннi вiд Rn, зокрема — на
матричнi евклiдовi простори, — вимагає змiни погляду на самi цi об’єкти.
Це означає, перехiд вiд погляду на SVD та ПдО як на матричнi властивостi,
до формулювання погляду на них як на операторнi властивостi. Останнє
означає, що SVD та ПдО стають способом подання лiнiйних операторiв мiж
слушними евклiдовими просторами. Саме це складає основу концепцiї кор-
тежних операторiв для розв’язання задачi розвинення технiки оперування
з базовими структурами в матричних евклiдових просторах.

Стаття присвячена розгляду адекватних класiв операторiв мiж слушни-
ми евклiдовими просторами, якi би уможливили побудову засобiв оперу-
вання з базовими алгебраїчними структурами в евклiдовому просторi ма-
триць фiксованої розмiрностi, аналогiчними тим, що використовуються в
Rn iз тим самим рiвнем конструктивностi такого використання.

Згаданим слушним класом лiнiйних операторiв, що дозволяє реалiзу-
вати програму створення засобiв конструктивного оперування з базовими
структурами матричних евклiдових просторiв є так званi

”
кортежнi“ опе-

ратори за рядковими кортежами матриць мiж евклiдовими просторами Rn
та Rm×n. Рiвень конструктивностi для таких операторiв в побудовi SVD
та ПдО вiдповiдає рiвню конструктивностi для Rn, оскiльки сингулярний
розклад таких операторiв та вiдповiдно, — ПдО — зводяться до сингуляр-
ного подання звичайних матриць. Отже, пропонована технiка реалiзується
тими ж технiчними засобами розв’язання задач на власнi значення, що i в
класичному випадку.

1. Абстрактний варiант сингулярного подання лiнiйних
операторiв мiж евклiдовими просторами

SVD-подання матрицi, яке полягає в тому чи iншому варiантi її факто-
ризацiї, є важливим засобом конструктивного опису та оперування iз базо-
вими структурами Rn. Побудова апарату конструктивного оперування для
iнших типiв евклiдових просторiв потребує наданню SVD-поданню матрицi
ширшого

”
операторного“ значення, що є предметом теореми 1.

Нижче пiд сингулярнiстю оператора розумiтиметься пара власне число
— власний вектор, через A∗ — позначатиметься спряжений до A оператор.

Теорема 1. (про SVD-подання лiнiйного оператора над довiльними евклi-
довими просторами). Для довiльної лiнiйного оператора A мiж евклiдо-
вими просторами E1, E2 : A : E1 → E2 — справедливе наступне його
подання у виглядi суми за елементами ненульових сингулярностей опера-
торiв AA∗, A∗A

A =
r∑
i=1

λiuiℓvi =
r∑
i=1

λiui(vi, ·), (1)

де
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– r = dimR(A) = dimLA розмiрнiсть пiдпростору можливих зна-
чень;

– λ21 ≥ ... ≥ λ2r > 0 — спiльний набiр ненульових власних чисел опе-
раторiв AA∗, A∗A;

– ui ∈ E2, i = 1, r — ортонормований набiр власних векторiв опера-
тора AA∗, що вiдповiдають ненульовим власним числам
λ21 ≥ ... ≥ λ2r > 0: AA∗ui = λ2i , λ

2
i > 0, i = 1, r, uTi uj = δij , i ̸= j;

– vi ∈ E1, i = 1, r — ортонормований набiр власних векторiв опера-
тора A∗A, що вiдповiдають ненульовим власним числам
λ21 ≥ ... ≥ λ2r > 0: A∗Avi = λ2i vi, λ

2
i > 0, i = 1, r, vTi vj = δij , i ̸= j,

крiм того,

ui =
Avi
λi

, i = 1, r, vi =
A∗ui
λi

, i = 1, r. (2)

Доведення. Доведення здiйснюється так само, як для матриць: простори
можливих значень оператора та спряженого спiвпадають iз лiнiйними обо-
лонками вiдповiдних наборiв: vi ∈ E1, i = 1, r та ui ∈ E2, i = 1, r. Вклю-
чення в один бiк є очевидними, а спiвпадiння визначається однаковими
розмiрностями вiдповiдних просторiв. Далi перевiряється спiвпадiння ви-
хiдного оператора на vi ∈ E1, i = 1, r, а, отже i на L(v1, ..., vr). Останнiй
пiдпростiр є рейнджем — ℜ(A∗) (множина можливих значень) для спря-
женого оператора, а його ортогональне доповнення L⊥(v1, ..., vr) — ядром
оператора A. Отже, на векторах цього пiдпростору оператор A приймає
нульовi значення, а оператор, що визначається сумою — теж, оскiльки всi
вектори ортонормованого набору vi ∈ E1, i = 1, r є ортогональними до
векторiв L⊥(v1, ..., vr). Оскiльки, E1 = L(v1, ..., vr) + L⊥(v1, ..., vr), то за лi-
нiйнiстю операторiв в лiвiй та правiй частинi, отримуємо спiвпадiння їхнiх
значень на будь яких векторах — елементах областi можливих значень. �

Для матриць замiна спряженостi на транспонування, а ℓvi , i = 1, r на
vTi , i = 1, r дає

”
операторний“ варiант теореми про SVD-подання матрицi.

Наслiдок 1. Теорема про (SVD подання матрицi лiнiйного оператора
([1], див. також [2])). Довiльна матриця A ∈ Rm×n рангу r ≤ min(m,n),
може бути подана у виглядi

A =

r∑
i=1

λiuiv
T
i , (3)

за ненульовими наборами сингулярностей
(
ui, λ

2
i

)
,
(
vi, λ

2
i

)
, i = 1, r ма-

триць AAT , ATA.
Важливою є наступна теорема 2, яка має

”
обернений“ до теореми 1 ха-

рактер.

Теорема 2. Нехай в абстрактних евклiдових просторах E1, E2 заданi:
1) набiр додатних чисел λ2i : λ21 ≥ ... ≥ λ2r > 0, i = 1, r,

r ≤ min (dimE1, dimE2);
2) ортонормований набiр векторiв vi ∈ E1, i = 1, r;

130



КОНЦЕПЦIЯ КОРТЕЖНОСТI ДЛЯ ЛIНIЙНИХ ОПЕРАТОРIВ ТА ...

3) ортонормований набiр векторiв ui ∈ E2, i = 1, r.
Тодi для оператора Aλ,u,v, визначеного за згаданими вище елементами
спiввiдношенням

Aλ,u,v ≡
r∑
i=1

λiuiℓvi (4)

його сингулярне подання спiвпадає iз спiввiдношенням (4), що його задає.

Доведення. Доведення випливає з того, що, як свiдчить безпосередня пе-
ревiрка, (vi, λ

2
i ), (ui, λ

2
i ) , i = 1, r є повними ортонормованими наборами

сингулярностей для операторiв A∗
λ,u,vAλ,u,v, Aλ,u,vA

∗
λ,u,v, вiдповiдно. Що й

доводить теорему. �

2.
”
Абстрактний“ варiант псевдообернення

В
”
абстрактному“ варiантi визначення псевдообернення (ПдО): ПдО для

лiнiйних операторiв мiж абстарактними евклiдовими просторами, — слу-
шним iнструментом є визначення ПдО за SVD-поданням оператора.

Означення 1. ПдО для лiнiйного оператора А мiж евклiдовими просто-
рами E1, E2 називатимемо оператор A+ : E2 → E1, що визначається спiв-
вiдношенням:

A+ =

r∑
i=1

λ−1
i viℓui =

r∑
i=1

λ−1
i vi(ui, ·). (5)

Зауваження . За оберненою теоремою про SVD-подання спiввiдношен-
ня (5) визначає сингулярне подання оператора A+.

Всi властивостi матричного ПдО залишаються справедливими для за-
гального варiанту визначення з точнiстю до замiни транспонування на
спряженiсть, а реалiзацiї скалярного добутку засобами матричної алгебри
— самим скалярним добутком.

Основнi властивостi
”
абстрактного“ ПдО

1. (A∗)+ = (A+)
∗.

2. PLA∗ = A+A, Z(A) = IE1 −A+A = PKerA — оператори ортогональ-
ного проектування на пiдпростiр можливих значень оператора A∗

та ядро оператора A, вiдповiдно.
3. PLA

≡ A∗+A∗ = AA+, Z(A∗) = IE2 − AA+ = PKerA∗ оператори ор-
тогонального проектування на пiдпростiр можливих значень опе-
ратора та ядро оператора A∗, вiдповiдно.

4. A∗ (AA∗)+ = (A∗A)+A∗.
5. Множина розв’язкiв чи псевдорозв’язкiв Ωy СЛАР Ax = y задає-

ться спiввiдношенням

Ωy = A+y + Z(A)E1. (6)
Якщо (y, Z(A∗)y) = 0, множина (6) задає множину розв’язкiв, якщо

(y, Z(A∗)y) > 0 — псевдорозв’язкiв. Умова (y, Z(A∗)y) = 0 є необхiдною та
достатньою для розв’язностi СЛАР.
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Пiд псевдорозв’язками мається на увазi розв’язки оптимiзацiйної зада-
чi пошуку Arg min

x∈Rn
||Ax − y||2 — найкращого квадратичного наближення

правої частини СЛАР значеннями лiвої частини.
1. Групувальнi оператори R(A), R(A∗) визначаються спiввiдношен-

нями: R(A) = A+A∗+, R(A∗) ≡ A∗+A+.
2. A∗R(A∗)A︸ ︷︷ ︸

A+A

= A+A = PLA∗ .

3.
”
Кортежнi оператори“

В роботi [2] висунута концепцiя кортежних операторiв, реалiзована в
згаданiй роботi для варiанту матричних рядкових кортежiв за матрицями
фiксованої розмiрностi. Ця концепцiя передбачає, що реалiзацiя програ-
ми перенесення технiки оперування з основними базовими структурами в
евклiдових просторах числових векторiв на матричнi евклiдовi простори
розв’язується через введення та дослiдження слушних лiнiйних операторiв
над слушними евклiдовими просторами. Такими лiнiйними операторами є
тi, що нижче позначаються термiном

”
кортежнi“.

В подальшому використовуватиметься матричний евклiдiв простiрRm×n

— матриць фiксованої розмiрностi m×n з покоординатними операцiями до-
давання, а також множення на скаляр, та з

”
покоординатним“ визначенням

скалярного добутку:

(A,B) =
∑

i=1,m,j=1,n

aijbij : A = (aij), B = (bij) ∈ Rm×n.

Цей скалярний добуток називають також
”
слiдовим“, оскiльки (A,B) =

= trATB.
Називатимемо впорядкований набiр α = (A1, ..., AK) матриць фiксова-

ної розмiрностi: Ak ∈ Rm×n, k = 1,K — рядковим матричним кортежем
(довжини К ).

Означення 2. Кортежним оператором ℘α, що задається рядковим матри-
чним кортежем α = (A1, ..., AK), називатимемо лiнiйний оператор
℘α : RK → Rm×n, що задається спiввiдношенням:

℘αx =

K∑
k=1

xkAk, α = (A1, ..., AK), xT = (x1, ..., xK) : x ∈ RK .

Очевидним чином має мiсце наступна теорема, що є вiдповiдником те-
ореми для Rn, за якою лiнiйний пiдпростiр значень лiнiйного оператора є
лiнiйною оболонкою стовпчикiв матрицi, якою цей оператор задається.

Лема 1. Лiнiйний пiдпростiр L(Ak, k = 1,K), породжений набором ма-
триць Ak ∈ Rm×n, k = 1,K спiвпадає iз лiнiйним пiдпростором L℘α мо-
жливих значень

”
кортежного оператора“ ℘α за кортежем

α = (A1, ..., AK).
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Лема 2. Спряженим ℘∗
α до кортежного оператора ℘α є лiнiйний опера-

тор ℘∗
α : Rm×n → RK [6],

℘∗
αY =

 (A1, Y )
· · ·

(AK , Y )

 =

 trY TA1

· · ·
trY TAK

 =

 ℓA1Y
· · ·

ℓAK
Y

 =

 ℓA1

· · ·
ℓAK

Y, (7)

де Y ∈ Rm×n, ℓA — це лiнiйний функцiонал на Rm×n, породжений A ∈
Rm×n у вiдповiдностi до спiввiдношення

ℓAY = (A, Y ), Y ∈ Rm×n.

Зауваження . Зазначимо, що спiввiдношення (7), визначає
”
стовпчико-

вий кортежний оператор“ ℘χ : Rm×n → RK , що задається стовпчиковим
кортежем χ, (Y ∈ Rm×n):

χ =

 ℓA1

· · ·
ℓAK

 : ℘χY =

 (A1, Y )
· · ·

(AK , Y )

 =

 ℓA1Y
· · ·

ℓAK
Y

 =

 ℓA1

· · ·
ℓAK

Y.

Лема 3. Добуток двох операторiв ℘∗
α℘α : RK → RK є лiнiйним опера-

тором що визначається стандартним чином K × K матрицею F, яка
визначається спiввiдношенням [6]

F ≡ ℘∗
α℘ = ((Ai, Aj))i,j=1,K . (8)

Зауважимо, що матриця F , визначена спiввiдношенням (8), є матрицею
Грама набору елементiв (матриць) A1, ..., AK з евклiдового простору Rm×n.

Сингулярний розклад оператора ℘∗
α℘ є сингулярним розкладом матрицi

F , що визначається спiввiдношенням (8).
Матриця F очевидним чином є симетричною та невiд’ємно визначеною.

Вона однозначно визначає ортонормований набiр ненульових сингулярно-
стей (vi, λ

2
i ), i = 1, r :

||vi|| = 1, vi⊥vj , i ̸= j; i, j = 1, r; λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λr > 0,

℘∗
α℘αvi = Fvi = λ2i vi, i = 1, r, r = rankF,

vTi = (v1i, ..., vKi), i = 1, r

i має SVD-подання

℘∗
α℘α = F =

r∑
i=1

λ2i viv
T
i =

r∑
i=1

λ2i vi(vi, ·) =
r∑
i=1

λ2i viℓvi . (9)

Отже, справедлива така теорема.

Теорема 3. SVD-подання лiнiйного оператора ℘∗
α℘ задається спiввiдно-

шенням (9).

Наступне твердження є очевидним наслiдком теореми 3 та загальної тео-
реми про SVD-подання лiнiйного оператора над абстрактними евклiдовими
просторами.

Наслiдок 2. Матрицi Ui ∈ Rm×n : Ui = 1
λi
℘αvi = 1

λi

∑K
k=1Akvki,

i = 1, r, якi визначенi сингулярностями (vi, λ
2
i ), i = 1, r оператора ℘∗

α℘α
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є елементами повного набору ненульових сингулярностей (Ui, λ
2
i ), i = 1, r

оператора ℘α℘∗
α : Rm×n → Rm×n [6].

Теорема 4. (Сингулярний розклад кортежного оператора) [6]. Набори
сингулярностей двох операторiв: ℘∗

α℘α, ℘α℘
∗
α однозначно визначають син-

гулярне (SVD-) подання операторiв ℘α, ℘∗
α:

℘αx =

r∑
i=1

λiUiv
T
i x =

r∑
i=1

λiUi(vi, x) =

(
r∑
i=1

λiUiℓvi

)
x, x ∈ RK , (10)

℘∗
αY =

r∑
i=1

λivi(Ui, Y ) =

(
r∑
i=1

λiviℓUi

)
Y, Y ∈ Rm×n, r = rankF.

Наслiдок 3. Варiантом сингулярного подання ℘α є його запис у виглядi:

℘α =
r∑

k=1

λkUkv
T
k =

r∑
k=1

(℘αvk) ℓvk , r = rankF. (11)

Наслiдок 4. Набори ненульових сингулярностей (vi, λ
2
i ), (Ui, λ

2
i ),

i = 1, r, операторiв ℘∗
α℘α, ℘α℘

∗
α вiдповiдно пов’язанi мiж собою «симетри-

чними» спiввiдношеннями:

vi =
℘∗
αUi
λi

, Ui =
℘αvi
λi

, i = 1, r.

Зауваження. Звернемо увагу, що сингулярне подання кортежного опе-
ратора: спiввiдношення (10) чи (11), — будується на основi розв’язання ма-
тричної задачi на власнi значення. Отже, таке подання має конструктив-
нiсть того самого порядку, що й у випадку SVD-подання матриць.

3.1. псевдообернення для
”
кортежних операторiв“

ПдО кортежного оператора визначається у вiдповiдностi до
”
абстрактно-

го“ визначення ПдО: визначення за спiввiдношенням (3) для лiнiйних опе-
раторiв мiж абстрактними евклiдовими просторами.

Означення 3. (ПдО кортежного оператора через його SVD) [6]. ПдО:
℘+
α , ℘

∗+
α вiдповiдно — визначатиметься спiввiдношеннями:

℘+
αY =

r∑
k=1

λ−1vk (Uk, Y ) ≡

(
r∑

k=1

λ−1vkℓUk

)
Y, Y ∈ Rm×n,

(℘∗
α)

+ x =

r∑
k=1

λ−1
k Ukv

T
k x =

(
r∑
i=1

λ−1
k Ukℓvk

)
x, x ∈ RK .

3.2. Ортогональнi проектори основних пiдпросторiв для

”
кортежних операторiв“
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Фундаментальними пiдпросторами лiнiйних операторiв є: множина мо-
жливих значень (рейндж) для самого оператора та спряженого до нього;
їхнi ортогональнi доповнення, якi є ядрами сумiжних операторiв. ПдО тео-
рiя за Муром-Пенроузом для матриць надає можливостi конструктивного
опису ортогональних проекторiв згаданих пiдпросторiв в евклiдових про-
сторах числових векторiв. Цi результати повнiстю переносяться на корте-
жнi оператори.

Фундаментальнi пiдпростори кортежного оператора та спряженого до
нього: вiдповiднi пари множина можливих значень ℜ (рейндж) — ядро
— позначатимуться вiдповiдно: ℜ(℘α) ≡ L℘α ⊆ Rm×n, Ker℘α ⊆ RK та
ℜ(℘∗

α) ≡ L℘∗
α
⊆ RK , Ker℘∗

α ⊆ Rm×n. Ортогональнi проектори пари опе-
ратор - спряжений позначатимуться вiдповiдно PL℘α

, PL℘∗
α
. Оскiльки ядро

оператора є ортогональним доповненням до рейнджу спряженого, то ор-
тогональнi проектори Z(℘α) ≡ PKer(℘α), Z(℘

∗
α) ≡ PKer℘∗

α
ядер операторiв

℘α, ℘
∗
α, вiдповiдно є доповненнями до тотожних EK , Em×n операторiв у

вiдповiдних евклiдових просторах.

Лема 4. Ортогональнi проектори фундаментальних пiдпросторiв опера-
торiв ℘α, ℘∗

α визначаються спiввiдношеннями PL℘∗
α
, PL℘a

PL℘∗
α
= ℘∗+

α ℘α, PL℘a
= ℘+

α℘
∗
α, (12)

Z(℘α) ≡ EK − ℘∗+
α ℘α, Z(℘∗

α) ≡ Em×n − ℘+
α℘

∗
α. (13)

Доведення. Справедливiсть (12) випливає з того, що

℘∗+
α ℘α =

r∑
k=1

vkℓvk , ℘
+
α℘

∗
α =

r∑
k=1

UkℓUk
. (14)

Як нескладно переконатися, спiввiдношення (14) визначають симетричнi
та iдемпотентнi оператори, тобто цi оператори є ортогональними проекто-
рами. Очевидним чином їхнi рейнджi спiвпадають вiдповiдно iз L(v1, ..., vr)
та L(U1, ..., Ur), якi у свою чергу спiвпадають з ℜ (℘∗

α) = L℘∗
α
,

ℜ (℘α) = PL℘a
, вiдповiдно. �

3.3. Властивостi псевдообернення для
”
кортежних операторiв“

Як зазначалося вище, ПдО кортежного оператора має властивостi, що
фiгурують у визначеннi ПдО за Муром чи за Пенроузом для матриць.

Зокрема, виконуються такi спiввiдношення:
1. Аксiоми переваги та ортогональних проекторiв за Муром:{
℘+
α℘α℘

+
α = ℘+

α , ℘α℘
+
α℘α = ℘α − ”аксiома” переваги,

PL℘α
= ℘+

α℘α, PL℘∗
α
= ℘α℘

+
α − ”аксiома” ортогональних проекторiв.

2.
”
Аксiома оптимальностi“: визначення псевдооберненої матрицi за Пен-

роузом: ℘+
αY = argmin

x∈Argmin ||℘αx−Y ||2
||x||2, Y ∈ Rm×n, Y ̸= 0.
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В роботi [7] наведено який вигляд згаданих операторiв ортогонального
проектування та їхнє використання у

”
вiдстанях вiдповiдностi“ для розв’я-

зання задач розпiзнавання жестiв дактильної мови.
3. Квадрат вiдстанi вiд пiдпростору L(A1, ..., AK), Ak ∈ Rm×n,

k = 1,K: ρ2(Y, L(A1, ..., AK)) = (Y, ℘α℘
+
αY ) =

∑
k=1,K (Y, Uk)

2 , Y ∈ Rm×n,

α = (A1, ..., AK).
4. Квадрат вiдстанi вiд гiперплощини Γ(M,L(A1, ..., AK)) ≡

≡M +L(A1, ..., AK) :M,Ak ∈ Rm×n, k = 1,K: ρ2(Y,Γ(M,L(A1, ..., AK))) =

= (Y −M,℘α℘
+
αY −M) =

∑
k=1,K (Y −M,Uk)

2.

Y ∈ Rm×n, α = (A1, ..., AK).

5. Множина розв’язкiв чи псевдорозв’язкiв ΩY СЛАР ℘αx = Y задається
спiввiдношенням

ΩY = ℘+
αY + Z(℘α)R

K . (15)

Якщо (Y, Z(℘∗
α)Y ) = 0, множина (6) задає множину розв’язкiв, якщо

(Y, Z(℘∗
α)Y ) > 0 — псевдорозв’язкiв. Умова (Y,Z(℘∗

α)Y ) = 0 є необхiдною
та достатньою для розв’язностi СЛАР.

3.4. Групувальнi оператори та елiпсоїди групування

Нагадаймо, що у випадку евклiдового простору числових векторiв, гру-
пувальнi оператори задають структури другого порядку: елiпсоїди чи мiнi-
мальнi елiпсоїди групування, — та матрицi квадратичних форм, що згаданi
елiпсоїди визначають. Пiд елiпсоїдами групування: простими чи мiнiмаль-
ними, центральними чи нецентральними, — розумiють елiпсоїди, що опти-
мально «накривають» вектори iз заданої послiдовностi, зокрема — векторiв
навчальної вибiрки. Елiпсоїди можуть мати центром початок координат:
центральнi, чи iнший центр — нецентральнi. Оптимальнiсть елiпсоїдiв по-
лягає у тому, що їхнi осi максимiзують суму квадратiв проекцiй елементiв
групування на вiдповiднi осi за послiдовної їх побудови за згаданим прин-
ципом та виключення iз областi визначення задачi оптимiзацiї.

Концепцiя кортежних операторiв дозволяє повнiстю перенести всi твер-
дження про групування для векторiв на набори матриць. Для матричних
наборiв виявляються вiрними всi твердження про елiпси групування в ев-
клiдових просторах Rn. Цi твердження про групування є предметом тео-
рем, наведених нижче.

Так само, як i твердженнях про групування для евклiдових просторiв чи-
слових векторiв основними засобами групування, оператори, якi зважаючи
на їх властивостi, природно називати групувальними. Їх також називають
зваженими проекцiйними.

Означення 4. Групувальними для кортежного оператора називатимемо
оператори R(℘α), R(℘∗

α), що визначатимуться спiввiдношеннями:

R(℘α) = ℘+
α℘

+∗, R(℘∗
α) = ℘+∗℘+

α .
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Лема 5. Кожен з двох групувальних операторiв може бути поданий за
елементами SVD-подання кортежного оператора ℘α у виглядi

R(℘∗
α) = ℘+∗℘+

α =
∑
i=1,r

UiℓUi

λ2i
=
∑
i=1,r

Ui(Ui, ·)
λ2i

,

R(℘α) =
∑
i=1,r

viℓvi
λ2i

=
∑
i=1,r

viv
T
i

λ2i
.

Лема 6. Сума квадратiв довжин проекцiй елементiв кортежу

α = (A1
......

...AK), Ak ∈ Rm×n, k = 1,K на одновимiрний пiдпростiр, що
задається нормованою матрицею U : U ∈ Rm×n : ||U || = 1 — визначає-
ться спiввiдношенням:

r∑
k=1

||PL(U)Ak||2 = (U,℘α℘
∗
αU) . (16)

Доведення. Дiйсно,

PL(U)Ak = (U,Ak)U ⇒ ||PL(U)Ak||2 = |(U,Ak)|2,

а, отже,
∑K

k=1 ||PL(U)Ak||2 =
∑K

k=1 |(U,Ak)|2 =

∥∥∥∥∥∥
 (U,A1)

· · ·
(U,AK)

∥∥∥∥∥∥
2

= ||℘∗
αU ||2 =

= (℘∗
αU,℘

∗
αU) = (U,℘α℘

∗
αU) . �

Лема 7. Одновимiрнi пiдпростори, породженi векторами ненульового
набору сингулярностей оператора ℘α℘∗

α є розв’язками оптимiзацiйних за-
дач про максимiзацiю суми квадратiв проекцiй на одновимiрнi пiдпростори,
породженi нормованими матрицями:

U1 = argmax
U∈Rm×n:||U ||=1

K∑
k=1

||PL(U)Ak||2,

max
U∈Rm×n:||U ||=1

K∑
k=1

||PL(U)Ak||2 = λ21,

(17)

Ui = argmax
U∈Rm×n:||U ||=1,U⊥U1,U⊥Ui−1,

K∑
k=1

||PL(U)Ak||2, i = 1, r, r = rankF,

max
U∈Rm×n:||U ||=1,U⊥U1,U⊥Ui−1

K∑
k=1

||PL(U)Ak||2 = λ2i , i = 1, r, r = rankF.

(18)

Доведення. Те, що на U = Ui, i = 1, r значення суми квадратiв проекцiй
визначається вiдповiдно значеннями λ2i , i = 1, r перевiряється безпосере-
дньою пiдстановкою. Оптимальнiсть випливає iз розгляду розкладу будь
якого U : U ∈ Rm×n : ||U || = 1 за базисом в Rm×n, побудованим розширен-
ням Ui, i = 1, r. �
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Теорема 5. Нехай Ak ∈ Rm×n, k = 1,K довiльний набiр матриць iз
Rm×n, α = (A1, ..., AK) — матричний кортеж, а ℘α — кортежний опера-
тор, який йому вiдповiдає [2]. Тодi всi матрицi набору Ak ∈ Rm×n, k =
1,K належать внутрiшностi елiпса, точнiше: елiпсоїдального цилiндра,
який визначається рiвнянням

r∑
i=1

(Ui, X)2

(λi
√
r)

2 ≤ 1, (19)

чи, що еквiвалентно(
X, r−1R(℘∗

α)X
)
= 1, r = rankF, X ∈ Rm×n, (20)

де R(℘∗
α)– групувальний оператор R(℘∗

α) = ℘+∗℘+
α .

Доведення. З (16)–(18) випливає, що

||PL(Ui)
Ak||2 ≤ λ2i , i = 1, r, r = rankF, k = 1,K,

тобто
||PL(Ui)Ak||

2 = (UiAk)
2 ≤ λ2i , i = 1, r, k = 1,K,

що еквiвалентно
(UiAk)

2

λ2i
≤ 1, i = 1, r, k = 1,K.

Сумуючи в останньому спiввiдношеннi по i для кожного iз фiксованих
значень k = 1,K, маємо

r∑
i=1

(UiAk)
2

λ2i
≤ r.

чи
r∑
i=1

(UiAk)
2

(λi
√
r)

2 ≤ 1, k = 1,K. (21)

Зазначимо, що

sumr
i=1

(UiX)2

rλ2i
=
(
X, r−1R(℘∗

α)X
)
,

а, отже
r∑
i=1

(UiX)2

rλ2i
≤ 1 ⇔

(
X, r−1R(℘∗

α)X
)
≤ 1. (22)

Оскiльки нерiвностi в (22) визначають елiпсоїдальний цилiндр з осями
Ui ∈ Rm×n, i = 1, r та довжинами напiвосей, вiдповiдно,

√
rλi, i = 1, r,

то виконання Ak, k = 1,K спiввiдношень (22) означає, що всi вони нале-
жать внутрiшностi згаданих елiпсоїдальних цилiндрiв, i доведення теореми
завершено. �

Будемо називати елiпсоїд, що визначається нерiвнiстю (19) чи (20) цен-
тральним елiпсоїдом групування.

Важливими у задачах групування матриць є також елiпсоїди, якi по-
значаються термiном

”
нецентральнi елiпсоїди групування“: тi що мають

центром середнє Ā елементiв набору Ak, k = 1,K, а кортежний оператор
визначається за кортежем α̃ = (Ã1, ..., ÃK), Ãk = Ak − Ā, k = 1,K.
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Означення 5. Нецентральними елiпсоїдом групування для кортежного
оператора ℘α: α = (A1, ..., AK) — називатимемо елiпсоїд , що визначається
спiввiдношенням

r∑
i=1

(Ũi, X − Ā)2(
λ̃i
√
r
)2 ≤ 1 ⇔

(
X − Ā, r−1R(℘∗

α̃)(X − Ā)
)
≤ 1, X ∈ Rm×n. (23)

Теорема 6. Всi матрицi-елементи матричного кортежу α = (A1, . . . , AK)

належать нецентральному елiпсоїду групування (23) з (Ũi, λ̃
2
i ), i = 1, r,

що є ненульовими сингулярностями кортежного оператора ℘α̃,
α̃ = (Ã1, ..., ÃK).

Доведення. Доведення безпосередньо випливає з теореми 5, оскiльки для
елементiв кортежу α̃ та кортежного оператора ℘α̃ виконується спiввiдно-
шення

r∑
i=1

(Ũi, Ãk)
2(

λ̃i
√
r
)2 ≤ 1, k = 1, r,

чи
r∑
i=1

(Ũi, Ak − Ā)2(
λ̃i
√
r
)2 ≤ 1, k = 1, r,

що й доводить теорему. �

Зауваження . Наведенi вище «групувальнi теореми» можна пiдсилити,
пiдставивши замiсть r число: rmin ≤ r.

3.5. Мiнiмальнi елiпсоїди групування для
”
кортежних

операторiв“
Визначимо rmin ≤ r, r̃min ≤ r вiдповiдно спiввiдношеннями

rmin = max
k=1,K

(Ak, R(℘
∗
α)Ak), r̃min = max

k=1,K
(Ãk, R(℘

∗
α̃)Ãk). (24)

Теорема 7. Всi матрицi набору Ak ∈ Rm×n, k = 1,K належать вну-
трiшностi елiпсiв, точнiше елiпсоїдальних цилiндрiв — центральних чи
нецентральних, — що задаються спiввiдношеннями, вiдповiдно [2]:(

X, r−1
minR(℘

∗
α)X

)
≤ 1,(

X − Ā, r̃−1
minR(℘

∗
α̃)(X − Ā)

)
≤ 1.

(25)

Означення 6. Елiпсоїди групування, що визначаються спiввiдношеннями
(23) називатимемо мiнiмальними елiпсами групування.

Висновок
Оперування iз базовими лiнiйними та нелiнiйними структурами в ма-

тричних евклiдових просторах Rm×n потребує розвинення адекватних кон-
структивних засобiв такого оперування. Практика використання згаданих
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структур вRn значною мiрою базується на SVD-поданнi матриць та псевдо-
оберненнi (ПдО) матриць за Муром-Пенроузом, тому побудова засобiв опе-
рування в Rm×n потребує слушних вiдповiдникiв SVD та ПдО. Таким вiд-
повiдниками є SVD та ПдО твердження для слушних лiнiйних операторiв,
якими, як продемонстровано вище, є

”
кортежнi oператoри“ за рядковими

кортежами матриць. Концепцiя розвитку засобiв оперування iз базовими
структурами для матричних евклiдових просторах може бути позначена
термiном

”
концепцiя кортежностi“. Для описаного в роботi класу корте-

жних операторiв побудоване SVD-подання, що дозволило побудувати на
oснoвi такoгo подання теорiю псевдообернення з конструктивними можли-
востями отримання формульних виразiв як для ортогональних проекторiв
базових пiдпрoстoрiв oператoра, так i для групувальних oператoрiв. Зга-
дана вище конструктивнiсть означає, що побудова згаданих об’єктiв зво-
диться до розв’язання задачi на власнi значення для матриць операторiв
в Rn. Наявнiсть засобiв оперування з базовими структурами в матричних
прoстoрах суттєво розширює можливостi використання таких прoстoрiв в
математичному моделюваннi, оскiльки в багатьох важливих в прикладно-
му вiдношеннi задачах математичного моделювання саме матрицi з’явля-
ються як представники аналiзованих об’єктiв.
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1. Введение

23 мая 2015 года в возрасте 86 лет из жизни ушел Джон Форбс Нэш,
выдающийся математик и экономист. Он погиб в автокатастрофе на тер-
ритории штата Нью-Джерси вместе со своей женой Алисией Нэш (Алисией
Лард).

Всего за несколько дней до гибели Джон Нэш получил из рук коро-
ля Норвегии Харальда V премию Абеля за открытия, ставшие

”
важным

инструментом исследования нелинейных дифференциальных уравнений в
частных производных“.

В последние годы жизни Джон Нэш выступал на различных экономи-
ческих форумах и конференциях с лекцией

”
идеальные деньги“ [1].

По мнению Нэша, идеальные деньги будут привязаны к глобальным по-
казателям мировой экономики и не будут подвержены инфляции. В осно-
ве концепции идеальных денег положен тот же теоретический фундамент,
что и в основу теории некооперативных игр, а именно теория полезно-
сти фон Неймана–Моргенштерна. Согласно теории полезности денег, иде-
альные деньги являются ценностью не сами по себе, но проявляют свою
ценность как носители полезности, будучи примененными в определенных
сферах экономической деятельности, подобно воде или электроэнергии. Но
эти идеи не могут быть приняты всерьез многими, поэтому Нэш предлагает
альтернативные

”
асимптотически идеальные деньги», как более реалисти-

чный вариант рациональной мировой валюты [2].
Но все же Джон Нэш навсегда останется в истории прежде всего как

автор концепции
”
pавновесие по Нэшу“ (Nash equilibrium), являющейся

ключевым понятием в современной теории игр и экономике.
Выдающиеся математики современности так высказывались о конце-

пции равновесия по Нэшу.
Гарольд Кун, один из основоположников современной теории оптимиза-

ции, многолетний друг Джона Нэша:
”
в экономической теории 20-го века

было не так много великих идей, но идея равновесия по Нэшу несомненно
является одной из них“.

Роджер Майерсон, лауреат Нобелевской премии по экономике 2007 года:

”
идея равновесия по Нэшу дала толчок развитию экономической теории

в такой же степени, как открытие двойной спирали ДНК дало толчок
развитию биологии“.

Концепция равновесия была впервые сформулирована Нэшем в диссер-
тационной работе

”
Некооперативные игры“ объемом 27 страниц. Работа

написана им в 1949 году в возрасте 21 год. Впоследствии по материалам
диссертации в 1994 году Джону Нэшу (совместно с Джоном Харшаньи и
Рейхардом Зельтоном) была присуждена Нобелевская премия по эконо-
мике

”
за фундаментальный анализ равновесия в теории некооперативных

игр“.

2. Равновесие по Нэшу

Формально понятие равновесия по Нэшу определяется таким образом.
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Задается игра в нормальной форме, которая включает в себя множество
игроков, множество стратегий игроков и функцию выигрыша.

Пусть N = {1, ..., n} — множество игроков, n ∈ N — их количество,
причем количество игроков должно быть не менее двух. Для каждого из
игроков задается множество Xi, описывающее набор его стратегий, при-
чем каждый из игроков должен иметь не менее двух стратегий. Каждый
из допустимых наборов стратегий (x1, x2, ..., xn) ∈ X1 ×X2 × ...×Xn обра-
зует игровую ситуацию на множестве X1 × X2 × ... × Xn. Функция выи-
грыша — это отображение из множества игровых ситуаций в множество
платежей F : X1 × X2 × ... × Xn → Rn, которое каждой игровой си-
туации (x1, x2, ..., xn) ставит в соответствие вектор выигрышей игроков
(F1(x1, x2, ..., xn), F2(x1, x2, ..., xn), ..., Fn(x1, x2, ..., xn)).

Определение 1. Ситуация (x̄1, x̄2, ..., x̄n)X1 × X2 × ... × Xn называется
равновесием по Нэшу (Nash equilibrium), если

∀i ∈ N ∀xi ∈ Xi Fi(x̄1, ..., x̄i, ..., x̄n) ≥ Fi(x̄1, ..., xi, ..., x̄n),

т. е. любому из игроков невыгодно отклоняться от своей стратегии при
условии, что все остальные игроки придерживаются своих стратегий.

Основным результатом, полученным Джоном Нэшем, является

Теорема 1 (John Forbes Nash, 1951, [3]). Любая игра конечного числа
игроков с конечным множеством стратегий имеет точку равновесия по
Нэшу, по крайней мере в смешанных стратегиях.

К сожалению, данная теорема не конструктивна, она утверждает только
о наличии существования точки равновесия но не говорит, как ее искать.

Описанная концепция равновесия Нэша впервые использована вовсе не
Нэшем. Ограничимся общеизвестным фактом. Еще в 1838 году А. О. Кур-
но показал, как найти то, что в последствии назвали равновесием Нэша,
в игре Курно, описывающей взаимодействие фирм, конкурирующих объе-
мами выпуска на рынке однородной продукции [4]. Соответственно, неко-
торые исследователи называют его равновесием Нэша–Курно.

Однако Нэш первым показал в своей диссертации по некооперативным
играм в 1949 году, что подобные равновесия должны существовать для
всех конечных игр с любым числом игроков. До Нэша это было доказано
только для игр с 2 участниками с нулевой суммой Джоном фон Нейманом
и Оскаром Моргенштерном (1944). Причем в своей знаковой работе [3] Нэш
использовал теорему Какутани (1941) о неподвижной точке, так сказать,
последнее слово аналитической техники 40-х годов 20 века.

3. Парадоксальность концепции равновесия по Нэшу

В различных задачах точки равновесия имеют различный (порой при-
чудливый) смысл.

Причудливость и парадоксальность концепции равновесия по Нэшу хо-
рошо иллюстрирует такой пример.
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Игра
”
Чудо-банк“. Пусть некий

”
Чудо-банк“ предлагает начисление

60 процентов за хранение вклада одни сутки, при этом фиксирована макси-
мальная сумма вклада. В игре принимает участие два игрока-вкладчика.
Пусть каждому из незнакомых друг с другом вкладчиков предлагают сде-
лать вклады. Сделанные вклады суммируются, на полученную сумму на-
числяется 60 процентов, и на следующий день сумма с процентами делится
пополам и раздается вкладчикам.

Первый игрок рассуждает таким образом. Пусть я вложил сумму x ≥ 0,
а второй — сумму y ≥ 0. Тогда моя прибыль составит

1, 6

2
(x+ y)− x = 0, 8y − 0, 2x.

Данная величина при любом y достигает максимума при x = 0, т. е. для
первого игрока

”
не вкладывать ничего“ является доминирующей стратеги-

ей. Аналогичным образом рассуждает и второй вкладчик,
”
не вкладывать

ничего“ — это тоже его доминирующая стратегия. Единственное равно-
весие достигается в точке (0, 0), при этом выплаты составляют (0, 0). В
результате игроки не воспользовались

”
чудо-акцией“ и ничего не зарабо-

тали.
Данный парадокс объясняется тем, что точка равновесия по Нэшу не

обязательно является оптимальной по Парето, поскольку каждый из игро-
ков, максимизируя собственную выгоду, готов наносить другим игрокам
ущерб, превышающий величину этой выгоды.

Этот тезис лежит в основе критики Джоном Нэшем теории экономиче-
ского развития Адама Смита.

Адам Смит считал, что эгоизм и стремление к богатству не являются
негативными чертами человека. Государство должно минимально вмеши-
ваться в экономические процессы, оно должно создать условия свободного
рынка. Свободный рынок в условиях конкуренции (невидимая рука) при-
водит к равновесной ситуации, обеспечивающей богатство, благополучие и
развитие как отдельного человека, так и общества в целом.

Однако, данные рассуждения Адама Смита не принимают во внимание,
что предприниматель в погоне за прибылью может осуществлять не толь-
ко общественно полезные шаги, но и вредить обществу в целом. К таким
шагам следует отнести хищническое использование природных ресурсов,
выпуск и агрессивная реклама продукции, заведомо вредной для здоровья
(алкоголь, табак),

”
индустрия гламура“, организация азартных игр и ряд

других.

4. Равновесие по Нэшу в биматричных играх

Если игроков всего два, а множество стратегий каждого из них конечно,
то такие игры называются биматричными [5]. Чтобы задать такую игру,
достаточно задать две матрицы A и B одинаковой размерности с количе-
ством строк, равным количеству стратегий первого игрока и количеством
столбцов, равным количеству стратегий второго игрока.
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Пусть первый игрок выбирает номер строки i, а второй — номер столбца
j. При этом первый игрок получает в качестве выигрыша элемент ai,j а
второй игрок — элемент bi,j .

Ситуация (i, j) является равновесием по Нэшу, если элемент ai,j является
максимальным элементом своего столбца, а bi,j — максимальным элемен-
том своей строки. Если B = −A, то такая игра называется антагонистиче-
ской или матричной. Биматричные игры можно также задавать таблицей,
каждая ячейка которой содержит два числа, первое из которых соответ-
ствует выигрышу первого, а второе — второго игрока.

Оказывается, даже в случае, когда оба игрока имеют лишь по две стра-
тегии, равновесие по Нэшу может имет пять качественно разных разнови-
дностей.

1) Существует единственное равновесие по Нэшу в чистых стра-
тегиях, например в классической задаче

”
дилемма заключенного“ (в дан-

ном случае, согласно фабуле, величиной выигрыша является продолжи-
тельность тюремного срока, поэтому все значения записываются со знаком
минус).

сознаться не сознаться
сознаться (-5, -5) (0, -10)

не сознаться (-10, 0) (-1, -1)

Единственной точкой равновесия в данной игре является (сознаться, со-
знаться).

2) Существует единственное равновесие по Нэшу в смешанных
стратегиях, например в игре

”
орел–решка“.

Пусть второй игрок выкладывает монету орлом или решкой кверху, а
первый игрок угадывает, какой стороной выложена монета. Если первый
игрок угадал, то второй платит ему единицу, в противном случае первый
игрок платит второму единицу.

Данная игра является антагонистической и для ее описания достаточно
задания матрицы одного из игроков. Например, матрица выигрышей пер-
вого игрока, в которой первый игрок выбирает строки, а второй — столбцы,
имеет вид:

орел решка
орел 1 -1

решка -1 1

Здесь единственное равновесие по Нэшу достигается с случае, когда ка-
ждый из игроков играет смешанную стратегию (1/2, 1/2).

3) Существует три равновесия по Нэшу, два в чистых и одно в
смешанных стратегиях, например в игре

”
семейный спор“.

Пусть муж и жена хотят пойти на футбол или балет, но при этом муж
больше хочет пойти на футбол, а жена — на балет. Пусть удовольствие от
более желанного зрелища оценивается в 2, а менее желанного — в 1. Если

145



С. И. ДОЦЕНКО, В. В. СЕМЕНОВ

они не пришли к соглашению, куда пойти вместе, то выигрыш каждого из
игроков составляет 0. Тогда платежная матрица при условии, что первым
игроком является муж, а вторым — жена, имеет вид:

футбол балет
футбол (2, 1) (0, 0)
балет (0, 0) (1, 2)

Данная игра, очевидно, имеет два равновесия в чистых стратегиях, а
именно (футбол–футбол) и балет–балет). Кроме того, существует еще и
равновесие в смешанных стратегиях, в котором мужчина и женщина сме-
шивают свои чистые стратегии с вероятностями (2/3, 1/3) и (1/3, 2/3), со-
ответственно. При этом средние выигрыши и мужчины и женщины со-
ставляют 2/3. Данное равновесие трудно интерпретировать с точки зрения
здравого смысла, однако оно существует.

4) Существует только два равновесия в чистых стратегиях. Та-
кая ситуация, в частности, может возникать в случае, когда в платежной
матрице первого игрока один из столбцов, а в платежной матрице второго
игрока одна из строк содержит одинаковые элементы. Например, биматри-
чная игра, заданая матрицей(

(2, 3) (1, 1)
(2, 2) (3, 2)

)
есть только два равновесия в чистых стратегиях — (1, 1) и (2, 2).

5) Существует континуум равновесий в смешанных стратегиях.
Например тогда, когда все элементы платежных матриц игроков одинако-
вые, тогда все смешанные стратегии будут давать один и тот же выигрыш,
и следовательно, согласно определения, будут оптимальными.

Рассмотрим различные примеры применения биматричных игр.
В [6] было проанализировано 1400 пенальти в матчах FIFA. В ходе пе-

нальти бьющий выбирает, в какой угол ворот бить, а вратарь в момент
удара угадывает, какой угол ворот защищать. Эти решения принимаются
одновременно, как в матричной игре, поскольку если вратарь будет ждать
до момента, когда он увидит, в какой именно угол ворот летит мяч, то он
не сможет защитить ни один из углов.

Таблица частот забитых голов имеет вид:

бьющий \ вратарь влево вправо
влево 0,58 0,95
вправо 0,93 0,70

Для данной матричной игры было найдено равновесие по Нэшу в сме-
шанных стратегиях, которое оказалось очень близким к реальному пове-
дению бьющего пенальти и вратаря.
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бьющий влево бьющий вправо
равновесие Нэша 0,38 0,62

статистика 0,40 0,60

вратарь влево вратарь вправо
равновесие Нэша 0,42 0,58

статистика 0,42 0,58

В работе [7] был поставлен и рассмотрен очень странный на первый
взгляд вопрос —

”
умеют ли свиньи играть в биматричные игры и находить

равновесие по Нэшу?“ За этим вопросом стоит забавный поведенческий
эксперимент. Две свиньи (слабая и сильная), находясь в отдельных волье-
рах, научились нажимать рычаг в одном конце и получать еду в другом
конце вольера. Удовольствие от еды оценивается в 10 единиц, а усилия,
необходимые для ее получения — в 2 единицы. Эти свиньи были помеще-
ны в один вольер. Если к рычагу шли обе свиньи, то еда распределялась
как (3, 7), Если к рычагу шла слабая свинья, то (1, 9), если сильная — то
(6, 4) (поскольку тот, кто не идет к рычагу, получает на некоторое время
монопольный доступ к еде). Тогда каждая из свиней имеет две стратегии
—

”
идти к рычагу“ либо

”
не идти“. Тогда получается, сто свиньи играют в

такую биматричную игру (где слабая свинья выбирает строки, а сильная
— столбцы):

идти не идти
идти (1, 5) (-1, 9)

не идти (6, 2) (0, 0)

Данная игра имеет единственное равновесие по Нэшу (не идти, идти),
и свиньи в ходе эксперимента пришли именно к этому исходу. Вначале
к рычагу по очереди ходили и сильная, и слабая свинья. После пятого
раза слабая свинья поняла, что если она идет к рычагу, то получаемые
ею в результате 10 процентов от общей массы еды не стоят ее усилий и
прекратила хождения. Сильная свинья по прежнему ходила к рычагу, в
результате чего слабая свинья оставалась в выигрыше.

Следует заметить, что сама концепция равновесия по Нэшу как объек-
тивное явление существовала задолго до того, как была открыта и строго
описана, подобно тому как явление тяготения существовало до открытия
Ньютоном закона всемирного тяготения. Это показывает следующий при-
мер.

Согласно библейской легенде о царе Соломоне, однажды две женщины
спорили о том, кому принадлежит ребенок и попросили Соломона рассу-
дить их. Соломон приказал разрубить ребенка пополам и разделить между
несогласными. Обманщица легко согласилась, а мать, заплакав, сказала

”
Лучше отдайте ей ребенка живым“. Правда открылась немедленно.
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Данный спор двух женщин по сути представляет собой биматричную
игру. В игре принимают участие две женщины — мать и обманщица. Ка-
ждая из женщин имеет по две стратегии — претендовать на ребенка, либо
не претендовать. Пусть страдания матери от того, что ребенок будет убит,
составляют −100 единиц. Выигрыш матери от того, что она вернет ребенка
оценим в 1, а выигрыш от того, что ребенок останется жив, но достанется
чужой женщине в 0. Пусть выигрыш обманщицы от того, что ей достанется
ребенок, равен 1, в противном случае он равен 0, независимо от того, доста-
нется ли ребенок матери или будет убит. Пусть в случае, если обе женщины
откажутся от претензий на ребенка, то ребенок будет отдан одной из них
случайным образом и выигрыш каждой из женщин составит 1/2.

Пусть мать выбирает строки, а обманщица — столбцы матрицы. Пусть
первая строка/столбец отвечают решению

”
претендовать“, а вторая стро-

ка/столбец — решению
”
не претендовать“. Тогда платежные матрицы дан-

ной игры имеют вид:

мать обманщица

A =

(
−100 1
0 1/2

)
B =

(
0 0
1 1/2

)
Данная игра имеет точку равновесия по Нэшу (не претендовать, претен-

довать), а соответствующая функция выигрыша равна (0, 1), что означает,
что ребенок достался обманщице, и что соответствует фабуле притчи.

Данная точка равновесия позволила выяснить, кто есть кто и отдать
ребенка матери. Таким образом, Соломон самовольно поменял функцию
выигрыша, поступив правильно с точки зрения морали но абсолютно не-
корректно с точки зрения теории игр.

5. Комбинаторные игры
Среди заслуг Джона Нэша следует также упомянуть его вклад в тео-

рию комбинаторных игр. Комбинаторными принято называть многоходо-
вые игры двух игроков с полной информацией без вмешательства случая.
К таким играм относятся крестики–нолики, шахматы, шашки.

В 1912 году Эрнест Цермело доказал теорему о существовании гаранти-
рованных стратегий в комбинаторных играх.

Теорема 2 (Цермело). В игре в шахматы одно из трех утверждений
истинно:

1) белые имеют гарантированную стратегию выигрыша;
2) черные имеют гарантированную стратегию выигрыша;
3) существует пара стратегий, гарантирующий каждой из сторон

сведение партии по крайней мере вничью.

Данная теорема фактически утверждает наличие равновесия Нэша в
комбинаторных играх. Теорема не конструктивна, и для большинства ком-
бинаторных игр не представляется возможным выяснить, какое из трех
утверждений является истинным. Среди исключений из этого правила —
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игра в крестики–нолики на поле размером 3 на 3. Известно, что для этой
игры справедлив пункт 3 теоремы Цермело.

Джон Нэш придумал еще одну комбинаторную игру — Hex (Гекс) или
шестиугольники [8]. Игра ведется на поле, заполненном шестиугольниками
(см. рис. 1).

Рис. 1. Поле для игры в Hex.

Игроки по очереди ставят крестики и нолики. И
”
крестик“ и

”
нолик“

имеют по два своих
”
берега“, как показано на рисунке. Задача каждого из

игроков — построить
”
мост“ с одного своего берега на другой до того, как

это успеет сделать противник.
Оказывается, что при любом заполнении игрового поля крестиками и

ноликами либо для крестика, либо для нолика будет построен мост между
его берегами. Из этого следует, что данная комбинаторная игра не может
закончиться вничью, следовательно, согласно теореме Цермело, либо кре-
стик, либо нолик имеют выигрышную стратегию.

Джон Нэш доказал, что если размеры полей игроков совпадают, то выи-
грышную стратегию имеет первый игрок (т. е. крестик). При доказатель-
стве этого утверждения он использовал оригинальную концепцию

”
укра-

денной стратегии“.
Предположим, что нолик имеет выигрышную стратегию. Тогда крестик

также может построить выигрышную стратегию, подражая выигрышной
стратегии нолика и поступая следующим образом:

1) поставить первый крестик в любое поле;
2) на втором и всех последующих ходах

”
забыть“ о первом поставлен-

ном крестике и подражать выигрышной стратегии нолика, мыслен-
но транспонируя игровое поле и меняя крестики на нолики, и но-
лики на крестики (это и называется

”
украсть выигрышную страте-

гию»);
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3) если вдруг окажется, что поле, в которое нужно поставить кре-
стик на очередном ходу (согласно украденной стратегии) уже за-
нято (другим крестиком), то поставить крестик в любое свободное
поле.

Таким образом, выходит, что крестик тоже имеет выигрышную стра-
тегию. Поскольку крестик и нолик одновременно не могут иметь выи-
грышную стратегию, то предположение о существовании выигрышной стра-
тегии у нолика является ложным. Значит, выигрышную стратегию имеет
крестик.

Данное доказательство не является конструктивным, поскольку утвер-
ждает лишь наличие выигрышной стратегии у крестика и ничего не гово-
рит о том, как эту стратегию найти.

Рассмотрим еще одну игру, называемую
”
обмен“, которая является игрой

в развернутой форме и показывает, что иногда стремление игроков к
”
по-

чти оптимальному“ решению приводит к лучшему исходу для обоих игро-
ков по сравнению со случаем, когда игроки действуют абсолютно рацио-
нально и каждый из них стремится достичь абсолютной выгоды для себя.

Пусть у одного из соседей-дачников избыток яблок, а у другого — из-
быток груш (назовем их 1-й и 2-й игрок, соответственно). Пусть они до-
говариваются о взаимном обмене 100 яблок на 100 груш. При этом они не
вполне доверяют друг другу и договариваются о такой процедуре обмена.
Пусть 1-й игрок передает 2-му через забор одно яблоко. Получив его, 2-й
игрок передают 1-му одну грушу, и т. д. до тех пор, пока все фрукты не
будут обменены. Пусть для 1-го игрока ценность каждого яблока равна 1, а
ценность груши −2, а для второго — наоборот, т. е. ценность яблока равна
2, а ценность груши −1 (что и является для них стимулом к обмену). Тогда
дерево игры будет иметь вид, изображенный на рис. 2.

Рис. 2. Дерево игры
”
обмен“.

На каждом шаге, кроме последнего игрок, чья очередь делать ход, может
принять одно из двух решений — отдать свой фрукт (шаг вправо) либо
прекратить обмен (шаг вниз).

Проанализируем дерево игры методом обратной индукции. На самом
последнем шаге 2-й игрок уже получил все яблоки и ему не выгодно отда-
вать последнюю грушу, что приведет к исходу (198, 201). Это понимает 1-й
игрок, поэтому он понимает, что ему не выгодно отдавать свое последнее
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яблоко и т. д. Двигаясь по дереву игры справа налево, приходим к выводу,
что единственное равновесие по Нэшу достигается в случае, когда первый
игрок не начинает обмен, что приводит к исходу (100, 100).

Но если же на целевую функцию игроков сделать послабление, такое, что
потеря одного балла для каждого из них не имеет значения, то процедура
обмена успешно стартует и дойдет до конца.

6. Заключение
В данной статье был дан краткий обзор математических результатов

Джона Нэша (1928–2015), связанных с теорией некооперативных игр. Ос-
новное внимание было уделено понятию равновесия по Нэшу. На простых
примерах были показаны парадоксальность этого понятия и в то же время
его естественность. Также был рассмотрен вклад Джона Нэша в теорию
комбинаторных игр.
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Резюме. У статтi розглянуто розроблену систему розпiзнаван-
ня iменованих сутностей тексту. Для створення блокiв класифi-
кацiї iменованих сутностей було застосовано двi базовi моделi ма-
шинного навчання — наївна модель Баєса та модель умовних ви-
падкових полiв. В роботi описано метод навчання та результати
експериментiв з тестування побудованих класифiкаторiв. Модель
умовних випадкових полiв показала себе з найкращої сторони
для опису та ефективного розв’язання поставленої задачi.
Ключовi слова: Розпiзнавання iменованих сутностей тексту,
обробка текстiв природною мовою, машинне навчання, наївна мо-
дель Баєса, умовнi випадковi поля.

Вступ
Проблема визначення iменованих сутностей тексту не є новою, дослiджен-

ня активно ведуться вже понад 20 рокiв, i досягнуто високi результати
роботи прикладних систем (до 93% точностi у розпiзнаваннi iменованих
сутностей машиною проти 96% точностi у розпiзнаваннi iменованих сутно-
стей людиною). Незважаючи на заявлений високий вiдсоток правильностi

152



О. О. МАРЧЕНКО

розпiзнавання, проблема досi вважається вiдкритою i за даною проблема-
тикою активно ведуться дослiдження.

Актуальнiсть проблеми пояснюється специфiчнiстю середовища, в якому
отриманi надвисокi результати: як правило таке середовище створюється
штучно для тестування системи i не може бути вiдтворено в реальному свi-
тi. До штучного середовища можна вiднести додатковi 100% коректнi данi
про текст (наприклад, завжди гарантовано правильнi синтаксичнi дерева
речень, морфологiчна, семантична i т. д. iнформацiя), якi є недоступними в
реальних умовах. Також до таких умов можна вiднести надвисокi потужно-
стi задiяного обладнання, коли задача вирiшується в лабораторних умовах
на суперкомп’ютерах, та специфiку корпусiв тестування. Наприклад, на те-
стовi корпуси часто накладається умова обмеження словника iменованих
сутностей до розмiру словника навчальної вибiрки, в таких умовах зада-
ча NER (named entity recognition — розпiзнавання iменованих сутностей)
зводиться до задачi розпiзнавання сутностей за словником.

Через це рiзниця мiж заявленими в теорiї та отриманими на практицi
результатами є досить значною. Проведена оцiнка найбiльш популярних
систем на ринку показала їх низьку ефективнiсть. Бiльшiсть типiв iмено-
ваних сутностей розпiзнаються з точнiстю близько 60%–65%, що є недо-
статнiм для ефективного використання в задачах аналiзу текстiв. Лише в
деяких випадках реальна точнiсть розпiзнавання певних типiв сутностей
сягає 70%.

Дане дослiдження було проведено з метою розробки придатного для про-
мислового використання класифiкатора, здатного розрiзняти основнi базо-
вi типи iменованих сутностей та ефективно працювати з реальними текста-
ми поза межами лабораторного середовища, i видавати результати на рiвнi
найкращих iснуючих аналогiв — state-of-the-art систем.

1. Система розпiзнавання iменованих сутностей тексту

Основною задачею системи є розпiзнавання у текстi iменованих сутно-
стей та визначення типу цих сутностей. Вхiдними даними системи є текст,
написаний правильною англiйською мовою з мiнiмальним вживанням слен-
гу та вiдсутнiстю орфографiчних i граматичних помилок.

Архiтектурно система складається з кiлькох ключових блокiв, кожен
блок виконує функцiї певного етапу побудови розв’язку задачi. Усi модулi
попередньої обробки тексту для перетворення його у необхiдний системi
вигляд винесено за межi системи.

Система включає в себе:

– Блок iдентифiкацiї та аналiзу iменованих сутностей на основi Бає-
сiвської моделi;

– Блок iдентифiкацiї та аналiзу iменованих сутностей на основi мо-
делi умовних випадкових полiв — Conditional random fields (CRF).

Цi блоки є пiдсистемами, якi паралельно i незалежно одна вiд одної ви-
конують обробку вхiдного тексту:

1. iдентифiкацiя синтаксичних груп, якi мiстять iменованi сутностi;
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2. визначення меж знайдених iменованих сутностей (перше слово сутностi–
останнє слово сутностi);

3. визначення типiв знайдених iменованих сутностей.
Результатом роботи системи є текст з вiдповiдною розмiткою iменованих

сутностей (id сутностi, границi сутностi, тип сутностi).
Система налаштована для розпiзнання типiв iменованих сутностей (Type

in system), кожен тип iнтерпретується у вiдповiдностi до його трактування
у корпусi Ontonotes:

Ontonotes Type Description Type in system
PERSON People, including fictional PER

ORGANIZATION Companies, agencies, institutions ORG
LOCATION Locations, mountains, water bodies LOC

Вхiдними даними для розроблених класифiкаторiв є текст англiйською
мовою, дерева виведення та залежностей речень вхiдного тексту, а також
всi данi стосовно лексичних значень слiв речень тексту згiдно розмiтки
GOLD у корпусi Ontonotes.

Навчання класифiкаторiв на основi моделi Баєса та на основi моделi
умовних випадкових полiв — Conditional random field (CRF) проводилося
на базi розмiченого текстового корпусу Ontonotes. Так як Баєсiвськi кла-
сифiкатори є вiдомим, розповсюдженим та досить простим методом, автор
утримується вiд безпосереднього опису самої моделi Баєса та переходить
до методу класифiкацiї на основi умовних випадкових полiв — Conditional
random fields (CRF) [1].

2. Класифiкатор на основi моделi умовних випадкових полiв —
Conditional random field (CRF)

Метод умовних випадкових полiв — Conditional random fields (CRF), є
аналогом методу Маркiвських випадкових полiв (Markov random fields).
Даний метод користується широкою популярнiстю у рiзних областях штуч-
ного iнтелекту. Зокрема його успiшно використовують в задачах розпiзна-
вання мовлення та образiв, в обробцi текстової iнформацiї, в комп’ютернiй
графiцi та в iнших задачах.

Марковським випадковим полем називають графову модель, яка вико-
ристовується для представлення сумiсних розподiлiв набору декiлькох ви-
падкових змiнних. Формально Маркiвське випадкове поле складається з:

– неорiєнтованого графу або фактор-графу G = (V,E), де кожна вер-
шина v ∈ V є випадковою змiнною i кожне ребро (u, v) ∈ E є
залежнiстю мiж випадковими величинами u и v.

– набору потенцiальних функцiй (potential function) або факторiв
{φk}, одна для кожної клiки у графi(клiка — повний пiдграф не-
орiєнтованого графу G). Функцiя φk ставить кожному можливому
стану елементiв клики у вiдповiднiсть деяке невiд’ємне дiйсне чи-
сло.
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Вершини, що не є сумiжними, мають вiдповiдати умовно незалежним ви-
падковим величинам. Група сумiжних вершин формує клiку, набiр станiв
вершин є аргументом вiдповiдної потенцiальної функцiї.

Сумiсний розподiл набору випадкових величин X = {xk} у Маркiвсько-
му випадковому полi обчислюється за формулою:

P (x) =
1

Z

∏
k

φk(x(k)),

де φk(x(k)) — потенцiальна функцiя, що описує стан випадкових величин у
k-iй клiцi; Z — коефiцiєнт нормалiзацiї, що обчислюється за формулою:

Z =
∑
x∈X

∏
k

φk(x(k)).

Множина вхiдних слiв-лексем X = {xt} та множина вiдповiдних їм типiв
Y = {yt} у сукупностi формують множину випадкових змiнних V = X

∪
Y .

Для розв’язання задачi видiлення iнформацiї з тексту достатньо визначити
умовну ймовiрнiсть P (Y |X). Потенцiальна функцiя має вигляд:

φk(x(k)) = exp(
∑
k

λkfk(yt, yt−1, xt)),

де
∑

{λk} — дiйснозначний параметричний вектор (множники Лагранжа),∑
{fk(yt, yt−1, xt)} — набiр ознакових функцiй. Тодi лiнiйним умовним ви-

падковим полем називається розподiл виду:

p(y|x) = 1

Z(x)

∏
k

exp(
∑
k

λkfk(yt, yt−1, xt)).

Коефiцiєнт нормалiзацiї Z(x) обчислюється за формулою:

Z(x) =
∑
y∈Y

∏
k

exp(
∑
k

λkfk(yt, yt−1, xt)).

Обчислення моделi p(y|x) вiдбувається як розв’язання оптимiзацiйної за-
дачi з заданими обмеженнями [2] (рiзниця мiж спостереженням та його
оцiнкою має бути нульовою, i має виконуватися умова

∑
y∈Y p(y|x) = 1

по всiм x ∈ X ). На кожнiй iтерацiї заново обчислюються множники Ла-
гранжа, обчислення проводиться з використанням алгоритмiв

”
forward-

backward“ та Вiтербi.
Метод CRF, як i метод MEMM (Маркiвськi Моделi Максимальної Ентро-

пiї), є дискримiнативним iмовiрнiсним методом, на вiдмiну вiд генератив-
них методiв, таких як прихованi маркiвськi моделi HMM та модель Баєса
(Naїve Bayes).

По аналогiї з маркiвськими моделями максимальної ентропiї, вибiр фак-
торiв-ознак для завдання iмовiрностi переходу мiж станами при наявностi
спостереження значення залежить вiд специфiки конкретних даних, але,
на вiдмiну вiд того ж МЕММ, CRF може враховувати будь-якi особливостi
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та взаємозв’язки у вхiдних даних. Вектор ознак
∧

= {λk} обчислюється на
основi навчальної вибiрки та визначає вагу кожної потенцiальної функцiї.

В умовних випадкових полях вiдсутня так звана label bias problem — си-
туацiя, коли перевагу мають стани з меншою кiлькiстю переходiв, так як
будується один єдиний розподiл ймовiрностей та нормалiзацiя (коефiцiєнт
Z(x)) виконується загалом, а не у рамках окремого стану. Це, безумовно,
є перевагою методу: алгоритм не потребує припущення незалежностi спо-
стережних змiнних. Крiм того, використання довiльних факторiв дозволяє
описати рiзноманiтнi ознаки об’єктiв, що вiдчутно понижує вимоги до пов-
ноти та об’єму навчальної вибiрки. При цьому точнiсть буде визначатися
не лише об’ємом вибiрки, але й обраними факторами. Недолiком пiдходу
CRF є обчислювальна складнiсть аналiзу навчальної вибiрки, що ускла-
днює постiйне оновлення моделi при отриманнi нових навчальних даних.
Слiд вiдзначити високу швидкiсть роботи алгоритму CRF, що є дуже ва-
жливою перевагою при обробцi великих об’ємiв iнформацiї.

3. Навчання моделi

Для навчання моделi був обраний корпус текстiв Ontonotes [3], який
мiстить достатнiй об’єм текстiв, розмiчених вручну. Розмiтка текстiв пов-
нiстю вiдповiдає задачi iдентифiкацiї та аналiзу iменованих сутностей, та
обраним моделям машинного навчання. В рамках задачi аналiзу iменова-
них сутностей тексти корпусу мiстять:

1. розмiтку меж iменованих сутностей (перше слово сутностi–останнє
слово сутностi);

2. розмiтку типiв знайдених iменованих сутностей (Людина, Органiзацiя,
Локацiя).

Розмiченi тексти мiстять синтаксичнi структури речень — дерева виведен-
ня та дерева залежностей. Тобто доступними є межi синтаксичних груп ре-
чення та вiдношення залежностей мiж словами. Доступними є також повнi
лексичнi значення слiв речень (частина мови, рiд, число, час для дiєслiв i
т.д.). Алгоритми використовують також спецiальнi словники iмен, геогра-
фiчних назв та типових назв органiзацiй для залучення додаткових знань
у систему. Для формування базової множини ознакових функцiй було про-
ведено дослiдження та аналiз кращих робiт по данiй тематицi [4]–[6]. Було
побудовано набiр базових ознакових функцiй, наприклад:

fi(x, y) =

{
1 якщо y = ⟨LOC⟩, y з великої лiтери та x=

”
City“;

0, iнакше.

Далi в процесi дослiдження були проведенi чисельнi експерименти по
навчанню моделей на розмiчених текстах корпусу Ontonotes, пiсля чого
виконувалося тестування навченого алгоритму на точнiсть iдентифiкацiї
та визначення типу iменованих сутностей на текстах з iнших частин кор-
пусу. Потiм, згiдно процедури кросвалiдацiї, навчальна та тестова частини
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корпусу мiнялися мiсцями та процес навчання та тестування моделей по-
вторювався з початку. Iз всiх отриманих оцiнок точностi обиралися мiнi-
мальнi, як найбiльш об’єктивнi та гарантовано досяжнi.

Навчання та тестування моделей проводилось багато разiв з рiзними
наборами ознакових функцiй. В результатi проведення багатьох iтерацiй
етапiв навчання–тестування з перебором множини ознакових функцiй були
визначенi оптимальнi набори ознакових функцiй {f ′i} та {f ′′i }, на яких було
досягнуто максимальнi оцiнки точностi iдентифiкацiї та визначення типiв
iменованих сутностей тексту класифiкатором Баєса та класифiкатором на
базi моделi умовних випадкових полiв (CRF), вiдповiдно.

4. Отриманi результати
У таблицях нижче продемонстровано фiнальнi оцiнки роботи класифi-

катору Баєса та класифiкатору на основi моделi умовних випадкових по-
лiв(CRF), навчених на оптимальних наборах ознакових функцiй {f ′i} та
{f ′′i }, вiдповiдно. Надано оцiнки точностi (Precision, P), повноти (Recall,
R) та комбiнована мiра F1:

F1 =
2∗Precision∗Recall

Precision+Recall
.

Проведене дослiдження показало, що в розв’язаннi даної задачi очеви-
дною є значна перевага моделi умовних випадкових полiв (CRF) над Бає-
сiвською моделлю. Припущення незалежностi ознак, що є визначною вла-
стивiстю у наївнiй Баєсiвськiй моделi, не задовiльняє природi задачi кла-
сифiкацiї iменованих сутностей тексту.

В комп’ютернiй лiнгвiстицi є ряд задач, в яких метод Баєса демонструє
високi оцiнки точностi та достатню ефективнiсть. Часто в них викори-
стовується найпростiша модель представлення тексту

”
торба слiв“(

”
bag

of words“). Для задач, де достатньо найпростiших моделей представлення
текстових документiв, i за умови, що у вхiдних текстах розподiл iмовiрно-
стей дiйсно наближений до рiвномiрного, метод Баєса пiдходить набагато
краще, нiж для класифiкацiї iменованих сутностей тексту. Це пов’язано iз
тим, що при аналiзi iменованих сутностей потрiбно враховувати складний
контекст слiв, який часто виражається одразу декiлькома складними вза-
ємозалежними функцiями ознак. Тому умовнi випадковi поля (CRF), якi
є набагато бiльш складною та гнучкою моделлю, бiльш точно описують та
ефективно розв’язують дану задачу.

Отриманi результати дослiдження, а також детальний аналiз задачi та
iснуючих програмних реалiзацiй для її розв’язання пiдводить до висновку
про найкращу придатнiсть саме моделi умовних випадкових полiв (CRF)
для розробки систем класифiкацiї iменованих сутностей тексту. Напри-
клад, iнодi ця модель навiть дещо поступається за точнiстю Маркiвським
моделям максимальної ентропiї MEMM [7], але при цьому значно перева-
жає у повнотi i, як результат, переважає за комбiнованою мiрою F1.
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Табл. 1. Оцiнки класифiкатора Баєса на пiдкорпусi
Web text (230 файлiв)

Precision Recall F1
LOCATION 0,5423 0,6527 0,5924

ORGANIZATION 0,0412 0,0350 0,0379
PERSON 0,3311 0,6127 0,4299

Total 0,3450 0,4954 0,4067

Табл. 2. Оцiнки класифiкатора Баєса на пiдкорпусi
Newswire (1665 файлiв)

Precision Recall F1
LOCATION 0,6498 0,8501 0,7365

ORGANIZATION 0,5022 0,7482 0,6010
PERSON 0,6673 0,8388 0,7433

Total 0,5813 0,8003 0,6734

Табл. 3. Оцiнки класифiкатора на основi умовних ви-
падкових полiв(CRF)

Пiдкорпуси
Web text Broadcast News Newswire Total

LOC
Precision: 0,8679 Precision: 0,9283 Precision: 0,9198 Precision: 0,9395

Recall:0,9323 Recall: 0,9530 Recall: 0,9190 Recall: 0,9369
F1: 0,8989 F1: 0,9405 F1: 0,9194 F1: 0,9382

ORG
Precision: 0,7939 Precision: 0,8118 Precision: 0,8810 Precision: 0,8858
Recall: 0,7324 Recall: 0,7768 Recall: 0,8863 Recall: 0,8830

F1: 0,7619 F1: 0,7939 F1: 0,8836 F1: 0,8844
PER

Precision: 0,9157 Precision: 0,8910 Precision: 0,9104 Precision: 0,9207
Recall: 0,9104 Recall: 0,9185 Recall: 0,8895 Recall: 0,9104

F1: 0,9130 F1: 0,9045 F1: 0,8998 F1: 0,9155
TOTAL

Precision: 0,8647 Precision: 0,8909 Precision: 0,9008 Precision: 0,9140
Recall: 0,8638 Recall: 0,9029 Recall: 0,8974 Recall: 0,9092

F1: 0,8643 F1: 0,8968 F1: 0,8991 F1: 0,9116

Саме модель умовних випадкових полiв була реалiзована в проектi Стенд-
фордського университету Stanford Named Entity Recognizer [8].
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Отриманi в результатi тестування розробленої системи оцiнки точностi
та повноти (таблиця 3) демонструють найвищi значення на рiвнi найкра-
щих iснуючих свiтових аналогiв. На тестових текстах корпусу Ontonotes
розроблена система змогла перевершити показники Stanford Named Enti-
ty Recognizer. Це було досягнуто завдяки успiшно проведенiй оптимiзацiї
набору ознакових функцiй, що дало змогу отримати максимально високi
оцiнки точностi.

Висновки
На основi двох базових моделей машинного навчання — наївної моде-

лi Баєса та умовних випадкових полiв, — було розроблено систему iден-
тифiкацiї та аналiзу iменованих сутностей тексту. Результати дослiджен-
ня показали високу якiсть роботи класифiкатора, реалiзованого на основi
умовних випадкових полiв. Досвiд найкращих iснуючих програмних реалi-
зацiй систем аналiзу iменованих сутностей тексту приводить до висновку,
що саме модель умовних випадкових полiв (CRF) оптимально пiдходить
для розробки класифiкаторiв iменованих сутностей.

В процесi тестування розроблена система продемонструвала високу точ-
нiсть визначення типiв iменованих сутностей тексту на рiвнi найкращих
iснуючих свiтових аналогiв.
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Резюме. Вивчаються субгауссовi вiнерiвський та узагальнений
вiнерiвський випадковi процеси, що допускають зображення у ви-
глядi рядiв. Будуються моделi таких процесiв. В роботi дослiджу-
ються оцiнки точностi i надiйностi моделей вiнерiвських випадко-
вих процесiв в нормi простору неперервних функцiй. Ключовi
слова: Вiнерiвський процес, статистичне моделювання, точнiсть
моделювання, надiйнiсть моделювання.

Вступ

В работi продовжуються дослiдження методiв статистичного моделюва-
ння субгауссових випадкових процесiв, а саме, отримано оцiнки точностi i
надiйностi моделювання субгауссових вiнерiвського та узагальненого вiне-
рiвського процесiв в рiвномiрнiй метрицi [1]. Моделi випадкових процесiв
будуються у виглядi строго субгауссових випадкових рядiв. Цi моделi на-
ближають випадковi процеси з заданими точнiстю i надiйнiстю в просторi
неперервних функцiй. При отриманнi результатiв iстотньо використову-
вались роботи [2]–[3]. В роботах [4]–[6] дослiджувались оцiнки точностi i
надiйностi моделювання вiнерiвського та узагальненого вiнерiвського ви-
падкових процесiв в деяких просторах Орлiча. Вiдомостi з теорiї субгаус-
сових випадкових величин та процесiв мiстяться в [7]. Аналогiчнi резуль-
тати для Subφ — узагальненого вiнерiвського процесу отриманi в роботi
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[10]. Методи статистичного моделювання вiнерiвських випадкових проце-
сiв використовуються при розв’язуваннi задач атмосферної турбулентностi,
неоднорiдностях земної поверхнi, метеорологiї, обчисленнi iнтегралiв.

1. Основнi поняття i визначення.
Нехай (Ω,Σ, P ) — стандартний ймовiрносний простiр, T (T = [0, T ] або

T = [0,∞]) — деяка параметрична множина.
Для моделювання випадкових процесiв використовуються представлен-

ня процесiв у виглядi стохастичних рядiв X(t) =
∑∞

k=1 fk(t)ξk, де {ξk} —
послiдовнiсть незалежних суюгауссових випадкових величин з нульовим
середнiм та Eξ2k = σ2k. Модель будується у виглядi S(t,M) =

∑M
k=1 fk(t)ξk.

При реальному моделюваннi послiдовностi {ξk} отримуються, як правило,
строго субгауссовi випадковi величини.

Нехай (T,Θ, µ) — деякий вимiрний простiр. Нехай всi S(t,M) та X(t)
належать деякому функцiональному простору A(T ).

Означення 1. Модель S(t,M) наближає процес X(t) з заданими точнiстю
δ > 0 i надiйнiстю ε, 0 < ε < 1 в нормi функцiонального простору A(T ),
якщо має мiсце нерiвнiсть P{∥X(t)− S(t,M)∥A ≥ δ} ≤ 1− ε.

Модель S(t,M), що наближає процес X(t) з точнiстю δ > 0 i надiйнiстю
ε, називається апроксимацiйною моделлю (А–модель).

Означення 2. Випадкова величина ξ називається субгауссовою, якщо iснує
таке a > 0, що для всiх λ ∈ R виконується нерiвнiстьE exp{λξ} ≤ exp

{
a2λ2

2

}
.

Клас субгауссових випадкових величин є банаховим простором. Власти-
востi субгауссових випадкових величин i процесiв дослiджувались в роботi
[7]. При Eξ2 = a2 маємо клас строго субгауссових випадкових величин.

Означення 3. Вiнерiвським процесом або процесом дробового броунiв-
ського руху називається гауссiвський процес {W (t), t ∈ T} з нульовим се-
реднiм EW (t) = 0 та кореляцiйною функцiєю

R(t, s) =
1

2

(
t+ s− |t− s|

)
, (1)

такий, що W (0) = 0.

Вiнерiвський процес можна представити у виглядi ряду. Розклад за вла-
сними функцiями кореляцiйного оператора броунiвського мосту має вигляд
[8]

W1(t) = tξ0 +
√
2

∞∑
n=1

sin(πnt)

πn
ξn, (2)

де {ξn, n = 0, 1...} — незалежнi стандартнi гауссовi випадковi величини.
Вiдповiдна модель має вигляд

S1(t,N) = tξ0 +
√
2

N∑
n=1

sin(πnt)

πn
ξn,
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а похибка моделювання обчислюється за формулою

S1(t) =W1(t)− S1(t,N) =
√
2

∞∑
n=N+1

sin(πnt)

πn
ξn.

Розклад у виглядi ряду Фур’є має вигляд [8]

W2(t) = tξ0 +

∞∑
n=1

sin(2πnt)

2πn
ξ1n +

∞∑
n=1

1− cos(2πnt)

2πn
ξ2n, (3)

де {ξ1n, ξ2n, n = 0, 1...} — незалежнi стандартнi гауссовi випадковi величини.
Вiдповiдна модель має вигляд

S2(t,N) = tξ0 +

N∑
n=1

sin(2πnt)

2πn
ξ1n +

N∑
n=1

1− cos(2πnt)

2πn
ξ2n,

а похибка моделювання обчислюється за формулою

S2(t) =W2(t)− S2(t,N) =

∞∑
n=N+1

sin(2πnt)

2πn
ξ1n +

∞∑
n=N+1

1− cos(2πnt)

2πn
ξ2n.

Вiнерiвський процес є неперервним з ймовiрнiстю одиниця, а отже, i сепа-
рабельним. Для оцiнки точностi i надiйностi моделювання будемо викори-
стовувати результати роботи [1].

2. Оцiнка точностi моделювання строго субгауссового
вiнерiвського процесу в рiвномiрнiй метрицi.

Нехай у представленнях (2) та (3) послiдовнiсть {ξ1n, ξ2n, n = 0, 1...} —
це незалежнi строго субгауссовi випадковi величини з Eξ1n = Eξ2n = 0 та
E(ξ1n)

2 = E(ξ2n)
2 = 1. В цьому випадку має мiсце твердження.

Теорема 1. Ряди в представленнях (2) та (3), де {ξ1n, ξ2n, n = 0, 1...} — не-
залежнi центрованi строго субгауссовi випадковi величини з
E(ξ1n)

2 = E(ξ2n)
2 = 1, рiвномiрно збiгаються з ймовiрнiстю одиниця i

граничний процес є рiвномiрно неперервним з ймовiрнiстю одиниця на
T = [0, 1].

Твердження теореми випливає з вiдомої теореми Ханта [7]. Оскiльки ря-
ди збiгаються, то граничний процес буде строго субгауссовим випадковим
процесом, а кореляцiйна функцiя матиме вигляд (1)[9].

Будемо називати такий процес строго субгауссовим вiнерiвським проце-
сом.

Для строго субгауссового вiнерiвського процесу має мiсце оцiнка

sup
|t−s|≤h

(
E(W (t)−W (s))2

) 1
2 =

sup
|t−s|≤h

(
E(W (t))2 + E(W (s))2 − 2EW (t)W (s)

) 1
2 =

= sup
|t−s|≤h

(
t+ s− 2

1

2
(t+ s− |t− s|)

) 1
2 =
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= sup
|t−s|≤h

(
|t− s|

) 1
2 ≤ h

1
2 = σ(h).

I в цьому випадку σ(−1)(h) = h2.

Нехай ω — довiльна точка з T , позначимо γω = (E(W (ω))2)
1
2 та

ν = σ(supt∈T |t − ω|) ≤ σ(T ). Нехай εk = σ(−1)(νpk), k = 0, 1, 2... та 0 <
p < 1, Vεk — множина центрiв мiнiмального покриття T замкненими куля-
ми радiуса εk, N(εk) — число точок в множинi Vεk . Тодi має мiсце оцiнка
N(ε) ≤ T

2ε + 1.

Оскiльки
∫ 1
0

(
ln
(

1
2u +1

)) 1
2du <∞, то викунуються умови теореми 1 iз [1].

I для строго субгауссового вiнерiвського процесу мають мiсце твердження.

Теорема 2. Нехай W (t) — строго субгауссовий вiнерiвський випадковий
процес. Для будь-якого 0 < p < 1 при x > D1 має мiсце нерiвнiсть

P
{
sup
t∈T

|W (t)| > x
}
≤ 2 exp

{
−(x−D1)

2

2A1

}
, (4)

де

A1 =
γ2ω

1− p
+

ν2

p(1− p)2
,

D1 =

√
2

p(1− p)

∫ νp

0
ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du.

Позначимо γ0 = supt∈T (E(W (t))2)
1
2 i виберемо β > 0 — довiльне число

таке, що β ≤ σ(infs∈T supt∈T |t− s|) ≤ σ(T ) = T
1
2 .

Теорема 3. Нехай W (t) — строго субгауссовий вiнерiвський випадковий
процес. Для будь-якого 0 < p < 1 при x > D1 має мiсце нерiвнiсть

P{sup
t∈T

|W (t)| > x} ≤ 2 exp

{
−(x−D2)

2

2A2

}
, (5)

де

A2 =
γ20

1− p
+

pβ2

(1− p)2
,

D2 =
√
2

(
γ0 ln

1
2 N(σ(−1)(pβ)) +

1

p(1− p)

∫ p2β

0
ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du

)
.

Доведення. Доведення вказаних результатiв слiдує безпосередньо з наслiд-
ку теореми 1 та теореми 2 iз [1]. �

Для отримання оцiнок точностi i надiйностi моделювання строго субга-
уссового вiнерiвського процесу в рiвномiрнiй метрицi необхiдно оцiнити для
представлення W1(t) величини

E(S1(t))
2 = E(W1(t)− S1(t,N))2 = E

(√
2

∞∑
n=N+1

sin(πnt)

πn
ξn

)2
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та

E(S1(t)− S1(s))
2 = E

(√
2

∞∑
n=N+1

sin(πnt)− sin(πns)

πn
ξn

)2

,

а для представлення W2(t) величини

E(W2(t)− S2(t,N))2 = E

( ∞∑
n=N+1

sin(2πnt)

2πn
ξ1n +

∞∑
n=N+1

1− cos(2πnt)

2πn
ξ2n

)2

та

E(S2(t)− S2(s))
2 = E

( ∞∑
n=N+1

sin(2πnt)− sin(2πns)

2πn
ξ1n+

+
∞∑

n=N+1

(1− cos(2πnt))− (1− cos(2πns))

2πn
ξ2n

)2

.

Для першої моделi, при 0 ≤ κ ≤ 1, маємо

γ20 = sup
t∈T

(
2

∞∑
n=N+1

sin2(πnt)

π2n2

)
≤ 2

∞∑
n=N+1

1

π2n2
≤ 2

π2N
.

E(S1(t)− S1(s))
2 = E

(√
2

∞∑
n=N+1

(
sin(πnt)

πn
− sin(πns)

πn

)
ξn

)2

=

= E

(√
2

∞∑
n=N+1

2

(
cos

(
πnt+ πns

2

)
sin

(
πnt− πns

2

))
ξn
πn

)2

≤

≤ 8

∞∑
n=N+1

sin2(πnt−πns2 )

π2n2
≤ 23−2κ

π2−2κ
|t− s|2κ

∞∑
n=N+1

1

n2−2κ
.

В якостi σ(u) розглянемо σ(u) = Chκ, де

C =

(
23−2κ

π2−2κ

∞∑
n=N+1

1

n2−2κ

) 1
2

при 0 < κ < 1
2 . Отже, має мiсце твердження.

Теорема 4. Модель S1(t,N) наближає процес W1(t) з заданими точнiстю
δ > 0 i надiйнiстю 0 < ε < 1 в рiвномiрнiй метрицi, якщо мають мiсце
нерiвнiстi δ > D1(N) та

1− ε ≥ 2 exp

{
−(δ −D1(N))2

2A1(N)

}
,

де

A1(N) =
2

π2N(1− p)
+

pβ2

(1− p)2
,

D1(N) =
√
2

( √
2

π
√
N

ln
1
2 (N(σ(−1)(βp)))+

1

p(1− p)

∫ p2β

0
ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du

)
.
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Для другої моделi,при 0 ≤ κ ≤ 1, маємо

γ20 = sup
t∈T

( ∞∑
n=N+1

sin2(2πnt)

4π2n2
+

∞∑
n=N+1

(1− cos(2πnt))2

4π2n2

)
≤ 5

4π2N
.

E(S2(t)− S2(s))
2 =

= E

( ∞∑
n=N+1

(
sin(2πnt)− sin(2πns)

2πn

)
ξ1n+

∞∑
n=N+1

(
cos(2πns)− cos(2πnt)

2πn

)
ξ2n

)2

≤

≤ 1

π2−2κ
|t− s|2κ

∞∑
n=N+1

1

n2−2κ
.

В якостi σ(u) розглянемо σ(u) = Chκ, де

C =

(
1

π2−2κ

∞∑
n=N+1

1

n2−2κ

) 1
2

,

при 0 < κ < 1
2 .

Отже, має мiсце твердження.

Теорема 5. Модель S2(t,N) наближає процес W2(t) з заданими точнiстю
δ > 0 i надiйнiстю ε в рiвномiрнiй метрицi, якщо мають мiсце нерiвнiстi
δ > D2(N) та

1− ε ≥ 2 exp

{
−(δ −D2(N))2

2A2(N)

}
де

A2(N) =
5

4π2N(1− p)
+

pβ2

(1− p)2
,

D2(N) =
√
2

(
5

1
2

2π
√
N

ln
1
2 (N(σ(−1)(βp)))+

1

p(1− p)

∫ p2β

0
ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du

)
.

3. Оцiнка точностi моделювання строго субгауссового
узагальненого вiнерiвського процесу в рiвномiрнiй метрицi.

НехайWα(t) — строго субгауссовий узагальнений вiнерiвський процес. Про-
цес Wα(t) можна представити у виглядi [11]

Wα(t) =

∞∑
n=1

cn sin(xnt)Xn +

∞∑
n=1

dn(1− cos(ynt))Yn, (6)

де

cn =

√
2c

xα+1
n J1−α(xn)

,

dn =

√
2c

yα+1
n J−α(yn)

,

{xn} — дiйснi нулi функцiї Бесселя J−α(x),
{yn} — дiйснi нулi функцiї Бесселя J1−α(x),
{Xn, Yn} — незалежнi гауссовi випадковi величини з EX2

n = EY 2
n = 1.
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Модель узагальненого вiнерiвського процесу будуємо у виглядi

Sα(t,N) =

N∑
n=1

cn sin(xnt)Xn +

N∑
n=1

dn(1− cos(ynt))Yn,

де {Xn, Yn} — послiдовнiсть незалежних строго субгауссових випадкових
величин. Розглянемо

∞∑
n=1

c2n(sin(xnt))
2 +

∞∑
n=1

d2n(1− cos(ynt))
2 ≤

∞∑
n=1

(c2n + 4d2n).

На основi роботи [12] маємо

xn = (n+
3

4
− α

2
)π − 4α2 − 1

2π(4n+ 3− 2α)
+ ...

yn = (n+
5

4
− α

2
)π − 4(1− α)2 − 1

2π(4n+ 1 + 2α)
+ ...

тобто, xn ≈ yn ≈ nπ при n → ∞. Для функцiй Бесселя Jα(x), α > −1 має
мiсце асимптотичне спiввiдношення J2

−α(x) + J2
1−α(x) ≈ 2

xπ для великих x.
Тодi для xn та yn справедливо J2

1−α(xn) ≈ 2
xnπ

та J2
−α(yn) ≈ 2

ynπ
при n→ ∞.

Тому
∞∑
n=1

(c2n + 4d2n) ≈ Γ(2α+ 1) sin(πα)

∞∑
n=1

(
1

x2α+1
n

+
4

y2α+1
n

)
<∞.

А, отже, випадковий процес Wα(t) в представленнi (6), коли {Xn, Yn} неза-
лежнi центрованi строго субгауссовi випадковi величини з EX2

n = EY 2
n = 1,

буде строго субгауссiвським випадковим процесом.

Означення 4. Строго субгауссовим узагальненим вiнеровським випадко-
вим процесом з iндексом Хюрста α ∈ (0, 1) називається строго субгауссiв-
ський випадковий процес {Wα(t), t ∈ [0, T ]} з нульовим середнiм
EWα(t) = 0 та кореляцiйною функцiєю

R(t, s) =
1

2

(
|t|2α + |s|2α − |t− s|2α

)
,

такий, що Wα(0) = 0.

Оскiльки нулi функцiї Бесселя точно знайти не можемо, то будемо зна-
ходити їх з деякою точнiстю. Позначимо наближенi значення cn, dn, xn, yn
вiдповiдно c̃n, d̃n, x̃n, ỹn. Нехай

|cn − c̃n| ≤ hcn,

|dn − d̃n| ≤ hdn,

|xn − x̃n| ≤ hxn,

|yn − ỹn| ≤ hyn,

де hcn, hdn, hxn, h
y
n - задана точнiсть. Тодi модель процесу Wα(t) має вигляд

S̃α(t,N) =

N∑
n=1

c̃n sin(x̃nt)Xn +

N∑
n=1

d̃n(1− cos(ỹnt))Yn,
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Похибка моделювання ∆(t) рiвна ∆(t) =Wα(t)−S̃α(t,M). Має мiсце оцiнка

sup
|t−s|≤h

(
E(Wα(t)−Wα(s))

2

) 1
2

=

sup
|t−s|≤h

(
E(Wα(t))

2 + E(Wα(s))
2 − 2EWα(t)Wα(s)

) 1
2

=

= sup
|t−s|≤h

(
|t|2α + |s|2α − 2

1

2
(|t|2α + |s|2α − |t− s|2α)

) 1
2

=

= sup
|t−s|≤h

(
|t− s|2α

) 1
2

≤ hα = σ(h).

При x > 0 виконується нерiвнiсть

P
{
sup
t∈T

|Wα(t)− S̃α(t,N) |> δ
}
≤ inf

0≤x≤1

(
G1(xδ) +G2((1− x)δ)

)
,

де
G1(x) = P

{
sup
t∈T

| Sα(t,N)− S̃α(t,N) |> x
}
,

G2(x) = P
{
sup
t∈T

|Wα(t)− Sα(t,N) |> x
}
.

Лема 1. Модель S̃α(t,N) є A-моделлю, що наближає процес Wα(t) з то-
чнiстю δ > 0 i надiйнiстю ε в рiвномiрнiй метрицi, якщо виконується
нерiвнiсть

inf
0≤x≤1

(
G1(xδ) +G2((1− x)δ)

)
≤ 1− ε.

Для оцiнювання ймовiрностi G1(x) доцiльно використовувати теорему 2,
а для оцiнювання ймовiрностi G2(x) доцiльно використовувати теорему 3.

Позначимо
Z1(t) = S̃α(t,N)− Sα(t,N)

та
Z2(t) =Wα(t)− Sα(t,N).

Для отримання оцiнок точностi i надiйностi моделювання субгауссового
узагальненого вiнерiвського процесу в рiвномiрнiй метрицi необхiдно оцiни-
ти для ймовiрнiстiG1(x) величини E(Z1(t))

2 та E(Z1(t)−Z1(s))
2, а для ймо-

вiрнiстi G2(x) необхiдно оцiнити величини E(Z2(t))
2 та E(Z2(t) − Z2(s))

2.
Оцiнювати вказанi величини будемо аналогiчно, як i в роботi [10].

Для першої ймовiрностi маємо

γ2ω = E(Z1(ω))
2 =

= E

( N∑
n=1

cn sin(xnω)Xn +
M∑
n=1

dn(1− cos(ynω))Yn−

−
N∑
n=1

c̃n sin(x̃nω)Xn −
N∑
n=1

d̃n(1− cos(ỹnω))Yn

)2

≤
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≤
( N∑
n=1

(cnh
x
nω + hcn)

2 +

N∑
n=1

(dnh
y
nω + 2hdn)

2

)
.

При 0 < κ ≤ 1 має мiсце оцiнка

E(Z1(t)− Z1(s))
2 =

= E

( N∑
n=1

(cn(sin(xnt)− sin(xns))− c̃n(sin(x̃nt)− sin(x̃ns)))+

+

N∑
n=1

(dn(cos(yns)− cos(ynt))− d̃n(cos(ỹns)− cos(ỹnt)))

)2

≤

≤ |t−s|2κ23−2κ
N∑
n=1

(
x2κn (hcn)

2+y2κn (hdn)
2+23−2κ

(
c̃2n(h

x
n)

2κ

((
xn + x̃n

2

)2κ

+1

)
+

+(d̃n)
2(hyn)

2κ

((
yn + ỹn

2

)2κ

+ 1

)))
= B12κ|t− s|2κ.

Для другої ймовiрностi маємо

γ20 = sup
t∈[0,1]

( ∞∑
n=N+1

cn sin(xnt)Xn+
∞∑

n=N+1

dn(1−cos(ynt))Yn

)2

≤
∞∑

n=N+1

(c2n+4d2n).

При 0 < κ ≤ 1 має мiсце оцiнка

E(Z2(t)− Z2(s))
2 =

= E

( ∞∑
n=N+1

cn(sin(xnt)− sin(xns))Xn+
∞∑

n=N+1

dn(cos(yns)− cos(ynt))Yn

)2

≤

≤
(
22−2κ

∞∑
n=N+1

(c2n(xn)
2κ + d2n(yn)

2κ)

)
|t− s|2κ ≤

≤ B22κ|t− s|2κ.
З асимптотичної поведiнки cn i dn та того, що xn ∼ yn ∼ πn, слiдує, що
останнiй ряд збiгається при κ < α.

Виберемо x = 1
2 та покладемо ω = 0. Тодi

γ2ω(0) = E(Z1(0))
2 ≤

N∑
n=1

(
(hcn)

2 + 4(hdn)
2

)
.

Має мiсце твердження.

Теорема 6. Модель S̃α(t,N) наближає процес Wα(t) з заданими точнi-
стю δ > 0 i надiйнiстю ε в рiвномiрнiй метрицi, якщо для 0 < p < 1 та
β < σ(1) мають мiсце нерiвнiстi δ > max(D̃1(N), D̃2(N)) та

1− ε ≥ 2

(
exp

{
−
( δ2 − D̃1(N))2

2Ã1(N)

}
+ exp

{
−
( δ2 − D̃2(N))2

2Ã2(N)

})
,
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де

Ã1(N) =
γ2ω(0)

(1− p)
+

ν2

p(1− p)2
,

Ã2(N) =
γ20

(1− p)
+

pβ2

(1− p)2
,

D̃1(N) =

√
2

p(1− p)

∫ νp

0
ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du,

D̃2(N) =
√
2

(
γ0 ln

1
2 (N(σ(−1)(βp))) +

1

p(1− p)

∫ p2β

0
ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du

)
.

Представляє iнтерес використання методiв статистичного моделювання
вiнерiвського i узагальненого вiнерiвського процесiв при розв’язуваннi за-
дач фiнансової та актуарної математики, математичної статистики.
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Resume. In the paper a local and a semi-local convergence of com-
bined iterative process for solving nonlinear operator equations is
investigated. This method is built on top of Newton method and
method with convergence order 1,839 .... The radius of the convergen-
ce ball and convergence order of the proposed method are determi-
ned. Numerical experiments are carried out on the test examples with
nondifferentiable operator.
Keywords: nonlinear equation, nondifferentiable operator, local and
semi-local convergence, convergence order, divided difference.

Резюме. В роботi дослiджено локальну та напiвлокальну збiж-
нiсть комбiнованого iтерацiйного процесу для розв’язування нелi-
нiйних операторних рiвнянь, побудованого на основi методу Нью-
тона та методу з порядком збiжностi 1.839 . . .. Встановлено радiус
областi збiжностi та порядок збiжностi запропонованого методу.
На тестових прикладах з недиференцiйовним оператором прове-
дено чисельнi експерименти.
Ключовi слова: нелiнiйне рiвняння, недиференцiйовний опе-
ратор, локальна та напiвлокальна збiжнiсть, порядок збiжностi,
подiлена рiзниця.

Вступ
Розглянемо операторне рiвняння

H(x) ≡ F (x) +G(x) = 0, (1)

де F i G — нелiнiйнi оператори, визначенi на опуклiй множинi D банахо-
вого простору X зi значеннями в банаховому просторi Y . Вiдомо, що F —
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диференцiйовний за Фреше оператор, G – неперервний оператор, диферен-
цiйовностi якого, взагалi кажучи, не вимагається.

Оскiльки G є недиференцiйовним оператором, то скористатися класи-
чним методом Ньютона для знаходження розв’язку рiвняння (1) не мо-
жна. В такому випадку застосовують метод типу Ньютона, рiзницевi або
комбiнованi (диференцiально-рiзницевi) iтерацiйнi процеси [1, 2, 4, 5, 7, 9].

Частковим випадком (1) є рiвняння F (x) = 0. Для його розв’язування
найчастiше застосовують метод Ньютона

xn+1 = xn − [F ′(xn)]
−1F (xn), n ≥ 0,

який має квадратичний порядок збiжностi [6, 8]. Також розроблено рiзни-
цевi методи, якi використовують у своїх iтерацiйних формулах тiльки зна-
чення нелiнiйного оператора i не вимагають аналiтично заданих похiдних.
Одним iз них є метод з порядком збiжностi 1.839 . . .

xn+1 = xn − [F (xn;xn−1) + F (xn−2;xn)− F (xn−2;xn−1)]
−1F (xn), n ≥ 0.

Цей iтерацiйний процес запропонував Дж.Ф. Трауб для розв’язування од-
ного нелiнiйного рiвняння, а Ф.А. Потра узагальнив його на випадок бана-
хових просторiв [3, 10, 11].

На базi методiв Ньютона та Потра нами побудовано комбiнований iтера-
цiйний процес

xn+1 = xn −A−1
n H(xn), n ≥ 0,

An = F ′(xn) +G(xn;xn−1) +G(xn−2;xn)−G(xn−2;xn−1).
(2)

У цiй працi вивчено локальну та напiвлокальну збiжнiсть методу (2).
Встановлено, що порядок збiжностi комбiнованого iтерацiйного процесу
збiгається з порядком збiжностi базового методу Потра.

1. Локальна збiжнiсть методу (2)
Збiжнiсть методу проведена за класичних умов Лiпшиця для перших по-

хiдних оператора F та подiлених рiзниць першого та другого порядку опе-
ратора G. Наступна теорема встановлює радiус областi збiжностi та оцiнку
швидкостi збiжностi iтерацiйного процесу (2). Доведення проведено за ме-
тодикою з [3, 11]. Також зроблено припущення, що G — диференцiйовний
за Фреше оператор.

Теорема 1. Нехай F i G — нелiнiйнi оператори, якi визначенi на вiдкри-
тiй опуклiй множинi D банахового простору X зi значеннями в банахо-
вому просторi Y . Припустимо, що рiвняння (1) має розв’язок x∗ ∈ D та
iснує оборотна похiдна Фреше H ′(x∗). Нехай G(·; ·) i G(·; ·; ·) — подiленi
рiзницi першого та другого порядку оператора G, визначенi на множинi
U = {x : ∥x− x∗∥ < r∗} ⊆ D i в U виконуються умови Лiпшиця

∥H ′(x∗)−1(F ′(x)− F ′(y))∥ ≤ 2l∗∥x− y∥, (3)

∥H ′(x∗)−1(G(x; y)−G(u; v))∥ ≤ p∗(∥x− u∥+ ∥y − v∥), (4)

∥H ′(x∗)−1(G(u;x; y)−G(v;x; y))∥ ≤ q∗∥u− v∥, (5)
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r∗ =
2

3(l∗ + p∗) +
√

9(l∗ + p∗)2 + 16q∗
.

Тодi для всiх x−2, x−1, x0 ∈ U iтерацiйний процес (2) коректно визна-
чений, генерована ним послiдовнiсть {xn}n≥0 належить до U , збiгається
до x∗ i задовольняє нерiвнiсть

∥xn+1 − x∗∥ ≤ l∗ + p∗
Cn

∥xn − x∗∥2+

+
q∗
Cn

(∥xn − x∗∥+ ∥xn−2 − x∗∥)∥xn−1 − x∗∥∥xn − x∗∥, (6)

де Cn = 1− 2(l∗ + p∗)∥xn − x∗∥ − q∗(∥xn − x∗∥+ ∥xn−2 − x∗∥)∥xn−1 − x∗∥.

Доведення. Нехай x, y, z ∈ U . Позначимо A = F ′(x) + G(x; y) + G(z;x)−
−G(z; y). Тодi, врахувавши умови (3)–(5), отримаємо

∥I −H ′(x∗)−1A∥ =

= ∥H(x∗)−1[F ′(x∗)− F ′(x) +G(x∗;x∗)−G(x; y)−G(z;x) +G(z; y)]∥ ≤
≤ ∥H(x∗)−1[F ′(x∗)− F ′(x) +G(x∗;x∗)−G(x;x∗)+

+G(z;x∗)−G(z;x) +G(x;x∗)−G(x; y) +G(z; y)−G(z;x∗)]∥ =

= ∥H(x∗)−1[F ′(x∗)− F ′(x) +G(x∗;x∗)−G(x;x∗)+

+G(z;x∗)−G(z;x) + [G(x;x∗; y)−G(z;x∗; y)](x∗ − y)]∥ =

≤ 2l∗∥x− x∗∥+ 2p∗∥x− x∗∥+ q∗∥x− z∥∥y − x∗∥ ≤
≤ 2(l∗ + p∗)∥x− x∗∥+ q∗(∥x− x∗∥+ ∥z − x∗∥)∥y − x∗∥.

З означення r∗ маємо, що

(l∗ + p∗)r∗ + 2q∗r
2
∗ = 1− 2(l∗ + p∗)r∗ − 2q∗r

2
∗ < 1. (7)

Тодi, за теоремою Банаха про обернений оператор, H ′(x∗)−1A є оборо-
тний i

∥(I − (I −H ′(x∗)−1A))−1∥ = ∥A−1H ′(x∗)∥ ≤
≤ [1− 2(l∗ + p∗)∥x− x∗∥ − q∗(∥x− x∗∥+ ∥z − x∗∥)∥y − x∗∥]−1.

(8)

Припустимо, що xn−2, xn−1, xn ∈ U . Тодi оператор

An = F ′(xn) +G(xn;xn−1) +G(xn−2;xn)−G(xn−2;xn−1)

є оборотний.
Далi можна записати

∥xn+1 − x∗∥ = ∥xn − x∗ −A−1
n (H(xn)−H(x∗))∥ ≤

≤ ∥A−1
n H ′(x∗)∥∥H ′(x∗)−1[H(xn)−H(x∗)−An(xn − x∗)]∥.

(9)

Врахувавши умови (3)–(5), отримаємо

∥H ′(x∗)−1[H(xn)−H(x∗)−An(xn − x∗)]∥ =

= ∥H ′(x∗)−1[F (xn)− F (x∗) +G(xn)−G(x∗)−An(xn − x∗)]∥ ≤

≤
∥∥∥H ′(x∗)−1

1∫
0

(
F ′(x∗ + t(xn − x∗))− F ′(xn)

)
dt
∥∥∥∥xn − x∗∥+
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+∥H ′(x∗)−1[G(xn;x
∗)−G(xn;xn) +G(xn;xn)−G(xn;xn−1)−G(xn−2;xn)+

+G(xn−2;xn−1)]∥∥xn − x∗∥ ≤ (l∗ + p∗)∥xn − x∗∥2+
+∥H ′(x∗)−1[G(xn;xn;xn−1)−G(xn−2;xn;xn−1)]∥∥xn − xn−1∥∥xn − x∗∥ ≤

≤ (l∗ + p∗)∥xn − x∗∥2 + q∗∥xn − xn−2∥∥xn − xn−1∥∥xn − x∗∥.
З (8) i (9) отримаємо оцiнку (6). Далi, з нерiвностей (6) i (7) випливає,

що
∥xn+1 − x∗∥ < ∥xn − x∗∥ < r∗, n ≥ 0

Отже, iтерацiйний процес (2) є коректно визначений, генерована ним
послiдовнiсть {xn}n≥0 належать U i збiгається до x∗. З останньої нерiвностi
та оцiнки (6) отримуємо, що lim

n→0
∥xn − x∗∥ = 0. �

Наслiдок 1. Порядок збiжностi комбiнованого iтерацiйного методу (2)
дорiвнює 1.839 . . ..

Доведення. З оцiнки (6) випливає, що iснує константа C i натуральне число
N , таке що

∥xn+1 − x∗∥ ≤ C∥xn − x∗∥∥xn−1 − x∗∥∥xn−2 − x∗∥, n ≥ N.

Звiдси отримуємо, що порядок збiжностi методу (2) є єдиним додатним
коренем нелiнiйного рiвняння t3 − t2 − t− 1 = 0 [3]. �

2. Напiвлокальна збiжнiсть методу (2)
Обґрунтування напiвлокальної збiжностi комбiнованого методу Ньюто-

на-Потра (2) проведено з використаням принципу мажорант Л.В. Канто-
ровича.

Теорема 2. Нехай F i G — нелiнiйнi оператори, якi визначенi на вiдкри-
тiй опуклiй множинi D банахового простору X зi значеннями в банахово-
му просторi Y . Нехай G(·; ·) i G(·; ·; ·) — подiленi рiзницi першого та дру-
гого порядку оператора G, визначенi на множинi U0 = {x : ∥x−x0∥ ≤ r0}.
Припустимо, що лiнiйний оператор A0 = F ′(x0)+G(x0;x−1)+G(x−2;x0)−
−G(x−2;x−1), де x−2, x−1, x0 ∈ U0, є оборотний i для всiх x, y, u, v ∈ U0

виконуються умови Лiпшиця

∥A−1
0 (F ′(x)− F ′(y))∥ ≤ 2l0∥x− y∥, (10)

∥A−1
0 (G(x; y)−G(u; v))∥ ≤ p0(∥x− u∥+ ∥y − v∥), (11)
∥A−1

0 (G(u;x; y)−G(v;x; y))∥ ≤ q0∥u− v∥. (12)
Нехай a, b i c – невiд’ємнi числа, такi що

∥x0 − x−1∥ ≤ a, ∥x−1 − x−2∥ ≤ b, ∥A−1
0 (F (x0) +G(x0))∥ ≤ c. (13)

Якщо q0a(a+ b) ≤ 1, для дiйсного полiнома

h(t) = −q0t3 − (l0 + p0 + q0a)t
2 + [1− q0a(a+ b)]t

виконується нерiвнiсть

c ≤ h(r) =
1

3

l0 + p0 + q0a+ 2s

(l0 + p0 + q0a+ s)2
(1− q0a(a+ b))2, (14)
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де s = {(l0+p0+q0a)2+3q0(1−q0a(a+b))}1/2, r =
1− q0a(a+ b)

l0 + p0 + q0a+ s
i замкнена

куля U0 ⊂ D, де r0 ∈ (0, r] є коренем рiвняння h(t) = c, то iтерацiйний
процес (2) коректно визначений i генерована ним послiдовнiсть {xn}n≥0

збiгається до єдиного розв’язку x∗ ∈ U0 рiвняння (1).
Крiм цього, для всiх n ≥ −2 виконується нерiвнiсть

∥xn − x∗∥ ≤ tn, (15)

де
t−2 = r0 + a+ b, t−1 = r0 + a, t0 = r0,

a0 = l0 + p0 + 3q0r0 + q0a, b0 = 3q0r
2
0 − 2a0r0 − q0a(a+ b) + 1,

tn+1 = tn ·
a0tn + q0(tn − tn−1)(tn − tn−2)− 2q0t

2
n

b0 + 2a0tn + q0(tn − tn−1)(tn − tn−2)− 3q0t2n
, n ≥ 0.

(16)

Доведення. Зазначимо, що послiдовнiсть {tn}n≥0 можна одержати, засто-
совуючи iтерацiйний алгоритм Ньютона-Потра (2) до дiйсного полiнома
f(t) = −q0t3 + a0t

2 + b0t. Легко довести, що ця послiдовнiсть монотонно
збiгається до нуля. Також маємо, що

tk+1 − tk+2 ≥
(l0 + p0)(tk − tk+1) + q0(tk−1 − tk)(tk−2 − tk)

1− 2(l0 + p0)(t0 − tk+1)− q0a(a+ b)
(tk − tk+1).

Методом математичної iндукцiї покажемо, що iтерацiйний процес є добре
визначений i

∥xk − xk+1∥ ≤ tk − tk+1, k ≥ −2. (17)
Використовуючи (13), (14), (16) i те, що

t0 − t1 = t0 ·
(
1− a0t0 + q0(t0 − t−1)(t0 − t−2)− 2q0t

2
0

b0 + 2a0t0 + q0(t0 − t−1)(t0 − t−2)− 3q0t20

)
= h(r0) = c,

ми доводимо, що (17) виконується для k = −2, −1, 0.
Припустимо, що для всiх k ≤ n виконується оцiнка (17). Тодi, врахував-

ши умови Лiпшиця (10)–(12), для k = n+ 1 матимемо

∥I −A−1
0 An+1∥ = ∥A−1

0 (A0 −An+1) ∥ ≤ ∥A−1
0 [F ′(x0)− F ′(xn+1)]∥+

+∥A−1
0 [G(x0;x−1)−G(x0;x0) +G(x−2;x0)−G(x−2;x−1) +G(x0;x0)−

−G(xn+1;x0) +G(xn+1;x0)−G(xn+1;xn) +G(xn−1;xn)−G(xn−1;xn+1)]∥ =

= ∥A−1
0 [F ′(x0)−F ′(xn+1)]∥+∥A−1

0 [(G(x0;x−1;x0)−G(x−2;x−1;x0))(x−1−x0)+
+G(x0;x0)−G(xn+1;x0) +G(xn+1;x0)−G(xn+1;xn) +G(xn−1;xn)−

−G(xn−1;xn+1)]∥ ≤ 2l0∥x0−xn+1∥+q0a(a+b)+p0(∥x0−xn+1∥+∥x0−xn∥+
+∥xn−xn+1∥) ≤ 2(l0+p0)(t0− tn+1)+ q0a(a+ b) ≤ 2(l0+p0)t0+ q0a(a+ b) ≤

≤ 2(l0 + p0)r0 + q0a(a+ b) ≤ 2(l0 + p0)
1− q0a(a+ b)

2(l0 + p0)
+ q0a(a+ b) = 1.

За теоремою Банаха маємо, що An+1 є оборотний i

∥A−1
n+1A0∥ ≤

≤
[
1−q0a(a+b)−2l0∥x0−xn+1∥−p0(∥x0−xn+1∥+∥x0−xn∥+∥xn−xn+1∥)

]−1
.
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Врахувавши означення подiленої рiзницi та умови (10)–(12) отримаємо

∥A−1
0 [F (xn+1) +G(xn+1)]∥ =

= ∥A−1
0 [F (xn+1) +G(xn+1)− F (xn)−G(xn)−An(xn+1 − xn)]∥ ≤

≤
∥∥∥A−1

0

1∫
0

(
F ′(xn + t(xn+1 − xn))− F ′(xn)

)
dt
∥∥∥∥xn − xn+1∥+

+∥A−1
0 [G(xn;xn+1)−G(xn;xn) + (G(xn;xn;xn−1)−G(xn−2;xn;xn−1))×

×(xn − xn−1)]∥∥xn − xn+1∥ ≤ (l0 + p0)∥xn − xn+1∥2+
+q0∥xn−2 − xn∥∥xn−1 − xn∥∥xn − xn+1∥.

Звiдси i з попереднiх мiркувань маємо

∥xn+1 − xn+2∥ = ∥A−1
n+1H(xn+1)∥ ≤ ∥A−1

n+1A0∥∥A−1
0 [F (xn+1) +G(xn+1)]∥ ≤

≤ (l0 + p0)∥xn − xn+1∥2 + q0∥xn−1 − xn∥∥xn−2 − xn∥∥xn − xn+1∥
1− (2l0 + p0)∥x0 − xn+1∥ − p0(∥x0 − xn∥+ ∥xn − xn+1∥)− q0a(a+ b)

≤

≤ (l0 + p0)(tn − tn+1) + q0(tn−1 − tn)(tn−2 − tn)

1− 2(l0 + p0)(t0 − tn+1)− q0a(a+ b)
(tn − tn+1) ≤ tn+1 − tn+2.

Отже, iтерацiйний процес (2) є добре визначений для всiх n. Звiдси ви-
пливає, що

∥xn − xk∥ ≤ tn − tk, −2 ≤ n ≤ k, (18)
тобто послiдовнiсть {xn}n≥0 є фундаментальною i збiжною в просторi X.
З (18) при k → ∞ випливає нерiвнiсть (15).

Покажемо, що x∗ є коренем рiвняння F (x) +G(x) = 0. Справдi,

∥A−1
0 H(xn+1)∥ ≤ (l0 + p0)∥xn − xn+1∥2+

+q0∥xn − xn−2∥∥xn − xn−1∥∥xn − xn+1∥ → 0

при n→ ∞. Отже, F (x∗) +G(x∗) = 0.
Доведення єдиностi проведемо вiд супротивного. Припустимо, що iснує

x∗∗ ∈ U0, x∗∗ ̸= x∗ i H (x∗∗) = 0. Позначимо P ≡
1∫
0

F ′(x∗ + t(x∗∗ − x∗))dt+

+G(x∗∗;x∗). Тодi справедлива рiвнiсть P (x∗∗−x∗) = H(x∗∗)−H(x∗). Якщо
оператор P−1 оборотний, то x∗∗ = x∗. Справдi,

∥I −A−1
0 P∥ = ∥A−1

0 (A0−P )∥ ≤
∥∥∥A−1

0

1∫
0

(
F ′(x0)−F ′(x∗+ t(x∗∗−x∗))

)
dt
∥∥∥+

+∥A−1
0 [G(x0;x−1) +G(x−2;x0)−G(x−2;x−1)−G(x∗∗;x∗)]∥ ≤

≤ (l0 + p0)(∥x0 − x∗∥+ ∥x0 − x∗∗∥) + q0a(a+ b) ≤ 2(l0 + p0)r0 + q0a(a+ b) ≤

≤ 2(l0 + p0)
1− q0a(a+ b)

2(l0 + p0)
+ q0a(a+ b) = 1.

Отже, P−1 iснує.
�
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Теорема 3. Нехай виконуються умови теореми 2. Тодi для всiх n ≥ 1
справедлива оцiнка

∥xn − x∗∥ ≤ (l0 + p0)(tn−1 − tn) + q0(tn−3 − tn−1)(tn−2 − tn−1)

1− q0a(a+ b)− (l0 + p0)(2t0 − tn)
(tn−1 − tn).

(19)

Доведення. Врахувавши умови (10)–(12), отримаємо∥∥∥I −A−1
0

( 1∫
0

F ′(x∗ + t(xn − x∗))dt+G(xn;x
∗)
)∥∥∥ ≤

≤
∥∥∥A−1

0

1∫
0

(
F ′(x0)− F ′(x∗ + t(xn − x∗))

)
dt
∥∥∥+ ∥A−1

0 [G(x0;x−1)−

−G(x0;x0) +G(x−2;x0)−G(x−2;x−1) +G(x0;x0)−G(xn;x
∗)]∥ ≤

≤ (l0 + p0)(∥x0 − xn∥+ ∥x0 − x∗∥) + q0a(a+ b) ≤
≤ (l0 + p0)(2t0 − tn) + q0a(a+ b) < 1.

За теоремою Банаха
1∫
0

F ′(x∗ + t(xn − x∗))dt+G(xn;x
∗) є оборотний i

∥∥∥( 1∫
0

F ′(x∗ + t(xn − x∗))dt+G(xn;x
∗)
)−1

A0

∥∥∥ ≤

≤ (1− q0a(a+ b)− (l0 + p0)(∥x0 − xn∥+ ∥x0 − x∗∥))−1.

Використовуючи спiввiдношення

∥xn − x∗∥ =
∥∥∥( 1∫

0

F ′(x∗ + t(xn − x∗))dt+G(xn;x
∗)
)−1

(H(xn)−H(x∗))
∥∥∥ ≤

≤
∥∥∥( 1∫

0

F ′(x∗ + t(xn − x∗))dt+G(xn;x
∗)
)−1

A0

∥∥∥∥A−1
0 H(xn)∥,

отримаємо оцiнку (19). �

3. Чисельнi експерименти
Для демонстрацiї роботи запропонованого iтерацiйного процесу (2) про-

ведено чисельнi експерименти на тестових задачах з недиференцiйовним
оператором. Розрахунки проводилися для рiзних початкових наближень
та точностi ε = 10−10. Зупинка обчислювального процесу вiдбувалася при
виконаннi умов:

∥xn+1 − xn∥∞ ≤ ε i ∥H(xn+1)∥∞ ≤ ε.

Додатковi початковi наближення обчислювалися за формулою:

x−1 = x0 − 10−4, x−2 = x0 − 2 · 10−4.
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Для порiвняння швидкостi збiжностi комбiнованого методу Ньютона-
Потра з базовими методами у таблицях наведено кiлькiсть iтерацiй, за якi
отримано розв’язок розглянутих систем нелiнiйних рiвнянь. Метод типу
Ньютона для розв’язування рiвняння (1) має вигляд [7]:

xn+1 = xn − [F ′(xn)]
−1H(xn), n ≥ 0, (20)

а метод Потра:

xn+1 = xn − [H(xn;xn−1) +H(xn−2;xn)−H(xn−2;xn−1)]
−1H(xn), n ≥ 0.

(21)
Розглянемо систему з двома рiвняннями.{

3x2y + y2 − 1 + |x− 1| = 0,

x4 + xy3 − 1 + |y| = 0,

Наближений розв’язок цiєї системи:

(x∗, y∗)T ≈ (0.8946553733346867, 0.3278265217462975)T .

Результати розрахункiв наведено у таблицi 1.

Таблиця 1. Кiлькiсть iтерацiй, за якi отримано розв’язок системи, для
початкового наближення x0 = p · (1, 0)T

p метод метод метод
типу Ньютона (20) Потра (21) Ньютона-Потра (2)

1 22 9 8
10 30 18 14
15 31 34 15

Розглянемо систему з трьома рiвняннями.
z2(1− y)− xy + |y − z2| = 0

z2(x3 − x)− y2 + |3y2 − z2 + 1| = 0

6xy3 + y2z2 − xy2z + |x+ z − y| = 0

Вiдомо, що один iз розв’язкiв системи є (x∗, y∗, z∗)T = (−1, 2, 3)T . Вiзьмемо
за початкове наближення вектор x0 = p · (−1.5, 2.5, 3.5)T . Результати для
методiв (2), (20) i (21) наведено в таблицi 2.

Таблиця 2. Кiлькiсть iтерацiй, за якi отримано розв’язок системи

p метод метод метод
типу Ньютона (20) Потра (21) Ньютона-Потра (2)

1 196 8 7
10 198 19 18
25 202 27 21

З отриманих результатiв бачимо перевагу комбiнованого методу (2) пе-
ред базовими методами, зокрема, перед методом Потра (21), хоча теорети-
чний порядок збiжностi обох методiв однаковий.
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