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ВИБIР РАЦIОНАЛЬНИХ АЛЬТЕРНАТИВ
ЗА НЕЧIТКОЮ МНОЖИНОЮ

КОМПРОМIСНИХ ЦIЛЕЙ

О. М. Бовсунiвський

Резюме. Розглядається задача рацiонального вибору альтерна-
тив, у якiй цiль особи, що приймає рiшення (ОПР), задана не-
чiткою множиною чiтких множин компромiсних цiлей. Така мо-
дель дозволяє приймати рiшення у випадку, коли неможливо по-
будувати функцiї корисностi, якi характеризують цiль ОПР, i до-
зволяє використовувати функцiю належностi нечiткої множини
актуальних для ОПР цiлей як джерело додаткової iнформацiї
для вибору однiєї конкретної альтернативи. Також, пропонується
метод побудови агрегованої цiлi ОПР, як нечiткої множини типу
2, та прийняття рiшень за нею.

Дослiдження рiзноманiтних задач нечiткого математичного програмува-
ння (НМП), свiдчать про актуальнiсть цiєї тематики. Значна увага в лiте-
ратурi придiляється: задачам досягнення нечiтко поставленої цiлi з нечi-
ткими обмеженнями [1]; задачам НМП з нечiткою множиною альтернатив;
задачам узагальненого НМП з цiллю, що задана нечiтким вiдображенням
[2]; задачам математичного програмування з нечiткими параметрами [3] та
iншим. В данiй роботi розглядається задача прийняття рiшень з нечiткою
множиною компромiсних цiлей. З одного боку, таке узагальнення дозво-
ляє аналiзувати ситуацiї у випадку, якщо неможливо чiтко вказати, якi
множини характеризують цiль ОПР, а з iншого — допомагає глибше та
бiльш точно зрозумiти процес прийняття рiшень, шляхи пошуку та вибору
рацiональних альтернатив в умовах нечiткої iнформацiї.

Нехай X — унiверсальна множина альтернатив, на якiй заданi: нечi-
тка множина D альтернатив з функцiєю належностi µD : X → [0, 1];
Gi ⊆ X, i ∈ N , — чiткi цiльовi множини особи, що приймає рiшення
(ОПР), з характеристичними функцiями, вiдповiдно µGi : X → {0, 1},
i ∈ N ; N = {1, 2, . . . , n} — множина цiльових множин, n — їхня кiлькiсть.
ОПР намагається реалiзувати хоча б одну зi своїх цiлей. Тому далi будемо
називати цi цiлi компромiсними.

По аналогiї з вiдомим пiдходом Белмана-Заде [1] до задачi вибору ра-
цiональної альтернативи з нечiткої множини за цiллю ОПР, яка задана
перетином цiльових множин, загальним розв’язком поставленої вище за-
дачi є нечiтка множина X∗ = D

∩
G, де G =

∪
i∈N Gi є агрегованою

множиною цiлей. Якщо ОПР хоче вибрати деякий конкретний розв’язок,
то вона може вибрати, так звану, максимiзуючу альтернативу за умовою
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µ(x∗) = maxx∈Xµ(x), де µ(x) = min{µD(x),maxi∈NµDi(x)} — функцiя на-
лежностi нечiткої множини X∗ розв’язкiв.

На практицi досить часто виникають ситуацiї, коли в момент прийняття
рiшення ОПР не може чiтко вказати, якi саме множини Gi, i ∈ N , хара-
ктеризують її альтернативнi цiлi, а може задати їхню нечiтку пiдмножину
Ñ ⊆ N . Нехай η : N → [0, 1] — функцiя належностi нечiткої множини Ñ
чiтких множин Gi, якi характеризують альтернативнi цiлi ОПР. Тодi агре-
говану цiль ОПР можна задати у виглядi об’єднання G̃ =

∪
i∈Ñ Gi нечiткої

множини Ñ чiтких множин Gi, i ∈ N . Визначимо це поняття вiдповiдно до
запропонованого у [4,5] пiдходу.

Розглянемо множину G =
∪
i∈N Gi, яка є об’єднанням чiткої множи-

ни N чiтких множин Gi, i ∈ N . За класичною теорiєю множин вона є
чiткою множиною, яка задається характеристичною функцiєю µG(x) =
= maxj∈NµGj (x), x ∈ X, значення якої для кожної фiксованої альтерна-
тиви x ∈ X визначається як максимум цiльової функцiї задачi звичайного
(чiткого) математичного програмування вигляду µG = = maxj∈NµGj .

У випадку об’єднання нечiткої множини Ñ нечiтких множин Gi, i ∈ N ,
множина G̃ =

∪
i∈Ñ Gi буде задаватися функцiєю належностi

µG̃(x) = maxj∈ÑµGj (x), x ∈ X. (1)

Значення цiєї функцiї для кожної альтернативи x ∈ X буде визначатися
як максимум цiльової функцiї задачi нечiткого математичного програму-
вання

µG̃ = maxj∈ÑµGj . (2)

Згiдно до С. Орловського [2], розв’язком задачi (2) вважається нечiтка
множина Ñ

∪
, носiєм якої є множина оптимальних за Парето розв’язкiв

(позначатимемо її через suppÑ
∪

) задачi

µGi → max, η(i)→ max, i ∈ N. (3)

Функцiєю належностi η
∪

нечiткої множини Ñ
∪

є звуження функцiї на-
лежностi η(i), i ∈ N , з унiверсальної множини iндексiв критерiїв N на
множину suppÑ

∪
. Ця функцiя належностi буде мати вигляд

η
∪
(i) =

{
η(i), i ∈ supp Ñ

∪
,

0, i /∈ supp Ñ
∪

.

Вiдповiдно до розв’язку задачi (2), яким є нечiтка множина Ñ
∪

, за [2]
визначається нечiтка множина ℜ оптимальних значень цiльової функцiї
цiєї задачi. Вона задається функцiєю належностi ρ : {0, 1} → [0, 1], ρ(z) =

= maxµGj
=zη

∪
(j), z ∈ {0, 1} .

Слiд вiдмiтити, що функцiя належностi ρ(z), z ∈ {0, 1}, нечiткої мно-
жини ℜ оптимальних значень цiльової функцiї задачi (2) визначена на
двоелементнiй множинi {0, 1}. Це пояснюється тим, що при довiльнiй фi-
ксованiй альтернативi x ∈ X будь-яка характеристична функцiя µGj (x),
j ∈ N , може набувати значення 0 або 1.
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Таким чином, для кожної фiксованої альтернативи x ∈ X значення фун-
кцiї належностi (1) нечiткої множини G̃ =

∪
i∈Ñ Gi також утворює нечiтку

множину, а це означає, що нечiтка множина G̃ є, так званою [4, 5], нечiткою
множиною типу 2.

Для довiльної альтернативи x ∈ X розглянемо вiдношення домiнуван-
ня, яке породжується цiльовими множинами задачi (3) на унiверсальнiй
множинi цiлей N .

Вважатимемо, що цiль з iндексом i ∈ N домiнує цiль з iндексом j ∈ N
для альтернативи x ∈ X i позначати це i ≻(x) j, якщо мають мiсце такi
нерiвностi: µGi(x) ≥ µGj (x), η(i) ≥ η(j), i хоча б одна з цих нерiвностей є
строгою.

Дане вiдношення домiнування дозволяє визначити множину оптималь-
них за Парето розв’язкiв двокритерiальної задачi (3), яка буде носiєм не-
чiткої множини розв’язкiв задачi нечiткого математичного програмування
(2).

Для довiльної альтернативи x ∈ X позначимо цей носiй у виглядi

suppÑ
∪
(x) = {i ∈ N | j�(x)i, ∀j ∈ N}. (4)

Для довiльних x ∈ X, i ∈ N визначимо функцiю належностi нечiткої
множини розв’язкiв задачi (2)

η
∪
(x, i) =

{
η(i), i ∈ supp Ñ

∪
(x),

0, i /∈ supp Ñ
∪
(x).

(5)

Тодi, об’єднанням нечiткої множини Ñ чiтких множин Gi, i ∈ N , вiдпо-
вiдно до [5] будемо називати G̃ =

∪
i∈Ñ Gi — нечiтку множина типу 2, яка

задається трiйками (x, µG̃(x, z)), де x — елемент множини альтернатив X, z
— елемент унiверсальної множини {0,1}, а µG̃(x, z) — нечiтке вiдображення
X × {0, 1} → [0, 1], яке виконує роль його нечiткої функцiї належностi:

µG̃(x, z) = maxi∈N{η
∪
(x, i) | µGi(x) = z}, (6)

якщо ∃i ∈ N , µGi(x) = z, z ∈ {0, 1}, та

µG̃(x, z) = 0, (7)

якщо µGi(x) ̸= z, ∀i ∈ N , z ∈ {0, 1}.
Позначимо I∗ = Argmaxj∈Nη(j). Суттєве спрощення обчислення фун-

кцiї належностi µG̃(x, z) нечiткої множини типу 2 за формулами (4) – (7)
надає

Теорема 1. Нехай Gi, i ∈ N , — чiткi множини, якi заданi на множинi
X вiдповiдними характеристичними функцiями µGi(x), x ∈ X, i ∈ N , —
функцiя належностi нечiткої множини Ñ . Для того, щоб нечiтка мно-
жина G̃ типу 2, яка задана вiдображенням належностi µG̃(x, z), x ∈ X,
була об’єднанням нечiткої множини Ñ чiтких множин Gi, i ∈ N , тобто
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G̃ =
∪
i∈Ñ Gi необхiдно й достатньо, щоб для x ∈ X:

µG̃(x, 1) =

{
maxµGi

(x)=1η(i), ∃i ∈ N : µGi(x) = 1,
0, µGi(x) = 0, ∀i ∈ N ;

µG̃(x, 0) =

{
maxi∈Nη(i), µGi(x) = 0, ∀i ∈ I∗,
0, ∃i ∈ I∗ : µGi(x) = 1.

(8)

Доведення. Покажемо, що формули (6), (7) еквiвалентнi

µG̃(x, z) =

{
maxi∈N(x,z)η(i), N(x, z) ̸= ∅,
0, N(x, z) = ∅,

(9)

де

N(x, z) = {i ∈ N |z = µGi(x) = maxη(j)≥η(i) = µGi(x), η(i) =

= maxµGj
(x)≥µGi

(x)η(j)}. (10)

Вiдзначимо, що з формул (6), (7) очевидно випливає

µG̃(x, z) = maxi∈N
∪
(x){η(i)|µGi(x) = y}, (11)

якщо ∃i ∈ N : φi(x) = z та

µG̃(x, z) = 0, (12)
якщо µGi(x) ̸= z, ∀i ∈ N .

Для доведення еквiвалентностi (6), (7) та (9) достатньо показати, що
формули (11), (12) еквiвалентнi (9). Скористаймося вiдомою [6] теоремою
про необхiднi й достатнi умови ефективностi альтернатив в задачах бага-
токритерiальної оптимiзацiї, згiдно якої множина оптимальних за Парето
розв’язкiв двокритерiальної задачi (3) буде мати вигляд

MPO(x) = {i ∈M |µGi(x) = maxη(j)≥η(i)|µGj (x), µ(i) =

= maxµGj
(x)≥µGi

(x)µ(j)}. (13)

З (10), (13) випливає, що N(x, z) = supp Ñ
∪
(x)
∩
{i ∈ N |µGi(x) = z}. Тому

формули (11), (12) еквiвалентнi (9). Звiдси можна зробити висновок, що
формула (7) також еквiвалентна (9).

Тепер для доведення теореми достатньо показати еквiвалентнiсть фор-
мул (8) та (9). Для початку запишемо (10) для z = 1 у двох можливих
випадках. Нехай µGi(x) = 0 , ∀i ∈ N . Тодi згiдно (8) µG̃(x, 1) = 0. З iншого
боку, з (10) випливає, що N(x, 1) = ∅. Тому згiдно (9) також отримаємо
µG̃(x, 1) = 0.

В другому випадку, нехай ∃i ∈ N : µGi(x) = 1 . Визначимо вiдповiдно до
(9) значення µG̃(x, 1). Для цього за (10) побудуємо множину N(x, 0) = {i ∈
N |1 = µGi(x) = maxη(j)≥η(i)µGj (x), η(i) = maxµGj

(x)=1η(j)}. Покажемо, що
N(x, 1) = ArgmaxµGi

(x)=1η(j). Позначимо через η∗1(x) = maxµGi
(x)=1η(j).

6
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Нехай i ∈ ArgmaxµGj
(x)=1η(j), тодi η(i) = η∗1(x) та maxη(j)≥η(i) = µGj (x) =

= max{maxη(j)=η∗1(x)µGj (x),maxη(j)>η∗1(x)µGj (x)}, звiдси µGj (x) = 1 (оскiль-
ки maxη(j)=η∗1(x)µGj (x) = 1). З одержаних рiвностей очевидно випливає, що
i ∈ N(x, 1).

Тепер навпаки, нехай i ∈ N(x, 1). Тодi виконуються рiвностi: 1 = µGi(x) =
= maxη(j)>η(i)µGj (x) та η(i) = η∗1(x). Звiдси i ∈ ArgmaxµGj

(x)=1η(j), тодi
згiдно з (8) одержимо µG̃(x, 0) = η∗1. Таким чином, формули (8) та (9)
еквiвалентнi при z = 1.

Далi запишемо (10) для z = 0 у двох лише можливих випадках. Позна-
чимо η∗0 = maxj∈Nη(j) та нагадаємо про позначення I∗ = Argmaxj∈Nη(j).
Спочатку нехай µGi(x) = 0 , ∀i ∈ I∗ . Тодi згiдно з (8) µG̃(x, 0) = η∗0.
Визначимо значення µG̃(x, 0) за формулою (9). Для цього побудуємо у
вiдповiдностi з (10): N(x, 0) = {i ∈ N |0 = µGi(x) = maxη(j)≥η(i)µGj (x),
η(i) = maxj∈Nη(j)} = {i ∈ I∗|0 = µGi(x) = maxj∈I∗µGj (x)} = I∗.
Звiдси згiдно з (9) µG̃(x, 0) = η∗0.

Розглянемо другий випадок. Нехай ∃i ∈ I∗ : µGi(x) = 1. Тодi згiдно з
(8) µG̃(x, 0) = 0. Визначимо значення ψ(x, 0) вiдповiдно до (9). На пiдставi
(10) одержимо множину N(x, 0) = {i ∈ N |0 = µGi(x) = maxη(j)≥η(i)µGj (x),
η(i) = maxj∈Nη(j) = η∗0} = {i ∈ I∗|0 = µGi(x) = maxj∈I∗µGj (x) = 1} = ∅.

Звiдси згiдно з (9) ϕ(x, 0) = 0, а тому формули (8) та (9) — еквiвалентнi
при z = 0 .

Теорему доведено. �

Приклад 1. Нехай множина X = {a, b, c, d}. На нiй заданi двi чiткi мно-
жини G1, G2 з функцiями належностi, вiдповiдно µG1(x), i µG2(x) (табл.
1). Функцiя належностi max{µG1(x), µG2(x)} їх об’єднання вказана в тре-
тьому рядку табл. 1. Нехай також задана нечiтка пiдмножина Ñ множини
N = {1, 2} з функцiєю належностi η(i), i ∈ N , яка має значення: η(1)=0.7,
η(2)=0.5. Значення функцiй належностi µ(x, 0) i µ(x, 1), якi задають вiдпо-
вiднi перерiзи нечiткої множини типу 2 вказанi в табл. 1.

Перейдемо до побудови розв’язку задачi рацiонального вибору альтер-
натив за нечiткою цiллю, яка задається нечiткою множиною типу 2.

Таблиця 1. Об’єднання нечiткої множини чiтких множин

x a b c d

µG1(x) 0 1 0 1
µG1(x) 0 0 1 1

max{µG1(x), µG2(x)} 0 1 1 1
µ(x, 0) 0,7 0 0,7 0
µ(x, 1) 0 0,7 0,5 0,7

Перейдемо до побудови розв’язку задачi рацiонального вибору альтер-
натив за нечiткою цiллю, яка задається нечiткою множиною G̃ =

∪
i∈Ñ Gi

типу 2.
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Слiд зазначити, що якщо у функцiї належностi µG̃(x, z) нечiткої мно-
жини G̃ агрегованої цiлi ОПР типу 2 зафiксувати z = 1, то ми отримаємо
нечiтку множину типу 1 елементiв x ∈ X, що належать множинi G̃, з фун-
кцiєю належностi µG̃(x, 1). Позначимо цю множину G̃(1).

Тепер, коли ми знайшли нечiтку множину, яка описує агреговану цiль
ОПР, побудуємо загальний розв’язок вихiдної задачi, яким буде нечiтка
множина X∗=D

∩
G̃(1) з функцiєю належностi µ(x)=min{µd(x), µG̃(x, 1)},

цю множину варто вважати розв’язком вихiдної задачi. Оскiльки ОПР ча-
сто цiкавить не вся множина розв’язкiв, а якийсь конкретний з них, то
постає задача рацiонального вибору єдиної альтернативи з нечiткої мно-
жини X∗. Таким розв’язком може бути максимiзуюча альтернатива x∗,
яка задовольняє умову µ(x∗) = maxx∈Xµ(x) > 0.

Насамкiнець слiд вiдмiтити, що розглянутий у цiй роботi пiдхiд вибору
компромiсних цiлей у задачi прийняття рiшень з цiльовою множиною, яка
може бути задана об’єднанням нечiткої множини чiтких множин є iншим
поглядом на цю проблему, нiж метод, який був розвинений у роботах Р.
Белмана та Л. Заде, зокрема в [1], для цiльової множини, яка задана
перетином цiльових множин.

Операцiя об’єднання нечiткої множини нечiтких множин, яка формалi-
зована в цiй роботi, представляє самостiйний iнтерес i може бути викори-
стана в рiзних нових постановках задач прийняття рiшень.

Також варто зазначити, що розроблений метод можливо використовува-
ти i для задачi прийняття рiшень з цiллю, яка буде задаватися нечiткою
множиною нечiтких цiльових множин.
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РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧI IДЕНТИФIКАЦIЇ ТОЧКОВИХ
ДЖЕРЕЛ

З НЕВIДОМИМИ КООРДИНАТАМИ ТА
IНТЕНСИВНОСТЯМИ

О. Ю. Грищенко, В. В. Оноцький, Н. I. Ляшко

Резюме. Запропоновано ефективний пiдхiд розв’язання задачi
iдентифiкацiї точкових джерел з невiдомими координатами та iн-
тенсивностями. Отримано явний вигляд критерiю якостi. Побудо-
ваний iтерацiйний алгоритм. Проведений чисельний експеримент
з використанням двокрокового симетризованого рiзницевого ал-
горитму (ДС-алгоритму).

Постановка задачi

Розглядається задача вiдновлення точкових джерел для параболiчного
рiвняння другого порядку, яка є оберненою до задачi знаходження стану
системи

∂u

∂t
+

2∑
α=1

cα
∂u

∂xα
−

2∑
α=1

∂

∂xα
kα(x)

∂u

∂xα
+ a(x)u = −

p∑
β=1

δ(x− rβ)qβ(t), (1)

x ∈ Ω, 0 < t < T,

Ω = {x = (x1, x2)|0 ≤ xα ≤ lα, α = 1, 2}, kα(x) ≥ k0 > 0, kα (x), cα (x),
a (x), α = 1, 2 — неперервнi функцiї в замиканнi Ω; крiм того, вважаємо,

що середовище є нестислим, тому маємо
2∑

α=1

∂cα
∂xα

= 0, x ∈ Ω. Тут rβ —

координати джерел, qβ(t) — потужностi, β = 1, p. У початковий момент
часу вiдоме значення розв’язку в областi Ω

u(x, 0) = g(x), x ∈ Ω. (2)

А на границi областi у кожен момент часу t ∈ [0, T ] вiдомий стан системи

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω. (3)

Вiдомими вважаємо вимiрювання φj(t), j = 1, J функцiї u(x, t) в деяких
окремих точках zj областi Ω

ũ(zj , t) = φj(t), 0 ≤ t ≤ T, j = 1, J, (4)

де ũ(zj , t) ≡
∫
ϖj

u(x, t)dx/
∫
ϖx

dx — усереднення u(x, t) в деякому околi ϖj

точки zj [2].
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Задача iдентифiкацiї полягає у визначеннi невiдомих параметрiв точко-
вих джерел: iнтенсивностей qβ(t) та координат rβ за додатковим спостере-
женням (4) у деяких точках областi. Наведемо схему чисельного розв’яза-
ння задачi iдентифiкацiї точкових джерел на основi варiацiйного пiдходу,
запропонованого в роботi [1].

Згiдно введених ранiше позначень стан системи u(x, t;V, r) описується
рiвнянням

∂u

∂t
+

2∑
α=1

cα(x)
∂u

∂xα
−

2∑
α=1

∂

∂xα
kα(x)

∂u

∂xα
+au=F (x, r)V T (t), x ∈ Ω, 0<t<T,

(5)
де V (t) =

(
V 1(t), V 2(t), ..., V p(t)

)
— вектор iнтенсивностей, r =

(
r1, r2, ..., rp

)
— вектор координат джерел, F (x, r) =

(
δ(x− r1), δ(x− r2), ..., δ(x− rp)

)
—

вектор дельта-функцiй.
Будемо вважати, що керування h = (V (t), r) ∈ HV R, де

HV R =
{
h = {(V β(t), rβ), β = 1, p}

}
⊂ Lp2(0, T )⊗Rp — гiльбертiв простiр iз

скалярним добутком ⟨h1, h2⟩ =
∑p

β=1

(∫ T
0 V β

(1)(t)V
β
(2)(t)dt+ rβ(1)r

β
(2)

)
i нор-

мою ∥h∥p = ⟨h, h⟩
1/2.

Функцiонал якостi розглядаємо у виглядi

Iα,γ(V, r) =
J∑
j=1

T∫
0

(ũ(zj , t;V, r)− φj(t))2dt+ α ∥V ∥2Lp
2(0,T )

+γ2 ∥r∥2p . (6)

Тут α > 0 , γ > 0 — параметри регуляризацiї.
Оптимальне керування h∗ = (V ∗, r∗) визначається як мiнiмум функцiо-

налу Iα,γ(V, r), тобто

Iα,γ(V ∗, r∗) = min
(V,r)∈HV R

Iα,γ(V, r), (7)

а за розв’язок варiацiйної задачi (5)—(7), (2), (3) беремо u(x, t; V ∗, r∗) та
сам вектор (V ∗(t), r∗).

Алгоритм iдентифiкацiї

Теорема 1. Критерiй якостi (6) для задачi оптимального керування (7),
(5), (2), (3) диференцiйовний за Гато. При цьому

grad Iα,γ(V, r) =

(
∂Iα,γ

∂V
∂Iα,γ

∂r

)T
=

(
Ψ(r, t) + 2αV

gradΨ(r, t) · V + 2γr

)T
,

де

gradΨ(r, t) =

(
∂Ψ

∂r1
,
∂Ψ

∂r2

)
.

Доведення. Для варiацiйної задачi (5)—(7), (2), (3) розв’язок u(x, t; V, r)
шукаємо у просторi L2(Ω) (при фiксованих t, V (t) та r). Рiвняння (5) з

10



РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧI IДЕНТИФIКАЦIЇ ТОЧКОВИХ ДЖЕРЕЛ ...

урахуванням граничних умов (7) записується в HV R у виглядi
∂u

∂t
+ Cu+Du+ au = FV, 0 < t ≤ T. (8)

Оператор дифузiйного переносу D самоспряжений та додатньо визначений
в L2(Ω): D = D∗ ≥ k0E, де E — тотожнiй оператор. Оператор конвектив-
ного переносу є кососиметричним: C = −C∗ в L2(Ω). Введемо функцiю

χ =
J∑
j=1

δ(x− zj), де δ(x) — дельта-функцiя Дiрака, i нехай вектор-функцiя

φ(t) ∈ [L2(Ω)]
J

така, що χφ(t) =
J∑
j=1

δ(x− zj)φj(t). З урахуванням цих позначень функцiо-

нал (6) набуває вигляду

Iα,γ(V, r) =
T∫
0

(χ, u(t;V, r)− φ(t))2dt+ α ∥V ∥2Lp
2(0,T )

+ γ ∥r∥2p . (9)

Рiвняння (8) з врахуванням (2) доповнюється початковою умовою

u(0) = g. (10)

Отже, приходимо до задачi мiнiмiзацiї (9) на розв’язках задачi (5), (2), (3).
Для даної задачi оптимального керування сформулюємо умови опти-

мальностi, тобто, надамо конкретного змiсту рiвнянню Ейлера для квадра-
тичного функцiоналу Iα,γ(V, r), яке в покомпонентному виглядi є системою{

∂Iα,γ

∂V (V ∗, r∗) = 0
∂Iα,γ

∂r (V ∗, r∗) = 0
. (11)

Для знаходження градiєнта grad Iα,γ(V, r) розглянемо прирiст
δIα,γ(V, r) = Iα,γ(V+δV, r+δr)−Iα,γ(V, r). Через u+δu позначимо розв’язок
задачi (5), (7), який вiдповiдає правiй частинi з V +δV та r+δr. Внаслiдок
лiнiйностi задачi маємо

∂δu

∂t
+ Cδu+Dδu+ aδu =

p∑
β=1

[(V β + δV β)δ(x− rβ − δrβ)− V βδ(x− rβ)],

(12)

0 < t < T, δu(0) = 0. (13)

Тодi для приросту функцiоналу отримаємо

δIα,γ(V, r) =
T∫
0

(
χ, (u+ δu− φ)2

)
dt+ α ∥V + δV ∥2Lp

2(0,T )
+ γ

∥∥∥rβ + δrβ
∥∥∥2
p
−

−
T∫
0

(χ, u− φ)2dt− α ∥V ∥2Lp
2(0,T )

− γ
∥∥∥rβ∥∥∥2

p
= 2

T∫
0

(χ, (u− φ)δu) dt+
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+

T∫
0

(
χ, (δu)2

)
dt+ 2α ⟨V, δV ⟩+ α ∥δV ∥2Lp

2(0,T )
+ 2γ ⟨r, δr⟩+ γ ∥δr∥2p . (14)

Для знаходження виразу градiєнту функцiоналу Iα,γ(V, r) необхiдно ви-
разити прирiст δu через прирости керування. З цiєю метою введемо нову
вектор-функцiю ψ(t) ∈ L2(Ω), яка визначає спряжений стан i перетворює-
ться в нуль на границi ∂Ω. Помножимо рiвняння (12) скалярно в L2(Ω) на
ψ(t) i проiнтегруємо за часом вiд 0 до T . Маємо

T∫
0

((
∂δu

∂t
, ψ

)
+ (Cδu, ψ) + (Dδu, ψ) + (aδu, ψ)

)
dt =

=

T∫
0

 p∑
β=1

[(V β + δV β)δ(x− rβ − δrβ)− V βδ(x− rβ)], ψ

 dt. (15)

Для першого доданку з урахуванням (13) маємо

T∫
0

(
∂δu

∂t
, ψ

)
dt = (δu(T ), ψ(T ))−

T∫
0

(
δu,

dψ

dt

)
dt. (16)

Оскiльки
D = D∗ та C = −C∗, (17)

то

(Cδu, ψ) + (Dδu, ψ) + (aδu, ψ) = − (δu, Cψ) + (δu, Dψ) + (δu, a ψ) . (18)

Нехай
ψ(T ) = 0. (19)

Тодi пiсля пiдстановки (16)—(19) в (15) приходимо до рiвностi

T∫
0

(
δu,

(
−∂ψ
∂t
− Cψ +Dψ + aψ

))
dt =

=

T∫
0

 p∑
β=1

[(V β + δV β)δ(x− rβ − δrβ)− V βδ(x− rβ)], ψ

 dt. (20)

Функцiї ψ будемо визначати так, щоб лiва частина (20) давала перший
доданок в (14), тобто

−∂ψ
∂t
− Cψ +Dψ + aψ = 2χ(u− φ(t)), T > t ≥ 0. (21)

Для перетворення правої частини (21) введемо вектор-функцiю спряжено-
го стану Ψ(r, t) = (ψ(r1, t), ψ(r2, t), ..., ψ(rp, t)). Тодi для правої частини

12
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(20) маємо
T∫
0

 p∑
β=1

[(V β + δV β)δ(x− rβ − δrβ)− V βδ(x− rβ)], ψ

 dt =

=

T∫
0

p∑
β=1

[(V β + δV β)ψ(rβ + δrβ)− V βψ(rβ)]dt =

=

T∫
0

p∑
β=1

[V β(ψ(rβ + δrβ)− ψ(rβ)) + δV βψ(rβ + δrβ))]dt =

=

T∫
0

p∑
β=1

[
V β

(
(ψ(rβ1 + δrβ1 , r

β
2 + δrβ2 )− ψ(r

β
1 , r

β
2 + δrβ2 ))

δrβ1
δrβ1−

−(ψ(rβ1 , r
β
2 + δrβ2 )− ψ(r

β
1 , r

β
2 ))

δrβ2
δrβ2

)
+ δV βψ(rβ + δrβ)

]
dt. (22)

Задачу (12), (13) поставлено коректно [3], отже, з (5) випливає, що
∥δu∥ ≤ const1∥δV ∥p та ∥δu∥ ≤ const2∥δr∥p. Тодi з (14) та (20)–(22) для
задачi (12), (13) визначимо градiєнт функцiоналу (9)

grad Iα,γ(V, r) =
(
∂Iα,γ
∂V

,
∂Iα,γ
∂r

)
=

(
Ψ(r, t) + 2αV

gradΨ(r, t)V + 2γr

)T
, (23)

де Ψ(r, t) визначається за розв’язком задачi (19), (21). �
Необхiдну i достатню умову (11) мiнiмуму функцiоналу (9) подамо у

виглядi двох рiвнянь у векторнiй формi{
Ψ(r, t) + 2αV (t) = 0,
∂Ψ
∂r (r, t)V (t) + 2γr = 0

(24)

або системи 2p скалярних рiвнянь{
ψ(rβ, t) + 2αV β(t) = 0,
∂ψ
∂r (r

β, t)V β(t) + 2γrβ = 0, β = 1, 2, ..., p.
. (25)

Резюмуючи викладене, запишемо iтерацiйний алгоритм визначення поту-
жностей V β та координат rβ . При переходi з k iтерацiї на (k+1):

1. Розв’язується пряма задача для визначення стану системи

∂uk

∂t
+ Cuk +Duk + auk =

p∑
β=1

V β,kδ(x− rβ,k), 0 < t ≤ T ; (26)

uk(0) = 0. (27)

2. Знаходиться спряжений стан, що вiдповiдає (V ∗, r∗)

−∂ψ
k

∂t
− Cψk +Dψk + aψk = 2χ(uk − φ(t)), T > t ≥ 0. (28)

13
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ψk(T ) = 0. (29)

3. Визначаються новi наближення для координат r та потужностей джерел
V

V β,k+1 − V β,k

sk+1
+Ψk(rβ,k) + 2αV β,k = 0,

rβ,k+1 − rβ,k

σk+1
+
∂ψk(rβ,k)

∂r
V β,k + 2γrβ,k = 0, β = 1, 2, ..., p. (30)

Тут sk+1 та σk+1 — кроковi множники, що обираються з умов∑∞
k=1 sk = +∞,

∑∞
k=1 σk = +∞, sk → 0, σk → 0, k →∞.

4. Обчислюється значення Iα(V k+1) за формулою (9).
При виконаннi умови∣∣Iα(V k+1)

∣∣ < ε обчислення зупиняємо та приймаємо (V k+1, rk+1) за шука-
ний розв’язок, iнакше переходимо на крок 1.

Чисельний метод

Для наближеного розв’язування прямої (26), (27) та спряженої (28), (29)
задач було застосовано рiзницевi схеми ДС-алгоритму [4]. Пошук невiдомих
iнтенсивностей та координат джерел здiйснюється так. Покладаємо в V (t)
та r(t) початковi наближення iнтенсивностей та координат i проводимо
iтерацiйний процес:

1) обчислюємо u за схемами ДС-алгоритму [4];
2) знаходимо ψ за схемами ДС-алгоритму [4];
3) уточнюємо iнтенсивностi та координати джерел за формулами

V β,n,s+1 = V β,n,s − sk(Ψn,s(rβ,n,sx , rβ,n,sy ) + 2αV β,n,s),

rβ,n,s+1
x = rβ,sx − σk

(
∇̄xψn,s(rβ,n,sx , rβ,n,sy )V β,n,s + 2γrβ,n,sx

)
,

rβ,n,s+1
y = rβ,sy − σk

(
∇̄yψn,s(rβ,n,sx , rβ,n,sy )V β,n,s + 2γrβ,n,sy

)
,

β = 1, 2, ..., p, n = 0, N, (31)

де ∇̄xψ, ∇̄yψ — рiзницевi апроксимацiї другого порядку частинних похi-
дних ∂ψ

∂x та ∂ψ
∂y вiдповiдно, що мають вигляд

∇̄xψn,s(rβ,n,sx , rβ,n,sy ) = (1− ρ1)((1− ρ2)∇̄xψn,sk0,m0
+ ρ2∇̄xψn,sk0,m0+1)+

+ρ1((1− ρ2)∇̄xψn,sk0+1,m0
+ ρ2∇̄xψn,sk0+1,m0+1),

∇̄yψn,s(rβ,n,sx , rβ,n,sy ) = (1− ρ1)((1− ρ2)∇̄yψn,sk0,m0
+ ρ2∇̄yψn,sk0,m0+1)+

+ρ1((1− ρ2)∇̄yψn,sk0+1,m0
+ ρ2∇̄yψn,sk0+1,m0+1),

∇̄xψn,sk0,m0
=
ψn,sk0+1,m0

−ψn,sk0−1,m0

2h1
, ∇̄yψn,sk0,m0

=
ψn,sk0,m0+1−ψ

n,s
k0,m0−1

2h2
, (32)

k0 = [rβ,sx /h1], m0 = [rβ,sy /h2], ρ1 = (rβ,sx − k0h1)/h1,ρ2 = (rβ,sy −m0h2)/h2;
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4) обчислюємо значення функцiоналу якостi за формулою

Iα(V s+1) =

N∑
n=0

J∑
j=1

(
˜̃u(zj , τn; V

s+1)− φj(t)
)2

+ α ∥V ∥2p + γ ∥r∥2p , (33)

де ˜̃u(zj , τn; V
s+1)=(1− ρ1)((1−ρ2)unk0,m0

+ρ2u
n
k0,m0+1)+

+ρ1((1−ρ2)unk0+1,m0
+ρ2u

n
k0+1,m0+1), k0=[x1,j/h1], m0=[x2,j/h2],

ρ1=(x1,j − k0h1)/h1,ρ2=(x2,j −m0h2)/h2;
5) якщо

∣∣Iα(V s+1)
∣∣ < ε, то V s+1 — шуканий розв’язок, iнакше переходи-

мо на 1).

Обчислювальний експеримент
На основi запропонованого алгоритму була розроблена програма для

ЕОМ мовою С/С++. Була розглянута пряма модельна задача з вiдомими
джерелами. Розв’язок визначався з рiвняння (1), граничних та початко-
вих умов (2), (3) при заданих значеннях iнтенсивностi qβ(t) i невiдомих
координатах джерел rβx(t), rβy (t), β = 1, p. Спочатку з використанням ДС-
алгоритму [3] була чисельно розв’язана пряма модельна задача з такими
параметрами: область Ω = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 500, 0 ≤ y ≤ 300}, h1 = h2 = 5;
перiод часу 0 ≤ t ≤ 920, τ = 2; 1 джерело з координатами x0 = 165, y0 = 180
та сталою iнтенсивнiстю 1000. Далi з використанням обчислених значень
в 4-х точках спостереження zj , j = 1, 4 була розв’язана задача iденти-
фiкацiї координат джерел з такими параметрами: початкове наближення
x
(0)
0 = 160, y

(0)
0 = 180; параметри релаксацiї α = γ = 1, параметри iтера-

цiйного алгоритму sk = 0, σk = 10−5, k = 0, 1, 2, ... В результатi виконання
iтерацiй спостерiгалося як зменшення функцiоналу I, так i наближення
обчислених координат джерела до модельних.

159 160 161 162 163 164 165 166
179.95

179.96

179.97

179.98

179.99

180

180.01

180.02

180.03

180.04

180.05

 

 
r*
r(k)

17

1 2 3 4 5

Рис. 1. Обчисленi значення координат впродовж iтерацiй (r∗ — еталонне
джерело, r(k) — наближення, α = γ = 1, sk = 0, σk = 10−5, k = 1, 2, 3, ...).
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Висновки
В роботi побудовано iтерацiйний алгоритм розв’язання задачi iдентифiка-
цiї точкових джерел з невiдомими координатами та iнтенсивностями. Отри-
мано явний вигляд критерiю якостi. Проведений чисельний експеримент з
використанням двокрокового симетризованого рiзницевого алгоритму (ДС-
алгоритму). Результати роботи можуть бути використанi для розв’язання
актуальних задач в екологiї, медицинi та iнших галузях народного госпо-
дарства.
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ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ ДЛЯ
ВИРОДЖЕНОЇ ПАРАБОЛIЧНОЇ

ВАРIАЦIЙНОЇ НЕРIВНОСТI: ТЕОРЕМА IСНУВАННЯ

Н. В. Задоянчук

Резюме. Дослiджується задача оптимального керування для
виродженої еволюцiйної варiацiйної нерiвностi з однорiдними по-
чатковими умовами у випадку, коли пов’язана з нею бiлiнiйна
форма не заволольняє умовам, що вимагаються для розв’язностi
таких еволюцiйних об’єктiв. Залучаючи нерiвнiсть Хардi-Пуанка-
ре, отримано достатнi умови, за яких наведена оптимiзацiйна за-
дача має єдиний розв’язок.

Ключовi слова: Вироджена параболiчна варацiйна нерiвнiсть,
вироджена вагова функцiя, нерiвнiсть Хардi-Пуанкаре, потенцi-
ал Хардi

1. Вступ
Основним об’єктом дослiдження даної роботи виступає задача оптималь-

ного керування для такої виродженої еволюцiйної варiацiйної нерiвностi з
однорiдними початковими умовами: знайти елемент y ∈ K такий, щоб спiв-
вiдношення

T∫
0

∫
Ω

v̇ · (v − y)ρdxdt+
T∫
0

∫
Ω

(∇y,∇(v − y))RNρdxdt ≥

≥
T∫
0

∫
Ω

f · (v − y)dxdt+
T∫
0

∫
ΓN

u · (v − y)dξdt

мало мiсце для всiх елементiв v ∈ K таких, що

v̇ ∈ L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))
∗),

v(0, x) = 0. Тут f — задане розподiлення, u — керування, ρ — невiд’ємна
вагова функцiя з властивостями ρ ∈ L1(Ω), ρ−1 ∈ L1(Ω) i ρ+ ρ−1 /∈ L∞(Ω),
K — опукла замкнена пiдмножина простору L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)), ΓD
та ΓN — двi пiдмножини додатної мiри такi, що ∂Ω = ΓD ∪ ΓN , ξ ∈ ΓN .

Для еволюцiйних варiацiйних нерiвностей “без виродження” iснує багато
результатiв про розв’язнiсть (див. [4, 5, 8]). Для розглянутих в роботi об’-
єктiв характерною рисою є той факт, що проблема їх розв’язностi суттєво
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залежить вiд властивостей вагової функцiї ρ. Дiйсно, оскiльки функцiя ρ
може бути необмеженою на областi Ω або досягати нуля на пiдмножинах
нульової мiри Лебега, то бiлiнiйна форма, пов’язана з нерiвнiстю, може
втрачати властивостi, виконання яких вимагається в теоремах про доста-
тнi умови розв’язностi розглянутих еволюцiйних об’єктiв. У свою чергу, це
призводить до таких наслiдкiв як неєдинiсть визначення розв’язку варiа-
цiйної нерiвностi, ефекту Лаврентьєва та iнше (див. [9, 10, 2, 3]).

Мета даної роботи полягає у визначеннi достатнiх умов на функцiю ρ,
за яких наведена задача оптимального керування мала б єдиний розв’я-
зок. Для цього в роботi залучається перетворення, за яким вихiдна задача
зводиться до проблеми оптимального керування параболiчною варiацiй-
ною нерiвнiстю з необмеженими коефiцiєнтами потенцiального типу, i за
нерiвнiстю типу Хардi-Пуанкаре дослiджується питання про iснування її
єдиного розв’язку.

2. Постановка задачi
Нехай Ω ∈ RN — обмежена вiдкрита пiдмножина з достатньо регулярною

межею ∂Ω i нехай 0 ∈ RN є внутрiшньою точкою множини Ω. Нехай далi
Q = (0, T )× Ω є цилiндром в R1 × RN , де T < +∞. Через Σ = (0, T )× ∂Ω
позначимо його бiчну поверхню.

Нехай функцiя ρ : Ω→ R задовольняє умови: ρ > 0 м.с. на Ω i при цьому

ρ ∈ L1(Ω), ρ−1 ∈ L1(Ω), ∇ ln ρ ∈ L2(Ω,RN ), ρ+ ρ−1 /∈ L∞(Ω). (1)

Отже, функцiю ρ можна ототожнити з мiрою Радона на Ω, поклавши
ρ(E) =

∫
E

ρ(x)dx для довiльної вимiрної множини E ⊂ Ω. Нагадаємо, що

невiд’ємною мiрою Радона на Ω називають невiд’ємну мiру Бореля, яка є
скiнченною на кожнiй компактнiй множинi. Всюди далi будемо вважати,
що iснує замкнена пiдмножина Ω∗ множини Ω така, що

dist(∂Ω∗, ∂Ω) = δ, ρ > σ м.с. в Ω \ Ω∗, i ρ ∈ L∞(Ω \ Ω∗) (2)

для деяких δ > 0 та σ > 0. Iнакше кажучи, припускається, що умови (1)
не є характерними для примежового шару множини Ω.

Надалi невiд’ємну функцiю ρ з властивостями (1)–(2) будемо називати
виродженою ваговою функцiєю i пов’язуватимемо з нею ваговi гiльбертовi
простори L2(Ω, ρdx) та L2(Ω, ρ−1dx), де зокрема L2(Ω, ρdx) є гiльбертовим
простором вимiрних функцiй f : Ω→ R, для яких

∥f∥L2(Ω,ρdx) = (f, f)L2(Ω,ρdx) =

∫
Ω

f2ρdx < +∞.

Нехай межа областi Ω розбита на двi пiдмножини додатної мiри ∂Ω =
= ΓD ∪ ΓN . Покладемо далi ΣD = (0, T ) × ΓD, ΣN = (0, T ) × ΓN . Введемо
до розгляду такi функцiональнi простори C∞

0 (RN ; ΓD) = {φ ∈ C∞
0 (RN ) :

φ = 0 на ΓD} та W 1,2(Ω; ΓD) як замикання C∞
0 (RN ; ΓD) вiдносно нор-

ми ∥y∥ =
(∫
Ω

y2dx+
∫
Ω

|∇y|2RNdx

)1/2

. Позначимо через W 1,2(Ω; ΓD, ρdx) та
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W 1,1(Ω,ΓD) замикання множини C∞
0 (RN ; ΓD) за нормами

∥y∥2W 1,2(Ω;ΓD,ρ dx)
:=

∫
Ω
y2ρ dx+

∫
Ω
|∇y|2RNρ dx,

∥y∥W 1,1(Ω,ΓD) = ∥y∥L1(Ω) + ∥∇y∥L1(Ω)N

вiдповiдно.
Нехай λ∗ = (N − 2)2/4. Тодi для довiльної вiдкритої обмеженої областi

Ω ⊂ RN з достатньо регулярною межею ∂Ω знайдеться стала величина
C(Ω) > 0 така, що∫

Ω

[
|∇y|2RN − λ∗

y2

|x|2RN

]
dx ≥ C(Ω)

∫
Ω
y2 dx, ∀ y ∈ H1

0 (Ω,ΓD). (3)

В лiтературi спiввiдношення (3) зазвичай називають нерiвнiстю типу Хардi-
Пуанкаре (див. [6]). Як випливає з (3), для довiльних y ∈ H1

0 (Ω,ΓD) та
λ ∈ R+ можна записати∫

Ω

[
|∇y|2RN − λ

y2

|x|2RN

]
dx

=

(
1− λ

λ∗

)∫
Ω
|∇y|2RNdx+

λ

λ∗

∫
Ω

[
|∇y|2RN − λ∗

y2

|x|2RN

]
dx ≥

≥
(
1− λ

λ∗

)∫
Ω
|∇y|2RNdx+

λC(Ω)

λ∗

∫
Ω
y2 dx. (4)

Отже, у випадку, коли 0 < λ < λ∗ вирази
(∫

Ω

[
|∇y|2RN − λ y2

|x|2
RN

]
dx

)1/2

i(∫
Ω

y2dx+
∫
Ω

|∇y|2RNdx

)1/2

є еквiвалентними нормами в просторi Соболєва

H1
0 (Ω,ΓD) =W 1,2

0 (Ω,ΓD).
Розглянемо непорожню опуклу замкнену в W 1,2(Ω; ΓD, ρdx) множину

K = {v| v ∈ W 1,2(Ω; ΓD, ρdx), v ≥ 0м.с. на ∂Ω}, що є також секвенцiйно
замкненою вiдносно збiжностi за нормою:

∥y∥2ρ :=
∫
Ω
y2ρ dx+

∫
Ω

∣∣∣∇y + y

2
∇ ln ρ

∣∣∣2
RN

ρ dx. (5)

Також розглянемо опуклу замкнену пiдмножину

K = {v| v ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)), v(t) ∈ K м.с.} =

= {v|v ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)), v ≥ 0м.с. на Σ}
простору L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)), що є також секвенцiйно замкненою вiд-
носно збiжностi за нормою:

∥y∥2ρ(0,T )
:=

T∫
0

∫
Ω
y2ρ dxdt+

T∫
0

∫
Ω

∣∣∣∇y + y

2
∇ ln ρ

∣∣∣2
RN

ρ dxdt. (6)
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Нехай yad ∈ L2(Q), f ∈ L2(0, T ;L2(Ω; ρ−1dx)) та u0 ∈ L2(0, T ;L2(ΓN ; ρ
−1dξ))

— заданi розподiлення, а U∂ — непорожня опукла замкнена пiдмножина в
L2(0, T ;L2(ΓN ; ρ

−1dξ)) така, що

U∂ = {u ∈ L2(0, T ;L2(ΓN ; ρ
−1dξ)) : ∥u− u0∥L2(0,T ;L2(ΓN ;ρ−1dξ)) ≤ R}, (7)

де ∥u∥2L2(0,T ;L2(ΓN ;ρ−1dξ)) =
T∫
0

∫
ΓN

u2ρ−1 dξdt, де ξ ∈ ΓN .

Для кожного фiксованого t ∈ [0, T ] розглянемо елiптичний оператор

A :W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)→ (W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))
∗,

що визначається таким чином:

Ay = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
ρ(x)

∂y

∂xj

)
та для заданого f ∈ L2(0, T ;L2(Ω, ρ−1dx)) розглянемо таку задачу опти-
мального керування на границi для виродженого параболiчного рiвняння
з одностороннiми крайовими умовами:

I(u, y) =
1

2

∥∥∥∥y − yad√
ρ

∥∥∥∥2
L2(0,T ;L2(Ω,ρdx))

+
1

2
∥u∥2L2(0,T ;L2(ΓN ,ρ−1dξ)) → inf, (8)

ρ(x)
∂y

∂t
+Ay = f в Q, (9)

y|ΣD
= 0, (10)

∂y

∂nA

∣∣∣∣
ΣN

≥ u, (11)

y

(
∂y

∂nA
− u
)

= 0 на ΣN , (12)

y(0, x) = 0 в Ω, (13)

де ∂y
∂nA

=
n∑

i,j=1
ρ(x) ∂y∂xj cos(n, xi). Тобто маємо задачу пошуку пари функцiй

(u, y) такої, що

u ∈ U∂ ⊂ L2(0, T ;L2(ΓN , ρ
−1dξ)), y ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))

та для якої мають мiсце спiввiдношення (9)–(13) i на якiй функцiонал (8)
досягав би свого найменшого можливого значення.

Зауважимо, що з огляду на властивостi функцiї ρ бiля межi областi Ω,
в якостi простору керувань можемо обрати саме простiр

L2(0, T ;L2(ΓN , ρ
−1dξ)) ⊂ L2(0, T ;L2(∂Ω, ρ−1dξ)) ⊂

⊂ L2(0, T ;H−1/2(ΓN , ρ
−1dξ))

(див. [5, теорема 3.2]).
Покажемо, що задачу оптимального керування (8)-(13) можна звести до

задачi оптимального керування для виродженої еволюцiйної варiацiйної
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нерiвностi. Для цього спочатку помножимо обидвi частини рiвняння (9) на
v ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω,ΓD, ρdx)) i застосуємо формулу Грiна. Матимемо:

T∫
0

∫
Ω

ρ(x)ẏvdxdt−
T∫
0

∫
Ω

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(
ρ(x)

∂y

∂xj

)
vdxdt =

T∫
0

∫
Ω

fvdxdt

або

T∫
0

∫
Ω

ρ(x)ẏvdxdt+

T∫
0

∫
Ω

n∑
i,j=1

ρ(x)
∂y

∂xi

∂v

∂xj
dxdt−

T∫
0

∫
ΓN

∂y

∂nA
vdξdt=

T∫
0

∫
Ω

fvdxdt

Пов’яжемо з оператором A бiлiнiйну форму

π :W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)×W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)→ R,

що задається таким чином:

π(y, z) =

n∑
i,j=1

∫
Ω

ρ(x)
∂y

∂xi

∂z

∂xj
dx, ∀y, z ∈W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)

i, враховуючи умову (11), отримаємо:

T∫
0

∫
Ω

ρ(x)ẏvdxdt+
T∫
0

π(y, v)dt =
T∫
0

∫
Ω

fvdxdt+
T∫
0

∫
ΓN

∂y
∂nA

vdξdt ≥

≥
T∫
0

∫
Ω

fvdxdt+
T∫
0

∫
ΓN

uvdξdt.

(14)

Тепер помножимо рiвняння (9) на y ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω,ΓD, ρdx)). Застосо-
вуючи аналогiчнi до попереднiх мiркування, в силу (12), отримаємо:

T∫
0

∫
Ω

ρ(x)ẏydxdt+
T∫
0

π(y, y)dt =
T∫
0

∫
Ω

fydxdt+
T∫
0

∫
ΓN

∂y
∂nydξdt =

=
T∫
0

∫
Ω

fydxdt+
T∫
0

∫
ΓN

uydξdt.

(15)

Згiдно з [5, зауваження 1.6] маємо, що у випадку, коли K — замкнений опу-
клий конус в L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)) з вершиною в початку координат,
спiввiдношення (14), ∀v ∈ K, та (15) рiвносильнi спiввiдношенню

T∫
0

∫
Ω

ρ(x)ẏ(v − y)dxdt+
T∫
0

∫
Ω

N∑
i,j=1

ρ(x) ∂y∂xi

(
∂v
∂xj
− ∂y

∂xj

)
dxdt ≥

≥
T∫
0

∫
Ω

f(v − y)dxdt+
T∫
0

∫
ΓN

u(v − y)dξdt, ∀v ∈ K.
(16)
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Таким чином, приходимо до такої варiацiйної задачi:
T∫
0

∫
Ω

ρ(x)ẏ(v − y)dxdt+
T∫
0

∫
Ω

N∑
i,j=1

ρ(x) ∂y∂xi

(
∂v
∂xj
− ∂y

∂xj

)
dxdt ≥

≥
T∫
0

∫
Ω

f(v − y)dxdt+
T∫
0

∫
ΓN

u(v − y)dξdt, ∀v ∈ K,

y ∈ K, u ∈ U∂ ,
y(0, x) = 0 в Ω.

(17)

Однак, формулювання задачi (17) має сенс лише тодi, коли

ẏ(t) ∈ (W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))
∗

м.с. (щоб вираз
T∫
0

∫
Ω

ρ(x)ẏ(v−y)dxdt мав сенс). Цю умову не завжди можна

реалiзувати, i тому потрiбно ослабити формулювання задачi (17).
Для цього розглянемо таке сiмейство елементiв v(t) ∈ K, що v̇ = dv

dt ∈
L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))

∗) та √ρv̇ ∈ L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD))
∗). Вiдмiтимо,

що множина таких функцiй є непорожньою, оскiльки такiй властивостi за-
довольняють, принаймнi, функцiї v(t) ∈ C∞

0 (Ω; ΓD) ⊂ W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)) ⊂
(W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))

∗. Нехай

X =

T∫
0

∫
Ω

(ρv̇)(v − y)dxdt+
T∫
0

∫
Ω

(∇y,∇(v − y))RNρdxdt−

−
T∫
0

∫
Ω

f(v − y)dxdt−
T∫
0

∫
ΓN

u(v − y)dξdt.

Будемо мати

X =

T∫
0

∫
Ω

(ρẏ)(v − y)dxdt+
T∫
0

∫
Ω

(∇y,∇(v − y))RNρdxdt−

−
T∫
0

∫
Ω

f(v − y)dxdt−
T∫
0

∫
ΓN

u(v − y)dξdt+

+

T∫
0

∫
Ω

ρ(v̇ − ẏ)(v − y)dxdt ≥
T∫
0

∫
Ω

ρ(v̇ − ẏ)(v − y)dxdt.

Доведемо, що
T∫
0

∫
Ω

ρ(v̇ − ẏ)(v − y)dxdt ≥ 0. Проiнтегруємо цей вираз части-

нами.
T∫
0

∫
Ω

(v̇−ẏ)ρ(v−y)dxdt =
∫
Ω

ρ(x)(v−y)(v−y)dx|T0 −
T∫
0

∫
Ω

(v−y)ρ(x)(v̇−ẏ)dt =
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=

∫
Ω

ρ(x)(|v(T )− y(T )|2 − |v(0)− y(0)|2)dx−
T∫
0

∫
Ω

(v − y)ρ(v̇ − ẏ)dxdt.

Нехай v(0) = 0, тому 2
T∫
0

∫
Ω

ρ(v̇ − ẏ)(v − y)dxdt =
∫
Ω

ρ(x)|v(T )− y(T )|2dx ≥ 0

як iнтеграл вiд невiд’ємної функцiї.
З огляду на зробленi перетворення можемо перейти вiд вихiдної задачi

(8)–(13) до такої задачi оптимального керування для виродженої параболi-
чної нерiвностi:

I(u, y) =
1

2

∥∥∥∥y − yad√
ρ

∥∥∥∥2
L2(0,T ;L2(Ω,ρdx))

+
1

2
∥u∥2L2(0,T ;L2(ΓN ;ρ−1dξ)) → inf, (18)

T∫
0

∫
Ω

v̇ · (v − y)ρdxdt+
T∫
0

∫
Ω

(∇y,∇(v − y))RNρdxdt ≥

≥
T∫
0

∫
Ω

f · (v − y)dxdt+
T∫
0

∫
ΓN

u · (v − y)dξdt

∀v ∈ K, v̇ ∈ L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))
∗), v(0, x) = 0,

(19)

u ∈ U∂ , y ∈ K, (20)
y(0, x) = 0, x ∈ Ω. (21)

Таким чином, маємо “слабку” постановку задачi оптимального керування
для виродженої параболiчної варiацiйної нерiвностi: знайти таку пару фун-
кцiй (u0, y0) ∈ L2(0, T ;L2(ΓN ; ρ

−1dξ))× L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)), для якої
виконуються спiввiдношення (19)–(21) i на якiй функцiонал (18) досягав
би свого найменшого можливого значення.

3. Попереднiй аналiз задачi оптимального керування (18)–(21)

Твердження 1. Для довiльного елемента y ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))
має мiсце представлення y = z√

ρ .

Доведення. Зафiксуємо довiльний елемент y ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)) i
покажемо, що z = y

√
ρ ∈ L2(0, T ;W 1,1(Ω; ΓD)) ∩ L2(0, T ;L2(Ω)). Дiйсно,

маємо

∥z∥2L2(0,T ;L2(Ω)) = ∥y
√
ρ∥2L2(0,T ;L2(Ω)) =

T∫
0

∫
Ω

y2ρdxdt ≤

≤
T∫
0

∫
Ω

y2ρdxdt+

T∫
0

∫
Ω

|∇y|2RNρdxdt = ∥y∥2L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD,ρdx))
.

Звiдки z ∈ L2(0, T ;L2(Ω)). Далi, розглянемо

∥z∥2L2(0,T ;W 1,1(Ω,ΓD)) =

T∫
0

∥z∥2W 1,1(Ω,ΓD))dt =
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=

T∫
0

∥z∥2L1(Ω)dt+

T∫
0

∥∇z∥2L1(Ω)Ndt+ 2

T∫
0

∥z∥L1(Ω)∥̇∇z∥L1(Ω)Ndt ≤

≤ 2

T∫
0

∥z∥2L1(Ω)dt+ 2

T∫
0

∥∇z∥2L1(Ω)Ndt =

= 2

T∫
0

∫
Ω

y
√
ρdx

2

dt+ 2

T∫
0

∫
Ω

∣∣∣√ρ(∇y + y

2
∇ ln ρ

)∣∣∣2
RN

dx

2

dt = I1 + I2.

Проаналiзуємо I1. Оскiльки∫
Ω

y
√
ρdx

2

≤

∫
Ω

dx

∫
Ω

y2ρdx

 = |Ω|

∫
Ω

y2ρdx

 ,

то

I1 ≤ 2|Ω|
T∫
0

∫
Ω

y2ρdxdt. (22)

Проаналiзуємо I2. Розглянемо∫
Ω

∣∣∣√ρ(∇y + y

2
∇ ln ρ

)∣∣∣2
RN

dx

2

≤

≤


∫

Ω

ρ|∇y|2RNdx

1/2

|Ω|1/2 ++
1

2

∫
Ω

y2ρdx

1/2∫
Ω

|∇ ln ρ|2RNdx

1/2

2

=

= |Ω|
∫
Ω

ρ|∇y|2RNdx+
1

4

∫
Ω

y2ρdx

∫
Ω

|∇ ln ρ|2RNdx

+

+|Ω|1/2
∫

Ω

ρ|∇y|2RNdx

1/2∫
Ω

y2ρdx

1/2∫
Ω

|∇ ln ρ|2RNdx

1/2

≤

≤ |Ω|
∫
Ω

ρ|∇y|2RNdx+
1

4

∫
Ω

y2ρdx

∫
Ω

|∇ ln ρ|2RNdx

+

+
1

2
|Ω|
∫
Ω

ρ|∇y|2RNdx+
1

2

∫
Ω

y2ρdx

∫
Ω

|∇ ln ρ|2RNdx

 ≤
≤ C

∫
Ω

ρ|∇y|2RNdx+

∫
Ω

y2ρdx

 .
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Тому

I2 ≤ 2C

 T∫
0

∫
Ω

ρ|∇y|2RNdxdt+

T∫
0

∫
Ω

y2ρdxdt

 . (23)

В силу (22) та (23) маємо

∥z∥2L2(0,T ;W 1,1(Ω,ΓD)) ≤ C1

 T∫
0

∫
Ω

ρ|∇y|2RNdxdt+

T∫
0

∫
Ω

y2ρdxdt

 =

= C1∥y∥2L2(0,T ;W 1,2(Ω,ΓD,ρdx))
.

Отже, z ∈ L2(0, T ;W 1,1(Ω,ΓD)). �
Аналогiчно до [7] маємо, що вiдображення

φ : L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))→ L2(0, T ;W 1,1(Ω; ΓD) ∩ L2(Ω)),

що визначається як φ(y) = y
√
ρ, не є сюр’єктивним. Проте у просторi

L2(0, T ;W 1,1(Ω; ΓD) ∩ L2(Ω)) множина його образiв

φ(L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)))

є щiльною. Легко бачити, що для довiльного z ∈ L2(0, T ;C∞
0 (RN ,ΓD)) ⊂

L2(0, T ;W 1,1(Ω; ΓD)∩L2(Ω)), маємо z√
ρ ∈ L

2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)). Дiйсно,∥∥∥∥ z
√
ρ

∥∥∥∥2
L2(0,T ;W 1,2(Ω,ΓD,ρdx))

=

T∫
0

∫
Ω

z2 dxdt+

+

T∫
0

∫
Ω

∣∣∣∣ 1
√
ρ
∇z − z

2
√
ρ
∇ ln ρ

∣∣∣∣2
RN

ρ dxdt ≤

≤ ∥z∥2L2(0,T ;L2(Ω)) + 2

T∫
0

∫
Ω

|∇z|2RNdxdt+
1

2

T∫
0

∫
Ω

z2|∇ ln ρ|2RN dxdt ≤

≤ ∥z∥2L2(0,T ;L2(Ω)) + 2

T∫
0

∥|∇z|2RN ∥C(Ω)|Ω|dt+

+
1

2

T∫
0

∥z2∥C(Ω)∥∇ ln ρ∥2L2(Ω;RN )dt ≤ ∥z∥
2
L2(0,T ;L2(Ω))+

+2
√
T |Ω|

 T∫
0

∥|∇z|2RN ∥2C(Ω)dt

1/2

+

+
1

2

 T∫
0

∥z2∥2C(Ω)dt

1/2 T∫
0

∥∇ ln ρ∥4L2(Ω;RN )dt

1/2

=
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= ∥z∥2L2(0,T ;L2(Ω)) + 2
√
T |Ω|∥|∇z|2RN ∥L2(0,T ;C(Ω))+

+
1

2
∥z2∥L2(0,T ;C(Ω)) ·

 T∫
0

∥∇ ln ρ∥4L2(Ω;RN )dt

1/2

<∞.

Таким чином, внаслiдок встановленого результату та неперервностi вкла-
дення L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)) ⊂ L2(0, T ;W 1,1(Ω; ΓD) ∩ L2(Ω)), можемо ствер-
джувати, що iснує щiльна множина Dρ ⊂ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)) така, що
z√
ρ ∈ L

2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)) ∀z ∈ Dρ.
Далi розглянемо лiнiйне вiдображення

F : Dρ ⊂ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD))→ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)),

де Fz = z√
ρ . Оскiльки область визначення Dρ даного вiдображення є щiль-

ною множиною банахового простору L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)), то для F , як
щiльно визначеного оператора, iснує спряжений оператор

F∗ : D(F∗) ⊂ L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))
∗)→ L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD))

∗)

такий, що

⟨F∗v, z⟩L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD)) = ⟨v,Fz⟩L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD,ρdx))
,

∀ z ∈ Dρ i ∀ v ∈ D (F∗) ,

де D (F∗) — це множина тих елементiв v ∈ L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))
∗), що

∃C > 0 таке, що для всiх z ∈ Dρ має мiсце таке спiввiдношенння∣∣∣⟨v,Fz⟩L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD,ρdx))

∣∣∣ ≤ C∥z∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD)).

Зауважимо, що в загальному випадку, спряжений оператор F∗ не є щiльно
визначеним.

З огляду на отриманi результати зауважимо наступну властивiсть для
множини K. Оскiльки K є замкненою пiдмножиною простору L2(0, T ;Wρ),
де Wρ утворено як замикання простору фiнiтних функцiй C∞

0 (RN ; ΓD) за
нормою (5), то ∀y ∈ K маємо: y = Fz = z√

ρ , де z ∈ L2(0, T ;W 1,1(Ω; ΓD) ∩

L2(Ω)) та ∥y∥ρ(0,T )
=
∥∥∥ z√

ρ

∥∥∥
ρ(0,T )

< +∞ (за вихiдними припущеннями). Звiд-

си отримуємо, що z ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)). Дiйсно, ∀y ∈ L2(0, T ;Wρ) маємо

∥y∥2L2(0,T ;Wρ)
=

T∫
0

∫
Ω

y2(x)ρ(x) dxdt+

+

T∫
0

∫
Ω

∣∣∣∣∇y(x) + y(x)

2
∇ ln ρ(x)

∣∣∣∣2
RN

ρ(x) dxdt =

=

T∫
0

∫
Ω

(y
√
ρ)2dxdt+

T∫
0

∫
Ω

∣∣∣∣√ρ∇y + y

2
√
ρ
∇ρ
∣∣∣∣2
RN

dxdt =
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=

T∫
0

∫
Ω

(y
√
ρ)2 dxdt+

T∫
0

∫
Ω

|∇(√ρ y)|2RN dxdt = ∥z∥2L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD)).

Отже, K ⊂ F(Dρ).
Введемо до розгляду

Означення 1. Будемо казати, що ρ : Ω → R є ваговою функцiєю потен-
цiального типу, якщо ρ > 0 м.с. на Ω, ρ ∈ L1(Ω), ρ−1 ∈ L1(Ω), ∇ ln ρ ∈
L2(Ω;RN ) та iснують сталi Ĉ(Ω) > 0, C̃ > 0 i пiдобласть Ω∗ ⊂ Ω така,
що ρ ∈ C1(Ω \ Ω∗), де dist(∂Ω, ∂Ω∗) > δ при деякому δ > 0, i при цьому
виконуються нерiвностi

ρ(x) ≥ σ на Ω \ Ω∗ при деякому σ > 0, (24)

0 < −1

2

∂ ln ρ

∂n
≤ C̃ на ΣN ; (25)

−Ĉ(Ω) ≤ −△ ln ρ(x)− 1

2
|∇ ln ρ|2RN <

2λ∗
|x|2RN

=
(N − 2)2

2|x|2RN

в Ω. (26)

В даному випадку функцiю V (x) = −△ ln ρ(x) − 1
2 |∇ ln ρ|2RN будемо на-

зивати потенцiалом Хардi для вагової функцiї ρ.
Пов’яжемо з нерiвнiстю (19) бiлiнiйну форму

π(·, ·) : L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)× L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)→ R,

що визначається таким чином:

π(y, v) =

T∫
0

∫
Ω

(∇y,∇v)RNρdxdt.

Твердження 2. У випадку, коли ρ : Ω→ R є ваговою функцiєю потенцi-
ального типу, має мiсце спiввiдношення

π(Fz,Fv) = π1(z, v), (27)

де бiлiнiйна форма

π1(·, ·) : L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD))× L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD))→ R

визначається таким чином:

π1(z, v) =

T∫
0

∫
Ω

(∇z,∇v)RNdxdt−
1

2

T∫
0

∫
Ω

V (x)zvdxdt− 1

2

T∫
0

∫
ΓN

∂ ln ρ

∂n
zvdξdt,

(28)
де

V (x) = −△ ln ρ− 1

2
|∇ ln ρ|2RN . (29)
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Доведення. Iз [7] маємо, зокрема, що для z iз деякої щiльної пiдмножини
в просторi W 1,2(Ω; ΓD) елемент z√

ρ ∈W
1,2(Ω; ΓD, ρdx) та ∇y = ∇

(
z√
ρ

)
=

= 1√
ρ

(
∇z − z

2∇ ln ρ
)
. Беручи до уваги цi перетворення, той факт, що для v

та z iз Dρ ⊂ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)) маємо, що

Fz, Fv ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)),

та, враховуючи перетворення (29), будемо мати

π(Fz,Fv) =
T∫
0

∫
Ω

(∇(Fz),∇(Fv))RNρdxdt =

=

T∫
0

∫
Ω

(
∇
(
z
√
ρ

)
,∇
(
v
√
ρ

))
RN

ρdxdt =

=

T∫
0

∫
Ω

(
1
√
ρ
∇z − z

2
√
ρ
∇ ln ρ,

1
√
ρ
∇v − v

2
√
ρ
∇ ln ρ

)
RN

ρdxdt =

=

T∫
0

∫
Ω

(
∇z − z

2
∇ ln ρ,∇v − v

2
∇ ln ρ

)
RN

dxdt =

=

T∫
0

∫
Ω

(∇z,∇v)RNdxdt−
1

2

T∫
0

∫
Ω

(v∇z,∇ ln ρ)RNdxdt−

−1

2

T∫
0

∫
Ω

(∇ ln ρ, z∇v)RNdxdt+
1

4

T∫
0

∫
Ω

(z∇ ln ρ, v∇ ln ρ)RNdxdt =

=

T∫
0

∫
Ω

(∇z,∇v)RNdxdt−
1

2

T∫
0

∫
Ω

(∇(z · v),∇ ln ρ)RNdxdt+

+
1

4

T∫
0

∫
Ω

(z∇ ln ρ, v∇ ln ρ)RNdxdt =

=

T∫
0

∫
Ω

(∇z,∇v)RNdxdt−
1

2

T∫
0

∫
Ω

(
−zv△ ln ρ− 1

2
zv|∇ ln ρ|2RN

)
dxdt−

−1

2

T∫
0

∫
ΓN

∂ ln ρ

∂n
zvdξdt =

T∫
0

∫
Ω

(∇z,∇v)RNdxdt−
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−1

2

T∫
0

∫
Ω

V (x)zv − 1

2

T∫
0

∫
ΓN

∂ ln ρ

∂n
zvdξdt = π1(z, v).

�

Перейдемо у варiацiйнiй нерiвностi (19) до її еквiвалентного опису. Для
цього утворимо

K1 = {η ∈W 1,2(Ω; ΓD)|η =

=
√
ρy,∀y ∈ K ⊂W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)}

та
K1 = {η ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD))|η(t) ∈ K1 м.с.} =

=

{
η ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)) :

η =
√
ρy, ∀y ∈ K ⊂ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))

}
,

якi за побудовою та вихiдними припущеннями є опуклими замкненими
пiдмножинами просторiв W 1,2(Ω; ΓD) та L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)) вiдповiдно.
Крiм того, очевидно, елемент η ∈ K1 успадковує властивостi слiду вздовж
межi областi ∂Ω вiд елементу y ∈ K. Далi, беручи до уваги крайову умо-
ву (11) для y ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)), що має представлення y = z√

ρ ,
будемо мати

∂y

∂nA
=

N∑
i,j=1

ρ
∂

∂xj

(
z
√
ρ

)
cos(n, xi) =

N∑
i,j=1

√
ρ
∂z

∂xj
cos(n, xi)−

−1

2

N∑
i,j=1

√
ρ
∂ ln ρ

∂xj
z cos(n, xi) =

√
ρ
∂z

∂n
− 1

2

√
ρz
∂ ln ρ

∂n
,

де n — одиничний вектор зовнiшньої нормалi до бокової поверхнi ΣN . Та-
ким чином, для нової змiнної z має мiсце крайова умова типу Робiна:

∂z

∂n
− 1

2
z
∂ ln ρ

∂n
≥ u
√
ρ

на ΣN . (30)

Розглянемо задачу оптимального керування

J(p, z) =
1

2
∥z − yad∥2L2(Q) +

1

2
∥p∥2L2(ΣN ) → inf, (31)

T∫
0

∫
Ω

ẇ(w − z)dxdt+
T∫
0

∫
Ω

(∇z,∇w −∇z)RNdxdt− 1
2

T∫
0

∫
Ω

V (x)z(w − z)dxdt−

−1
2

T∫
0

∫
ΓN

∂ ln ρ
∂n z(w − z)dξdt ≥

T∫
0

∫
Ω

f√
ρ(w − z)dxdt+

T∫
0

∫
ΓN

p(w − z)dξdt,

∀w ∈ K1, ẇ ∈ L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD))
∗), w(0, x) = 0,

(32)
p ∈ P∂ , z ∈ K1, (33)

z(0, x) = 0, x ∈ Ω, (34)
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де p = u√
ρ , V (x) = −△ ln ρ− 1

2 |∇ ln ρ|2RN ,

P∂ :=

{
p ∈ L2(ΣN ) :

∥∥∥∥p− u0√
ρ

∥∥∥∥
L2(ΣN )

≤ R

}
.

Регулярнiсть задачi оптимального керування (31)–(34).
Тепер покажемо регулярнiсть задачi (31)–(34), тобто покажемо, що обрав-

ши в якостi вагової функцiї ρ : Ω→ R функцiю потенцiального типу, варiа-
цiйна нерiвнiсть (32) матиме принаймнi один розв’язок при кожному допу-
стимому керуваннi p ∈ P∂ . Для цього скористаємось аналогами вiдомих
результатiв Ж.-Л. Лiонса (див. [4, теорема 8.2, теорема 9.2]), якi стосую-
ться розв’язностi елiптичних та параболiчних варiацiйних нерiвностей.

Твердження 3. Нехай K — опукла замкнена необмежена множина се-
парабельного рефлексивного банахового простору V . Нехай π : V × V → R
— бiлiнiйна форма, для якої виконуються такi умови:

1) умова обмеженостi: ∃L > 0 таке, що |π(u, v)| ≤ L∥u∥V ∥v∥V , ∀u, v ∈
V ;

2) якщо uj → u слабко в V , uj , u ∈ K, i lim supπ(uj , uj − u) ≤ 0, то

lim inf π(uj , uj − v) ≥ π(u, u− v) ∀v ∈ V ; (35)

3) умова коерцитивностi: iснує таке v0 ∈ K, що

⟨π(v, v − v0⟩V
∥v∥V

→∞ при ∥v∥V →∞. (36)

Тодi для заданого f ∈ V ∗ iснує такий елемент u ∈ K, для якого має мiсце
варiацiйна нерiвнiсть

π(u, v − u) ≥ ⟨f, v − u⟩V ∀v ∈ K, (37)

де ⟨·, ·⟩V → R — канонiчне спарювання просторiв V ∗ та V .

Доведення. Нехай BR = {v| v ∈ V, ∥v∥V ≤ R}, KR = K∩BR. Оскiльки мно-
жинаKR опукла, замкнена i обмежена, то за [4, теорема 8.1] з вiдповiдними
змiнами в термiнах бiлiнiйної форми, iснує таке uR ∈ KR, що

π(uR, v − uR) ≥ ⟨f, v − uR⟩V ∀v ∈ KR. (38)

Виберемо R ≥ R0, де R0 таке, що ∥v0∥V ≤ R0. Тодi в (38) можна взяти
v = v0, звiдки в силу (36) випливає, що ∥uR∥V ≤ C. Звiдси та iз умови
1) теореми випливає, що можна вказати таку послiдовнiсть R → ∞, що
uR → u слабко в V та π(uR, v)→ π(u, v). Оскiльки K замкнена, то u ∈ K.

З iншого боку, π(uR, uR − u) ≤ ⟨f, uR − u⟩V , коли R ≥ ∥u∥V , так що
lim supπ(uR, uR − u) ≤ 0, i тому, в силу умови 2) теореми

lim inf π(uR, uR − v) ≥ π(u, u− v), (39)

а оскiльки

π(uR, uR − v) ≤ ⟨f, uR − v⟩V → ⟨f, u− v⟩V ∀v ∈ K,
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то iз (39) маємо, що

π(u, u− v) ≤ ⟨f, u− v⟩V ∀v ∈ K.
�

Твердження 4. Нехай V — рефлексивний банахiв простiр, H — гiльбер-
тiв простiр, причому V ⊂ H ⊂ V∗, K — замкнена опукла множина в V.
Нехай Λ — такий оператор, що

−Λ — iнфiнiтезимальний породжуючий оператор напiвгрупи
s 7→ G(s) в V,H,V∗, що є стискаючою напiвгрупою в H. (40)

Нехай бiлiнiйна форма π1 : V × V → R така, що для неї виконуються
умови 1), 2) та 3) з v0 ∈ K ∩ D(Λ;V∗) = {v| v ∈ K, v̇ ∈ V∗, v(0) = 0}
твердження 3 (див. [4] щодо визначення простору D(Λ;V∗)).

Нехай для Λ i K виконуються “умови узгодженостi”: ∀v ∈ K iснує деяка
”регуляризуюча” послiдовнiсть vj, що задовольняє умови:

(i) vj ∈ K ∩D(Λ;V∗),
(ii) vj → v в V, j →∞,
(iii) lim

j→∞
⟨Λvj , vj − v⟩V ≤ 0.

(41)

Тодi ∀f1 ∈ V∗ iснує розв’язок u ∈ K варiацiйної еволюцiйної нерiвностi

⟨Λv, v − u⟩V + π1(u, v − u) ≥ ⟨f1, v − u⟩V ∀v ∈ K ∩D(Λ;V∗). (42)

Доведення. 1) Спочатку зведемо нерiвнiсть

⟨Λu, v − u⟩V + π1(u, v − u) ≥ ⟨f1, v − u⟩V , v ∈ K
до елiптичної нерiвностi, замiнивши оператор Λ вiдповiдним рiзницевим
спiввiдношенням, описаним в [4]. Тобто доведемо, що iснує uh ∈ K — розв’я-
зок варiацiйної нерiвностi⟨

I −G(h)
h

uh, v − uh
⟩

V
+ π1(uh, v − uh) ≥ ⟨f1, v − uh⟩V , v ∈ K. (43)

Розглянемо бiлiнiйну форму π2 : V×V → R, що визначається таким чином:

π2(v, w) = π1(v, w) +

⟨
I −G(h)

h
v,w

⟩
V
, v, w ∈ V.

В силу виконання умов твердження 3 для π1 та властивостей рiзницевого
оператора, будемо мати, що π2 також задовольняє умови теореми 3. Тому
iснує розв’язок uh ∈ K нерiвностi (43).

2) Iз коерцитивностi π2 випливає, що uh → u слабко в V, а iз умови обме-
женостi для π1 одержуємо, що з точнiстю до пiдпослiдовностi π1(uh, v) →
π1(u, v). Iз (43) маємо, що⟨

I −G(h)
h

v, v − uh
⟩

V
+ π1(uh, v − uh) ≥ ⟨f1, v − uh⟩V , v ∈ K. (44)

Взявши v ∈ V ∩D(Λ;V∗), будемо мати:

lim supπ1(uh, uh) ≤ ⟨Λv, v − u⟩V + π1(u, v)− ⟨f1, v − u⟩V ,
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звiдки

lim sup
h→0

π1(uh, uh − u) ≤ π1(u, v − u)− ⟨f1, v − u⟩V + ⟨Λv, v − u⟩V
∀v ∈ K ∩D(Λ;V∗).

(45)

З iншого боку, взявши до уваги умови узгодженостi (41), будемо мати:

inf
v∈K∩D(Λ;V∗)

[π1(u, v − u)− ⟨f1, v − u⟩V + ⟨Λv, v − u⟩V ] ≤

≤ lim inf[π1(u, uj − u)− ⟨f1, uj − u⟩V + ⟨Λuj , uj − u⟩V ] ≤ 0.

Далi iз (45) випливає, що

lim sup
h→0

π1(uh, uh − u) ≤ 0. (46)

Оскiльки для бiлiнiйної форми π1 виконується умова 2) твердження 3, то
одержимо

lim inf
h→0

π1(uh, uh − v) ≥ π1(u, u− v) ∀v ∈ K. (47)

Проте, в силу (44), маємо

lim sup
h→0

π1(uh, uh − v) ≤

≤ ⟨Λv, v − u⟩V − ⟨f1, v − u⟩V ∀v ∈ K ∩D(Λ;V∗).
(48)

Iз (47) та (48) одержимо, що u задовольняє (42). �

По аналогiї з [4, теорема 9.4] можемо одержати

Твердження 5. Якщо в умовах твердження 4 ∀u, v ∈ K виконується

π1(u− v, u− v) ≤ 0⇒ u = v, (49)

то варiацiйна еволюцiйна нерiвнiсть (42) має єдиний розв’язок.

Встановимо такий результат.

Теорема 1. Нехай ρ : Ω → R+ є ваговою функцiєю потенцiального ти-
пу. Тодi при заданих f ∈ L2(0, T ;L2(Ω, ρ−1dx)) та p ∈ P∂ варiацiйна
нерiвнiсть (32) має єдиний розв’язок z = z(p, f) ∈ K1 такий, що z ∈
L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)).

Доведення. Покладемо

V =

{
w ∈W 1,2(Ω; ΓD) :

∫
Ω

[
|∇w|2RN −

1

2
V (x)w2

]
dx < +∞

}
, H = L2(Ω),

i покажемо, що в цьому випадку для нерiвностi (32) виконуються всi пе-
редумови твердження 5. Залучаючи мiркування з доведення теореми 3.2 iз
[1], будемо мати, що V =W 1,2(Ω; ΓD). Тому, поклавши

V = L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)),

в силу теореми Релiха-Кондрашова, будемо мати наступнi компактнi вкла-
дення:

L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)) ⊂ L2(0, T ;L2(Ω)) ⊂ L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD))
∗).
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За множину K iз твердження 5 можемо взяти множину K1, описану вище.
Вона задовольняє умови даного твердження.

Далi, згiдно твердження 2 маємо, що з нерiвнiстю (32) можна пов’язати
бiлiнiйну форму π1, визначену за правилом:

π1(z, w) =
T∫
0

∫
Ω

(∇z,∇w)RN dxdt−

−1
2

T∫
0

∫
Ω

zV (x)wdxdt− 1
2

T∫
0

∫
ΓN

∂ ln ρ
∂n zwdξdt ∀w ∈ K1.

(50)

Тодi, беручи до уваги спiввiдношення (24)–(26), теорему про слiди та не-
рiвнiсть Хардi-Пуанкаре, отримуємо: iснують C1, C2 > 0 такi, що:

|π1(z, w)| ≤ (1 + C1)∥z∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD))∥w∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD)), (51)

π1(z − w, z − w) ≥
T∫
0

∫
Ω

(∇(z − w))2RNdxdt−

−1
2

T∫
0

∫
Ω

V (x)(z − w)2dxdt− 1
2

T∫
0

∫
ΓN

∂ ln ρ
∂n (z − w)2dξdt ≥

≥ C2∥z − w∥2L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD)) > 0, ∀z ̸= w.

(52)

Отже, бiлiнiйна форма π1 : V × V → R є обмеженою та задовольняє умову
(49), а тому вона задовольняє умови 1) та 2) твердження 3. Крiм цього,
π1 : V × V → R є коерцитивною в сенсi

π1(z, z)

∥z∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD))
→ +∞, ∥z∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD)) →∞.

Для довiльного елемента w0 ∈ K1 ∩ D(Λ,V∗) згiдно (52) та оцiнки (51),
маємо

π1(z, z − w0) = π1(z, z)− π1(z, w0) ≥
≥ C2∥z∥2L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD)) − |π1(z, w0)| ≥

≥ C2∥z∥2L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD)) − (1 + C1)∥w0∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD))∥z∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD)).

Отже,
π1(z, z − w0)

∥z∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD))
→ +∞, ∥z∥L2(0,T ;W 1,2(Ω:ΓD)) →∞,

звiдки маємо виконання умови 3) твердження 3.
У випадку, коли Λ = d

dt , V = L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)), H = L2(0, T ;L2(Ω)),
K = K1, виконуються умови (40) та (41) (див. [4, приклад 9.2 та теорема
9.1]).

Оскiльки умова f ∈ L2(0, T ;L2(Ω, ρ−1dx)) гарантує належнiсть елемента
f√
ρ простору L2(0, T ;L2(Ω)), а умова u ∈ L2(0, T ;L2(ΓN , ρ

−1dξ)) гарантує,
що u√

ρ ∈ L
2(0, T ;L2(ΓN ) ∈ L2(0, T ;L2(∂Ω)), а простiр L2(0, T ;L2(Ω)) ком-

пактно вкладається в простiр L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD))
∗) та вкладення

L2(0, T ;L2(∂Ω)) ⊂ L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD))
∗)
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є щiльним, то f1, що задається таким чином:

⟨f1, v⟩L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD)) =

T∫
0

∫
Ω

fvdxdt+

T∫
0

∫
ΓN

uvdξdt, v ∈ K1,

визначене в L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD))
∗). Тому виконуються всi передумови твер-

дження 5. Отже, варiацiйна задача (32) має єдиний розв’язок z ∈ K1 при
кожному фiксованому допустимому керуваннi p ∈ P∂ . �

Еквiвалентнiсть задач (18)–(21) та (31)–(34)
Далi введемо до розгляду множини

Ξ1 = {(u, y) ∈ L2(0, T ;L2(ΓN , ρ
−1dξ))× L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))|

u та y пов’язанi спiввiдношеннями (19)− (21)}

та

Ξ2 = {(p, z) ∈ L2(0, T ;L2(ΓN ))× L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD))|
p та z пов’язанi спiввiдношеннями 32− (34)}

якi надалi будемо називати множинами допустимих розв’язкiв задач опти-
мального керування (18)–(21) та (31)–(34) вiдповiдно.

Означення 2. Будемо казати, що пари функцiй (u0, y0) ∈ Ξ1 та (p0, z0) ∈
Ξ2 є оптимальними розв’язками задач (18)–(21) та (31)–(34) вiдповiдно,
якщо

inf
(u,y)∈Ξ1

I(u, y) = I(u0, y0), inf
(p,z)∈Ξ2

J(p, z) = J(p0, z0).

Доведемо, що задачi оптимального керування (18)–(21) та (31)–(34) є в
певному сенсi еквiвалентними. Вiдтак, з регулярностi задачi (31)–(34), буде
випливати регулярнiсть задачi (18)–(21).

Теорема 2. Нехай ρ : Ω→ R+ є ваговою функцiєю потенцiального типу.
Нехай f ∈ L2(0, T ;L2(Ω, ρ−1dx)), yad ∈ L2(Q) є заданими функцiями. Тодi
допустима пара (p0, z0) ∈ Ξ2 є оптимальною в задачi (31)–(34) в тому i
тiльки в тому випадку, коли

(u0, y0) :=

(
√
ρp0,

z0
√
ρ

)
(53)

є розв’язком вихiдної задачi оптимального керування (18)–(19) на множи-
нi Ξ1. При цьому має мiсце рiвнiсть

inf
(p,z)∈Ξ2

J(p, z) = J(p0, w0) = I(u0, y0) = inf
(u,y)∈Ξ1

I(u, y). (54)

Доведення. Iз твердження 1 маємо, що для довiльного v ∈ K iснує елемент
w ∈ K1 такий, що v = Fw := w√

ρ . В силу твердження 2 маємо, що

π(y, v) = π1(z, w).
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Тодi
T∫
0

∫
Ω

v̇(v − y)ρdxdt =
T∫
0

∫
Ω

ẇ
√
ρ

(
w
√
ρ
− z
√
ρ

)
ρdxdt =

T∫
0

∫
Ω

ẇ(w − z)dxdt;

T∫
0

∫
Ω

f(v − y)dxdt =
T∫
0

∫
Ω

f

(
w
√
ρ
− z
√
ρ

)
dxdt =

T∫
0

∫
Ω

f
√
ρ
(w − z)dxdt,

T∫
0

∫
ΓN

u(v − y)dξdt =
T∫
0

∫
ΓN

u

(
w
√
ρ
− z
√
ρ

)
dxdt =

T∫
0

∫
ΓN

u
√
ρ
(w − z)dxdt.

Таким чином, приходимо до висновку, що y ∈ K є розв’язком варiацiйної
нерiвностi (19) тодi й лише тодi, коли z = √ρy ∈ K1 є розв’язком варiацiйної
нерiвностi (32).

Отже, розв’язки варiацiйних нерiвностей (19) та (32) пов’язанi спiввiдно-
шенням y = z√

ρ . Тепер означимо в просторi L2(0, T ;L2(ΓN , ρ
−1 dξ)) вiдобра-

ження G за правилом G(u) =
(
u√
ρ

)
i покажемо, що воно iзометрично вiд-

ображає простiр L2(0, T ;L2(ΓN , ρ
−1 dξ)) на простiр L2(0, T ;L2(ΓN )). Для

довiльного керування u ∈ L2(0, T ;L2(ΓN , ρ
−1 dξ)) маємо p = G(u), де

∥u∥2L2(0,T ;L2(ΓN ,ρ−1 dξ)) =

T∫
0

∫
ΓN

u2

ρ
dξdt =

T∫
0

∫
ΓN

p2dξdt = ∥p∥2L2(0,T ;L2(ΓN )),

Бiльше того, умова (33) гарантує еквiвалентнiсть тверджень:

u ∈ U∂ ⇔ p =
u
√
ρ
∈ P∂ .

Таким чином, (u, y) ∈ Ξ1 ⇔ (p, z) ∈ Ξ2.
Доведемо рiвнiсть (18) та (31) на вiдповiдних допустимих парах:

I(u, y) =
1

2

∥∥∥∥y − yad√
ρ

∥∥∥∥2
L2(0,T ;L2(Ω))

+
1

2
∥u∥2L2(0,T ;L2(ΓN ;ρ−1dξ) =

=
1

2
∥√ρy − yad∥2L2(0,T ;L2(Ω)) +

1

2
∥p∥2L2(0,T ;L2(ΓN )) = J(p, z),

що i гарантує виконання умови (54). �

4. Розв’язнiсть оптимiзацiйної задачi

Теорема 3. Нехай ρ : Ω→ R+ є ваговою функцiєю потенцiального типу.
Нехай f ∈ L2(0, T ;L2(Ω, ρ−1dx)), yad ∈ L2(Q) є заданими функцiями. Тодi
задача оптимального керування (18)–(21) має єдиний розв’язок (u0, y0) в
просторi L2(0, T ;L2(ΓN , ρ

−1dξ))× L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD, ρ dx)).
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Доведення. В силу теореми 2 задачi (18)–(21) та (31)–(34) є еквiвалентни-
ми. Тому для однозначної розв’язностi задачi (18)–(21) достатньо показати,
що задача (31)–(34) має єдиний розв’язок. Спочатку покажемо, що має мi-
сце неперервна залежнiсть розв’язку z вiд керування p в певному сенсi, а
саме покажемо, що вiдображення p 7→ z(p) простору L2(0, T ;L2(ΓN , ρ

−1dξ))
в L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)) є слабко неперервним. Дiйсно, нехай {pk}k∈N ⊂ P∂
— слабко збiжна послiдовнiсть керувань (iснування слабко збiжної послi-
довностi випливає iз компактностi множини P∂ в L2(ΣN )). Покажемо, що
вiдповiдна послiдовнiсть розв’язкiв {zk = z(pk)}k∈N нерiвностi (32) є обме-
женою, а вiдтак i слабко збiжною, в просторi L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)). Припу-
стимо вiд супротивного, що iснує {zkn}n∈N ⊂ {zk}k∈N, така що
∥zkn∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD)) → ∞ при n → ∞. Нагадаємо, що диференцiальний
оператор Λ = d

dt ми можемо наблизити рiзницевим оператором I−G(h)
h . В

силу умови 3) твердження 3 для π1 та властивостей оператора I−G(h)
h , ма-

ємо:

+∞←

T∫
0

∫
Ω

ẇ(zkn − w)dxdt

∥zkn∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD))
+

π1(zkn , zkn − v0)
∥zkn∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD))

≤

≤

T∫
0

∫
Ω

f/
√
ρ(zkn − v0)dxdt+

T∫
0

∫
ΓN

pkn(zkn − v0)dxdt

∥zkn∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD))
≤

≤
(
∥f/√ρ∥L2(0,T ;L2(Ω)) + ∥pkn∥L2(0,T ;L2(ΓN ))

)
∥zkn − v0∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD))

∥zkn∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD))
≤

≤
(
∥f/√ρ∥L2(0,T ;L2(Ω))+∥pkn∥L2(0,T ;L2(ΓN ))

)(
1+
∥v0∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD))

∥zkn∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD))

)
≤C,

для довiльного фiксованого елементу

v0 ∈ K1 ∩D(Λ;L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))
∗)),

оскiльки P∂ є компактною множиною простору L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))
∗).

Отже, приходимо до протирiччя. Далi, з обмеженостi послiдовностi
{zk = z(pk)}k∈N ⊂ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)) випливає її слабка збiжнiсть (з то-
чнiстю до пiдпослiдовностi) до деякого елементу z∗ ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)).

Нехай zk → z∗ слабко в L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)). Оскiльки множнина K1 є
замкненою i опуклою, то, за теоремою Мазура, вона є слабко замкненою.
Отже, z∗ ∈ K1. Покажемо, що (p, z∗) ∈ Ξ2, тобто z∗ = w(p), а отже, множи-
на Ξ2 є замкненою вiдносно топологiї слабкої збiжностi в L2(0, T ;L2(ΓN ))×
×L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)). Для цього перейдемо до границi у наступному спiв-
вiдношеннi:

T∫
0

∫
Ω

ẇ(zk − w)dxdt+ π1(zkn , zkn − w) ≤
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≤
T∫
0

∫
Ω

f
√
ρ
(zk − w)dxdt+

T∫
0

∫
ΓN

pk(zk − w)dξdt ∀w ∈ K1

i скористаємось компактнiстю вкладення

L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)) ⊂ L2(0, T ;L2(Ω))

та властивiстю напiвнеперервностi норми в L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)) вiдносно
слабкої збiжностi. В результатi будемо мати
T∫
0

∫
Ω

ẇ(z∗−w)dxdt+π1(z∗, z∗−w)=
T∫
0

∫
Ω

ẇ(z∗−w)dxdt+π1(z∗, z∗)−π1(z∗, w)=

=

T∫
0

∫
Ω

ẇ(z∗ − w)dxdt+ ∥z∗∥2L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD)) −
1

2

T∫
0

∫
ΓN

∂ ln ρ

∂n
(z∗)2dξdt−

−
T∫
0

∫
Ω

(∇z∗,∇w)RNdxdt+
1

2

T∫
0

∫
Ω

V (x)z∗wdxdt+
1

2

T∫
0

∫
ΓN

∂ ln ρ

∂n
z∗wdξdt ≤

≤
T∫
0

∫
Ω

ẇ(z∗ − w)dxdt+ (1 + C̃) lim
k→∞

∥zk∥2L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD))−

− lim
k→∞

 T∫
0

∫
Ω

(∇zk,∇w)RNdxdt−
1

2

T∫
0

∫
Ω

V (x)zkwdxdt

−
− lim
n→∞

1

2

T∫
0

∫
ΓN

∂ ln ρ

∂n
zkwdξdt

 ≤
≤ lim

k→∞

 T∫
0

∫
Ω

ẇ(zk − w)dxdt+ π1(zk, zk − w)

 ≤
≤ lim

k→∞

 T∫
0

∫
Ω

f
√
ρ
(zk − w)dxdt+

T∫
0

∫
ΓN

pk(zk − w)dxdt

 =

=

 T∫
0

∫
Ω

f
√
ρ
(z∗ − w)dxdt+

T∫
0

∫
ΓN

p(z∗ − w)dxdt

 ,

∀w ∈ K1, ẇ ∈ L2(0, T ; (W 1,2(Ω))∗), w(0) = 0. Отже, (p, w∗) ∈ Ξ2 i тим самим
доведено слабку неперервнiсть вiдображення p 7→ z(p).

Вiдмiтимо, що функцiонал якостi (31) — строго опуклий, обмежений зни-
зу, коерцитивний та напiвнеперервний знизу на

L2(0, T ;L2(ΓN ))× L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)).
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Отже, за теоремою 1.1 та 1.2 iз [5] iснує єдина пара

(p0, z0) ∈ L2(0, T ;L2(ΓN ))× L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD))

така, що (p0, z0) ∈ Ξ2 i J(p0, z0) = inf
(p,w)∈Ξ2

, тобто (p0, z0) є оптимальною

парою для задачi (31)–(34). Таким чином, за теоремою 2, пара

(u0, y0) :=

(
√
ρp,

z
√
ρ

)
є єдиним оптимальним розв’язком для задачi (18)–(21), що i потрiбно було
встановити. �
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ТРАНСПОРТНАЯ ЗАДАЧА С НЕЧЕТКИМИ
МНОЖЕСТВАМИ ПОСТАВЩИКОВ И ПОТРЕБИТЕЛЕЙ

С. О. Мащенко, Аль-Саммарраи Мохаммед Саад Ибрахим

Резюме. Предлагается метод решения транспортной задачи с
нечеткими множествами поставщиков и потребителей. Построе-
на функция принадлежности нечеткого множества типа 2, кото-
рое является множеством ее допустимых решений. Исследованы
свойства этого множества и рассмотрены задачи выбора рацио-
нальных решений.

Введение

Классическая транспортная задача (ТЗ) представляет собой задачу ли-
нейного программирования специального вида, которая возникает во мно-
гих важных приложениях. В естественной интерпретации она рассматри-
вается как задача об оптимальном плане перевозок от поставщиков к по-
требителям с минимальными затратами. Известны многочисленные обоб-
щения транспортной задачи, которые широко используются на практике:
многокритериальная ТЗ, в которой наряду с минимизацией затрат мо-
гут оптимизироваться другие показатели (время перевозки, надежность
и т.д.) [1]; многоуровневая иерархическая ТЗ [2]; многопродуктовая ТЗ, в
которой присутствует несколько видов грузов [2]; нечеткая ТЗ, в которой
могут быть нечетко заданы как различные параметры задачи (удельные
затраты, объемы запасов и потребностей), так и ограничения (например,
в виде нечетких неравенств) [3]. В данной работе будет рассматриваться
обобщение ТЗ на случай нечетких множеств поставщиков и потребителей.

1. Постановка транспортной задачи с нечеткими
множествами поставщиков и потребителей

Сначала приведем классическую четкую постановку ТЗ. Предположим,
что однородный груз сосредоточен у m поставщиков в объемах a1, . . . , am.
Обозначим M = {1, . . . ,m} — универсальное множество поставщиков. Дан-
ный груз необходимо доставить n потребителям в объемах b1, . . . , bn. Обо-
значим N = {1, . . . , n} — универсальное множество потребителей. Изве-
стны cij > 0, i ∈ M, j ∈ N — затраты на перевозку единицы груза
от каждого i-го поставщика каждому j-у потребителю. Требуется соста-
вить план перевозок с минимальными суммарными затратами. Обозначим
xij ≥ 0, i ∈M, j ∈ N — объемы перевозок от i-го поставщика каждому j-у
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потребителю. Тогда целевая функция задачи примет вид:∑
i∈M

∑
j∈N

cijxij → min .

В общем случае (так называемая несбалансированная ТЗ) система огра-
ничений задачи состоит из двух групп неравенств. Первая группа из m
неравенств описывает условие того, что объемы перевозок не превышают
запасы всех m поставщиков и имеет вид:∑

j∈N
xij ≤ ai, i ∈M.

Вторая группа из n неравенств выражает требование удовлетворить за-
просы всех n потребителей и имеет вид:∑

i∈M
xij ≥ bj , j ∈ N.

Предположим, что лицо, принимающее решение (ЛПР), не может четко
сказать, какие поставщики и потребители на момент принятия решения в
действительности готовы работать, а может лишь задать функции прина-
длежности:

– µ(i), i ∈ M, нечеткого множества индексов M̃ ⊆ M поставщиков, на-
меренных отпускать грузы;

– η(j), j ∈ N, нечеткого множества индексов Ñ ⊆ N потребителей, гото-
вых получать грузы.

Тогда возникает ТЗ с нечеткими множествами поставщиков и потреби-
телей в следующей постановке:∑

i∈M

∑
j∈N

cijxij → min; (1)

∑
j∈N

xij ≤ ai, i ∈M ; xij ≥ 0, i ∈M, j ∈ N ; (2)

∑
j∈N

xij > 0, i ∈ M̃ ; (3)

∑
i∈M

xij ≥ bj , j ∈ Ñ , (4)

где нечеткое множество M̃ ограничений (3) отвечает ненулевым объемам
поставок тех поставщиков, которые намерены отпускать грузы, а нечеткое
множество Ñ ограничений (4) отвечает требованию удовлетворить запросы
потребителей, готовых получать грузы.

Объясним подробнее смысл модели (1)–(4). Действительно, если для не-
которого поставщика i ∈ M соответствующее условие (3) не выполняется
(т.е.

∑
j∈N

xij ≤ 0) cо степенью принадлежности 1−µ(i), то из (2) следует, что

объемы перевозок xij = 0 ∀j ∈ N с такой же степенью принадлежности.
Таким образом, объемы перевозок грузов от поставщика i ∈M различным
потребителям будут ненулевыми cо степенью принадлежности µ(i) тогда и
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только тогда, когда выполняется неравенство
∑
j∈N

xij > 0 с такой же сте-

пенью принадлежности. Аналогично для потребителей. Предположим, что
для некоторого потребителя j ∈ N не выполняется соответствующее усло-
вие (3) (т.е.

∑
i∈M

xij < bj ) cо степенью принадлежности 1−η(i), тогда в силу

того, что коэффициенты целевой функции (1) положительны, очевидно,
что в оптимальном решении x∗ задачи (1)–(2) при условии

∑
i∈M

xij < bj мы

получим значения объемов перевозок x∗ij = 0 ∀i ∈ M с такой же степенью
принадлежности. Таким образом, объемы перевозок грузов к потребителю
j ∈ N от всех поставщиков будут ненулевыми cо степенью принадлежно-
сти η(i) тогда и только тогда, когда выполняется неравенство

∑
i∈M

xij ≥ bj

с такой же степенью принадлежности.
Обозначим X — множество допустимых решений системы неравенств

(2), которое далее будем называть универсальным множеством решений
ТЗ (1)–(4) с нечеткими множествами поставщиков и потребителей;

Fi =

{
x ∈ X

∣∣ ∑
j∈N

xij > 0

}
— множество допустимых решений из универ-

сального множестваX, удовлетворяющих ограничению вида (3) с индексом

i ∈ M, а Hj =

{
x ∈ X

∣∣ ∑
i∈M

xij ≤ bj
}

— аналогичное множество для огра-

ничения j ∈ N вида (4). Тогда задача (1)–(4) может быть представлена в
виде: ∑

i∈M

∑
j∈N

cijxij → min, x ∈ D̃ = F̃
∩
H̃,

где
– F̃ =

∩
i∈M

Fi — множество допустимых решений системы (2), (3),

представляющее собой пересечение нечеткого множества M̃ четких
множеств Fi, i ∈M ;

– H̃ =
∩
j∈N

Hj — множество допустимых решений системы (2), (4),

которое представляет собой пересечение нечеткого множества Ñ
четких множеств Hj , j ∈ N ;

– D̃ = F̃
∩
H̃ — множество допустимых решений системы (2)–(4).

Определим понятие пересечения нечеткого множества четких множеств
в соответствии с подходом, который был предложен в [4].

2. Пересечение нечеткого множества четких множеств
Пусть Gk, k ∈ K — некоторая конечная совокупность четких множеств,

которые являются подмножествами некоторого универсального множества
G. Пусть K̃ — некоторое нечеткое подмножество множества индексов K с
функцией принадлежности σ(k), k ∈ K.

На универсальном множестве G для каждого k ∈ K определим функцию
принадлежности (характеристическую функцию) четкого множества Gk
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следующим образом:

φk(x) =

{
1, x ∈ Gk,
0, x /∈ Gk.

Рассмотрим теперь пересечение G̃ =
∩
k∈K

Gk нечеткого множества K̃ че-

тких множеств Gk, k ∈ K. Естественное обобщение классической операции
пересечения приводит к тому, что множество G̃ будет задаваться функцией
принадлежности

y(x) = min
k∈K

φk(x), x ∈ G. (5)

Вполне понятно, что значение функции принадлежности y(x) для ка-
ждого фиксированного x ∈ G будет определяться как значение целевой
функции задачи нечеткого математического программирования:

y = min
k∈K

φk. (6)

Задачи нечеткого математического программирования достаточно хоро-
шо изучены. Согласно [5] решением задачи (6) называется нечеткое мно-
жество K̃∗, носителем которого будет множество оптимальных по Парето
альтернатив (обозначим его KPO ) двухкритериальной задачи дискретной
оптимизации:

φk → min, σ(k)→ max, k ∈ K. (7)

Функцией принадлежности σ̃ нечеткого множества K̃∗ будет сужение
функции принадлежности σ(k), k ∈ K с универсального множества инде-
ксов K на множество KPO ⊆ K. Иными словами, эта функция принадле-
жности будет иметь вид:

σ̃(k) =

{
σ(k), k ∈ KPO,

0, k /∈ KPO.

Множеству решений задачи (6), которым является нечеткое множество
K̃∗ с функцией принадлежности σ̃(k), k ∈ K, согласно [5] соответствует не-
четкое множество Ψ ⊆ {0, 1} оптимальных значений целевой функции этой
задачи с функцией принадлежности ψ : {0, 1} → [0, 1], ψ(y) = max

φ(k)=y
σ̃(k),

y ∈ {0, 1}. Следует отметить, что универсальным множеством нечеткого
множества Ψ оптимальных значений целевой функции задачи (6) будет
множество {0, 1}, состоящее из двух элементов y = 0 и y = 1. Это объя-
сняется тем, что переменная y может принимать значения, равные только
значениям φk(x), k ∈ K, которые в свою очередь при любом фиксирован-
ном x ∈ G могут быть равны или 0, или 1.

Таким образом, для каждого фиксированного x ∈ G значения y(x) фун-
кции принадлежности (5) нечеткого множества G̃ =

∩
k∈K

Gk образуют та-

кже нечеткое подмножество Ψ универсального множества Y = {0, 1}.Отсю-
да следует, что нечеткое множество G̃ представляет собой так называемое
[4] нечеткое множество типа 2.
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Согласно [4] формализуем понятие пересечения G̃ =
∩
k∈K

Gk нечеткого

множества K̃ четких множеств Gk, k ∈ K.
Для произвольного x ∈ G рассмотрим отношение доминирования, кото-

рое порождается функциями φk(x) и σ(k) на множестве индексов K.
Будем говорить, что индекс i ∈ K доминирует индекс j ∈ K для решения

x ∈ G и обозначать это i
x
≻ j, если справедливы такие неравенства:

φi(x) ≤ φj(x), σ(i) ≥ σ(j) и хотя бы одно из них строгое.
Это понятие позволяет определить множество оптимальных по Парето

альтернатив двухкритериальной задачи (7), которое будет носителем нече-
ткого множества решений задачи (6). Для x ∈ G обозначим этот носитель

KPO(x) =

{
k ∈ K

∣∣j x
� k, ∀j ∈ K

}
.

Для произвольных x ∈ X, k ∈ K определим функцию принадлежности
нечеткого множества решений задачи (7):

σ̃(x, k) =

{
σ(k), k ∈ KPO(x),

0, k /∈ KPO(x).

Пересечением нечеткого множества K̃ четких множеств Gk, k ∈ K бу-
дем называть G̃ =

∩
k∈K

Gk — нечеткое множество типа 2, которое задается

тройками (x, ψ(x, y)), где
– ψ : X × Y → [0, 1] — нечеткое отображение, выполняющее роль

нечеткой функции принадлежности и заданное функцией прина-
длежности:

ψ(x, y) =

{
max
k∈K
{σ̃(x, k)|φk(x) = y}, ∃k ∈ K : φk(x) = y;

0, φk(x) ̸= y ∀k ∈ K;

– x — элемент универсального множества G;
– y — элемент универсального множества Y = {0, 1} значений фун-

кции принадлежности ψ(x, y) нечеткого множества G̃ типа 2.
Значения функции принадлежности ψ(x, y) для фиксированного x0 ∈ G

образуют нечеткое подмножество ΨY

(
x0
)

множества Y = {0, 1} с функци-
ей принадлежности ψ

(
x0, y

)
, y ∈ {0, 1}. Значение ψ

(
x0, 1

)
можно пони-

мать как степень принадлежности решения x0 ∈ G множеству G̃. Соответ-
ственно значение ψ

(
x0, 0

)
имеет смысл степени отсутствия принадлежно-

сти x0 ∈ G множеству G̃.
С другой стороны, если в функции принадлежности ψ(x, y) зафиксиро-

вать y = 1, то мы получим нечеткое множество решений x ∈ G, принадле-
жащих множеству G̃, с функцией принадлежности ψ(x, 1). Обозначим это
множество ΨG(1). Аналогично для фиксированного значения y = 0 полу-
чим нечеткое множество альтернатив x ∈ G, не принадлежащих множеству
G̃, с функцией принадлежности ψ(x, 0). Обозначим его ΨG(0). Интересно,
что в общем случае ΨG(0) ̸= ΨG(1), и, соответственно, ψ(x, 0) ̸= 1−ψ(x, 1).
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Поэтому, как ΨG(0), так и ΨG(1) представляют собой нечеткие множества
сечений соответственно при y = 0 и y = 1 нечеткого множества G̃ типа 2 и
являются его неотъемлемыми составляющими.

Упростить построение функции принадлежности ψ(x, y) позволяет та-
кая Теорема 1 [4]. Пусть Gk, k ∈ K — четкие множества, которые
заданы на универсальном множестве G соответствующими характери-
стическими функциями φk(x), x ∈ G, k ∈ K; σ(k), k ∈ K — функция
принадлежности нечеткого множества K̃. Для того, чтобы нечеткое
множество G̃ типа 2, которое задано функцией принадлежности ψ(x, y),
x ∈ G, y ∈ {0, 1}, было пересечением нечеткого множества K̃ четких
множеств Gk, k ∈ K, т.е. G̃ =

∩
k∈K

Gk, необходимо и достаточно, чтобы

для x ∈ G

ψ(x, 0) =

 max
φk(x)=0

σ(k), ∃k ∈ K φk(x) = 0,

0, φk(x) = 1 ∀k ∈ K;

ψ(x, 1) =

max
k∈K

σ(k), φk(x) = 1 ∀k ∈ Argmax
j∈K

σ(j),

0, ∃i ∈ Argmax
j∈K

σ(j) φk(x) = 0.

3. Нечеткое множество типа 2 допустимых решений ТЗ с
нечеткими множествами поставщиков и потребителей

Из теоремы 1 следует, что множество D̃ = F̃
∩
H̃ допустимых решений

системы (2)–(4) представляет собой пересечение нечетких множеств типа
2 F̃ и H̃.

Пересечение F̃ =
∩
i∈M

Fi является множеством допустимых решений не-

равенств (3), которое задается функцией принадлежности ψF̃ (x, y), y ∈
{0, 1}, где

ψF̃ (x, 0) =


max
i∈M

{
µ(i)

∣∣ ∑
j∈N

xij ≤ 0

}
, ∃i ∈M

∑
j∈N

xij ≤ 0,

0, ∀i ∈M
∑
j∈N

xij > 0
(8)

— достоверность недопустимости решения x для неравенств (3);

ψF̃ (x, 1) =


max
i∈M

µ(i), ∀i ∈ Argmax
i∈M

µ(i)
∑
j∈N

xij > 0,

0, ∃i ∈ Argmax
i∈M

µ(i)
∑
j∈N

xij ≤ 0
(9)

— достоверность его допустимости.
Поскольку неравенства (3) описывают множество планов перевоза гру-

зов, в которых все поставщики принимают ненулевое участие, то величину
ψF̃ (x, 0) можно интерпретировать как достоверность неучастия всех по-
ставщиков в плане x перевоза грузов, а ψF̃ (x, 1) можно понимать как до-
стоверность их участия.
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Нечеткое множество типа 2 H̃ =
∩
j∈N

Hj является множеством допусти-

мых решений неравенств (4), которое задается функцией принадлежности
ψH̃(x, y), y ∈ {0, 1}, где

ψH̃(x, 0) =


max
i∈M

{
η(j)

∣∣ ∑
i∈M

xij ≤ bj
}
, ∃j ∈ N

∑
i∈M

xij ≤ bj ,

0, ∀j ∈ N
∑
i∈M

xij ≥ bj
(10)

— достоверность недопустимости решения x для неравенств (4);

ψH̃(x, 1) =


max
j∈N

η(j), ∀j ∈ Argmax
j∈N

η(j)
∑
i∈M

xij ≥ bj ,

0, ∃j ∈ Argmax
j∈N

η(j)
∑
i∈M

xij < bj
(11)

— достоверность его допустимости.
Поскольку неравенства (4) описывают множество планов перевоза гру-

зов, в которых все потребители принимают ненулевое участие, то вели-
чину ψH̃(x, 0) можно интерпретировать как достоверность неучастия всех
потребителей в плане x перевоза грузов, а ψH̃(x, 1) можно понимать как
достоверность их участия.

Из (8)–(11) следует, что множество D̃ = F̃
∩
H̃ допустимых решений

системы (2)–(4) представляет собой нечеткое множество типа 2. Обозначим
его функцию принадлежности ψD̃(x, y), y ∈ {0, 1}. Используя операцию
пересечения нечетких множеств типа 2, получим
ψD̃(x, y) = max

ν,ω∈{0,1}
y=min{ν,ω}

min
{
ψF̃ (x, ν), ψH̃(x, ω)

}
. Отсюда

ψD̃(x, 0) = max
ν,ω∈{0,1}

0=min{ν,ω}

min
{
ψF̃ (x, ν), ψH̃(x, ω)

}
=

= max
{
min

{
ψF̃ (x, 0), ψH̃(x, 0)

}
,

min
{
ψF̃ (x, 0), ψH̃(x, 1)

}
,min

{
ψF̃ (x, 1), ψH̃(x, 0)

}}
— достоверность недопустимости решения для системы (2)–(4);

ψD̃(x, 1) = max
ν,ω∈{0,1}

1=min{ν,ω}

min
{
ψF̃ (x, ν), ψH̃(x, ω)

}
= min

{
ψF̃ (x, 1), ψH̃(x, 1)

}
— достоверность его допустимости.

Построим эти функции. Для этого рассмотрим возможные варианты:
1. Пусть

∑
j∈N

xij > 0 ∀i ∈M, отсюда ψF̃ (x, 0) = 0, ψF̃ (x, 1) = max
i∈M

µ(i).

Тогда ψD̃(x, 0) = max

{
0, 0,min

{
max
i∈M

µ(i), ψH̃(x, 0)

}}
=

= min

{
max
i∈M

µ(i), ψH̃(x, 0)

}
, ψD̃(x, 1) = min

{
max
i∈M

µ(i), ψH̃(x, 1)

}
.

Возможны следующие случаи:
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а) если
∑
i∈M

xij ≥ bj ∀j ∈ N, то ψH̃(x, 0) = 0, ψH̃(x, 1) = max
j∈N

η(j),

ψD̃(x, 0) = max{0, 0, 0} = 0,

ψD̃(x, 1) = min

{
max
i∈M

µ(i),max
j∈N

η(j)

}
;

(12)

б) если
∑
i∈M

xij ≥ bj ∀j ∈ Argmax
j∈N

η(j) и ∃j ∈ N
∑
i∈M

xij < bj ,

то ψH̃(x, 0) = max
j∈N

{
η(j)

∣∣ ∑
i∈M

xij < bj

}
, ψH̃(x, 1) = max

j∈N
η(j),

поэтому

ψD̃(x, 0) = min

{
max
i∈M

µ(i),max
j∈N

{
η(j)

∣∣ ∑
i∈M

xij < bj

}}
,

ψD̃(x, 1) = min

{
max
i∈M

µ(i),max
j∈N

η(j)

}
;

(13)

в) если ∃j ∈ Argmax
j∈N

η(j)
∑
i∈M

xij < bj , то ψH̃(x, 0) = max
j∈N

η(j),

ψH̃(x, 1) = 0, поэтому получим

ψD̃(x, 0) = min

{
max
i∈M

µ(i),max
j∈N

η(j)

}
,

ψD̃(x, 1) = min

{
max
i∈M

µ(i), 0

}
= 0.

(14)

2. Пусть
∑
i∈M

xij > 0 ∀i ∈ Argmax
i∈M

µ(i) и ∃i ∈ M
∑
j∈N

xij ≤ 0. Тогда

ψF̃ (x, 0) = max
i∈M

{
µ(i)

∣∣ ∑
j∈N

xij ≤ 0

}
, ψF̃ (x, 1) = max

i∈M
µ(i). Поэтому

ψD̃(x, 0) = max

{
min

{
max
i∈M

{
µ(i)

∣∣ ∑
j∈N

xij ≤ 0

}
, ψH̃(x, 0)

}
,

min

{
max
i∈M

{
µ(i)

∣∣ ∑
j∈N

xij ≤ 0

}
,min

{
max
i∈M

µ(i), ψH̃(x, 0)

}}}
,

ψD̃(x, 1) = min

{
max
i∈M

µ(i), ψH̃(x, 1)

}
.

Возможны следующие случаи:
а) если

∑
i∈M

xij ≥ bj ∀j ∈ N, то ψH̃(x, 0) = 0, ψH̃(x, 1) = max
j∈N

η(j),

ψD̃(x, 0) = min

{
max
i∈M

{
µ(i)

∣∣ ∑
j∈N

xij ≤ 0

}
,max
j∈N

η(j)

}
,

ψD̃(x, 1) = min

{
max
i∈M

µ(i),max
j∈N

η(j)

}
;

(15)

б) если
∑
i∈M

xij ≥ bj ∀j ∈ Argmax
j∈N

η(j) и ∃j ∈ N :
∑
i∈M

xij < bj ,

то ψH̃(x, 0) = max
j∈N

{
η(j)

∣∣ ∑
i∈M

xij < bj

}
, ψH̃(x, 1) = max

j∈N
η(j),
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поэтому получим

ψD̃(x, 0) = max

{
min

{
max
i∈M

{
µ(i)

∣∣ ∑
j∈N

xij ≤ 0

}
,

max
j∈N

{
η(j)

∣∣ ∑
i∈M

xij < bj

}}
,min

{
max
i∈M

{
µ(i)

∣∣ ∑
j∈N

xij ≤ 0

}
,

max
j∈N

η(j)

}
,min

{
max
i∈M

µ(i),max
j∈N

{
η(j)

∣∣ ∑
i∈M

xij < bj

}}}
,

ψD̃(x, 1) = min

{
max
i∈M

µ(i),max
j∈N

η(j)

}
;

(16)

в) ∃j ∈ Argmax
j∈N

η(j) :
∑
i∈M

xij < bj , то ψH̃(x, 0) = max
j∈N

η(j),

ψH̃(x, 1) = 0,

ψD̃(x, 0) = max

{
min

{
max
i∈M

{
µ(i)

∣∣ ∑
j∈N

xij ≤ 0

}
,max
j∈N

η(j)

}
,

0,min

{
max
i∈M

µ(i),max
j∈N

η(j)

}}
= min

{
max
i∈M

µ(i),max
j∈N

η(j)

}
,

ψD̃(x, 1) = min

{
max
i∈M

µ(i), 0

}
= 0.

(17)

3. Пусть ∃i ∈ Argmax
i∈M

µ(i) :
∑
j∈N

xij ≤ 0. Тогда ψF̃ (x, 0) = max
i∈M

µ(i),

ψF̃ (x, 1) = 0. Поэтому

ψD̃(x, 0) = max

{
min

{
max
i∈M

µ(i), ψH̃(x, 0)

}
,

min

{
max
i∈M

µ(i), ψH̃(x, 1)

}
, 0

}
,

ψD̃(x, 1) = min
{
ψF̃ (x, 1), ψH̃(x, 1)

}
= 0.

(18)

Возможны следующие случаи:
а) если

∑
i∈M

xij ≥ bj ∀j ∈ N, то ψH̃(x, 0) = 0, ψH̃(x, 1) = max
j∈N

η(j),

поэтому

ψD̃(x, 0) = max

{
0,min

{
max
i∈M

µ(i),max
j∈N

η(j)

}
, 0

}
=

= min

{
max
i∈M

µ(i),max
j∈N

η(j)

}
;

(19)

б) если
∑
i∈M

xij ≥ bj ∀j ∈ Argmax
j∈N

η(j) и ∃j ∈ N :
∑
i∈M

xij < bj , то

ψH̃(x, 0) = max
j∈N

{
η(j)

∣∣∑
i∈M

xij < bj

}
, ψH̃(x, 1) = max

j∈N
η(j),
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поэтому

ψD̃(x, 0) = max

{
min

{
max
i∈M

µ(i),max
j∈N

{
η(j)

∣∣ ∑
i∈M

xij < bj

}}
,

min

{
max
i∈M

µ(i),max
j∈N

η(j)

}
, 0

}
= min

{
max
i∈M

µ(i),max
j∈N

η(j)

}
;

(20)

в) если ∃j ∈ Argmax
j∈N

η(j) :
∑
i∈M

xij < bj , то ψH̃(x, 0) = max
j∈N

η(j),

ψH̃(x, 1) = 0, тогда получим

ψD̃(x, 0) = max

{
min

{
max
i∈M

µ(i),max
j∈N

η(j)

}
, 0, 0

}
=

= min

{
max
i∈M

µ(i),max
j∈N

η(j)

}
.

(21)

4. Поиск рационального решения
При поиске рационального решения ЛПР будет стараться минимизи-

ровать целевую функцию (1), а также максимизировать достоверности
ψF̃ (x, 0) и ψF̃ (x, 1) соответственно неучастия и участия поставщиков и по-
требителей в плане перевоза грузов. Иными словами, перед ЛПР возникает
следующая трехкритериальная задача:∑
i∈M

∑
j∈N

cijxij → min, ψD̃(x, 0)→ max, ψD̃(x, 1)→ max, x ∈ X. (22)

Обозначим SO — множество слабо оптимальных по Парето (оптимальных
по Слейтеру) решений этой задачи. Напомним, что решение x∗ ≥ 0 на-
зывается оптимальным по Слейтеру для задачи вида (22), если @x ≥ 0,
для которого имеют место неравенства:∑
i∈M

∑
j∈N

cijx
∗
ij >

∑
i∈M

∑
j∈N

cijxij , ψD̃(x
∗, 0) < ψD̃(x, 0), ψD̃(x

∗, 1) < ψD̃(x, 1).

Вполне понятно, что в определение рационального решения задачи
(1)–(4) следует включать лишь решения из множества SO. Эти рассужде-
ния приводят к следующему определению.

Общим рациональным решением ТЗ (1)–(4) с нечеткими множествами
поставщиков и потребителей будем называть нечеткое множество X̃ типа
2 с функцией принадлежности

ψX̃(x, y) =

{
ψD̃(x, y), x ∈ SO,
0, x /∈ SO,

где y ∈ Y = {0, 1}.
В случае, когда ЛПР интересует конкретное рациональное решение x∗,

то его можно выбрать из множества SO с помощью того или иного метода
многокритериальной оптимизации, решив задачу (22). Тогда мы его будем
называть рациональным решением ТЗ (1)–(4) с достоверностями ψF̃ (x, 0) и
ψF̃ (x, 1) соответственно неучастия и участия поставщиков и потребителей
в плане перевоза грузов.
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Обозначим функции

ξD(x) =


max
j∈N

{
η(j)

∣∣ ∑
i∈M

xij ≤ 0

}
, ∃j ∈ N

∑
i∈M

xij ≤ 0,

0, ∀j ∈ N
∑
i∈M

xij > 0,
(23)

ξS(x) =


max
i∈M

{
µ(i)

∣∣ ∑
j∈N

xij < bj

}
, ∃i ∈M

∑
j∈N

xij < bj ,

0, ∀i ∈M
∑
j∈N

xij ≥ bj .
(24)

Обозначим I∗ = Argmax
i∈M

µ(i), J∗ = Argmax
j∈N

η(j). Упростить задачу (22)
позволяет такая
Теорема 2. Если функции принадлежности µ(i) — нечеткого множества
индексов M̃ ⊆ M поставщиков, намеренных отпускать грузы, и η(j) —
нечеткого множества индексов Ñ ⊆ N потребителей, готовых получать
грузы, являются нормальными, т.е. max

i∈M
µ(i) = 1 и max

j∈N
η(j) = 1, то для

каждого заданного значения параметра ξ ∈ (0, 1], при котором задача∑
i∈M

∑
j∈N

cijxij → min, max {ξD(x), ξS(x)} ≥ ξ, x ∈ X, (25)

∑
j∈N

xij > 0 ∀i ∈ I∗,∑
i∈M

xij ≥ bj ∀j ∈ J∗ (26)

имеет оптимальное решение, это решение будет рациональным для ТЗ
(1)–(4) с достоверностью участия поставщиков и потребителей в пла-
не перевоза грузов, равной единице, и достоверностью их неучастия не
менее ξ.

Доказательство. Сначала покажем, какой вид примет функция принадле-
жности ψD̃(x, y) нечеткого множества типа 2 допустимых решений системы
(2), (3). Для этого рассмотрим возможные варианты.

1. Пусть
∑
j∈N

xij > 0 ∀i ∈M. Возможны такие случаи:

а) если
∑
i∈M

xij ≥ bj ∀j ∈ N, то из (12) следует, что

ψD̃(x, 0) = 0, ψD̃(x, 1) = 1; (27)

б) если
∑
i∈M

xij ≥ bj ∀j ∈ J∗ и ∃j ∈ N
∑
i∈M

xij < bj , то из (13)

следует, что

ψD̃(x, 0) = max
j∈N

{
η(j)

∣∣∑
i∈M

xij < bj

}
, ψD̃(x, 1) = 1; (28)

в) если ∃j ∈ J∗ ∑
i∈M

xij < bj , то из (14) следует, что

ψD̃(x, 0) = 1, ψD̃(x, 1) = 0. (29)
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2. Пусть
∑
j∈N

xij > 0 ∀i ∈ I∗ и ∃i ∈M
∑
j∈N

xij ≤ 0. Возможны случаи:

а) если
∑
i∈M

xij ≥ bj ∀j ∈ N, то из (15) следует, что

ψD̃(x, 0) = max
i∈M

µ(i)∣∣∑
j∈N

xij ≤ 0

 , ψD̃(x, 1) = 1; (30)

б) если
∑
i∈M

xij ≥ bj ∀j ∈ J∗ и ∃j ∈ N
∑
i∈M

xij < bj , то из (16)

следует, что

ψD̃(x, 0) = max

{
max
i∈M

{
µ(i)

∣∣ ∑
j∈N

xij ≤ 0

}
,

max
j∈N

{
η(j)

∣∣ ∑
i∈M

xij < bj

}}
, ψD̃(x, 1) = 1;

(31)

в) ∃j ∈ J∗ :
∑
i∈M

xij < bj , то из (17) следует, что

ψD̃(x, 0) = 1, ψD̃(x, 1) = 0. (32)

3. Пусть ∃i ∈ I∗ :
∑
j∈N

xij ≤ 0, тогда из (18), (19)–(21) следует

ψD̃(x, 0) = 1, ψD̃(x, 1) = 0. (33)

Таким образом, из (27)–(33) получим следующие формулы:
1) ψD̃(x, 0) = 0 и ψD̃(x, 1) = 1 , если∑

j∈N
xij > 0 ∀i ∈M и

∑
i∈M

xij ≥ bj ∀j ∈ N ;

2) ψD̃(x, 0) = max
j∈N

{
η(j)

∣∣ ∑
i∈M

xij < bj

}
и ψD̃(x, 1) = 1, если∑

j∈N
xij > 0 ∀i ∈M,

∑
i∈M

xij ≥ bj ∀j ∈ J∗, ∃j ∈ N
∑
i∈M

xij < bj ;

3) ψD̃(x, 0) = max
i∈M

{
µ(i)

∣∣ ∑
j∈N

xij ≤ 0

}
и ψD̃(x, 1) = 1, если

∑
j∈N

xij > 0 ∀i ∈ I∗, ∃i ∈M
∑
j∈N

xij ≤ 0,
∑
i∈M

xij ≥ bj ∀j ∈ N ;

4) ψD̃(x, 0) = max

{
max
i∈M

{
µ(i)

∣∣ ∑
j∈N

xij ≤ 0

}
,max
j∈N

{
η(j)

∣∣ ∑
i∈M

xij < bj

}}
и ψD̃(x, 1) = 1, если∑

j∈N
xij > 0 ∀i ∈ I∗, ∃i ∈M

∑
j∈N

xij ≤ 0,∑
i∈M

xij ≥ bj ∀j ∈ J∗, ∃j ∈ N
∑
i∈M

xij < bj ;
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5) ψD̃(x, 0) = 1 и ψD̃(x, 1) = 0, если

∃j ∈ J∗
∑
i∈M

xij < bj или ∃i ∈ I∗
∑
j∈N

xij ≤ 0.

Из полученных формул следует, что

ψD̃(x, 1) =

1,
∑
j∈N

xij > 0 ∀i ∈ I∗,
∑
i∈M

xij ≥ bj ∀j ∈ J∗,

0, в противном случае.
(34)

Для окончательного вычисления ψD̃(x, 0) случаи 2) – 4) можно объеди-
нить с 5). Тогда получим:

I) ψD̃(x, 0) = 0, если
∑
j∈N

xij > 0 ∀i ∈M и
∑
i∈M

xij ≥ bj ∀j ∈ N ;

II) ψD̃(x, 0) = max
j∈N

{
η(j)

∣∣ ∑
i∈M

xij < bj

}
, если∑

j∈N
xij > 0 ∀i ∈M, ∃j ∈ N

∑
i∈M

xij < bj ;

III) ψD̃(x, 0) = max
i∈M

{
µ(i)

∣∣ ∑
j∈N

xij ≤ 0

}
, если

∃i ∈M
∑
j∈N

xij ≤ 0,
∑
i∈M

xij ≥ bj ∀j ∈ N ;

IV) ψD̃(x, 0) = max

{
max
i∈M

{
µ(i)

∣∣ ∑
j∈N

xij < bj

}
,max
j∈N

{
η(j)

∣∣ ∑
i∈M

xij ≤ 0

}}
,

если ∃i ∈M
∑
j∈N

xij < bj , ∃j ∈ N
∑
i∈M

xij ≤ 0.

Далее, используя обозначения (23), (24) очевидно получим

ψD̃(x, 0) = max {ξD(x), ξS(x)} . (35)

Теперь покажем, что для каждого заданного значения параметра ξ ∈
(0, 1], при котором задача (25), (26) имеет оптимальное решение x∗, оно
будет рациональным решением ТЗ (1)–(4) с достоверностью участия по-
ставщиков и потребителей в плане перевоза грузов, равной единице, и до-
стоверностью их неучастия не менее ξ.

Предположим противное, что x∗ /∈ SO. Тогда ∃x̂ ≥ 0, для которого
имеют место неравенства∑
i∈M

∑
j∈N

cij x̂ij <
∑
i∈M

∑
j∈N

cijx
∗
ij , ψD̃(x̂, 0) > ψD̃(x

∗, 0), ψD̃(x̂, 1) > ψD̃(x
∗, 1).

(36)
Поскольку x∗ — допустимое решение задачи (25), (26), то из (35) следует,

что ψD̃(x
∗, 0) ≥ ξ, , из (34) следует, что ψD̃(x, 1) = 1.Поэтому достоверность

неучастия поставщиков и потребителей в плане x∗ перевоза грузов не менее
ξ, а достоверность их участия равна единице.
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Тогда из неравенств (36) следует, что ψD̃(x̂, 0) > ψD̃(x
∗, 0) ≥ ξ и

ψD̃(x̂, 1) > ψD̃(x
∗, 1) ≥ 1. Получили противоречие. Таким образом, x∗ —

оптимальная по Слейтеру альтернатива задачи (22), которая по определе-
нию будет рациональным решением решением ТЗ (1)–(4) с достоверностью
участия поставщиков и потребителей в плане перевоза грузов, равной еди-
нице, и достоверностью их неучастия не менее ξ. �

Далее будем считать, что предположения теоремы 2 выполняются, т. е.
функции принадлежности µ(i) — нечеткого множества индексов M̃ ⊆ M
поставщиков, намеренных отпускать грузы, и η(j) — нечеткого множества
индексов Ñ ⊆ N потребителей, готовых получать грузы, являются нор-

мальными
(
max
i∈M

µ(i) = 1 и max
j∈N

η(j) = 1

)
.

Посмотрим как можно упростить решение задачи (25), (26).
Обозначим M ξ =

{
i ∈M

∣∣ξ ≤ µ(i)} и N ξ =
{
j ∈ N

∣∣ξ ≤ η(j)} — множе-
ства индексов соответственно поставщиков и потребителей, которые имеют
степени принадлежности соответствующим нечетким множествам M̃ и Ñ
не менее ξ ∈ (0, 1]. Тогда задачу (25), (26) можно записать в виде

min
k∈Mξ,l∈Nξ

min
∑
i∈M

∑
j∈N

cijxij , x ∈ X;∑
j∈N

xij ≤ 0,
∑
i∈M

xij < bj ;
(37)

∑
j∈N

xij > 0 ∀i ∈ I∗,
∑
i∈M

xij ≥ bj ∀j ∈ J∗. (38)

Поскольку max
i∈M

µ(i) = 1 и max
j∈N

η(j) = 1, то очевидно, что при ξ = 1

и k ∈ I∗, l ∈ J∗ ограничения (37) и (38) будут априори не совместны.
Поэтому из теоремы 2 можно получить следующий результат.

Обозначим M̄ ξ =
{
i ∈M

∣∣ξ ≤ µ(i) < 1
}

и N̄ ξ =
{
j ∈ N

∣∣ξ ≤ η(j) < 1
}

—
множества индексов соответственно поставщиков и потребителей, которые
имеют достоверность степени принадлежности не менее ξ ∈ (0, 1), но не
равную единице.
Следствие. Если функции принадлежности µ(i) — нечеткого множества
индексов M̃ ⊆ M поставщиков, намеренных отпускать грузы, и η(j) —
нечеткого множества индексов Ñ ⊆ N потребителей, готовых получать
грузы, являются нормальными, то для каждого заданного значения пара-
метра ξ ∈ (0, 1), при котором задача

min
k∈Mξ,l∈Nξ

min
∑
i∈M

∑
j∈N

cijxij ;∑
j∈N

xij ≤ ai, i ∈M ;
∑
j∈N

xkj ≤ 0;
∑
j∈N

xij > 0 ∀i ∈ I∗;∑
i∈M

xil < bl;
∑
i∈M

xij ≥ bj ∀j ∈ J∗;

xij ≥ 0, i ∈M, j ∈ N
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имеет оптимальное решение, оно будет рациональным решением ТЗ (1)–(4)
с достоверностью участия поставщиков и потребителей в плане перевоза
грузов, равной единице, и достоверностью их неучастия не менее ξ.

Заключение
В заключение следует отметить, что предложенный метод расширяет

область применения нечеткого математического программирования на слу-
чай транспортной задачи с нечеткими множествами поставщиков и потре-
бителей и может дать новый поход к решению других постановок задач
оптимизации в условиях нечеткой информации.
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УМОВИ СПIВПАДАННЯ ОЦIНОК МЕТОДА НАЙМЕНШИХ
КВАДРАТIВ ТА ОРТОГОНАЛЬНОЇ РЕГРЕСIЇ ПАРАМЕТРIВ

ЛIНIЙНОЇ РЕГРЕСIЙНОЇ МОДЕЛI

М. Ю. САВКIНА

Резюме. В роботi отримано необхiднi та достатнi умови спiв-
падання оцiнки метода найменших квадратiв та оцiнки ортого-
нальної регресiї невiдомих параметрiв лiнiйної регресiйної моделi
з вiльним членом.

Abstract. The sufficient and necessary conditions for coincidence
of least square estimation and estimation of ortogonal regression of
parameters of linear regression model with absolute term were obtai-
ned in the paper.

1. Вступ

Розглянемо модель лiнiйної регресiї

yi = f(ti) + ξi, i = 0, 1, ..., n,

де ξ0, ..., ξn − незалежнi у сукупностi нормально розподiленi випадковi ве-
личини з Eξi = 0 та Dξi = σ2, а функцiю регресiї можна подати у виглядi
лiнiйної комбiнацiї k базисних функцiй x0(t), x1(t), ..., xk−1(t) :

f(t) = a0x0(t) + a1x1(t) + ...+ ak−1xk−1(t).

Таким чином, iснують справжнi значення незалежних змiнних x0i, x1i, ...,
xk−1,i та залежної змiнної fi, i = 0, 1, ..., n, (вони детермiнованi), мiж якими
iснує лiнiйний звязок

fi = a0x0i + a1x1i + ...+ ak−1xk−1,i, i = 0, 1, ..., n.

В класичнiй регресiї справжнi значення fi невiдомi, замiсть них має-
мо yi, а значення x0i, x1i, ..., xk−1,i спостерiгаємо без помилок; параметри
a0, a1, ..., ak−1 невiдомi, вони пiдлягають оцiнюванню.

Поширенiшим методом оцiнювання невiдомих параметрiв в регресiйному
аналiзi є метод найменших квадратiв (МНК), який полягає в мiнiмiзацiї
суми

n∑
i=0

ξ2i

вiдносно вектора (a0, a1, ..., ak−1).
Позначимо

Y = (y0, ..., yn)
T ;
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X =


x00 x10 ... xk−1,0

x01 x11 ... xk−1,1

. . . .

. . . .

. . . .
x0n x1n ... xk−1,n

 .

Тодi оцiнка МНК â0, â1, ..., âk−1 параметрiв a0, a1, ..., ak−1 матиме ви-
гляд [1]

(â0, â1, ..., âk−1)
T = (XTX)−1XTY.

Припустимо тепер, що незалежнi змiннi вимiрюються з похибками, тобто
замiсть x0i, x1i, ..., xk−1,i спостерiгаємо

w0i = x0i + ϵ0i, w1i = x1i + ϵ1i, ..., wk−1,i = xk−1,i + ϵk−1,i,

де ϵ0i, ϵ1i, ..., ϵk−1,i, i = 0, 1, ..., n, незалежнi у сукупностi нормально роз-
подiленi випадковi величини з Eϵli = 0 та Dϵli = σ2l , l = 0, 1, ..., k − 1,
i = 0, 1, ..., n.

В цьому випадку для невiдомих параметрiв a0, a1, ..., ak−1 можна також
побудувати оцiнку МНК:

(ǎ0, ǎ1, ..., ǎk−1)
T = (W T

k Wk)
−1W T

k Y,

де

Wk =


w00 w10 ... wk−1,0

w01 w11 ... wk−1,1

. . . .

. . . .

. . . .
w0n w1n ... wk−1,n

 .

В класичнiй регресiї оцiнка МНК є незмiщеною, лiнiйно ефективною в
класi незмiщених оцiнок та при деяких умовах слушною[1]. В схемi з по-
милками в незалежних змiнних цi властивостi оцiнки МНК зникають.

Тому природньо в схемi

yi = a0w0i + a1w1i + ...+ ak−1wk−1,i + ξi, i = 0, 1, ..., n, (1)

шукати iншi методи оцiнювання параметрiв a0, a1, ..., ak−1.

2. Ортогональна регресiя

Принцип ортогональної регресiї[2] полягає в мiнiмiзацiї суми квадратiв
вiдстаней вiд точок (yi, w0i, w1i, ..., wk−1,i), i = 0, 1, ..., n, до гiперплощини∏

= {r ∈ Rk+1 : β0r0 + β1r1 + ...+ βkrk = 0},
де

(β0, β1, ..., βk)
T =

(
− 1

A
,
a0
A
, ...,

ak−1

A

)T
,

A =
√

1 + a20 + a21 + ...+ a2k−1.
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Оцiнку ортогональної регресiї ā0, ā1, ..., āk−1 параметрiв a0, a1, ..., ak−1

знаходимо наступним чином.
Нехай (b0, b1, ..., bk)

T− власний вектор, який вiдповiдає мiнiмальному
власному числу λ0 матрицi (W y

k )
TW y

k , де

W y
k =


y0 w00 w10 ... wk−1,0

y1 w01 w11 ... wk−1,1

. . . . .

. . . . .

. . . . .
yn w0n w1n ... wk−1,n

 .

Тодi
ā0 = −b1/b0, ā1 = −b2/b0, ..., āk−1 = −bk/b0.

У випадку, коли wk−1,i = xk−1,i = 1, i = 0, 1, ..., n (регресiя (1) з вiльним
членом), доцiльно перейти до центрованих рядiв, тобто замiсть матрицiW y

k
розглядати матрицю

Ẁ y
k =


ỳ0 ẁ00 ẁ10 ... ẁk−2,0

ỳ1 ẁ01 ẁ11 ... ẁk−2,1

. . . . .

. . . . .

. . . . .
ỳn ẁ0n ẁ1n ... ẁk−2,n

 ,

де

ỳi = yi − ȳ, ȳ =
1

n+ 1

n∑
i=0

yi, ẁli = wli − w̄l, w̄l =
1

n+ 1

n∑
i=0

wli,

l = 0, 1, ..., k − 2, i = 0, 1, ..., n.

Позначимо (b̀0, b̀1, ..., b̀k−1)
T− власний вектор, який вiдповiдає мiнiмаль-

ному власному числу λ̀0 матрицi (Ẁ y
k )
T Ẁ y

k .
Тодi

ā0 = −b̀1/b̀0, ā1 = −b̀2/b̀0, ..., āk−2 = −b̀k−1/b̀0, (2)

āk−1 = ȳ − ā0w̄0 − ā1w̄1 − ...− āk−2w̄k−2. (3)

Оцiнка ортогональної регресiї є змiщеною, але при певних умовах слу-
шною[1].

3. Умови спiвпадання оцiнки МНК та оцiнки ортогональної
регресiї в рiвняннi з вiльним членом.

Розглянемо регресiю

yi = a0w0i + ...+ ak−2wk−2,i + ak−1 + ξi, i = 0, 1, ..., n.

Теорема 1. Оцiнкa МНК та оцiнка ортогональної регресiї параметрiв
a0, a1, ..., ak−1 спiвпадають тодi i тiльки тодi, коли виконується при-
наймнi одна з двох умов:
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1)точки (w0i, w1i, ..., wk−2,i, yi), i = 0, 1, ..., n, належать однiй гiперпло-
щинi;

або
2)
∑n

i=0 yiw0i = (n+1)ȳw̄0,
∑n

i=0 yiw1i = (n+1)ȳw̄1, ...,
∑n

i=0 yiwk−2,i =
= (n+ 1)ȳw̄k−2 одночасно.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай оцiнки МНК та ортогональної регресiї
параметрiв a0, a1, ..., ak−1 спiвпадають.

Oцiнка МНК ǎ0, ǎ1, ..., ǎk−1 параметрiв a0, a1, ..., ak−1 задовiльняє на-
ступну систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь[1]


∑n

i=0w
2
0i ...

∑n
i=0w0iwk−2,i

∑n
i=0w0i

. ... . .

. ... . .

. ... . .∑n
i=0wk−2,iw0i ...

∑n
i=0w

2
k−2,i n+ 1

 ∗


ǎ0
.
.
.

ǎk−2

ǎk−1

 =

=



∑n
i=0 yiw0i

.

.

.∑n
i=0 yiwk−2,i∑n

i=0 yi

 . (4)

З останнього рiвняння системи (4) маємо

ǎk−1 = ȳ − ǎ0w̄0 − ...− ǎk−2w̄k−2. (5)

Пiдставляємо (5) в першi k−1 рiвняння системи (4); отримаємо систему
(k − 1)-го порядку вiдносно ǎ0, ǎ1, ..., ǎk−2 :


∑n

i=0w
2
0i − (n+ 1)w̄2

0 ...
∑n

i=0w0iwk−2,i − (n+ 1)w̄0w̄k−2

. ... .

. ... .

. ... .∑n
i=0wk−2,iw0i − (n+ 1)w̄0w̄k−2 ...

∑n
i=0w

2
k−2,i − (n+ 1)w̄2

k−2

 ∗

∗


ǎ0
.
.
.

ǎk−2

 =


∑n

i=0 yiw0i − (n+ 1)w̄0ȳ
.
.
.∑n

i=0 yiwk−2,i − (n+ 1)w̄k−2ȳ

 (6)

Згiдно (2) оцiнка ортогональної регресiї ā0, ā1, ..., āk−2 параметрiв a0, a1, ...,
ak−2 є розв’язок такої системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь
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∑n

i=0 ẁ
2
0i − λ̀0 ...

∑n
i=0 ẁ0iẁk−2,i

. ... .

. ... .

. ... .∑n
i=0 ẁk−2,iẁ0i ...

∑n
i=0 ẁ

2
k−2,i − λ̀0

∗


ǎ0
.
.
.

ǎk−2

 =


∑n

i=0 ỳiẁ0i

.

.

.∑n
i=0 ỳiẁk−2,i

 .

Враховуючи
n∑
i=0

ẁl1iẁl2i =
n∑
i=0

wl1iwl2i − (n+ 1)w̄l1w̄l2 , l1, l2 = 0, 1, ..., k − 2,

маємо


∑n

i=0w
2
0i − (n+ 1)w̄2

0 − λ̀0 ...
∑n

i=0w0iwk−2,i − (n+ 1)w̄0w̄k−2

. ... .

. ... .

. ... .∑n
i=0wk−2,iw0i − (n+ 1)w̄0w̄k−2 ...

∑n
i=0w

2
k−2,i − (n+ 1)w̄2

k−2 − λ̀0

 ∗

∗


ā0
.
.
.

āk−2

 =


∑n

i=0 yiw0i − (n+ 1)w̄0ȳ
.
.
.∑n

i=0 yiwk−2,i − (n+ 1)w̄k−2ȳ

 (7)

З умови ā0 = ǎ0, ..., āk−2 = ǎk−2 та систем рiвнянь (6) та (7) отримаємо

λ̀0ā0 = 0 , ..., λ̀0āk−2 = 0,

звiдки випливає, що
λ̀0 = 0 (8)

або
ā0 = ā1 = ... = āk−2 = 0. (9)

Якщо має мiсце (8), то це означає, що стовпцi матрицi Ẁ y
k лiнiйно за-

лежнi (iнакше матриця (Ẁ y
k )
T Ẁ y

k була б достатньо визначеною i мала б
тiльки достатнi власнi значення), тобто

yi − ȳ = C0(w0i − w̄0) + ...+ Ck−2(wk−2,i − w̄k−2), i = 0, 1, ..., n,

де C0, ..., Ck−2− деякi сталi. Отже, точки (w0i, ..., wk−2,i, yi), i = 0, 1, ..., n,
належать однiй гiперплощинi

C0w0 + C1w1 + ...+ Ck−2wk−2 − y = ȳ − C0w̄0 − C0w̄0...− Ck−2w̄k−2,

так що виконується умова 1).
Припустимо, має мiсце (9). Пiдставимо (9) в систему (6), отримаємо умо-

ву 2).
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Достатнiсть. Нехай виконується умова 1). Це означає, що стовпцi матри-
цi Ẁ y

k лiнiйно залежнi, i матриця (Ẁ y
k )
T Ẁ y

k має нульове власне число. Тодi
системи (6) та (7) спiвпадуть, а значить, спiвпадуть i їх розв’язки:

ā0 = ǎ0 , ..., āk−2 = ǎk−2. (10)

З (3) та (9) ураховуючи (10) отримаємо āk−1 = ǎk−1, тобто оцiнки МНК та
ортогональної регресiї параметрiв a0, a1, ..., ak−1 в цьому випадку спiвпа-
дуть.

Далi, припустимо виконується умова 2). Це означає, що системи рiвнянь
(6) та (7) перетворюються на однорiднi, тобто вони мають тiльки нульовий
розв’язок. Отже,

ā0 = ǎ0 = 0, ..., āk−2 = ǎk−2 = 0. (11)

З (3) та (9) ураховуючи (11) отримаємо āk−1 = ȳ та ǎk−1 = ȳ вiдповiдно,
тобто

āk−1 = ǎk−1.

Таким чином, оцiнки МНК та ортогональної регресiї параметрiв a0, a1, ...,
ak−1 i в цьому випадку спiвпадають.

Теорему доведено.

Висновки
В роботi доведено теорему, яка дає необхiднi та достатнi умови спiвпадання
оцiнки МНК та оцiнки ортогональної регресiї невiдомих параметрiв лiнiй-
ної регресiйної моделi з вiльним членом. Умови накладено на зв’язок мiж
залежними та незалежними змiнними. Завдяки цiй теоремi в деяких ви-
падках можна замiсть оцiнки ортогональної регресiї шукати оцiнку МНК
навiть тодi, коли незалежнi змiннi вимiрюються з похибками. Знайти оцiн-
ку МНК набагато легше.
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Резюме. У роботi розглянуто операторне включення з сумою
двох максимальних монотонних операторiв, що дiють у нескiн-
ченновимiрному гiльбертовому просторi. Для цiєї задачi запропо-
новано новий декомпозицiйний метод, що є регуляризацiєю схеми
Tseng’а за допомогою ”shrinking” схеми. Доведено теорему про
сильну збiжнiсть породжених методом послiдовностей до нор-
мального розв’язку операторного включення. Результат отрима-
но за умов, коли один з операторiв є максимальним монотонним,
а другий — однозначним, монотонним та лiпшицевим.

Ключовi слова: операторне включення, варiацiйна нерiвнiсть,
максимальний монотонний оператор, декомпозицiя, алгоритм, нор-
мальний розв’язок, сильна збiжнiсть.

1. Вступ

Дана робота є продовженням недавньої статтi [1] та присвячена побу-
довi сильно збiжного декомпозицiйного методу для операторних включень
та варiацiйних нерiвностей, якi належать до центральних об’єктiв дослi-
дження в сучасному прикладному нелiнiйному аналiзi [2, 3, 4]. Зокрема,
варiацiйна нерiвнiсть є зручною загальною формою запису рiзних нелi-
нiйних задач. У виглядi задачi розв’язання варiацiйної нерiвностi можуть
бути сформульованi задачi розв’язання рiвнянь, знаходження екстремуму
функцiоналiв, знаходження точок рiвноваги Неша в грi тощо. Дослiджен-
ню методiв розв’язання операторних включень, варiацiйних нерiвностей та
близьким до них питанням присвячено роботи [5–31].

У данiй роботi розглянуто включення

0 ∈ (A+B)x

з максимальними монотонними операторами A, B, що дiють у нескiнчен-
новимiрному гiльбертовому просторi. Грунтуючись на методi декомпозицiї
Tseng’а (Tseng’s modified forward-backward splitting method) [5] та вiдомому
гiбридному методi апроксимацiї нерухомих точок нерозтягуючих операто-
рiв (shrinking method) [6], запропоновано новий сильно збiжний декомпо-
зицiйний алгоритм розв’язання включень. Ранiше подiбний прийом було
використано у роботi [7] для регуляризацiї слабко збiжного у нескiнченно-
вимiрнiй ситуацiї екстрапроксимального методу розв’язання рiвноважних
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задач [8]. Теорема сильної збiжностi отримана за умов, коли один з опе-
раторiв (той, що використовується на ”backward”-кроцi) є максимальним
монотонним, а другий — однозначним, монотонним та лiпшицевим.

2. Постановка задачi та алгоритм

Нехай H — дiйсний гiльбертовий простiр iз скалярним добутком (·, ·)
та нормою ∥·∥, PC — оператор метричного проектування простору H на
замкнену опуклу множину C ⊆ H. Для оператора T : H → 2H будемо
використовувати позначення:

dom(T ) = {x ∈ H : Tx ̸= ∅} ,
T−10 = {x ∈ H : 0 ∈ Tx} .

Нагадаємо, що резольвентою оператора T : H → 2H називають оператор
JT = (I + T )−1 : H → 2H . Вiдомо, що для максимального монотонного
оператора T резольвента JT є однозначним, скрiзь заданим та мiцно не-
розтягуючим оператором, а множина T−10 — замкненою та опуклою [4].
Корисною є

Лема 1 ([2, 4]). Нехай T : H → 2H — максимальний монотонний опера-
тор, x, u ∈ H. Тодi

(u− v, x− y) ≥ 0 ∀y ∈ dom(T ) ∀v ∈ Ty ⇒ x ∈ dom(T ), u ∈ Tx.

Нехай:
A1) A : H → 2H — максимальний монотонний оператор;
A2) B : H → H — монотонний та лiпшицевий оператор.
Розглянемо операторне включення:

0 ∈ (A+B)x. (1)

Припустимо, що
A3) (A+B)−10 ̸= ∅.

Зауваження 1. Типовим прикладом (1) є варiацiйнi нерiвностi:

знайти x ∈ C : (Tx, y − x) ≥ 0 ∀y ∈ C, (2)

де C — замкнена опукла пiдмножина H, T : H → H. Дiйсно, (2) можна
подати у виглядi операторного включення [2, 4]:

0 ∈ (T +NC)x,

де NCx — нормальний конус множини C в точцi x ∈ H, тобто

NCx =

{
{z ∈ H : (z, y − x) ≤ 0 ∀y ∈ C} , якщо x ∈ C,
∅, iнакше.

Для побудови сильно збiжних апроксимацiй розв’язкiв включення (1)
пропонуємо такий
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Алгоритм 1. Для заданого x1 = x ∈ H генеруємо послiдовнiсть елементiв
xn ∈ H за допомогою iтерацiйної схеми (λn > 0):

C1 = H,
yn = xn − λnBxn,
zn = JλnAyn,
vn = xn − yn + zn − λnBzn,
Cn+1 = {z ∈ Cn : ∥vn − z∥ ≤ ∥xn − z∥} ,
xn+1 = PCn+1x.

Зауваження 2. Алгоритм 1 є регуляризацiєю за допомогою гiбридної схе-
ми [6] вiдомого декомпозицiйного методу Tseng’а [5]. Подiбний алгоритм
для задачi рiвноважного програмування дослiджений в [7].

Зауваження 3. Основний недолiк цих схем — зростаюча складнiсть опу-
клих множин Cn, на якi проектується точка x.

Зауваження 4. Цiкавим та важливим є питання розробки сильно збiжно-
го декомпозицiйного методу для включення

0 ∈ (A1 +A2 + ...+Ap +B)x,

де оператори Ai — максимальнi монотоннi, а оператор B — однозначний,
монотонний та лiпшицевий.

Зробимо припущення:
A4) λn ∈ [a, b] ⊆ (0, 1/L), де L > 0 — константа Лiпшиця оператора B.

3. Теорема сильної збiжностi

Надалi припускаємо, що в алгоритмi 1 zn ̸= xn для всiх n ∈ N. Дiйсно,
якщо zn = (I + λnA)

−1(I − λnB)xn = xn, то маємо xn ∈ (A+B)−10.
Сформулюємо основний результат.

Теорема 1. Нехай виконуються умови A1)–A4). Тодi породженi алго-
ритмом 1 послiдовностi (xn), (zn) та (vn) сильно збiгаються до точки
z∗ = P(A+B)−10x.

Має мiсце важлива нерiвнiсть.

Лема 2 ([1, 4, 5]). Для породжених алгоритмом 1 послiдовностей (xn),
(zn) та (vn) має мiсце нерiвнiсть

∥vn − z∥2 ≤ ∥xn − z∥2 −
(
1− λ2nL2

)
∥xn − zn∥2, (3)

де z ∈ (A+B)−10.

Перейдемо безпосередньо до доведення теореми 1.
Множини Cn — опуклi та замкненi. Покажемо, що алгоритм 1 породжує

ланцюжок вкладень

H = C1 ⊇ C2 ⊇ ... ⊇ Cn ⊇ ... ⊇ (A+B)−10.
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Ясно, що (A+ B)−10 ⊆ C1 = H. Припустимо, що (A+ B)−10 ⊆ Cn. Нехай
z ∈ (A+B)−10. За лемою 2 маємо

∥vn − z∥ ≤ ∥xn − z∥ .
Отже, z ∈ Cn+1. Тому (A+B)−10 ⊆ Cn+1 ⊆ Cn для всiх n ∈ N.

Покажемо, що iснує limn→∞ ∥xn − x∥ ∈ R. Оскiльки xn = PCnx, множина
(A+B)−10 лежить в Cn, то для всiх z ∈ (A+B)−10 має мiсце нерiвнiсть

∥xn − z∥2 ≤ ∥x− z∥2 − ∥xn − x∥2 .
Тодi

∥xn − x∥2 ≤ ∥x− z∥2 − ∥xn − z∥2 ≤ ∥x− z∥2 .
Звiдки випливає обмеженiсть зверху послiдовностi (∥xn − x∥). Оскiльки
Cn+1 ⊆ Cn, то

∥xn+1 − x∥ ≥ ∥xn − x∥ .
Отже, послiдовнiсть (∥xn − x∥) — обмежена зверху та неспадна, тому iснує
скiнченна границя limn→∞ ∥xn − x∥.

Покажемо фундаментальнiсть послiдовностi (xn). Для довiльного номе-
ра m ∈ N, врахувавши Cn+m ⊆ Cn, отримаємо

∥xn+m − xn∥2 = ∥xn+m − PCnx∥
2 ≤ ∥x− xn+m∥2 − ∥xn − x∥2 .

Звiдки випливає фундаментальнiсть послiдовностi (xn).
Таким чином, xn → z∗ ∈ H при n→∞.
Покажемо, що z∗ ∈ (A+B)−10. Оскiльки xn+1 ∈ Cn+1, то

∥vn − xn+1∥ ≤ ∥xn − xn+1∥ .
Звiдки

∥vn − xn∥ ≤ ∥vn − xn+1∥+ ∥xn+1 − xn∥ ≤ 2 ∥xn − xn+1∥ → 0. (4)

Використовуючи нерiвнiсть з леми 2, отримуємо

∥xn − zn∥2 ≤
∥xn − z∥2 − ∥vn − z∥2

(1− λ2nL2)
=

=
(∥xn − z∥ − ∥vn − z∥) (∥xn − z∥+ ∥vn − z∥)

(1− λ2nL2)
≤

≤ (∥xn − z∥+ ∥vn − z∥)
(1− λ2nL2)

∥xn − vn∥ = O (∥xn − vn∥) ,

де z ∈ (A+B)−10. З (4) випливає

lim
n→∞

∥xn − zn∥ = 0. (5)

З (5) випливає
lim
n→∞

∥zn − z∗∥ = 0

та
(A+B)zn ∋ un =

xn − zn
λn

+Bzn −Bxn → 0.

Маємо

(un − p, zn − y) ≥ 0 ∀y ∈ dom(A+B) ∀p ∈ (A+B)y.
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Пiсля граничного переходу отримаємо

(0− p, z∗ − y) ≥ 0 ∀y ∈ dom(A+B) ∀p ∈ (A+B)y.

Оскiльки оператор A+B є максимальним монотонним, то, завдяки лемi 1,
0 ∈ (A+B)w.

Оскiльки xn = PCnx i (A+B)−10 ⊆ Cn, то

(xn − x, z − xn) ≥ 0 ∀z ∈ (A+B)−10. (6)

Здiйснивши граничний перехiд в (6), одержимо

(z∗ − x, z − z∗) ≥ 0 ∀z ∈ (A+B)−10,

тобто, z∗ = P(A+B)−10x.

4. Випадок невiдомої константи Лiпшиця оператора B

Якщо невiдома константа Лiпшиця оператора B, то замiсть алгоритму
1 можна застосувати процес з Армiхо-подiбним регулюванням кроку λn
(див. [5, 9]):

x1 = x ∈ H,

j(n) = min

{
j ≥ 0 :

∥BJσ2−jA(I−σ2
−jB)xn−Bxn∥

∥Jσ2−jA
(I−σ2−jB)xn−xn∥ ≤ 2jθ

σ

}
,

λn = σ
2j(n) ,

zn = JλnA (I − λnB)xn,
vn = zn − λn (Bzn −Bxn) ,
Cn+1 = {z ∈ Cn : ∥vn − z∥ ≤ ∥xn − z∥} ,
xn+1 = PCn+1x,

де σ > 0, θ ∈ (0, 1) — заданi параметри.
Процес обчислення j(n) є скiнченним, а для породжених цим алгоритмом

послiдовностей має мiсце нерiвнiсть

∥vn − z∥2 ≤ ∥xn − z∥2 −
(
1− θ2

)
∥xn − zn∥2,

де z ∈ (A+B)−10.
З цiєї нерiвностi можна вивести, що при виконаннi умов A1)–A3) послi-

довностi (xn), (zn) та (vn), що породженi описаним алгоритмом з регулю-
ванням кроку λn, сильно збiгаються до точки z∗ = P(A+B)−10x.

Зауваження 5. Для варiацiйної нерiвностi (2) алгоритм з регулюванням
кроку набуває вигляду:

x1 = x ∈ H,

j(n) = min

{
j ≥ 0 :

∥TPC(I−σ2−jT)xn−Txn∥
∥PC(I−σ2−jT )xn−xn∥ ≤ 2jθ

σ

}
,

λn = σ
2j(n) ,

zn = PC (I − λnT )xn,
vn = zn − λn (Tzn − Txn) ,
Cn+1 = {z ∈ Cn : ∥vn − z∥ ≤ ∥xn − z∥} ,
xn+1 = PCn+1x,

де σ > 0, θ ∈ (0, 1) — заданi параметри.
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Робота Семенова В.В. була пiдтримана Верховною Радою України (Iмен-
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Резюме. У роботi запропоновано новий iтерацiйний метод роз-
в’язання задачi рiвноважного програмування в гiльбертовому про-
сторi. Метод базується на новому варiантi регуляризацiї вiдо-
мої forward-backward схеми за допомогою в’язкiсної апроксима-
цiї. Доведено теорему сильної збiжностi методу.
Ключовi слова: задача рiвноважного програмування, бiфун-
кцiя, резольвента, iтерацiйний алгоритм, нерозтягуючий опера-
тор, метод Гальперна, сильна збiжнiсть.

1. Вступ
Популярним роздiлом сучасного прикладного нелiнiйного аналiзу є до-

слiдження задач рiвноважного програмування (нерiвностей Кi Фаня) ви-
гляду

знайти x ∈ C : Ψ(x, y) ≥ 0 ∀ y ∈ C, (1)
де C — непорожня пiдмножина гiльбертового простору H, Ψ : C × C → R
— бiфункцiя. Задача (1) — зручна загальна форма запису та дослiдження
рiзних задач, що виникають в математичнiй фiзицi, дослiдженнi операцiй
та оптимiзацiї [1, 2, 3, 4, 5]. Наведемо ряд типових постановок [4, 6].

(1) Якщо Ψ(x, y) = g(y) − g(x), де g : C → R, то задача (1) є задачею
умовної мiнiмiзацiї g → minC .

(2) Якщо Ψ(x, y) = (Ax, y − x), де A : C → H, то задача (1) зводиться
до класичної варiацiйної нерiвностi

знайти x ∈ C : (Ax, y − x) ≥ 0 ∀ y ∈ C. (2)

(3) Нехай P , Q — опуклi пiдмножини H, C = P × Q, L : C → R
— опукла-угнута функцiя. Точка (x̄, p̄) ∈ C називається сiдловою
точкою функцiї L, якщо

L(x̄, p) ≤ L(x̄, p̄) ≤ L(x, p̄) ∀x ∈ C ∀ p ∈ Q. (3)

Покладемо Ψ(v, w) = L(z, p)−L(x, y), де v = (z, y), w = (x, p). Тодi
задача пошуку сiдлової точки (3) рiвносильна задачi (1).

(4) Нехай I — скiнченна множина iндексiв. Для кожного i ∈ I зада-
но множину Ci та функцiю fi : C → R, де C =

∏
i∈I Ci. Для

x = (xi)i∈I ∈ C позначимо xi = (xj)j∈I,j ̸=i. Точка x̄ = (x̄i)i∈I назива-
ється рiвновагою Неша, якщо для всiх i ∈ I справедливi нерiвностi

fi(x̄) ≤ fi(x̄i, yi) ∀ yi ∈ Ci.
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Визначимо функцiю Ψ : C × C → R таким чином

Ψ(x, y) =
∑
i∈I

(
fi(x

i, yi)− fi(x)
)
.

Точка x̄ ∈ C є рiвновагою Неша тодi i тiльки тодi, коли x̄ є розв’яз-
ком задачi (1).

Алгоритмам розв’язання рiвноважних та близьких задач присвячено ба-
гато робiт, зокрема, [4, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20].
В «рiвноважнiй алгоритмiцi» велике значення мають методи апроксимацiї
нерухомих точок нерозтягуючих операторiв [11, 21, 22, 23, 24], якi дозво-
ляють регуляризовувати iснуючi методи або будувати новi [4, 6, 11, 14, 17,
25, 26, 27].

У данiй роботi ми пропонуємо новий iтерацiйний метод розв’язання за-
дачi рiвноважного програмування в гiльбертовому просторi. Метод базує-
ться на новому варiантi регуляризацiї вiдомої forward-backward схеми [4] за
допомогою в’язкiсної апроксимацiї (viscosity approximation). Варiант регу-
ляризацiї, в свою чергу, є привабливою в обчислювальному планi модифi-
кацiєю гiбридного методу Такахасi-Такеучi-Куботи [23], що дослiджена в
[24]. Основний теоретичний результат роботи — теорема сильної збiжностi
методу.

Структура статтi така. У другому пунктi дано постановку задачi рiвно-
важного програмування та сформульованi усi необхiднi допомiжнi факти.
Третiй пункт присвячено опису запропонованого iтерацiйного алгоритму
та доведенню його сильної збiжностi. В останнiй, четвертий, пункт винесе-
но доведення сильної збiжностi необхiдного нам варiанту схеми Гальперна
(в’язкiсної апроксимацiї) для задачi пошуку спiльної нерухомої точки пев-
ної злiченної родини нерозтягуючих операторiв.

Автор щиро вдячна В. В. Семенову за конструктивнi зауваження.

2. Задача рiвноважного програмування

Нехай H — дiйсний гiльбертовий простiр iз скалярним добутком (·, ·)
та нормою ∥·∥. Множину нерухомих точок оператора T : H → H будемо
позначати F (T ). Через PC будемо позначати оператор метричного прое-
ктування на опуклу замкнену множину C ⊆ H: PCx — єдиний елемент
множини C iз властивiстю ∥PCx− x∥ = infz∈C ∥z − x∥. Елемент y = PCx
характеризується таким чином [28]: y = PCx ⇔ (y − x, z − y) ≥ 0 ∀z ∈ C.

Для непорожньої опуклої замкненої множини C ⊆ H, оператора A, що
дiє в просторi H, та бiфункцiї Φ : C × C → R розглянемо задачу рiвнова-
жного програмування у такiй постановцi:

знайти x ∈ C : (Ax, y − x) + Φ(x, y) ≥ 0 ∀ y ∈ C. (4)

Позначимо через S множину розв’язкiв задачi (4).
Припустимо, що бiфункцiя Φ : C × C → R задовольняє умовам [2, 4]:
A1) Φ(x, x) = 0 для всiх x ∈ C;
A2) Φ(x, y) + Φ(y, x) ≤ 0 для всiх x, y ∈ C;
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A3) для всiх x ∈ C функцiонал Φ(x, ·) напiвнеперервний знизу та опу-
клий;

A4) lim supt→+0Φ(x+ t(z − x), y) ≤ Φ(x, y) для всiх x, y, z ∈ C.

Означення 1 ([4]). Резольвентою бiфункцiї Φ : C × C → R називають
оператор JΦ : H → 2H :

x→ JΦx = {z ∈ C : Φ(z, y) + (z − x, y − z) ≥ 0 ∀y ∈ C} .

Теорема 1 ([4]). Нехай бiфункцiя Φ : C ×C → R задовольняє умови A1)–
A4). Тодi:

1) dom JΦ = {x ∈ H : JΦx ̸= ∅} = H;
2) оператор JΦ однозначний та мiцно нерозтягуючий, тобто

∥JΦx− JΦy∥2 ≤ (JΦx− JΦy, x− y) ∀x, y ∈ H ;

3) множина F (JΦ) дорiвнює множинi {x ∈ C : Φ(x, y) ≥ 0 ∀y ∈ C} та
є опуклою i замкненою.

Нехай:
A5) A : H → H — L-обернено сильно монотонний оператор, тобто для

числа L > 0 виконується нерiвнiсть

(Ax−Ay, x− y) ≥ L ∥Ax−Ay∥2 ∀x, y ∈ H.

Зауваження 1. Ясно, що L-обернено сильно монотонний оператор є
1/L-лiпшицевим. Якщо операторA є µ-сильно монотонним та L-лiпшицевим,
то вiн буде µ/L2-обернено сильно монотонним. Якщо g — заданий на за-
мкненiй опуклiй множинi C опуклий диференцiйовний функцiонал з похi-
дною, що задовольняє умовi Лiпшиця зi сталою L > 0, то похiдна ∇g —
1/L-обернено сильно монотонний на C оператор (теорема Байона-Аддада-
Антiпiна) [29].

Має мiсце

Лема 1. Нехай виконуються умови A1)–A5). Тодi для всiх λ ∈ (0, 2L)
оператор Tλ = JλΦ(I − λA) — нерозтягуючий та F (Tλ) = S.

Доведення. Перший факт випливає з оцiнки (λ > 0)

∥JλΦ(x− λAx)− JλΦ(y − λAy)∥2 ≤ ∥(x− λAx)− (y − λAy)∥2 =

= ∥x− y∥2 − 2λ(x− y,Ax−Ay) + λ2 ∥Ax−Ay∥2 ≤

≤ ∥x− y∥2 − λ (2L− λ) ∥Ax−Ay∥2 .
Рiвнiсть z = Tλx означає, що λ (Φ(z, y) + (Ax, y − z)) + (z − x, y − z) ≥ 0
для всiх y ∈ C. Тому F (Tλ) = S. �

Перейдемо до розгляду алгоритму розв’язання задачi (4).
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3. Алгоритм та теорема збiжностi
Для довiльної пари елементiв x, y ∈ H визначимо множину

H(x, y) = {z ∈ H : ∥z − y∥ ≤ ∥z − x∥} .
МножинаH(x, y) є замкненим напiвпростором (що спiвпадає зH у випадку
x = y).

Зафiксуємо стискаючий оператор T : H → H. Для розв’язання задачi
рiвноважного програмування (4) розглянемо

Алгоритм 1. Для x1 ∈ H генеруємо послiдовнiсть елементiв xn ∈ H за
допомогою iтерацiйної схеми yn = xn − λnAxn,

zn = JλnΦyn,
xn+1 = αnTxn +

∑n
k=1(αk−1 − αk)PH(xk,zk)xn,

де α0 = 1, (αn) — спадна послiдовнiсть чисел з (0, 1) та
∑∞

n=1 αn = +∞,
αn → 0, λn ∈ [λ∗, λ∗∗] ⊆ (0, 2L).

Зауваження 2. Для обчислення zn слiд розв’язати задачу про рiвновагу:

знайти zn ∈ C : λnΦ(zn, y) + (zn − yn, y − zn) ≥ 0 ∀ y ∈ C.

Має мiсце

Теорема 2. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опу-
кла замкнена множина, виконуються умови A1)–A5) та S ̸= ∅. Тодi зге-
нерована алгоритмом 1 послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до розв’язку
z ∈ H задачi рiвноважного програмування (4) такого, що z = PSTz.

Доведення. Покажемо, що для всiх n ∈ N має мiсце вкладення S ⊆ H(xn, zn).
Для p ∈ S маємо

∥zn − p∥ ≤ ∥xn − p∥ .
Отже, p ∈ H(xn, zn). Звiдки випливає S ⊆ H(xn, zn).

За теоремою 3 (див. Додаток) послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до
елемента z ∈ F =

∩∞
n=1H(xn, zn) такого, що

(z − Tz, y − z) ≥ 0 ∀y ∈ F.
Остання нерiвнiсть означає, що z = PFTz.

Покажемо, що z ∈ S, чим i доведемо теорему. Оскiльки z ∈ H(xn, zn)
для всiх n ∈ N, то

∥xn − z∥ ≥ ∥zn − z∥ .
Пiсля граничного переходу, отримаємо limn→∞ ∥zn − z∥ = 0. Звiдки z ∈ C.

Для zn = JλnΦ yn маємо

λnΦ(zn, y) + (zn − yn, y − zn) =
= λn (Φ(zn, y) + (Axn, y − zn)) + (zn − xn, y − zn) ≥ 0 ∀y ∈ C.

З умови монотонностi бiфункцiї Φ випливає(
zn − xn
λn

, y − zn
)
+ (Axn, y − zn) ≥ Φ(y, zn) ∀y ∈ C.
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Пiсля граничного переходу отримаємо

(Az, y − z) ≥ Φ(y, z) ∀y ∈ C.

Для t ∈ (0, 1) покладемо yt = z + t(y − z) ∈ C. Маємо

0 = Φ(yt, yt) ≤ tΦ(yt, y) + (1− t)Φ(yt, z) ≤ tΦ(yt, y) + (1− t)t(Az, y − z).

Звiдки
(1− t)(Az, y − z) + Φ(yt, y) ≥ 0.

Спрямувавши t до нуля, одержимо

(Az, y − z) + Φ(z, y) ≥ 0 ∀y ∈ C,

тобто z ∈ S. �

Зауваження 3. У випадку апроксимацiї нормального розв’язку варiацiй-
ної нерiвностi (2) алгоритм 1 набуває вигляду{

zn = PC(xn − λnAxn),
xn+1 =

∑n
k=1(αk−1 − αk)PH(xk,zk)xn.

Цей алгоритм пропонується у якостi альтернативи такiй вiдомiй схемi:
C0 = H,
zn = PC(xn − λnAxn),
Cn+1 = Cn ∩H(xn, zn),
xn+1 = PCn+10,

яка грунтується на гiбридному методi Такахасi-Такеучi-Куботи [23].

4. Додаток: збiжнiсть варiанту схеми Гальперна
Нехай Ti : C → C — злiченний набiр нерозтягуючих операторiв, що

дiють у замкненiй опуклiй пiдмножинi C простору H, F =
∩∞
i=1 F (Ti) ̸= ∅,

T : C → C — стискаючий оператор з коефiцiєнтом µ ∈ [0, 1). Розглянемо
задачу

знайти x ∈ F : (x− Tx, y − x) ≥ 0 ∀y ∈ F. (5)
Варiацiйна нерiвнiсть (5) має єдиний розв’язок. Для його знаходження
можна використати такий варiант схеми Гальперна.

Алгоритм 2. Задаємо x1 ∈ C, генеруємо послiдовнiсть елементiв xn ∈ C
за допомогою iтерацiйної схеми

xn+1 = αnTxn +

n∑
i=1

(αi−1 − αi)Tixn,

де α0 = 1, (αn) — спадна послiдовнiсть чисел з (0, 1),
∑∞

n=1 αn = +∞,
αn → 0.

Сильна збiжнiсть цiєї схеми доводиться стандартними мiркуваннями
[21, 24]. Наведемо їх для замкненостi статтi.

Використаємо таке вiдоме твердження про числовi послiдовностi.
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Лема 2 ([30]). Нехай (ξn) — послiдовнiсть невiд’ємних чисел, що задоволь-
няє рекурентну нерiвнiсть ξn+1 ≤ (1−αn)ξn+αnβn+γn ∀n ∈ N, де послiдов-
ностi (αn), (βn) i (γn) мають властивостi: 1) αn ∈ [0, 1),

∑∞
n=1 αn = +∞;

2) lim supn→∞ βn ≤ 0; 3) γn ∈ [0,+∞),
∑∞

n=1 γn < +∞. Тодi limn→∞ ξn = 0.

(Факт 1). Послiдовнiсть (xn) обмежена. Дiйсно, для p ∈ F маємо

∥xn+1 − p∥ ≤ αn ∥Txn − p∥+
n∑
i=1

(αi−1 − αi) ∥Tixn − p∥ ≤

≤ αn (∥Txn − Tp∥+ ∥Tp− p∥) +
n∑
i=1

(αi−1 − αi) ∥Tixn − p∥ ≤

≤ αnµ ∥xn − p∥+ αn ∥Tp− p∥+ (1− αn) ∥xn − p∥ =

= (1− (1− µ)αn) ∥xn − p∥+ αn ∥Tp− p∥ ≤ max

{
∥Tp− p∥
1− µ

, ∥xn − p∥
}
.

Звiдки iндукцiєю отримуємо

∥xn − p∥ ≤ max
{
∥Tp− p∥ (1− µ)−1, ∥x1 − p∥

}
, n ≥ 1.

(Факт 2). Для послiдовностi (xn) виконується ∥xn+1 − xn∥ → 0. Маємо

xn+1−xn = αnTxn−αn−1Txn−1+

n∑
i=1

(αi−1−αi)Tixn−
n−1∑
i=1

(αi−1−αi)Tixn−1 =

=
n∑
i=1

(αi−1 − αi)(Tixn − Tixn−1) + αn(Txn − Txn−1)+

+ (αn−1 − αn)(Tnxn−1 − Txn−1).

Звiдки

∥xn+1 − xn∥ ≤ (1− (1−µ)αn) ∥xn − xn−1∥+(αn−1 − αn) ∥Tnxn−1 − Txn−1∥ .

З леми 2 про числовi послiдовностi випливає бажане.
(Факт 3). Для всiх i має мiсце ∥xn − Tixn∥ → 0. Маємо

n∑
i=1

(αi−1 − αi)(xn − Tixn) = αn(Txn − xn) + xn − xn+1.

Для довiльного p ∈ F розглянемо рiвнiсть

n∑
i=1

(αi−1 − αi)(xn − Tixn, xn − p) =

= αn(Txn − xn, xn − p) + (xn − xn+1, xn − p).

Оскiльки

∥xn − p∥2 ≥ ∥Tixn − p∥2 = ∥Tixn − xn∥2 + ∥xn − p∥2 + 2(Tixn − xn, xn − p),
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то
n∑
i=1

(αi−1 − αi) ∥Tixn − xn∥2 ≤ 2αn(Txn − xn, xn − p) + 2(xn − xn+1, xn − p).

Для фiксованого i при n > i маємо

∥Tixn − xn∥2 ≤
M (αn + ∥xn − xn+1∥)

(αi−1 − αi)
.

Звiдки
∥xn − Tixn∥ → 0.

Нехай z ∈ C — єдиний розв’язок варiацiйної нерiвностi (5). Доведемо,
що

lim sup
n→∞

(z − xn, z − Tz) ≤ 0. (6)

Видiлимо з (xn) пiдпослiдовнiсть (xnk
) таку, що

lim sup
n→∞

(z − xn, z − Tz) = lim
k→∞

(z − xnk
, z − Tz).

Можна вважати, що xnk
⇀ x̃ ∈ C. З принципу демiзамкненостi випливає

включення x̃ ∈ F . Тому одержуємо

lim
k→∞

(z − xnk
, z − Tz) = (z − x̃, z − Tz) ≤ 0,

чим i доводимо (6).
Покажемо тепер, що xn → z. Маємо

∥xn+1 − z∥2 =

∥∥∥∥∥αnTxn +
n∑
i=1

(αi−1 − αi)Tixn − z

∥∥∥∥∥
2

=

=

∥∥∥∥∥αn (Txn − z) +
n∑
i=1

(αi−1 − αi)(Tixn − z)

∥∥∥∥∥
2

≤

≤

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

(αi−1 − αi)(Tixn − z)

∥∥∥∥∥
2

+ 2αn (Txn − z, xn+1 − z) ≤

≤ (1− αn)2 ∥xn − z∥2 + 2αn (Txn − z, xn+1 − z) ≤

≤ (1− αn)2 ∥xn − z∥2 + 2αn (z − Tz, z − xn+1)+

+ µαn ∥xn − z∥2 + µαn ∥xn+1 − z∥2 .

Звiдки

∥xn+1 − z∥2 ≤

≤ (1− αn)2 + µαn
1− µαn

∥xn − z∥2 +
2αn

1− µαn
(z − Tz, z − xn+1) . (7)

Застосувавши до одержаної рекурентної нерiвностi (7) лему 2 про числовi
послiдовностi, робимо висновок, що ∥xn − z∥ → 0. Отже, має мiсце
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Теорема 3. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опу-
кла замкнена множина, Ti : C → C — нерозтягуючi оператори,
F =

∩∞
i=1 F (Ti) ̸= ∅, T : C → C — стискаючий оператор. Тодi згене-

рована алгоритмом 2 послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до розв’язку
варiацiйної нерiвностi (5).
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CONSTRUCTION OF EXACT CONTROL FOR A
ONE-DIMENSIONAL HEAT EQUATION WITH CONSTANT

DELAY

D. Ya. Khusainov, M. Pokojovy, E. I. Azizbayov

Abstract. We prove an exact controllability result for a one-dimensio-
nal heat equation with delay in both lower and highest order terms
subject to nonhomogeneous Dirichlet boundary conditions. Moreover,
we give an explicit representation of the control function steering the
system into a given final state. Under certain decay properties for cor-
responding Fourier coefficients which can be interpreted as a sufficiently
high Sobolev regularity of the data, both control function and the so-
lution are proved to be regular in the classical sense both with respect
to time and space variables.
Keywords: heat equation with constant coefficients, exact controlla-
bility, constant delay.

1. Introduction

Studying and developing mathematical models to describe various phenomena
in physics, economics, ecology and population dynamics, etc., are one of central
problems of the modern applied mathematics (cf. [6], [14]). Integral and differ-
ential equations with lumped and distributed parameters proved to be a useful
and efficient tool for such studies. Whereas evolution equations with lumped
parameters have already been rather well investigated (see, e.g., [7]), there still
remain a lot of open questions for the case of dynamical systems with distributed
parameters (cp. monographs [12], [13] and references therein).

The scope of the present paper is a linear one-dimensional heat equation in a
bounded domain with discrete delay in terms of both lower and highest orders.
Recently, an abstract semigroup treatment was proposed for distributed systems
with delays (viz. [3], [4]). Though this rather general framework provides good
analytical and control-theoretical tools for various delay scenarios, technical diffi-
culties may arrive when applying to problems with delay in the highest order terms
which have nevertheless been solved in [5] for certain parabolic-type equations.

Another important problem consists in obtaining explicit representation formu-
las for the solutions to distributed evolution equations with delay. We refer to [2],
[9], [10], [11] for details. Such representation formulas can then be naturally used
to carefully study the solutions, obtain semi-analytical approximations, address
controllability and optimal control problems, etc.
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2. Representation of solutions to the heat equation with delay

In [11], a nonhomogeneous one-dimensional heat equation with delay

vt(x, t) = a21vxx(x, t) + a22vxx(x, t− τ) + b1vx(x, t) + b2vx(x, t− τ)+
+ d1v(x, t) + d2v(x, t− τ) + g(x, t),

(2.1)

defined for 0 ≤ x ≤ l and t ≥ 0 (l > 0), was studied. The coefficients for the phase
derivatives were assumed to be proportional, i.e., there should exist a constant
µ ∈ R such that µ = − b1

2a21
= − b2

2a22
holds true. A Dirichlet initial boundary value

problem with nonhomogeneous initial

v(x, t) = ψ(x, t) for 0 ≤ x ≤ l,−τ ≤ t ≤ 0 (2.2)

and boundary conditions

v(0, t) = θ1(t), v(l, t) = θ2(t) for t ≥ −τ (2.3)

was considered under an additional compatibility condition on the data:

ψ(0, t) = θ1(t), ψ(l, t) = θ2(t) for t ≥ −τ.
Performing the substitution

v(x, t) := eµxu(x, t) with µ = − b1
2a21

= − b2
2a22

,

Equation (2.1) was transformed to

ut(x, t) = a21uxx(x, t) + a22uxx(x, t− τ) + c1u(x, t) + c2u(x, t) + f(x, t) (2.4)

with

c1 := d1 −
b21
4a21

, c2 := d2 −
b22
4a22

, f(x, t) := e−µxg(x, t)

whereby the initial and boundary conditions read as

u(x, t) = φ(x, t) for 0 ≤ x ≤ l, −τ ≤ t ≤ 0, φ(x, t) := e−µxψ(x, t) (2.5)

and
u(x, 0) = µ1(t), u(l, t) := µ2(t) for − τ < t < 0,

µ1(t) := θ1(t), µ2(t) := e−µlθ2(t),
(2.6)

respectively.
Following [10], the delay exponential function expτ (b, ·) was introduced.

Definition 1. For τ > 0, b ∈ R (or b ∈ C), define for each t ∈ R:

expτ (b, t) :=



0, −∞ < t < −τ,
1, −τ ≤ t < 0,

1 + b t1! , 0 ≤ t < τ,

1 + b t1! + b2 (b−τ)
2

2! , τ ≤ t < 2τ,
. . . . . .

1 + b t1! + · · ·+ bk (t−(k−1)τ)k

k! , (k − 1)τ ≤ t < kτ,
. . . . . .

(2.7)
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Figure 1. Delay exponential function expτ (b, ·)

See Figure 1 for a plot of the delay exponential function.
Using the special function given in Equation (2.7), the classical solution to the

initial boundary value problem (2.4)–(2.6) with delay can be represented as

u(x, t) = S1(φ, µ1, µ2)(x, t) + S2(f, µ1, µ2)(x, t) + µ1(t) +
µ2(t)−µ1(t)

l x (2.8)

with linear operators

S1(φ, µ1, µ2)(x, t) =
∞∑
n=1

(
eLn(t+τ) expτ (Dn, t)Φn(−τ)+

+

∫ 0

−τ
eLn(t−s) expτ (Dn, t− τ − s)(Φ̇n(s)− LnΦn(s))ds

)
sin(πnl x), (2.9)

S2(f, µ1, µ2)(x, t) =

∞∑
n=1

(∫ t

0
eLn(t−s) expτ (Dn, t− τ − s)Fn(s)ds

)
sin(πnl x

)
,

where

Fn(t) =
2

l

∫ t

0
f(ξ, t) sin(πnl x)ξdξ +Mn(µ1, µ2)(t),

Φn(t) =
2

l

∫ l

0
φ(ξ, t) sin(πnl ξ)dξ +mn(µ1, µ2)(t)

(2.10)

78



D. YA. KHUSAINOV, M. POKOJOVY, E. I. AZIZBAYOV

with

Mn(µ1, µ2)(t) =
2

l

∫ l

0

(
− d

dt

(
µ1(t) +

µ2(t)−µ1(t)
l ξ

)
+ b2

l (µ1(t− τ)−

+ µ2(t− τ))
)
sin(πnl ξ)ξdξ + c1mn(µ1, µ2)(t)

+ c2(µ1, µ)(t− τ),

mn(µ1, µ2)(t) =
2

l

∫ l

0

(
µ1(t) +

ξ

l
(µ2(t)− µ1(t))

)
sin(πnl ξ)dξ

and

Ln = c1 −
(
πn
l a1

)2
,

Dn =
(
c2 −

(
πn
l a2

)2)
e
−
(
c1−(πnl a1)

2
)
τ
.

Thus, the solution to the initial boundary value problem (2.4)–(2.6) is for-
mally given as a Fourier series in Equation (2.9). Regarding its convergence, the
following result was shown in [11] (cf. also [10]).

Theorem 2. For T > 0, m := ⌈Tτ ⌉ and α > 0, let F ∈ C0([0, l] × [0, T ],R),
Φ, ∂tΦ, ∂ttΦ ∈ C0([0, l] × [0, T ],R) be such that their Fourier coefficients Fn and
Φn satisfy

lim
n→∞

n2m+1+δ max
s∈[−τ,0]

[
|Φ′′
n(s)|+ n2|Φ′

n(s)|+ n4|Φn(s)|
]
= 0,

lim
n→∞

max
1≤k≤m

n2(m−k)+1+δ max
(k−1)τ≤s≤kτ

[
|F ′
n(s)|+ n2|Fn(s)|

]
= 0.

Under these conditions, problem (2.4)–(2.6) possesses a unique classical solution
u ∈ C0([0, l] × [0, T ],R) with ∂tu, ∂xxu ∈ C0([0, l] × [0, T ],R). Moreover, the
functions u, ∂tu, and ∂xxu are represented by uniformly and absolutely convergent
Fourier series given in (2.8) or obtained by a term-wise application of ∂t or ∂xx
to (2.8), respectively.

Remark 3. Using standard arguments from the elliptic theory, the conditions
of Theorem 2 can be interpreted as a requirement for the data φ, µ1, µ2, f to
belong to certain Sobolev spaces (cf. [1]) of functions with sufficiently many weak
derivatives (s. [11]). The larger T and α are, the smoother the data are supposed
to be.

Representing the solution to the initial boundary value problem (2.4)–(2.6)
in the form (2.8) is not always convenient when the impact of the initial and
boundary values or the inhomogeneity has to be treated separately. For our
purposes, it is necessary to split corresponding terms into different sums.
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Expanding the first sum in (2.8) and performing integration by parts, we obtain
S1(φ, µ1, µ2)(x, t) =

=
∞∑
n=1

(
eLn(t+τ) expτ (Dn, t)Φn(−τ)

)
sin(πnl x)+

+
∞∑
n=1

(∫ 0

−τ
eLn(t−s) expτ (Dn, t− τ − s)(Φ̇n(s)− LnΦn)ds

)
sin(πnl x) =

=

∞∑
n=1

(
eLn(t+τ) expτ (Dn, t)Φn(−τ)

)
sin(πnl x)+

+

∞∑
n=1

(
eLn(t−s) expτ (Dn, t− τ − s)Φn(s)

∣∣∣s=0

s=−τ

)
sin(πnl x)−

−
∞∑
n=1

(∫ 0

−τ

(
−LneLn(t−s) expτ (Dn, t− τ − s)

)
Φn(s)ds

)
sin(πnl x)−

−
∞∑
n=1

(∫ 0

−τ

(
−eLn(t−s)Dn expτ (Dn, t− 2τ − s)

)
Φn(s)ds

)
sin(πnl x) =

=
∞∑
n=1

(
eLnt expτ (Dn, t− τ)Φn(0)+

+Dn

∫ 0

−τ
eLn(t−s) expτ (Dn, t− 2τ − s)Φn(s)ds

)
sin(πnl x).

Plugging Φn from Equation (2.10), we get
S1(φ, µ1, µ2)(x, t) =

=

∞∑
n=1

(
eLnt expτ (Dn, t)

(
2

l

∫ l

0
φ(ξ, 0) sin(πnl ξ)dξ +mn(µ1, µ2)(0)

))
×

× sin(πnl x)+

+
∞∑
n=1

(
Dn

∫ 0

−τ
eLn(t−s) expτ (Dn, t−2τ−s)

(2
l

∫ l

0
φ(ξ, s) sin(πnl x)dξ+

+mn(µ1, µ2)(s)
)
ds
)
sin(πnl x).

Expanding the sum in Equation (2.9) and plugging Fn from Equation (2.10) yields
S2(φ, µ1, µ2)(x, t) =

=

∞∑
n=1

(∫ t

0
eLn(t−s) expτ (Dn, t− τ − s)Fn(s)

)
sin(πnl x) =

=

∞∑
n=1

(∫ t

0
eLn(t−s) expτ (Dn, t− τ − s)

(2
l

∫ l

0
f(ξ, s) sin(πnl ξ)dξ+

+Mn(µ1, µ2)
)
ds
)
sin(πnl x).

80



D. YA. KHUSAINOV, M. POKOJOVY, E. I. AZIZBAYOV

Thus, the solution u to the initial boundary value problem (2.4)–(2.6) given in
Equation (2.8) can be written as follows:

u(x, t) =

∞∑
n=1

(
eLnt expτ (Dn, t− τ)

(
2

l

∫ t

0
φ(ξ, 0) sin(πnl ξ)

))
sin(πnl x)+

+

∞∑
n=1

(
eLnt expτ (Dn, t)mn(µ1, µ2)(0)

)
sin(πnl x)+

+

∞∑
n=1

(
Dn

∫ 0

−τ
eLn(t−s) expτ (Dn, t− 2τ − s)×

×
(

2
l

∫ l

0
φ(ξ, s) sin(πnl ξ)dξ

)
ds
)
sin(πnl x)+

+
∞∑
n=1

(
Dn

∫ 0

−τ
eLn(t−s) expτ (Dn, t− 2τ − s)mn(µ1, µ2)(s)ds

)
sin(πnl x)+

+

∞∑
n=1

(∫ t

0
eLn(t−s) expτ (Dn, t− τ − s)

(
2
l

∫ l

0
f(ξ, s) sin(πnl ξ)dξ

)
ds

)
×

× e−
α
2 x sin(πnl x)+

+

∞∑
n=1

(∫ t

0
eLn(t−s) expτ (Dn, t− τ − s)Mn(µ1, µ2)ds

)
sin(πnl x)+

+ µ1(t) +
µ2(t)−µ1(t)

l x.

Now, we collect appropriate terms in the following three operators — the first one
depending on the initial data:

S̃1(φ)(x, t) =
∞∑
n=1

(
eLnt expτ (Dn, t− τ)

(
2

l

∫ t

0
φ(ξ, 0) sin(πnl ξ)

))
sin(πnl x)+

+
∞∑
n=1

(
Dn

∫ 0

−τ
eLn(t−s) expτ (Dn, t− 2τ − s)×

×
(

2
l

∫ l

0
φ(ξ, s) sin(πnl ξ)dξ

)
ds
)
sin(πnl x),
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the second one depending on the boundary data:

S̃2(µ1, µ2)(x, t) =

∞∑
n=1

(
eLnt expτ (Dn, t)mn(µ1, µ2)(0)

)
sin(πnl x)+

+

∞∑
n=1

(
Dn

∫ 0

−τ
eLn(t−s) expτ (Dn, t− 2τ − s)mn(µ1, µ2)(s)ds

)
sin(πnl x)+

+

∞∑
n=1

(∫ t

0
eLn(t−s) expτ (Dn, t− τ − s)Mn(µ1, µ2)ds

)
sin(πnl x)+

+ µ1(t) +
µ2(t)−µ1(t)

l x,

and the third one depending on the inhomogeneity:

S̃2(f)(x, t) =

∞∑
n=1

(∫ t

0
eLn(t−s) expτ (Dn, t− τ − s)×

×
(

2
l

∫ l

0
f(ξ, s) sin(πnl ξ)dξ

)
ds
)
sin(πnl x).

Thus, we arrive at

u(x, t) = S̃1(φ)(x, t) + S̃2(µ1, µ2)(x, t) + S̃2(f)(x, t) +
µ2(t)−µ1(t)

l x. (2.11)

3. Exact controllability for the heat equation with delay

In this section, we consider the following exact controllability problem. Given
an initial state φ and boundary data γ1, γ2, replace f with a control function U
such that the solution u to (2.4)–(2.6) is steered into a given final stale Ψ at a
prescribed time T > 0, i.e.,

u(x, T ) = Ψ(x) for 0 ≤ x ≤ l. (3.1)

Since we are interested in classical solutions, a compatibility condition on the
boundary conditions and the end state has to be imposed:

Ψ(0) = µ1(T ), Ψ(l) = µ2(T ).

As it follows from the representation formula given in Equation (2.11), Equation
(3.1) is satisfied if and only if

S̃1(φ)(x, T ) + S̃2(µ1, µ2)(x, T ) + S̃2(U)(x, T ) + µ2(T )−µ1(T )
l x = Ψ(x)

for 0 ≤ x ≤ l.
(3.2)
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We expand the functions Ψ and x 7→ µ2(T )−µ1(T )
l x on the interval (0, l) into

Fourier series with respect to the eigenfunctions of the corresponding elliptic op-
erator. Equation (2.10) yields then

Ψ(x) =

∞∑
n=1

Ψn sin(
πn
l x)

with Ψn(x) =
2

l

∫ l

0
Ψ(ξ) sin(πnl ξ)dξ for n ∈ N,

µ1(t) +
µ2(t)−µ1(t)

l =
∞∑
n=1

mn(µ1, µ2) sin(
πn
l x).

We assume now U to also have an expansion into Fourier series of the form:

U(x, t) =
∞∑
n=1

Un(t) sin(
πn
l x). (3.3)

The operator S̃3(U) reads then as

S̃3(U)(x, t) =

∞∑
n=1

(∫ t

0
eLn(t−s) expτ (Dn, t− τ − s)Un(s)ds

)
sin(πnl x).

Thus, the controllability condition rewrites as

S̃1(φ)(x, T ) + S̃2(µ1, µ2)(T, x) +

∞∑
n=1

(∫ T

0
eLn(t−s) expτ (Dn, t− τ − s)×

×Un(s)ds
)
sin(πnl x) +

∞∑
n=1

mn(µ1, µ2)(T ) sin(
πn
l x) =

∞∑
n=1

Ψn sin(
πn
l x).

Denote

s1n(t) = eLn(t) expτ (Dn, t)

(
2

l

∫ l

0
φ(ξ, 0) sin(πnl ξ)dξ

)
+

+Dn

∫ l

0
eLn(t−s) expτ (Dn, t− 2τ − s)

(
2

l

∫ l

0
φ(ξ, s) sin(πnl ξ)dξ

)
ds,

s2n(t) =

∫ t

0
eLn(t−s) expτ (Dn, t− τ − s)Mn(µ1, µ2)(s)ds.

There follows then from (3.2) that the controllability problem for an arbitrary
time T > 0 reduces to finding functions un satisfying the following condition

∞∑
n=1

(s1n(T ) + S2n(T )) sin(
πn
l x) +

∞∑
n=1

(∫ t

0
eLn(t−s) expτ (Dn, T − τ − s)×

×Un(s)ds
)
sin(πnl x) +

∞∑
n=1

mn(µ1, µ2)(T ) sin(
πn
l x) =

∞∑
n=1

Ψn sin(
πn
l x),
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which is in its turn equivalent to a system of countably many Fredholm integral
equations of the first type:

s1n(T ) + s2n(T ) +

∫ T

0
eLn(T−s) expτ (Dn, T − τ − s)Un(s)ds

+mn(µ1, µ2)(T ) = Ψn for n ∈ N.
(3.4)

Lemma 4. For τ > 0, D ̸= 0, there holds for arbitrary T > 0∫ T−τ

−τ
expτ (D, s)ds =

1
D (expτ (D,T )− 1). (3.5)

Proof. There exists a unique k ∈ N such that (k − 2)τ ≤ T − τ < (k − 1)τ .
Therefore,∫ T−τ

−τ
expτ (D, s)ds =

∫ 0

−τ
ds+

∫ τ

0

(
1 +D s

1!

)
ds+

+

∫ 2τ

τ

(
1 +D s

1! +D2 (s−τ)2
2!

)
ds+

+

∫ 3τ

2τ

(
1 +D s

1! +D2 (s−τ)2
2! +D3 (s−2τ)3

3!

)
ds+ · · ·+

+

∫ (k−1)τ

(k−2)τ

(
1 +D s

1! +D2 (s−τ)2
2! +D3 (s−2τ)3

3! + · · ·+Dk (s−(k−2)τ)k−1

(k−1)!

)
ds.

Performing the integration, we obtain∫ T−τ

−τ
expτ (D, s)ds =

s
1!

∣∣s=0

s=−τ +
(
s
1! +D s2

2!

) ∣∣s=t
s=0

+

+
(
s
1! +D s2

2! +D2 (s−τ)3
3!

) ∣∣s=2τ

s=τ
+

+
(
s
1! +D s2

2! +D2 (s−τ)3
3! +D3 (s−2τ)4

4!

) ∣∣s=3τ

s=2τ
+ · · ·+

+
(
s
1! +D s2

2! +D2 (s−τ)3
3! +D3 (s−2τ)4

4! + · · ·+Dk (s−(k−2)τ)k

k!

) ∣∣s=T−τ
s=(k−2)τ

= τ
1! +

(
τ
1! +D τ2

2!

)
+
((

2τ
1! +D (2τ)2

2! +D2 τ3

3!

)
−
(
τ
1! +D τ2

2!

))
+

+
((

3τ
1! +D (3τ)2

2! +D2 (2τ)3

3! +D3 τ4

4!

)
−
(
2τ
1! +D (2τ)2

2! +D2 τ3

3!

))
+ · · ·+

+
((

T−τ
1! +D (T−τ)2

2! +D2 (T−2τ)3

3! +D3 (T−3τ)4

4! + · · ·+Dk (T−τ−(k−1)τ)k+1

(k+1)!

)
−

−
(
(k−1)τ

1! +D ((k−1)τ)2

2! +D2 ((k−2)τ)3

3! +D3 ((k−3)τ)4

4! + · · ·+Dk−1 τk

k!

))
=

=
(
(T−τ)

1! +D (T−τ)2
2! +D2 (D−2τ)3

3! +D3 (T−3τ)4

4! + · · ·+Dk (T−τ−(k−1)τ)k+1

(k+1)!

)
+ τ

1! .

Thus, we can write∫ T−τ

−τ
expτ (D, s)ds =

1

D

(
1 +D T

1! +D2 (T−τ)2
2! + · · ·+Dk+1 (T−kτ)k+1

(k+1)! − 1
)
.
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This completes the proof. �

Using Lemma 4, the integral equation (3.4) can be rewritten as∫ T

0
eLn(T−s) expτ (Dn, T − τ − s)Un(s)ds = Rn(T ), (3.6)

where
Rn(T ) := Ψn − s1n(T )− s2n(T )−mn(µ1, µ2)(T ).

Substituting t := T − τ − s into (3.6), we further obtain∫ T−τ

−τ
eLn(τ+t) expτ (Dn, t)Un(T − τ − t)dt = Rn(T ). (3.7)

We look now for a solution of Equation (3.7) in the form

Un(T − τ − t) = e−Ln(τ+t)An(T ),

where An(T ) are constants depending on T . Plugging this into (3.7) yields

An(T )

∫ T−τ

−τ
expτ (Dn, t)dt = Rn(T ).

Exploiting Equation (3.5) from Lemma 4, we can write
An(T )
Dn

(expτ (Dn, T )− 1) = Rn(T ).

Thus, we obtain the following Fourier coefficients for the control function

Un(t) = e−Ln(T−t) Rn(T )Dn

expτ (Dn,T )−1 .

Summarizing the calculations above, we have proved the following statement.

Theorem 5. Let φ, µ1, µ2 and Ψ be such that the conditions of Theorem 2 are
fulfilled. Then the control function

U(x, t) =

∞∑
n=1

Un(t) sin(
πn
l x)

with

Un(t) = e−Ln(T−t) Rn(T )Dn

expτ (Dn,T )−1 ,

Rn(T ) = Ψn − s1n(T )− s2n(T )−mn(µ1, µ2)(T ),

s1n(t) = eLnt expτ (Dn, t)

(
2

l

∫ l

0
φ(ξ, 0) sin(πnl ξ)dξ

)
+

+Dn

∫ 0

−τ
eLn(t−s) expτ (Dn, t− 2τ − s)

(
2

l

∫ l

0
φ(ξ, s) sin(πnl ξ)dξ)

)
ds,

s2n(t) =

∫ t

0
eLn(t−s) expτ (Dn, t− τ − s)Mn(µ1, µ2)(s)ds

solves the exact controllability problem (2.4)–(2.6), (3.1).
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4. Conclusions and Outlook

We proved an exact controllability result in the classical settings for a one-
dimensional heat equation with delay. For practical applications, it would though
be desirable to extend these results to a weak framework as, for example, the
one described in [5] or even beyond it. For p, q ∈ (1,∞), using the maximal
Lp-regularity property (cf. [15], [16]) for the elliptic operator in (2.4), the existence
of a unique solution to (2.4)–(2.6)

u ∈W 1,p
(
(0, T ), Lq

(
(0, l)

))
∩ Lp

(
(0, T ),W 2,q

(
(0, l)

))
for the data

f ∈ Lp
(
(0, T ), Lq

(
(0, l)

))
,

φ ∈W 1,p
(
(−τ, 0), Lq

(
(0, l)

))
∩ Lp

(
(−τ, 0),W 2,q

(
(0, l)

))
,

γ1, γ2 ∈W
1− 1

2p
(
(0, T ),R

)
can be deduced from [5]. Using this fact to verify controllability for a larger class
of data and control functions will be a part of our further investigations.
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УЗАГАЛЬНЕНА РОЗВ’ЯЗНIСТЬ ОДНОГО
IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ

А. В. Анiкушин

Резюме. У роботi наведено приклад iнтегро-диференцiального
оператору з iнтегральним ядром спецiального вигляду. Iнтеграль-
ний доданок не є додатно або вiд’ємно визначеним. Використову-
ючи теорiю оснащених просторiв та методику апрiорних оцiнок
в негативних нормах, доведено нерiвностi для вказаного та спря-
женого операторiв. Також сформульовано теорему iснування та
єдиностi узагальненого розв’язку.

Вступ

Сучаснi дослiдження в фiзицi, бiологiї, хiмiї часто приводять до розгля-
ду деяких iнтегро-диференцiальних рiвнянь. Такi рiвняння з одного боку
дозволяють бiльш детально i точно побудувати математичну модель при-
родного явища (напр. при наявностi ”пам’ятi” матерiалу [1], [2]), а з iншого
є менш дослiдженими нiж диференцiальнi рiвняння з частинними похiдни-
ми.

Теорiя оснащених просторiв та метод апрiорних оцiнок в негативних нор-
мах, що був з успiхом затосований С. I. Ляшком та його школою при ви-
вченнi iснування та єдинiсть розв’язку диференцiальних рiвнянь з частин-
ними похiдними [3], [4], виявилися корисними i при дослiдженнi iнтегро-
диференцiальних рiвнянь. Зокрема за допомогою вказаних методiв i прийо-
мiв у роботi [5] було дослiджено коректнiсть узагальненої постановки пер-
шої початково-краєвої задачi для елiптичного iнтегро-диференцiального
рiвняння (вiдзначимо, що таке рiвняння є узагальненням нових матема-
тичних моделей з монографiї [6]), а в роботах [7], [8] — для рiвняння пара-
болiчного типу.

Спiльною рисою вказаних дослiджень є те, що апрiорнi оцiнки отриманi
в них (а отже i теореми узагальненої розв’язностi) спiвпадають з результа-
тами для чисто диференцiальних операторiв з частинними похiдними, що
стоять у вказаних рiвняннях поза iнтегралом.

У роботах [9], [10], [11] було розглянуто деякi iнтегро-диференцiальнi
рiвняння з невiд’ємно визначеним iнтегральними операторами для яких
апрiорнi оцiнки i простори, що фiгурують у теоремах узагальненої розв’я-
зностi, суттєво залежать вiд ядер iнтегральної частини оператору.

У даннiй роботi наведено приклад iнтегро-диференцiального операто-
ра L = D + I з частинними похiдними з iнтегральним доданком I типу
Вольтерра, для якого iнтегральний доданок I не є невiд’ємно визначеним
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та суттєво впливає на iснування узагальненого розв’язку. Зокрема сформу-
льовано теореми iснування та єдиностi узагальненого розв’язку для правих
частин з деякого негативного простору.

Основнi позначення i простори
Розглянемо лiнiйний оператор

Lu =
∂u(x, t)

∂t
+

∫ t

0
sin(t− τ)

n∑
i=1

∂2u(x, τ)

∂x2i
dτ.

Тут u(x, t) — функцiя, що описує стан системи в областi Q = Ω×(0, T ), Ω —
обмежена область в n-вимiрному просторi з гладкою межею ∂Ω. Областю
визначення оператору L вважатимемо множину нескiнченно диференцi-
йовних функцiй u(x, t), що задовольняють умови

u|∂Ω = 0, u(x, T ) = 0.

Цю множину позначимо через C(∞)
BR (Q). Розглянемо також множину не-

скiнченно диференцiйовних функцiй v(x, t), що задовольняють умови

v|∂Ω = 0, v(x, 0) = 0,

яку позначимо через C(∞)
BR+(Q).

Для дослiдження рiвняння з оператором L уведемо до розгляду спецi-
альнi простори. Через p(u) та p+(u) позначимо напiвнорми(

n∑
i=1

∫
Ω

(∫ T

0

∫ t

0
cos tuxi(x, τ)dτdt

)2

+

(∫ T

0

∫ t

0
sin tuxi(x, τ)dτdt

)2

dx

) 1
2

,

(
n∑
i=1

∫
Ω

(∫ T

0

∫ T

t
cos tuxi(x, τ)dτdt

)2

+

(∫ T

0

∫ T

t
sin tuxi(x, τ)dτdt

)2

dx

) 1
2

,

вiдповiдно. Нехай також

q(u) =

∫
Q

(∫ t

0
sin(t− τ)

n∑
i=1

uxixi(x, τ) dτ

)2

dQ

 1
2

,

q+(u) =

∫
Q

(∫ T

t
sin(t− τ)

n∑
i=1

uxixi(x, τ) dτ

)2

dQ

 1
2

,

∥u∥2
H+

BR
= ∥u∥2L2

+ p2(u), ∥u∥2
H+

BR+
= ∥u∥2L2

+ p2+(u), ∥u∥W+ = ∥ut∥L2 ,

∥u∥2
E+

BR
= ∥u∥2L2

+ q2(u), ∥u∥2
E+

BR+
= ∥u∥2L2

+ q2+(u).

Через W+
BR, H

+
BR, E

+
BR позначимо поповнення простору C(∞)

BR (Q) за норма-
ми ∥ · ∥W+ , ∥ · ∥H+

BR
, ∥ · ∥E+

BR
вiдповiдно, а через W+

BR+ , H
+
BR+ , E

+
BR+ позна-

чимо поповнення простору C(∞)
BR+(Q) за нормами ∥ · ∥W+ , ∥ · ∥H+

BR+
, ∥ · ∥E+

BR+

вiдповiдно.
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Зауваження 1. Має мiсце щiльне i неперервне вкладенняE+
BR ⊂ H

+
BR ⊂ L2.

Доведення. Покажемо, що має мiсце вкладення просторiв. Для цього слiд
перевiрит умову π). Нехай послiдовнiсть um ∈ C(∞)

BR (Q) є фундаментальною
у просторi E+

BR i збiгається до нуля у просторi H+
BR. Тодi, очевидно um → 0

у просторi L2. Позначимо

Φm(x, t) =

∫ t

0
sin(t− τ)

n∑
i=1

(um)xixi(x, τ) dτ.

Оскiльки q(um−uk)→ 0, m, k →∞, то ∥Φm−Φk∥ → 0, m, k →∞, а отже,
послiдовнiсть Φm є фундаментальною у просторi L2. Тому Φn збiгається
у просторi L2 до деякого елементу Φ ∈ L2. Нехай v(x, t) довiльна гладка
функцiя, що дорiвнює нулю на ∂Ω разом з усiма своїми похiдними першо-
го порядку за просторовими змiнними vxi . Розглянемо скалярний добуток
(Φm, v)L2 та проiнтегруємо частинами:

(Φm, v)L2 =

∫
Q

∫ t

0
sin(t− τ)

n∑
i=1

(um)xixi(x, τ) dτv(x, t)dQ =

=

n∑
i=1

∫
Q

∫ t

0
sin(t− τ)um(x, τ) dτvxixi(x, t)dQ =

=

n∑
i=1

∫
Ω

∫ T

0

∫ t

0
sin(t− τ)um(x, τ)vxixi(x, t) dτdtdΩ =

=

n∑
i=1

∫
Ω

∫ T

0

∫ T

τ
sin(t− τ)um(x, τ)vxixi(x, t) dtdτdΩ =

=

n∑
i=1

∫
Q
um(x, τ)

∫ T

τ
sin(t− τ)vxixi(x, t) dtdQ.

Останнiй вираз прямує до нуля, оскiльки un → 0 у просторi L2. Крiм того,
(Φm, v)L2 → (Φ, v)L2 = 0, де v пробiгає всюди щiльну у L2 множину. Тому
Φ = 0. Отже, q(um) = ∥Φm∥L2 → 0. Таким чином E+

BR вкладається в H+
BR.

Оскiльки E+
BR i H+

BR мiстять C(∞)
BR , то вкладення є щiльним. Застосовую-

чи нерiвнiсть Кошi-Буняковського нескладно показати, що
∥ · ∥H+

BR
≤ c∥ · ∥E+

BR
, з чого випливає неперервнiсть оператору вкладення.

Аналогiчно можна показати справедливiсть леми для пари просторiв
H+
BR ⊂ L2. �
Через W−

BR, H
−
BR, E

−
BR позначимо негативнi простори побудованi вiдно-

сно L2. Оскiльки вкладення D(L) = C
(∞)
BR (Q) ⊂ L2(Q) щiльне, то можна

визначити спряжений оператор. Областю визначення оператору L∗ вважа-
тимемо множину нескiнченно диференцiйовних функцiй C(∞)

BR+(Q). Неваж-
ко переконатися, що

L∗u = −∂v(x, t)
∂t

−
∫ T

t
sin(t− τ)

n∑
i=1

∂2v(x, τ)

∂x2i
dτ.
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Апрiорнi нерiвностi

Лема 1. Iснує така стала c1 > 0, що для довiльної функцiї u ∈ C
(∞)
BR

виконується нерiвнiсть ∥Lu∥W−
BR+
≤ c1∥u∥E+

BR
.

Доведення. Нехай u ∈ C
(∞)
BR . Розглянемо довiльну функцiю v ∈ C

(∞)
BR+ .

Оскiльки Lu ∈ L2(Q), то можна розглянути бiлiнiйну форму

(Lu, v)L2(Q) =

∫
Q
ut(x, t)v(x, t) dQ+

n∑
i=1

∫
Q

∫ t

0
sin(t−τ)uxixi(x, τ)dτv(x, t)dQ.

Скористаємось нерiвнiстю Шварца:∣∣∣∣∫
Q
ut(x, t)v(x, t) dQ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
Q
u(x, t)vt(x, t) dQ

∣∣∣∣ ≤
≤
(∫

Q
u2(x, t) dQ

∫
Q
v2t (x, t) dQ

) 1
2

= ∥u∥L2 · ∥v∥W+

BR+
,∣∣∣∣∣

∫
Q

∫ t

0
sin(t− τ)

n∑
i=1

uxixi(x, τ)dτv(x, t)dQ

∣∣∣∣∣ ≤
≤

∫
Q
v2(x, t) dQ

∫
Q

(∫ t

0
sin(t− τ)

n∑
i=1

uxixi(x, τ) dτ

)2

dQ

 1
2

≤

≤ c

∫
Q
v2t (x, t) dQ

∫
Q

(∫ t

0
sin(t− τ)

n∑
i=1

uxixi(x, τ) dτ

)2

dQ

 1
2

=

= c · q(u)∥v∥W+

BR+
.

Додамо отриманi нерiвностi:

|(Lu, v)L2(Q)| ≤
1

2
c1(∥u∥L2 + q(u))∥v∥W+

BR+
≤ c1∥u∥E+

BR
∥v∥W+

BR+
.

Подiливши останню нерiвнiсть на ∥v∥W+

BR+
та перейшовши до супремуму

за функцiями v(x, t) ∈ C(∞)
BR+ , отримаємо шукану нерiвнiсть. �

Зауваження 2. Отримана в лемi 1 нерiвнiсть дозволяє розширити за не-
перервнiстю оператор L з його областi визначення D(L) на простiр E+

BR.
При цьому, зазначена нерiвнiсть буде виконуватися вже для всiх елемен-
тiв u ∈ E+

BR. Зазначимо, що розширення оператору L буде iн’єктивним.
Дiйсно, якщо Lu = 0, то u = 0 у просторi H+

BR. Оскiльки простiр E+
BR

вкладається у простiр H+
BR, то u = 0 i у просторi E+

BR.

Лема 2. Iснує така стала c1 > 0, що для довiльної функцiї v ∈ C
(∞)
BR+

виконується нерiвнiсть ∥L∗v∥W−
BR
≤ c1∥v∥E+

BR+
.
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Доведення. Нехай v ∈ C(∞)
BR+ . Розглянемо довiльну функцiю u ∈ C(∞)

BR . Ана-
логiчно доведеню попередньої леми, скориставшись нерiвнiстю Шварца,
отримаємо ∣∣∣∣∫

Q
vt(x, t)u(x, t) dQ

∣∣∣∣ ≤ ∥v∥L2 · ∥u∥W+
BR
,∣∣∣∣∣

∫
Q

∫ T

t
sin(t− τ)

n∑
i=1

vxixi(x, τ)dτu(x, t)dQ

∣∣∣∣∣ ≤ c · q+(v)∥u∥W+
BR
,

|(u,L∗v)L2(Q)| ≤
1

2
c1(∥v∥L2 + q+(v))∥u∥W+

BR
≤ c1∥v∥E+

BR+
∥u∥W+

BR
.

Подiливши останню нерiвнiсть на ∥u∥W+
BR

та перейшовши до супремуму за

функцiями u ∈ C(∞)
BR , отримаємо шукану нерiвнiсть. �

Зауваження 3. Оператор L∗ розширмо за неперервнiстю на простiр E+
BR+ .

При цьому, зазначена в лемi 2 нерiвнiсть буде виконуватися вже для всiх
елементiв v ∈ E+

BR+ . Зазначимо, що розширення оператору L буде iн’є-
ктивним.

Лема 3. Iснує така стала c0 > 0, що для довiльної функцiї u ∈ E+
BR

виконується нерiвнiсть ∥Lu∥W−
BR+
≥ c0∥u∥H+

BR
.

Доведення. Нехай спочатку u ∈ C(∞)
BR , a v(x, t) = −

∫ t
0 u(x, τ) dτ . Тодi,

(Lu, v)L2(Q) =

∫
Q
ut(x, t)v(x, t) dQ+

n∑
i=1

∫
Q

∫ t

0
sin(t−τ)uxixi(x, τ)dτv(x, t)dQ.

Розглянемо окремо перший доданок:∫
Q
ut(x, t)v(x, t) dQ = −

∫
Q
ut(x, t)

∫ t

0
u(x, τ)dτ dQ =

= −
∫
Ω

∫ T

0
ut(x, t)

∫ t

0
u(x, τ)dτ dtdx =

= −
∫
Ω

∫ T

0

∫ t

0
ut(x, t)u(x, τ)dτdt dx = −

∫
Ω

∫ T

0

∫ T

τ
ut(x, t)u(x, τ)dtdτ dx =

= −
∫
Ω

∫ T

0
u(x, τ)

∫ T

τ
ut(x, t)dtdτ dx = −

∫
Ω

∫ T

0
u(x, τ)u(x, t)|Tτ dτ dx =

=

∫
Ω

∫ T

0
u2(x, τ)dτ dx =

∫
Q
u2(x, t) dQ.

Оцiнимо другий доданок. Для цього скористаємось тим, що∫ t

0
sin(t− τ)uxi(x, τ)dτ =

= sin(t− τ)
∫ τ

0
uxi(x, s)ds

∣∣∣∣t
0

+

∫ t

0
cos(t− τ)

∫ τ

0
uxi(x, s)ds dτ =

92



А. В. АНIКУШИН

=

∫ t

0
cos(t− τ)

∫ τ

0
uxi(x, s)ds dτ =

∫ t

0

∫ τ

0
cos(t− τ)uxi(x, s)ds dτ.

Проiнтегруємо другий доданок частинами:∫
Q

∫ t

0
sin(t−τ)uxixi(x, τ)dτv(x, t)dQ=−

∫
Q

∫ t

0
sin(t−τ)uxi(x, τ)dτvxi(x, t)dQ=

=

∫
Q

∫ t

0
sin(t− τ)uxi(x, τ)dτ

∫ t

0
uxi(x, τ)dτdQ =

=

∫
Q

∫ t

0
cos(t− τ)

∫ τ

0
uxi(x, s)ds dτ

∫ t

0
uxi(x, ξ)dξ dQ =

=

∫
Ω

∫ T

0

∫ t

0

(
cos(t− τ)

∫ τ

0
uxi(x, s)ds

∫ t

0
uxi(x, ξ) dξ

)
dτdt dx =

=
1

2

∫
Ω

∫ T

0

∫ T

0

(
cos(t− τ)

∫ τ

0
uxi(x, s)ds

∫ t

0
uxi(x, ξ) dξ

)
dτdt dx =

=
1

2

∫
Ω

(∫ T

0
cos τ

∫ τ

0
uxi(x, s)ds dτ

)2

+

(∫ T

0
sin τ

∫ τ

0
uxi(x, s)ds dτ

)2

dx =

=
1

2

∫
Ω

(∫ T

0

∫ t

0
cos tuxi(x, s)ds dt

)2

+

(∫ T

0

∫ t

0
sin tuxi(x, s)ds dt

)2

dx.

Таким чином

(Lu, v)L2(Q) =

∫
Q
u2(x, t) dQ+

1

2

∫
Ω

(∫ T

0

∫ t

0
cos tuxi(x, s)ds dt

)2

dx+

+
1

2

∫
Ω

(∫ T

0

∫ t

0
sin tuxi(x, s)ds dt

)2

dx ≥ 1

2

(
∥u∥2L2

+ p2(u)
)
.

Використаємо нерiвнiсть Шварца:

∥Lu∥W−
BR+
∥v∥W+

BR+
≥ (Lu, v)L2(Q) ≥

1

2

(
∥u∥2L2

+ p2(u)
)
≥ 1

2
∥u∥H+

BR
∥u∥L2 .

Оскiльки u(x, t) = −vt(x, t) i v ∈ C(∞)
BR+ , то ∥u∥L2 = ∥v∥W+

BR+
. Отже,

∥Lu∥W−
BR+
∥v∥W+

BR+
≥ 1

2
∥u∥H+

BR
∥v∥W+

BR+
.

Твердження леми для всiх функцiй u ∈ E+
BR отримаємо граничним пере-

ходом. �
Лема 4. Iснує така стала c0 > 0, що для довiльної функцiї v ∈ E+

BR+

виконується нерiвнiсть ∥L∗v∥W−
BR
≥ c0∥v∥H+

BR+
.

Доведення. Нехай спочатку v ∈ C(∞)
BR , a u(x, t) =

∫ T
t v(x, τ) dτ . Тодi, анало-

гiчно доведенню леми 3, iнтегруючи частинами, отримаємо:

(u,L∗v)L2(Q) = −
∫
Q
u(x, t)vt(x, t) dQ−
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−
n∑
i=1

∫
Q

∫ T

t
sin(t− τ)vxixi(x, τ)dτu(x, t)dQ =

=

∫
Q
v2(x, t) dQ+

1

2

∫
Ω

(∫ T

0

∫ T

t
cos tvxi(x, s)ds dt

)2

dx+

+
1

2

∫
Ω

(∫ T

0

∫ T

t
sin tvxi(x, s)ds dt

)2

dx ≥ 1

2

(
∥v∥2L2

+ p2+(v)
)
.

Решта доведення аналогiчна доведенню леми 3. �
Таким чином, справедливий

Наслiдок 1. Для операторiв L,L∗ справедливi нерiвностi{
c−1∥u∥H+

BR
≤ ∥Lu∥W−

BR+
≤ c∥u∥E+

BR
, ∀u ∈ E+

BR,

c−1∥v∥H+

BR+
≤ ∥L∗v∥W−

BR
≤ c∥v∥E+

BR+
, ∀v ∈ E+

BR+ .

Узагальнена розв’язнiсть
Отриманi нерiвностi дозволяють перенести результати, що стосуються

узагальненої розв’язностi, отриманi в [3, 4], на iнтегро-диференцiальне рiв-
няння, що вивчається.

Сформулюємо вiдповiднi означення та теореми.
Означення 1. Функцiя u(x, t) ∈ H+

BR називається узагальненим розв’яз-
ком рiвняння Lu = f, f ∈ W−

BR+ , якщо iснує послiдовнiсть ui ∈ E+
BR така,

що
∥u− ui∥H+

BR
→ 0, ∥Lui − f∥W−

BR+
→ 0, i→∞.

Через L(E+
BR) позначимо замикання образу оператора L(E+

BR) у просторi
W−
BR+ .

Теорема 1. Для довiльного f ∈ L(E+
BR) iснує єдиний узагальнений розв’я-

зок рiвняння Lu = f в сенсi означення (1).
Означення 2. Функцiя u(x, t) ∈ W+

BR називається узагальненим розв’яз-
ком рiвняння Lu = f, f ∈ H−

BR+ , якщо рiвнiсть

(L∗v, u)W−
BR×W+

BR
= (f, v)H−

BR+×H+

BR+

виконується для довiльної v ∈ E+
BR+ .

Теорема 2. Для довiльного f ∈ H−
BR+ iснує узагальнений розв’язок рiвня-

ння Lu = f в сенсi означення (2).

Висновок
У роботi дослiджено деякi властивостi узагальнених розв’язкiв iнтегро-

диференцiального рiвняння з частинними похiдними з iнтегральним додан-
ком типу Вольтерра. Як бачимо навiть у випадку, коли iнтегральна части-
на рiвняння не є знакосталим оператором, для деяких специфiчних ядер,
метод апрiорних оцiнок у негативних нормах може бути застосований.
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ВИКОРИСТАННЯ ПЕРЕДОБУМОВЛЮВАЧIВ НА ОСНОВI
МЕТОДУ БАЗИСНИХ МАТРИЦЬ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗАННЯ

ЗАДАЧ ТЕОРIЇ ПРУЖНОСТI

В. О. Богаєнко, В. I. Кудiн

Резюме. Розглядаються передобумовлювачi, побудованi з вико-
ристанням методики неповного розкладу на основi алгоритмiв
методу базисних матриць. Приводяться результати їх застосува-
ння при розв’язаннi систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, зокре-
ма таких, що виникають при дискретизацiї методом скiнченних
елементiв деяких задач розрахунку напружено-деформованого
стану ґрунтiв.

Вступ
Матричнi обчислення, зокрема, задача розв’язання систем лiнiйних ал-

гебраїчних рiвнянь (СЛАР), виникають при математичному моделюваннi
бiльшостi фiзичних процесiв. В багатьох випадках, це СЛАР з погано об-
умовленими розрiдженими квадратними матрицями обмежень, що мають
великий розмiр. В таких ситуацiях найчастiше застосовними є iтерацiйнi
методи розв’язання СЛАР, зокрема такi як метод спряжених градiєнтiв
(CG) чи стабiлiзований метод бiспряжених градiєнтiв (BiCGstab) [2].

Основною методикою покращення швидкостi збiжностi та точностi отри-
муваних розв’язкiв при розв’язаннi погано обумовлених СЛАР iтерацiйни-
ми методами є використання передобумовлювачiв [5] — матриць, домноже-
ння яких на розв’язувану СЛАР призводить до зменшення числа обумов-
леностi її матрицi обмежень. Оскiльки iдеальним передобумовлювачем є
обернена матриця, бiльшiсть передобумовлювачiв будують як наближен-
ня до неї. Найбiльш розповсюдженими методиками їх побудови є неповний
розклад матриць (наприклад, неповний LU розклад) та неповне обернення
(зокрема, полiномiальнi передобумовлювачи). Серед iнших варто видiлити
багатосiтковi та вейвлетнi передобумовлювачi.

Зауважимо, що ефективнiсть передобумовлювачiв в переважнiй бiль-
шостi випадкiв неможливо довести теоретично, тож задачею є, зокрема,
експериментальне визначення класiв матриць, щодо яких конкретний пе-
редобумовлювач є ефективним з позицiї пришвидшення розрахункiв чи
отримання бiльш точного розв’язку.

Алгоритми неповного методу базисних матриць
Однiєю з методик побудови передобумовлювачiв для iтерацiйних мето-

дiв розв’язання розрiджених СЛАР є методика неповного розкладу, що
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полягає у обмеженi множини елементiв матрицi, що змiнюються в проце-
сi побудови її розкладу, наприклад LU [2] чи QR [5] або при застосуваннi
процедури обернення, наприклад методу Грамма-Шмiдта [4]. Таким чином
отримується матриця, наближена до оберненої, яка може використовува-
тись як передобумовлювач.

Така методика застосовна й до алгоритмiв методу базисних матриць [1].
Будемо розглядати СЛАР

Ax = b, (1)

де dimA = [n, n], dimx = dim b = [n, 1].
Алгоритм методу базисних матриць, результатом якого є матриця A−1,

обернена до A, запишемо так:
Нехай A

(i)
1 — базисна матриця на i-тiй iтерацiї алгоритму,

dimA
(i)
1 = [n, n], A(i)

1 [j] — стовпець матрицi A(i)
1 , ai — рядок матрицi

A, A(0)
1 = A0

1.
Тодi i-та iтерацiя алгоритму має такий вигляд:

1) v = diag
(
AA

(i−1)
1

)
;

2) k = max
i
|vi|;

3) α = akA
(i−1)
1 ;

4) A(i)
1 [k] = A

(i−1)
1 [k]/αk ;

5) A(i)
1 [l] = A

(i−1)
1 [l]− αlA

(i)
1 [k], l ̸= k.

Пiсля проведення n iтерацiй A(n)
1 = A−1.

Розглянемо сiмейство алгоритмiв неповного розкладу, побудоване на базi
вищеописаного алгоритму методу базисних матриць.

Перепишемо пункт 5, ввiвши обмеження на iндекси елементiв матрицi,
щодо яких будуть здiйснюватись перетворення:

A
(i)
1 [l]j = A

(i−1)
1 [l]j − αlA

(i)
1 [k]j , l ̸= k, (l, j) ∈ R, (2)

де R — множина iндексiв елементiв матрицi.
За аналогiєю з алгоритмами неповного LU-розкладу [3], вибираючи кон-

кретну множину R, будемо розглядати три алгоритми неповного методу
базисних матриць:
— IBMM0, якщо R — множина ненульових елементiв матрицi A;
— IBMM1, якщо R — множина ненульових елементiв матрицi AAT ;
— IBMMd, якщо множина R змiнюється динамiчно в процесi обчислень.

Динамiчна змiна множини R у алгоритмi IBMMd вiдбувається таким
чином, щоб на кожному кроцi для неї виконувалась

Умова 1. Кiлькiсть елементiв (l, j) множини R не повинно перевищува-
ти кiлькiсть ненульових елементiв у l-тому рядку матрицi A.

Для виконання цiєї умови пункт 5 базового алгоритму змiнюється таким
чином:
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якщо (l, j) ∈ R, або (l, j) /∈ R, але умова 1 виконується для стовпця l,
то A

(i)
1 [l]j = A

(i−1)
1 [l]j − αlA

(i)
1 [k]j , l ̸= k, R = R ∪ (l, j), тобто елемент

змiнюється й додається до множини, якщо вiн там не присутнiй;
якщо (l, j) /∈ R й умова 1 не виконується, то, якщо ∃m :∣∣∣A(i−1)
1 [l]m

∣∣∣ <
∣∣∣A(i−1)

1 [l]j − αlA
(i)
1 [k]j

∣∣∣, проводиться перетворення

A
(i−1)
1 [l]m = 0, A

(i)
1 [l]j = A

(i−1)
1 [l]j −αlA

(i)
1 [k]j , R = (R− (l,m))∪ (l, j), тоб-

то елемент змiнюється й додається до множини, якщо у стовпцi iснує
елемент з меншим за модулем значенням. Менший елемент при цьому
обнуляється й видаляється з множини R.

Механiзм корекцiї у алгоритмах IBMM

На кожнiй iтерацiї методу базисних матриць виконується умова

akA
(i)
1 [l] =

{
1, l = k
0, l ̸= k

, виконання якої порушується при неповних пере-

твореннях. Пропонується алгоритм корекцiї, який забезпечує виконання
цiєї умови у неповному методi базисних матриць.

Для алгоритмiв IBMM0 та IBMM1 додається такий крок алгоритму:
6) якщо (l, j) /∈ R i akj ̸= 0, ∃m = max

j
|akj |, i A

(i−1)
1 [l]j ̸= 0, то

A
(i)
1 [l]m = A

(i)
1 [l]m − αlA

(i)
1 [k]jakj/akm.

У випадку алгоритму IBMMd, крок 6 застосовується тодi, коли (l, j) /∈ R,
умова 1 не виконується й елемент з меншим за модулем значенням у стовпцi
не iснує, або коли проводиться замiщення ненульового елементу:

6а) якщо (l, j) /∈ R, умова 1 не виконується й ¬∃m :
∣∣∣A(i−1)

1 [l]m

∣∣∣ <
<

∣∣∣A(i−1)
1 [l]j − αlA

(i)
1 [k]j

∣∣∣, якщо ∃m = max
j
|akj | , A

(i−1)
1 [l]j ̸= 0, то

A
(i)
1 [l]m = A

(i)
1 [l]m − αlA

(i)
1 [k]jakj/akm;

6б) якщо (l, j) /∈ R, умова 1 не виконується й ∃m :
∣∣∣A(i−1)

1 [l]m

∣∣∣ <
<
∣∣∣A(i−1)

1 [l]j − αlA
(i)
1 [k]j

∣∣∣, та ∃p = max
j
|akj | , A

(i−1)
1 [l]j ̸= 0, j ̸= m, то

A
(i)
1 [l]p = A

(i)
1 [l]p − αlA

(i)
1 [k]makm/akp.

Алгоритми з механiзмом корекцiї будемо називати IBMM0+c, IBMM1+c,
IBMMd+c.

Поєднання алгоритмiв IBMM з передобумовлювачем Якобi

Враховуючи ефективнiсть передобумовлювача Якобi при розв’язаннi ба-
гатьох СЛАР, вiн може бути поєднаний з алгоритмами неповного методу
базисних матриць. В такому випадку лiвий передобумовлювач матиме ви-

гляд
[
diagA

(n)
1 A

]−1
A

(n)
1 . Такi алгоритми будемо позначати як “+rs”.

До алгоритмiв неповного методу базисних матриць може бути також
застосована процедура уточнення [6], яка полягає у повторному виконаннi
алгоритму, беручи A(0)

1 = A
(n)
1 .
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Тестування ефективностi алгоритмiв.
Ефективнiсть матриць, генерованих розробленими алгоритмами, в яко-

стi лiвих передобумовлювачiв, тестувалась на матрицях з Tim Davis Matrix
Collection, розв’язуючи задачi щодо них алгоритмом Bicgstab. Окремим
предметом аналiзу було застосування розроблених алгоритмiв до СЛАР,
що виникають при дискретизацiї методом скiнченних елементiв стацiонар-
них задач теорiї пружностi.

Будемо розглядати двовимiрну задачу розрахунку напружено-
деформованого стану основи ґрунтової дамби.

Нехай w⃗ = (u, v) — вектор змiщень ґрунту, µ, λ — коефiцiєнти Ляме, g —
прискорення вiльного падiння, σ⃗ = (λ(∂u∂x + ∂v

∂y ) + 2µ∂u∂x , λ(
∂u
∂x + ∂v

∂y ) + 2µ∂v∂y ),
τxy = µ(∂u∂y + ∂v

∂x) — складовi тензора напруг, H — напiр, ρ — щiльнiсть
ґрунту.

У прямокутнiй областi Ω = {x ∈ [0, l], y ∈ [0,m]} розглядались двi систе-
ми рiвнянь:

(
∂

∂x
σx +

∂

∂y
τxy) = 0, (3)

(
∂

∂y
σy +

∂

∂x
τxy) = −ρg (4)

та
(
∂

∂x
σx +

∂

∂y
τxy)− ρg

∂

∂x
H = 0, (5)

(
∂

∂y
σy +

∂

∂x
τxy)− ρg

∂

∂y
H = −ρg, (6)

k(
∂u

∂x
+
∂v

∂y
)

(
∂2H

∂x2
+
∂2H

∂y2

)
= 0. (7)

Ставились крайовi умови:

w⃗ = (0, 0),
∂H

∂y
= 0, y = m, (8)

u = 0,
∂H

∂x
= 0, x = 0, x = l. (9)

Для системи (3)–(4) на дiлянцi границi областi y = 0 ставилась умова
σy = f(x), τxy = 0, а для системи (5)–(7) — σy = f1(x), τxy = 0, H = f2(x),
де f(x), f1(x), f2(x) — заданi функцiї.

Розв’язуючи тестову задачу, СЛАР, що виникає при розв’язаннi методом
скiнченних елементiв задачi (3)–(4), будемо позначати як SD, а СЛАР, що
виникає при роз’вязаннi системи (5)–(7) — як SD2. Матриця SD має роз-
мiр ∼11000x11000 та кiлькiсть ненульових елементiв ∼4*105, коефiцiєнт
наповненостi — ∼36. Матриця SD2 має розмiр ∼17000x17000 та кiлькiсть
ненульових елементiв ∼6*105, коефiцiєнт наповненостi — ∼35.

Шаблон розрiдженостi матрицi SD2 зображено на рис.1, а передобумов-
лювачiв, згенерованих алгоритмами IBMM0, IBMM1 та IBMMd — на
рис. 2–4. Вiдтiнками сiрого тут позначенi ненульовi елементи, яскравiсть
яких визначалась як нормалiзоване значення елементу матрицi.
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Рис.1 Шаблон розрiдженостi матрицi SD2

Рис.2 Шаблон розрiдженостi передобумовлювача, побудованого
алгоритмом IBMM0

Рис.3 Шаблон розрiдженостi передобумовлювача, побудованого
алгоритмом IBMM1

Рис.4 Шаблон розрiдженостi передобумовлювача, побудованого
алгоритмом IBMMd

У таблицi 1 наведенi данi стосовно того, на якiй iтерацiї роботи алго-
ритму Bicgstab досягалась вiдповiдна точнiсть розв’язання. Максимальна
кiлькiсть iтерацiй дорiвнювала 1000. Всi елементи вектору b для матриць
з Tim Davis Matrix Collection дорiвнювали 1, A0

1 = I.
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Таблиця 1. Номер iтерацiї, на якiй досягається вiдповiдна нев’язка ε
1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 Кiлькiсть

iтерацiй
уточнення

- - - - - - + - - - - + + Механiзм ко-
рекцiї

Матриця - + - - - + + + - - - + + - + Перед-
обумовлювач
Якобi

i log10 ε - - 0 1 d 0 1 d 0 0 1 0 1 1 1 Перед-
обумовлювач
0 – IBMM0
1 – IBMM1
d - IBMMd

bfwa62
-2 26 20 57 - - - - - - - - - - - -
-4 35 23 61 - - - - - - - - - - - -
-6 37 31 - - - - - - - - - - - - -
-8 42 33 - - - - - - - - - - - - -
-10 44 34 - - - - - - - - - - - - -
bfwa398
-2 72 54 269 - 226 313 - 195 - - - - - - -
-4 103 78 295 - 230 317 - 213 - - - - - - -
-6 107 87 304 - 266 317 - 245 - - - - - - -
-8 108 89 - - 286 - - 281 - - - - - - -
-10 118 90 - - - - - - - - - - - - -
epb0
-4 - 918 - - - 663 - - - 490 - 490 - - -
-6 - 992 - - - 675 - - - 526 - 518 - - -
-8 - - - - - 772 - - - 548 - 528 - - -
-10 - - - - - 815 - - - 585 - 567 - - -
-12 - - - - - 838 - - - 588 - 575 - - -
olm100
-2 82 - 73 - - - - - - 56 - - - 35 58
-4 83 - 79 - - - - - - 56 - - - 35 61
-6 - - - - - - - - - - - - - 35 61
poli
-6 17 17 8 6 - 8 7 - - 8 8 8 10 - -
-10 20 20 9 9 - 9 9 - - 9 9 9 12 - -
-14 - - - - - - - - - - - 9 12 - -
SD
3 123 109 100
1 162 147 124
-1 218 162 179
SD2
7 299 286 - - - - - - 86 - - - - - -
5 524 499 - - - - - - 155 - - - - - -
3 971 859 - - - - - - 455 - - - - - -
1 - - - - - - - - 811 - - - - - -

Логарифм нев’язки при розв’язаннi СЛАР з матрицею epb0 в залежностi
вiд номера iтерацiї при використаннi рiзних передобумовлювачiв наведено
на рис.5. Теж саме для матриць SD та SD2 наведено на рис.6 та 7.

У першому випадку спостерiгається вiдсутнiсть впливу передобумовлю-
вачiв на процес розв’язку до певної iтерацiї, пiсля якої використання пере-
добумовлювачiв призводить до рiзкого зменшення нев’язки. Це може бути
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пояснене розподiлом власних значень матрицi — переважна бiльшiсть з них
має значення у дiапазонi вiд 10−2 до 10, але деяка кiлькiсть має суттєво
меншi значення порядку 10−6.

Рис.5 log10 ε при розв’язаннi СЛАР з матрицею epb0 в залежностi вiд
номера iтерацiї

Рис.6 log10 ε при розв’язаннi СЛАР з матрицею SD в залежностi вiд
номера iтерацiї
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У другому випадку, через суттєво погану обумовленiсть матрицi СЛАР,
жодним з алгоритмiв не вдалось отримати розв’язок достатньої точностi.
Проте використання передобумовлювача ibmm0+c дозволило iтерацiйно-
му алгоритму швидше досягти мiнiмальної отриманої нев’язки. Зауважи-
мо, що у випадку краще обумовленої й меншої за розмiром матрицi SD,
ефективнiсть вiд застосування передобумовлювача нижча.

Рис.7 log10 ε при розв’язаннi СЛАР з матрицею SD2 в залежностi вiд
номера iтерацiї

Висновки

Як показують результати обчислювальних експериментiв, рiзнi модифi-
кацiї розроблених переобумовлювачiв є ефективними при їх використаннi
з рiзними матрицями.

Проте варто вiдзначити, що, загалом, вони ефективнiшi при застосуваннi
до матриць з високим числом обумовленостi, зокрема, при застосуваннi до
порiвняно погано обумовлених матриць olm100 та epb0 вдалось на декiлька
порядкiв пiдвищити точнiсть розв’язання. З iншої сторони, при застосуван-
нi до порiвняно добре обумовлених матриць bfwa62, bfwa398 позитивних
ефектiв не спостерiгалось.

У випадку застосування передобумовлювача ibmm0+c до СЛАР, отри-
маних в результатi дискретизацiї методом скiнченних елементiв стацiонар-
них задач теорiї пружностi, спостерiгалось збiльшення швидкостi збiжностi
iтерацiйних методiв розв’язання СЛАР. Як й у випадку з iншими матриця-
ми, позитивний ефект був бiльший при застосуваннi до матриць з бiльшим
числом обумовленостi.
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ЗБIЖНIСТЬ МЕТОДУ ГАЛЬОРКIНА ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНИХ
IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

А. Л. Гуляницький

Резюме. Доведено збiжнiсть гальоркiнських наближень для
слабкої постановки параболiчних iнтегро-диференцiальних рiв-
нянь типу Вольтерра. Для доведення коректностi вiдповiдної си-
стеми звичайних iнтегро-диференцiальних рiвнянь застосовано
метод апрiорних нерiвностей, а також використано вiдому теоре-
му розв’язностi для таких систем у просторi неперервних фун-
кцiй. Для доведення збiжностi методу Гальоркiна використано
апрiорнi нерiвностi для розв’язкiв параболiчних iнтегро-диферен-
цiальних рiвнянь.
Ключовi слова: iнтегро-диференцiальнi рiвняння, рiвняння
Вольтерра, метод Гальоркiна, слабкий розв’язок, апрiорнi нерiв-
ностi.

1. Вступ
Дослiдження в’язко-пружних систем привзели до появи нового класу ма-

тематичних моделей — iнтегро-диференцiальних рiвнянь Вольтерра у ча-
стинних похiдних. Зокрема, дифузiя i теплопровiднiсть у деяких системах
з пам’яттю вiдзначається невиконанням класичних законiв Фiка i Фур’є
(див. напр. [1]–[2] i посилання).

Метод скiнченних елементiв для таких рiвнянь дослiджувався, зокрема,
у [3]–[4]. Зокрема, одержано оцiнки для похибки й запропоновано обчислю-
вальнi схеми, якi дають змогу економити пам’ять (ця проблема актуальна
для рiвнянь даного типу, на вiдмiну вiд диференцiальних рiвнянь). Слiд,
однак, вiдзначити, що у бiльшостi з цих праць припускалася гладкiсть пра-
вої частини за часовою змiнною та/або самоспряженiсть оператора, що дiє
за просторовими змiнними. У данiй статтi дослiджено питання збiжностi
методу типу Гальоркiна без вказаних припущень.

Структура статтi є такою. У ч. 2–3 вводяться основнi позначення i фор-
мулюються обмеження на коефiцiєнти оператора, а також наводиться тео-
рема слабкої розв’язностi дослiджуваного рiвняння розглядаєтсья. У ч. 4
формулюється система звичайних iнтегро-диференцiальних рiвнянь, з якої
визначаються коефiцiєнти гальоркiнських наближень, а у ч. 5 доводитсья,
що ця система має єдиний розв’язок у потрiбних просторах. Нарештi, у ч. 6
доводитсья збiжнiсть послiдовностi наближених розв’язкiв.
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2. Основнi позначення

Розглянемо рiвняння

Lu = ut +Au+ Iu = f. (1)

Тут u = u(x, t) — шукана функцiя стану, x ∈ Ω ⊂ Rn, де Ω — обмежена
область з достатньо гладкою межею ∂Ω, t ∈ [0, T ], f = f(x, t); A — дифе-
ренцiальний оператор другого порядку, що дiє за просторовими змiнними:

Au = −
n∑

i,j=1

(aij(x)uxi)xj +
n∑

i,j=1

ai(x)uxi + a(x)u;

Iu =

∫ t

0


 n∑
i,j=1

bij(x, t, s)uxi(x, s)


xj

+

+
n∑
i=1

bi(x, t, s)uxi(x, s) + b(x, t, s)u(x, s)

}
ds.

Рiвняння розглядатимемо з однорiдними початковими i крайовими умова-
ми:

u|t=0 = 0, u|∂Ω = 0. (2)

Припустимо виконання умов:
– функцiї aij = aji, ai, ∂ai

∂xi
, a вимiрнi й обмеженi в Ω;

– функцiї bij = bji, bi,
∂bi
∂xi
, b,

∂bij(x,t,τ)
∂τ , ∂bi(x,t,τ)∂τ , ∂b(x,t,τ)∂τ вимiрнi й обме-

женi в Ω× [0, T ]× [0, T ];
– оператор A рiвномiрно елiптичний, тобто ∃α > 0 ∀x ∈ Ω, ξi ∈ R

виконується нервiнiсть
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ α
n∑
i=1

ξ2i .

Пiд L2([0, T ])
m, m ∈ N розумiтимемо простiр вектор-функцiй

F = (f1, ..., fm)
T , для яких fk ∈ L2([0, T ]), з нормою

∥F∥2L2([0,T ])m
=
∑m

k=1 ∥fk∥2L2([0,T ])
. Аналогiчно означимо й простори

C([0, T ])m, C1([0, T ])m iH1
0 ([0, T ])

m; останнiй складається з вектор-функцiй,
якi дорiвнюють нулю у момент t = 0 i мають похiднi в L2([0, T ])

m.
Нарештi, введемо позначення V + = L2([0, T ],H

1
0 (Ω)) i

V − = L2([0, T ],H
−1
0 (Ω)), Q = Ω× [0, T ].

3. Слабкий розв’язок

Розглянемо випадок, коли права частина рiвняння належить простору
узагальнених функцiй за просторовою змiнною, а за часом iнтегровна з
квадратом.
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Пiд слабким розв’язком задачi (1)–(2) розумiтимемо елемент u, для яко-
го виконуєтсья тотожнiсть

(ut, v) +

n∑
i,j=1

(
aijuxj , vxi

)
+

n∑
i=1

(
aiuxj , v

)
+ (au, v)+

+

n∑
i,j=1

(∫ t

0
bij(x, t, s)uxi(x, s) ds, vxj

)
+

n∑
i=1

(∫ t

0
bi(x, t, s)uxi(x, s) ds, v

)
+

+

(∫ t

0
b(x, t, s)u(x, s) ds, v

)
= (f, v) ∀v ∈ V +,

де через (·, ·) позначено скалярний добуток у просторi L2(Q).

Теорема 1. Нехай f ∈ V −. Тодi задача (1)-(2) має єдиний слабкий розв’я-
зок u ∈ V +. Крiм того, справедливi апрiорнi нерiвнoстi
C1∥f∥V − ≤ ∥u∥V + ≤ C2∥f∥V −, де сталi C1, C2 > 0 не залежать вiд f .

Доведення здiйснено abc-методом, який ранiше застосовувався для ди-
ференцiальних рiвнянь [5]; до iнтегро-диференцiальних рiвнянь його засто-
совано у [6] i розвинено у [7], де одержано зокрема й цю теорему.

Надалi будемо розглядати функцiю стану u i праву частину f як функцiї
змiнної t зi значеннями у гiльбертовому просторi функцiй змiнної x.

4. Схема методу Гальоркiна

Виберемо базис {ωi}∞i=1 у просторi H1
0 (Ω). Для простоти будемо вважати

цей базис ортонормованим у L2(Ω), хоча ця вимога не є суттєвою. Через
Hm позначимо лiнiйну оболонку системи {ω1, ..., ωm}.

Наближений розв’язок рiвняння (1) будемо шукати у виглядi лiнiйної
комбiнацiї um =

∑m
k=1 gk(t)ωk. Коефцiєнти gk(t) знаходяться зi спiввiдно-

шень

(umt (t), v)L2(Ω) +

 n∑
i,j=1

aiju
m
xi(t), vxj


L2(Ω)

+

(
n∑
i=1

aiu
m
xi(t), v

)
L2(Ω)

+

+ (aum(t), v)L2(Ω) +

 n∑
i,j=1

∫ t

0
biju

m
xi(s) ds, vxj


L2(Ω)

+

+

(
n∑
i=1

∫ t

0
biu

m
xi(s) ds, v

)
L2(Ω)

+

(∫ t

0
bumxi(s) ds, v

)
L2(Ω)

= (f(t), v)L2(Ω),

(3)

де v — довiльний елемент простору Hm. Переписавши цi рiвностi з
v = ωl, l = 1,m, одержимо систему звичайних iнтегро-диференцiальних
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рiвнянь вiдносно gk(t):

(LG)(t) ≡ G′
(t) +AG(t) +

∫ t

0
B(t, s)G(s) ds = F (t) (4)

з початковими умовами
G(0) = 0, (5)

де G(t) = (g1(t), ..., gm(t))
T , F (t) = ((f(t), ω1)L2(Ω), ..., (f(t), ωm)L2(Ω))

T , A,B
– матрицi, елементи яких визначаються так:

Akl =

n∑
i,j=1

(aijωlxi , ωkxj )L2(Ω) +

n∑
i=1

(aiωlxi , ωk)L2(Ω) + (aωl, ωk)L2(Ω),

Bkl(t, s) =
n∑

i,j=1

(bijωlxi , ωkxj )L2(Ω) +
n∑
i=1

(biωlxi , ωk)L2(Ω) + (bωl, ωk)L2(Ω).

Легко бачити, що F ∈ L2([0, T ])
m, тобто (f(t), ωk) ∈ L2([0, T ]), k = 1,m.

5. Розв’язнiсть системи звичайних iнтегро-диференцiальних
рiвнянь

Доведення того, що система (4)–(5) має єдиний розв’язок достатньої
гладкостi, здiйснимо у два етапи. Спочатку покажемо, що iснування i єди-
нiсть мають мiсце для неперервно диференцiйовних правих частин, що
обертаються в нуль у початковий момент часу (така множина щiльна у
просторi L2([0, T ])

m), а потiм поширимо це твердження на весь простiр
L2([0, T ])

m за допомогою апрiорних нерiвностей.

Лема 1. Нехай F ∈ C1([0, T ])m, F (0) = 0. Тодi система (4)–(5) має єдиний
розв’язок u ∈ C1([0, T ])m.

Доведення. У [8] дослiджено систему

G
′
(t) +

∫ t

0
K(t, s,G(s)) ds = Z(t, G(t))

з початковими умовами G(0) = G0, яку можна iнтегруванням вiд 0 до t
звести до вигляду

Λ1G(t) ≡
∫ t

0
Z(s,G(s)) ds−

∫ t

0

∫ s

0
K(s, ν,G(ν)) dν ds = G(t),

(при G0 = 0), тобто до пошуку нерухомої точки оператора Λ1. Доведено
([8], твердження 1 i теорема 2), що цей оператор має єдину нерухому то-
чку G ∈ C([0, T ])m, якщо ядро K i права частина Z неперервнi за усiма
змiнними й задовольняють умову Лiпшiца: ∥Z(t, y)− Z(t, z)∥ ≤ R1∥y − z∥,
∥K(t, s, y)−K(t, s, z)∥ ≤ R2∥y − z∥. Очевидно, що цi умови виконуються у
випадку лiнiйної системи вигляду (4), тобто при Z(t, G(t)) = F (t)−AG(t),
K(t, s,G(s)) = B(t, s)G(s). Крiм того, мiркування справедливi й для iнте-
грального оператора дещо бiльш загального вигляду

Λ1G(t) ≡
∫ t

0
F (s)−AG(s) ds−

∫ t

0

∫ s

0
K(t, s, ν)G(ν) dν ds,
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де ядро K є обмеженою функцiєю усiх трьох змiнних. У такому випадку
твкож виконуєтсья умова Лiпшiца, i можна повторити мiркування з [8].
Тепер пiдставимо у систему (4)–(5) G(t) =

∫ t
0 G

′
(s)ds. Маємо

Λ2G
′
(t) ≡

∫ t

0
F

′
(s) ds−

∫ t

0
B(t, s)

∫ s

0
G

′
(ν) dν ds = G

′
(t).

За вказаною теоремою цей оператор має єдину нерухому точку
G

′ ∈ C([0, T ])m, яка i є єдиним розв’язком системи (4). �
Перейдемо до доведення апрiорних нерiвностей.

Лема 2. Оператор L дiє неперервно з H1
0 ([0, T ])

m у L2([0, T ])
m, m ∈ N.

Це твердження доводиться шляхом безпосередньої перевiрки.
Тепер наведемо допомiжну нерiвнiсть, яка знадобиться для доведення

коерцитивностi оператора L.

Лема 3. Нехай f, g ∈ C([0, T ]) — невiд’ємнi функцiї. Тодi ∀p > 0∫ T

0
f(t)

(∫ t

0
epτg(τ) dτ

)
dt ≤ 1

2

√
T

p

(∫ T

0
eptf2(t) dt+

∫ T

0
eptg2(t) dt

)
.

Доведення цiєї леми див. у [7].

Лема 4. Оператор L коерцитивний, тобто
∃C > 0 ∀G ∈ H1([0, T ])m ∥LG∥L2([0,T ])m ≥ C∥G∥H1

0 ([0,T ])
m, m ∈ N.

Доведення. Достатньо довести ланцюжок нерiвностей

C∥LG∥L2([0,T ])m∥G∥H1
0 ([0,T ])

m ≥ ∥LG∥L2([0,T ])m∥H∥L2([0,T ])m ≥

≥
m∑
k=1

∥(LG)k∥L2([0,T ])∥hk∥L2([0,T ]) ≥
m∑
k=1

((LG)k, hk)L2([0,T ]) ≥

≥ C∥H∥2L2([0,T ])m
≥ C∥G∥2H1

0 ([0,T ])
m , (6)

де H = (h1, ..., hm)
T , через C позначено додатну сталу, яка може бути рi-

зною для рiзних нерiвностей з ланцюжка, а вектор-функцiї H i G пов’язанi
спiввiдношшенням G(t) =

∫ t
0 e

psH(s)ds, тобто gk(t) =
∫ t
0 e

pshk(s)ds. Очеви-
дно, що зi спiввiдшошення G

′
(t) = eptH(t) випливають крайнi нерiвностi

у (6). Крiм того, друга i третя злiва нерiвностi — це нерiвностi Кошi та
Кошi-Буняковського. Залишилось довести другу справа нерiвнiсть. Маємо

((LG)k, hk)L2([0,T ]) =

∫ T

0
g
′
k(t)hk(t) dt+

m∑
l=1

Akl

∫ T

0
gl(t)hk(t) dt+

+
m∑
l=1

∫ T

0

∫ t

0
Bkl(t, s)gl(s) ds · hk(t) dt = Ik,1 + Ik,2 + Ik,3.

Оцiнимо окремо кожний з цих виразiв.

Ik,1 =

∫ T

0
g
′
k(t)hk(t) dt =

∫ T

0
epth2k(t) dt.
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Iншi доданки оцiнимо за модулем, використавши лему 3:

|Ik,2| =

∣∣∣∣∣
m∑
l=1

Akl

∫ T

0
gl(t)hk(t) dt

∣∣∣∣∣ ≤
m∑
l=1

|Akl|
∫ T

0
|hk(t)|

∫ t

0
eps|hl(s)| ds dt ≤

≤ 1

2

√
T

p

m∑
l=1

∫ T

0
ept(h2l (t) + h2k(t)) dt.

Аналогiчно оцiнимо й третю групу доданкiв, позначивши через M сталу,
що мажорує величини |Bkl|, k, l = 1,m:

|Ik,3| =

∣∣∣∣∣
m∑
l=1

∫ T

0

∫ t

0
Bkl(t, s)gl(s) ds · hk(t) dt

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣
m∑
l=1

∫ T

0
hk(t)

∫ t

0
Bkl(t, s)

∫ ν

0
epνhl(ν) dν ds dt

∣∣∣∣∣ ≤
≤MT

m∑
l=1

∫ T

0
|hk(t)|

∫ ν

0
epν |hl(ν)| dν dt ≤

MT

2

√
T

p

m∑
l=1

∫ T

0
ept(h2l (t)+h

2
k(t)) dt.

Отже,
m∑
k=1

((LG)k, hk)L2([0,T ]) =
m∑
k=1

Ik,1 + Ik,2 + Ik,3 =

=

m∑
k=1

∫ T

0
epth2k(t) dt+O(p−1/2)

m∑
k=1

∫ T

0
epth2k(t) dt.

Тому, вибравши достатньо велике p, можна досягти, наприклад, нерiвностi
m∑
k=1

((LG)k, hk)L2([0,T ]) ≥
1

2

m∑
k=1

∫ T

0
epth2k(t) dt ≥

1

2
∥H∥2L2([0,T ])m

,

що завершує доведення. �
Леми 1, 2, 4 дають змогу розширити оператор L до гомеоморфiзму мiж

H1
0 ([0, T ])

m i L2([0, T ])
m.

6. Збiжнiсть послiдовностi наближень

Лема 5. Послiдовнiсть {um}∞m=1 обмежена за нормою простору V +.

Доведення. У [7], лема 4, коерцитивнiсть оператора L одержано як наслiдок
допомiжної нернiвостi (Lu, v)L2(Q) ≥ C∥v∥2V + , де v = e−ptu, для достатньо
гладких u. Ця нерiвнiсть справедлива й для um i vm = e−ptum. Зауважимо,
що (Lum, vm)L2(Q) = (f, vm)L2(Q), у чому можна переконатися, пiдставивши
v = e−ptum(t) у (3) i проiнтегрувавши цю рiвнiсть вiд 0 до T . Тому можна
записати ланцюжок нерiвностей

C∥f∥V −∥um∥V + ≥ ∥f∥V −∥vm∥V + ≥
≥ (f, vm)L2(Q) = (Lum, vm)L2(Q) ≥ C∥vm∥2V + ≥ C∥um∥2V + ,

звiдки випливає твердження леми. �
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Тепер перейдемо до головного результату статтi.

Теорема 2. Нехай f ∈ V −. Тодi послiдовнiсть {um} збiгаєтсья до розв’яз-
ку u задачi (1)–(2) слабко у просторi V +.

Доведення. Мiркування в цiлому повторюють доведення аналогiчної тео-
реми для параболiчного оператора ([5], теорема 2.2.1).

За лемою 5 з послiдовностi {um} можна видiлити слабко збiжну пiдпо-
слiдовнiсть {umk}∞k=1, а з неї, вiдповiдно до властивостi Банаха-Сакса —
пiдпослiдовнiсть {umkq }∞q=1, таку що послiдовнiсть ur = 1

r

∑r
q=1 u

mkq збiга-
ється до деякого ũ ∈ V + за нормою цього простору. Цей самий елемент є
границею i послiдовностi середнiх ûr = 1

r

∑2r−1
q=r umkq .

За лiнiйнiстю й неперервнiстю оператора L, а також фундаментальнiстю
послiдовностi {ûr}∞r=1 маємо

∥Lûi − Lûj∥V − ≤ C∥ûi − ûj∥V + → 0, i, j →∞.

Отже, послiдовнiсть {Lûr}∞r=1 фундаментальна. Позначимо її границю че-
рез f̂ i доведемо, що f̂ = f . Це означатиме, що û i є розв’язком задачi
(1)–(2), тобто û = u.

Оскiльки система функцiй {ψl = φ(t)ωl | φ ∈ C∞([0, T ])}∞l=1, тотальна у
V +, достатньо показати, що

⟨
f̂ , ψl

⟩
V −×V +

= ⟨f, ψl⟩V −×V + для будь-якого
l ∈ N.

Така рiвнiсть має мiсце, оскiльки з (3) i з побудови функцiй ψl випливає

⟨Lûr, ψl⟩V −×V + = ⟨f, ψl⟩V −×V + , l = 1,mkr ,

але з iншого боку, для довiльного фiксованого l∣∣∣∣⟨f − f̂ , ψl⟩V −×V +

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣⟨Lûr − f̂ , ψl⟩V −×V +

∣∣∣∣ ≤
≤ ∥ψl∥V +∥Lûr − f̂∥V − → 0, r →∞

(перша рiвнiсть справедлива принаймнi для r ≥ l). Отже, umk ⇀ u, де u —
розв’язок задачi (1)–(2). Оcкiльки за лемою 1 цей розв’язок єдиний, вiн є
слабкою границею усiєї послiдовностi {um}.

�

Зауваження 1. Завдяки компактностi вкладення V + у простiр
L2(Q) = L2([0, T ], L2(Ω)) має мiсце i сильна збiжнiсть um до u в L2(Q).

Зауваження 2. До вигляду (1)–(2) зводяться задачi з неоднорiдними по-
чатковими умовами u|t=0 = u0 ∈ H1

0 (Ω).
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ВОЗМОЖНОСТЬ УСТОЙЧИВЫХ ТРАЕКТОРИЙ
В МАГНИТНО-ДИПОЛНЫХ КОНФИГУРАЦИЯХ

С. С. Зуб

Резюме. В работе дано аналитическое доказательство устой-
чивости динамического относительного равновесия подвижного
магнитного диполя в поле двух фиксированных диполей. Обсу-
ждается связь данного результата с известной ”проблемой 1/R3”,
сформулированной по отношению к взаимодействию магнитных
диполей Таммом и Гинзбургом.

Введение

Проблема устойчивости магнитного равновесия естественным образом
распадается на задачи статического и динамического равновесия.

Обычно считается, что возможность существования статического равно-
весия для магнитно взаимодействующих тел исключается теоремой Ирн-
шоу [1]. Однако, в области магнитных явлений существование диамагнети-
зма и сверхпроводимости нарушают условия применимости данной теоре-
мы. Более того, удалось доказать, что тело, на которое действуют исклю-
чительно магнитные силы, может находиться в состоянии устойчивого ста-
тического равновесия [2].

Что же касается постоянных магнитов, то теорема Ирншоу справедлива
в полной мере. Как показано в [2], система магнитных диполей не может
быть статически устойчивой, если хотя бы один диполь не является закре-
пленным. Однако, вращение может создавать стабилизирующий эффект, а
теорема Ирншоу не распространяется на динамические системы.

Поэтому возникает вопрос о существовании устойчивых движений в си-
стеме магнитных диполей. Эту проблему, как в классическом, так и в
квантовом случае, рассматривали Тамм и Гинзбург в связи с гипотезой
о магнитном происхождении ядерных сил [3]. Ими была сформулирована
так называемая ”проблема 1/R3” по отношению к взаимодействию магни-
тных диполей. Этот результат ставит под сомнение возможность устойчи-
вых движений в системах, состоящих из магнитных диполей.

Отметим, что условия устойчивости, полученные в работе [4], полностью
согласуются с выводами Тамма и Гинзбурга. В этой работе рассматрива-
ется движение магнитного диполя в поле двух закрепленных магнитных
полюсов. Можно трактовать магнитные полюса, разделенные расстоянием
2h, как ”большой” магнитный диполь, а затем, устремляя h к нулю, по-
лучить правильное описание магнитного диполя, закрепленного в начале

113



С. С. ЗУБ

системы координат. Одним из условий устойчивости орбитального движе-
ния подвижного диполя вокруг закрепленного ”большого” диполя является
неравенство r < 2h, где r — расстояние между подвижным и закрепленным
диполями. Отсюда видно, что при h стремящемся к нулю, это условие не
может быть выполнено ни при каком конечном r.

Тогда возникает вопрос: существуют ли системы, состоящие из магни-
тных диполей, в которых реализуются устойчивые движения?

Оказывается, что такие системы существуют. Однако, противоречия с
выводами Тамма и Гинзбурга не возникает, т. к. некоторые диполи в таких
системах закреплены, т. е. имеют место связи, которые не рассматривались
в теории ядерных сил.

1. Математическая модель

Рассмотрим систему, в которой источниками магнитного поля являются
два магнитных диполя, расположенных на оси z в точках z = ±h с рав-
ными магнитными моментами, одинаково ориентированными вдоль оси z.
Очевидно, поле этой системы является аксиально-симметричным относи-
тельно оси z и зеркально симметричным относительно плоскости z = 0.

Поле магнитного диполя хорошо известно [1, (37.26) с. 261]

B =
µ0
4π

(
3⟨µ,R⟩R

R5
− µ

R3

)
, (1)

где µ — вектор магнитного момента, а R — радиус-вектор от диполя до
точки наблюдения поля.

Для диполей, расположенных на оси z в точках ±h, в декартовых ком-
понентах имеем

B±
C = 3κ (x3∓h)xC

D
5/2
∓

, C = 1, 2;

B±
3 = κ

2(x3∓h)2−(x21+x
2
2)

D
5/2
∓

, D± = x21 + x22 + (x3 ∓ h)2;
(2)

где κ = µ0
4π |µ| — эквивалентный ”магнитный заряд” полюса магнитного

диполя.
В частности, в ”экваториальной” плоскости для суммарного поля полу-

чаем {
B0
C = 0;

B0
3 = 2κ2h2−r2

D
5/2
0

, D0 = r2 + h2,
(3)

где метка ”0” соответствует z = x3 = 0, а r2 = x21 + x22.
В заданном таким образом поле движется магнитный диполь, представ-

ляющий собой малое намагниченное твердое тело — симметрический вол-
чок — с магнитным моментом m = |m|ν = mν, где ν направляющий орт
оси симметрии волчка.

Состояние диполя описываются набором (x,ν,p,n) [4], где x — положе-
ние диполя, p — его импульс, n — собственный момент импульса диполя.
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Потенциальная энергия взаимодействия диполя с внешним полем имеет
классический вид

V (x) = −⟨m,B(x)⟩ = −m⟨ν,B(x)⟩ (4)

2. Теоретико-групповые методы в исследовании
устойчивости магнитных динамических систем

Теоретико-групповые методы гамильтоновой динамики доказали свою
эффективность во многих задачах механики [5, 6, 7, 8] и, в частности, при
исследовании устойчивости магнитных динамических систем [4, 9].

Имеется ряд теорем [10, 8], которые дают условия устойчивости отно-
сительных равновесий, т. е. таких траекторий гамильтоновой системы, ко-
торые одновременно являются орбитами однопараметрических подгрупп
группы инвариантности исследуемой системы [5, 10].

Так как магнитное поле, а, значит, и потенциальная энергия описанной
выше динамической системы обладают аксиальной симметрией, то группой
инвариантности данной системы является S1 — группа вращений вокруг
оси симметрии магнитного поля z.

Таким образом, все физические векторы состояния системы в относи-
тельном равновесии вращаются вокруг оси z.

Кроме аксиальной симметрии магнитное поле в данной системе обладает
также зеркальной симметрией, что выделяет класс относительных равно-
весий, пространственно расположенных в плоскости z = 0. Такие равнове-
сия можно охарактеризовать, задавая единственную точку на траектории,
а именно:

ze =


x0 = r0e1;

p0 = p0e2;

ν = νe3, ν = ±1;
n = n0e3.

(5)

где ei, i = 1, 2, 3 — орты декартовой системы координат, e3 направлен по
оси z.

Исследование устойчивости указанных относительных равновесий мо-
жет быть проведено на основе energy-momentum метода [10, p. 90]. Бла-
годаря использованию соображений симметрии, применение этого метода
сводится к анализу положительной определенности некоторой квадрати-
чной формы от определенного набора вариаций динамических переменных
в единственной точке траектории, в нашем случае в точке (5).

115



С. С. ЗУБ

3. Устойчивость относительных равновесий для движения
магнитного диполя в аксиально и зеркально симметричном

магнитном поле.
В работе [11] рассматривается устойчивость относительных равновесий

для магнитного диполя, взаимодействующего с аксиально и зеркально сим-
метричным магнитным полем. С помощью energy-momentum метода
[10, p. 90] доказана достаточно общая теорема, которая дает условия устой-
чивости для некоторого класса относительных равновесий.

Теорема 1. Пусть B — магнитное поле, обладающее аксиальной сим-
метрией относительно оси z, а также зеркальной симметрией относи-
тельно ”экваториальной” плоскости z = 0. Предположим также, что
в некотором слое |z| < h вне цилиндра r ≤ ρ отсутствуют источники
поля.

Тогда, если для z = 0, r0 > ρ одновременно выполняются условия{
Bz,zz = −1

r
∂Bz
∂r −

∂2Bz
∂r2

< 0;
3
r
∂Bz
∂r + ∂2Bz

∂r2
< 0

(6)

либо одновременно выполняются условия{
Bz,zz = −1

r
∂Bz
∂r −

∂2Bz
∂r2

> 0;
3
r
∂Bz
∂r + ∂2Bz

∂r2
> 0

(7)

то в плоскости z = 0 при |x| = r0 возможно Gµ-устойчивое [12, 8] отно-
сительное равновесие для динамики осесимметричного магнитного дипо-
ля в данном магнитном поле.

Замечание 1. В случае (6) диполь ориентирован вертикально вверх
(ν = 1), а в случае (7) — вертикально вниз (ν = −1).

Замечание 2. Для того, чтобы указанная в теореме возможность устой-
чивого орбитального движения осуществилась, необходимо выбрать на-
чальные условия (5) следующим образом (z = 0, r = r0){

p0 =Mω0r0, Mω2
0 = −mν

r
∂Bz
∂r ;

n0 > I⊥ω0 +
m
ω0

[
(∂rBz)2

(−νBz,zz)
−Bz

] (8)

где I⊥ — главный момент инерции, соответствующий вращениям вокруг
осей, перпендикулярных к оси симметрии тела, ω0 — угловая частота ор-
битального движения диполя вокруг оси z.

Физический смысл 1-го условия (8) состоит в том, что центробежная
сила должна уравновешиваться центростремительной, а 2-го в том, что
диполь, как твердое тело, должен обладать достаточным собственным мо-
ментом импульса, т. е. должен быть достаточно раскручен.

При выполнении условий теоремы соотношения (8) всегда могут быть
выполнены.
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4. Условия устойчивости орбитального движения магнитного
диполя

Рассмотрим, какие ограничения на параметры исследуемой системы —
дипольтрона — накладывают уловия предыдущего раздела.

Без ограничения общности считаем, что магнитный момент подвижного
диполя направлен вверх, т. е. ν = 1.

Используя соотношения (3) можно выразить все интересующие нас ве-
личины, беря производные Bz по r при z = 0.

Bz = 2κ(2h2 − r20)D
−5/2
0 ;

Bz,r = Br,z = −6κr0(−r20 + 4h2)D
−7/2
0 ;

Bz,zz = 6κ(3r40 − 24r20h
2 + 8h4)D

−9/2
0 ;

3
r
∂Bz
∂r + ∂2Bz

∂r2
= −6κ(r40 − 28r20h

2 + 16h4)D
−9/2
0 ;

(9)

Т. к. величины κ, D0 — положительные, то условиями теоремы при ν = 1
будут {

3( r0h )
4 − 24( r0h )

2 + 8 < 0;

( r0h )
4 − 28( r0h )

2 + 16 > 0;
(10)

Решением системы (10) являются геометрические условия для системы
дипольтрон

2

√
1−

√
5/6 <

r0
h
<

√
9−
√
65 (11)

или, приближенно,

0.5903526768 <
r0
h
< 0.9683709269

Условия (8) при выполненных геометрических условиях (11) всегда мо-
гут быть удовлетворены.

Представляет интерес оценить величину необходимого для этого соб-
ственного момента импулса тела n0 в сравнении с орбитальным моментом
импульса L0 = r0p0 =Mr20ω0.

В сумме

I⊥ω0 +
m

ω0

[
(∂rBz)

2

(−νBz,zz)
−Bz

]
(12)

1-м слагаемым можно пренебречь, т. к. I⊥ ≪ Mr20. 2-е слагаемое можно
представить в виде L0ψ(d)

ψ(d) = −2

3

(1 + d2)

d2(4− d2)
3d4 − 4d2 + 8

3d4 − 24d2 + 8
, (13)

где d = r0
h .

Построен график этой функции. В точке d = 0.8 ее значение — 0.5530132634.
При 0.724 < d < 0.9683709269 эта функция < 1.

Т. о. значение собственного момента импульса диполя должно быть срав-
нимо со значением его орбитального момента импульса.
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Используя указанные значений параметров было проведено численное
моделирование орбитального движения при отклонениях начальных зна-
чений динамических переменных от значений, соответствующих относи-
тельному равновесию, в пределах 1%. Методом Монте-Карло (т. е. случай-
но выбирая начальные значения в данной окрестности) было совершено
1000 бросаний, которые продемонстрировали устойчивость орбитального
движения. Подробно о методике такой проверки написано в работе [13].
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ПРОГРАММНОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ
ГИДРОГЕОЛОГИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ KRISFLOW

С. И. Ляшко, О. Б. Стеля, И. О. Стеля, Е. С. Бондарь

Резюме. В работе рассмотрены принципы создания программ-
ного обеспечения компьютерных моделей на примере моделирую-
щего комплекса KRISFLOW. Разработанный программный ком-
плекс предназначен для моделирования и предсказания отклика
грунтовых вод на различные воздействия, возникающие на боль-
ших ирригационных системах или промышленных территориях
с интенсивным водообменном.

Введение

Современные подходы к исследованию подземной гидросферы предпола-
гают создание и развитие математических моделей и программных компле-
ксов (ПК) максимально удобных для решения различных задач рациональ-
ного использования водных и земельных ресурсов. Описание программных
комплексов для гидрогеологического моделирования и прогнозирования,
представленных различными производителями, содержится в [1–4].

В работе приведено описание программного комплекса KRISFLOW. При
его построении использован опыт создания математических моделей, алго-
ритмов и программного обеспечения для задач подземного массопереноса
[5–8]. Программный комплекс предназначен для решения плановых задач
потока грунтовых вод на больших территориях с многочисленными фа-
кторами, влияющими на нестационарный режим исследуемых процессов.
Значительные объемы необходимой для работоспособности компьютерной
модели исходной информации требуют создания удобного пользователь-
ского интерфейса для ввода данных, представленных в табличном и кар-
тографическом виде.

Объектом исследования являются большие территории с интенсивным
воздействием на грунтовые воды различных внешних природных и искус-
ственных факторов. В качестве таких объектов могут быть выбраны ирри-
гационные системы или промышленные узлы с интенсивным водообменом.
В работе приведен пример адаптации программного комплекса для условий
Краснознаменской оросительной системы (Голопристанский район, Хер-
сонская область).
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Целью исследования является модельная оценка влияния внешних фа-
кторов, таких как: орошение поверхности почвы, утечки из каналов ра-
зличного назначения, отбор грунтовых вод дренажными скважинами, по-
верхностных водоемов и др., на режим грунтовых вод и создание сцена-
риев хозяйственной деятельности, оптимизирующих процессы орошения-
дренирования территорий.

Основной характеристикой потока грунтовых вод является глубина за-
легания свободной поверхности грунтовых вод безнапорного водоносного
горизонта. При дополнительном искусственном питании грунтовых вод во-
зможно поднятие уровня грунтовых вод, что зачастую приводит к подто-
плению и затоплению территорий и населенных пунктов со всеми вытека-
ющими негативными последствиями этого явления. Управлением грунто-
выми водами в такой ситуации является уменьшение питания грунтовых
вод и отбор ”лишней” воды с помощью дренажа.

Концептуальная модель

Исследование основывается на следующих предположениях о характе-
ре объекта и факторах, оказывающих наиболее существенное влияние на
исследуемые характеристики объекта. Рассматривается толща грунта, со-
держащая напорный и безнапорный водоносные горизонты, разделенные
тонкой слабопроницаемой прослойкой с возможными перетоками между
ними. Повышение уровня грунтовых вод осуществляется за счет ороше-
ния сельхозугодий, осадков, утечек воды через фильтрующие основания
оросительных каналов. Регулирование уровня грунтовых вод на исследуе-
мой территории осуществляется с помощью дренажных скважин, которые
производят отбор из верхнего (безнапорного) водоносного горизонта. В ка-
честве границ территории выбираются участки с известным уровнем грун-
товых вод или участки с отсутствием питания грунтовых вод через них.
Исследуемая область содержит поверхностные водоёмы и водотоки. В ка-
честве поверхностных водоёмов могут выступать озера с установившимся
уровнем воды в них, а в качестве водотоков — каналы и реки.

Основываясь на объекте, цели исследования и концептуальной моде-
ли для формализации изучаемых процессов, используется математическая
модель на основе дифференциальных уравнений с частными производными.
Система дифференциальных уравнений описывает плановый поток грун-
товых вод в связанных между собой водоносных горизонтах [9].

Для осуществления моделирования исследуемых процессов необходимо
задание исходной информации, представленной в табличном, картографи-
ческом и аналитическом виде. От уровня детализации задания исходных
данных во многом зависит адекватность модели реальной системе. Вхо-
дную информацию для программного комплекса условно можно разделить
на три типа:

1. Информация, необходимая для привязки ПК к местности и на-
стройки на объект моделирования.
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2. Информация о распределенных и точечных источниках и стоках,
влияющих на режим грунтовых вод.

3. Информация, описывающая начальное состояние системы и режим
грунтовых вод на границе исследуемой области.

Рассмотрим детальнее некоторые используемые в модели исходные дан-
ные:

- контуры орошаемых площадей на карте объекта и нормы полива на
них;

- геометрия области;
- расположение на карте каналов различного назначения и объемы по-

терь на фильтрацию из них;
- расположение на карте дренажных скважин и объемы откачиваемой

воды по каждой скважине;
- расположение наблюдательных скважин для мониторинга грунтовых

вод;
- уровни грунтовых вод на границе области;
- контуры озер на карте и уровни поверхности воды в них.
Следует отметить, что характер и структура информации, необходимой

для функционирования модели, во многом определяют архитектуру про-
граммного комплекса.

Общая характеристика программного комплекса

Известные программные комплексы для моделирования грунтовых вод
имеют в своем составе графические средства для рисования объекта ис-
следования и его компонентов, с дальнейшим вводом исходных данных с
помощью пользовательского интерфейса. Для сложных задач необходимо
рисовать все картографические объекты и привязывать их к местности.
Фактически это означает, что в программный комплекс необходимо встраи-
вать географическую информационную систему (ГИС). Другими словами,
мы должны иметь цифровую карту объекта с необходимой детализацией
объектов на ней и привязкой к этим объектам соответствующей атрибутив-
ной информации. Таким образом, для задания необходимой информации
нам нужно знать не только количественные характеристики объекта, но
и его расположение на карте местности. В силу вышеописанных сообра-
жений, в качестве инструмента для задания картографических объектов,
была использована ГИС MapInfo [10]. Цифровая карта области моделиро-
вания с объектами, которые учитываются при моделировании, приведена
на рисунке 1.

С каждым графическим объектом в модели связывается характеризую-
щая его исходная информация. Разработана структура файлов хранения и
обмена информацией между составляющими блоками программного ком-
плекса. В силу значительного объема исходной информации необходимы
удобные средства для ввода этой информации, проверки на полноту и ре-
дактирования.
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Рис. 1

Имея математическую модель и исходную информацию, при наличии
соответствующего программного обеспечения, мы можем проводить вычи-
слительные эксперименты. И снова, в силу больших размеров области мо-
делирования, результаты расчетов для наглядности и принятия решений
необходимо отображать на цифровой карте объекта. Рассмотрим подробнее
основные составляющие программного комплекса:

1. Блок, реализующий численные методы решения краевых задач для
моделирования потока грунтовых вод. В основу положена нели-
нейная система дифференциальных уравнений, описывающая пла-
новый нестационарный поток грунтовых вод в связанных между
собой водоносных горизонтах. Для численной реализации модели
использован метод конечных разностей, подразумевающий переход
к дискретной модели исследуемого объекта. Система нелинейных
разностных уравнений решается с помощью комбинации метода
Ньютона и метода последовательной верхней релаксации. Деталь-
ное описание математической модели, используемых численных ме-
тодов и алгоритмов приведено в работе [11]. Программный модуль
написан на языке Fortran [12].

2. Блок, реализующий программные средства графического пользо-
вательского интерфейса для ввода исходных данных и обеспечения
полной манипуляции ими. Программное обеспечение реализовано в
среде Delphi [13].

3. Блок для ввода информации о координатно-привязанных объектах
и отображения результатов моделирования на цифровой карте в
ГИС. Программное обеспечение разработано на языке MapBasic [10].
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Отдельным блоком является разработанная цифровая модель рельефа
местности для объекта моделирования [13]. Цифровая модель рельефа ис-
пользуется для определения глубины залегания грунтовых вод путем срав-
нения значений абсолютных отметок поверхности земли с соответствующи-
ми отметками вычисленными путем моделирования свободной поверхности
грунтовых вод. Информация в виде отметок поверхности земли хранится
в файле специальной структуры и может быть отображена на цифровой
карте области моделирования.

Разработанный ПК позволяет рассчитывать уровни грунтовых вод на
некотором дискретном множестве точек — дискретной сеточной модели.
Дискретная модель представляет собой множество узлов прямоугольной
равномерной или неравномерной сетки, покрывающей изучаемую область.
В дискретной модели различают внутренние узлы и узлы, принадлежащие
границе области. В электронном виде информация о внутренних и грани-
чных узлах хранится в файлах специальной структуры.

Графический пользовательский интерфейс

Программный комплекс оперирует дискретной моделью, а вся исходная
информация и результаты расчетов привязываются к ее узлам. Для ввода и
редактирования исходной информации служит графический пользователь-
ский интерфейс. Рассмотрим его основные функциональные возможности.

Меню для выбора необходимой экранной формы для соответствующих
манипуляций данными представлено на рисунке 2.

Рис. 2

Ввод данных для задания дренажных скважин. Дренажные скважины
характеризуются своим расположением и количеством воды, отбираемой
посуточно. На рисунке 3а представлен фрагмент карты с нанесенной сеткой
и номерами узлов дискретной модели, а также реальным расположением
на карте скважины № 1. В компьютерной модели скважина смещается в
ближайший узел дискретной модели, в данном случае в узел под номером
(86,163). Объем воды, отбираемий скважиной ”размазывается” по площади
закрашенного квадрата. Все необходимые данные о скважине записываю-
тся в текстовый файл, фрагмент которого представлен на рисунке 3б. Для
активации соответствующей экранной формы необходимо выбрать пункт
меню ”Дренажные скважины / Ввод скважин” (рис. 2).

Для задания новой дренажной скважины необходимо ввести ее коор-
динаты, которые должны совпадать с координатами одного из внутрен-
них узлов сеточной области. Дополнительно задаются номер скважины и
название населенного пункта, позволяющие идентифицировать скважину
на топографической карте. С помощью экранной формы представленной
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на рисунке 3г осуществляется редактирование информации для уже су-
ществующих скважин. Заполнение экранных форм является наглядным и
интуитивно понятным. Вся введенная информация далее используется для
расчетов модели, а также для отображения на цифровой карте в автома-
тическом режиме.

а) б)

в) г)

Рис. 3

Ввод данных для задания оросительные каналов. В отличие от точечных
объектов, таких как скважины, оросительные каналы представлены на кар-
те ломаными линиями. На рисунке 4а изображены каналы на карте (пун-
ктирная линия) и в модели (сплошная линия). Таким образом, в модели
канал представляется совокупностью узлов ближайших к расположению
канала на карте. Кроме того для каждого канала задаются потери на филь-
трацию через его стенки и основание. Вся необходимая информация запи-
сывается в текстовый файл (рис. 4б). Выбор пункта меню ”Оросительные
каналы” приводит к активации экранной формы для ввода информации
для каналов. Редактирование содержащейся в файлах информации осуще-
ствляется с помощью экранной формы ”Редактирование каналов” (рис. 4г).
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Номера узлов, принадлежащих каналу, могут задаваться как вручную,
так и автоматизировано, с помощью нажатия соответствующих кнопок в
направлении смещения вдоль канала в нужный узел дискретной модели
(правая панель на экранной форме на рисунке 4в).

а) б)

в) г)

Рис. 4

Ввод данных для задания орошаемых полей. Орошаемые поля в модели
представляются совокупностью узлов дискретной модели, попадающих в
ограничивающий поля контур. Для ввода информации, описывающей оро-
шаемые поля, используется экранная форма ”Орошаемые поля” (рис. 5а).
Форма предназначена для задания расположения полей, их администра-
тивной принадлежности и информации по объемам полива. Для редакти-
рования сохраненной информации используется форма ”Редактор полей”
(рис.5б)

Представленные выше данные имеют динамический характер и могут
изменяться как в рамках одного варианта расчета (нестационарность осад-
ков, полива, отбора воды дренажными скважинами и др.), так и изменя-
ться в зависимости от выбранного сценария моделирования.
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а) б)

Рис. 5

Примером стационарных объектов в области являются озера задаваемые
совокупностью узлов, попадающих внутрь ограничивающих их контуров.
В каждом из таких узлов задается абсолютная отметка поверхности воды
в водоеме. На рисунке 6 приведен пример представления водоема в дискре-
тной модели. Информация задается один раз для всего цикла расчетов.

Рис. 6

Визуализация исходной информации и результатов
моделирования на цифровой карте

Для манипулирования слоями цифровой карты модели, отображения
исходных данных и результатов моделирования, используется географи-
ческая информационная система MapInfo [10]. Разработанный на языке
MapBasic, встраиваемый в ГИС модуль позволяет отображать на цифро-
вой карте такие объекты, как узлы дискретной модели, границу области
моделирования, дренажные скважины, наблюдательные скважины систе-
мы мониторинга, оросительные каналы, орошаемые поля и др. После про-
ведения расчетов результаты моделирования в виде абсолютных отметок
свободной поверхности грунтовых вод и в виде тематической карты глубин
залегания грунтовых вод могут быть нанесены на карту в автоматическом
режиме. Такие карты удобны с точки зрения анализа ситуации на объекте
моделирования и принятия управленческих решений.
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Активация модуля приводит к появлению рядом со стандартными ме-
ню MapInfo пунктов пользовательского меню ”Карта областi”, ”Модель”,
”Результати моделювання”, ”Вихiд” (рис. 7).

Рис. 7

Важной особенностью программного комплекса является то, что отобра-
жение исходной информации на карте происходит динамически в автома-
тическом режиме. На карту наносится информация, введенная или отре-
дактированная с помощью пользовательского интерфейса и сохраненная в
файлах описанной выше структуры. Любые изменения в исходных данных
задачи (расположение и количество скважин различного типа, расположе-
ние полей и каналов, их конфигурация) по желанию пользователя, могут
быть отображены для визуального контроля на цифровой карте. Кроме
самих графических объектов на карте отображается необходимая атрибу-
тивная информация. Таким образом, ГИС используется, как на начальном
этапе для привязки модели к исследуемой области, введения координатно-
привязанных данных в модель и их контроля, так и на этапе отображения
результатов моделирования.

Апробация ПК происходила на Краснознаменской оросительной системе
для Голопристанского и Гениченского районов. Результаты моделирования
в виде тематической карты и сравнение рассчитанных отметок поверхности
грунтовых вод с наблюдаемыми значениями в скважинах сети мониторинга
приведены в работе [11].

Выводы
В результате адаптации разработанного программного комплекса к объе-

кту моделирования можно отметить его хорошую применимость для реше-
ния сложных задач гидрогеологии. Пользовательский интерфейс позволя-
ет удобно вводить большие объемы исходных данных и манипулировать
уже существующими. Отображение исходных данных и результатов мо-
делирования на цифровой карте дает наглядное представление о влиянии
различных источников и стоков на динамику грунтовых вод на больших
территориях. Эффективный вычислительный модуль позволяет осуществ-
лять долгосрочные прогнозы с учетом всего разнообразия природных и
антропогенных факторов. Дальнейшим развитием предложенного ПК мо-
жет быть его использование в качестве информационной среды для реше-
ния не только общей задачи на всем объекте, но для решения локальных
задач (например, решение задачи оптимизации дренажа для отдельного
населенного пункта [15]), использующих существующую информацию.
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ОПТИМАЛЬНАЯ УПАКОВКА ЭЛЛИПСОВ
С УЧЕТОМ ДОПУСТИМЫХ РАССТОЯНИЙ

А. В. Панкратов, Т. Е. Романова, И. А. Суббота

Резюме. Рассматривается задача оптимальной упаковки элли-
псов, допускающих непрерывные вращения. Для аналитического
описания основных ограничений размещения используются сво-
бодные от радикалов квази-phi-функции и псевдонормализован-
ные квази-phi-функции. Строится математическая модель в ви-
де задачи нелинейного программирования. Предлагается эффе-
ктивные алгоритмы поиска стартовых точек из области допу-
стимых решений и поиска локальных экстремумов. Приводятся
результаты численных экспериментов.

Введение

Задачи оптимального размещения (в частности, задачи упаковки и ра-
скроя [1, 2]) относятся к классу NP-сложных задач [3] и является частью
теории исследования операций и вычислительной геометрии. Этот класс
задач имеет широкий спектр научных и практических применений (см. на-
пример, http://smartimtech.com), в том числе: в современной биологии, ми-
нералогии, медицине, материаловедении, нанотехнологии, робототехнике,
системах распознавания образов, в химической промышленности, машино-
строении, строительстве и т.д.

Предметом исследования данной статьи является задача упаковки в сле-
дующей постановке. Пусть задана прямоугольная область Ω = {(x, y) ∈
R2 : 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ y ≤ w} переменной длины l и переменной ширины w,
и набор эллипсов Ei, i ∈ {1, 2, ..., n} = In, которые должны размещаться
внутри области Ω . Каждый эллипс Ei задан большой и малой полуосями
ai и bi. Полюс эллипса Ei совпадает с началом его собственной системы
координат, а граница эллипса Ei описывается в параметрическом виде:
xi = ai cos ti, yi = bi sin ti, 0 ≤ ti ≤ 2π. Полагаем, что система координат
контейнера Ω — фиксирована. Положение эллипса Ei характеризуется ве-
ктором трансляции (xi, yi) и углом поворота θi. Между эллипсами Ei и Ej
могут быть заданы ограничения на минимально ρ−ij и/или максимально ρ+ij
допустимые расстояния, а между эллипсом Ei и границей контейнера Ω —
ограничения на минимально допустимые расстояния ρ−i .

Задача упаковки эллипсов. Разместить множество эллипсов Ei(xi, yi, θi),
i ∈ In, в контейнере Ω минимальной площади F = l · w, учитывая ограни-
чения на заданные допустимые расстояния.

129



А. В. ПАНКРАТОВ, Т. Е. РОМАНОВА, И. А. СУББОТА

Один из способов решения данной задачи — аппроксимация эллипсов
дугами окружностей и использование метода, предложенного в [4, 5], ко-
торый основан на применении свободных от радикалов phi-функций, при-
веденных в [6]. Однако в этом случае полученное приближенное решение
в значительной степени зависит от точности аппроксимации эллипсов.

Обзор публикаций (см. например, [7–9]) по этой тематике дает возмо-
жность сделать вывод о том, что только в недавней работе Josef Kallrath и
Steffen Rebennack [9] излагается метод решения задачи упаковки истинных
эллипсов (без аппроксимаций), допускающих вращения, с использованием
современных NLP solvers, доступных в GAMS. В этой статье приводится
достаточно подробный обзор литературы, посвященный задачам упаковки
эллипсов. С целью аналитического описания условия непересечения нео-
риентированных эллипсов авторы используют идею разделяющей прямой,
предложенную в работе [10] для моделирования отношений кругов и выпу-
клых многоугольников. В этом исследовании получено глобальное реше-
ние для небольшого числа эллипсов (n≤4). Однако при n>14 авторам не
удалось получить локально-оптимального решения. В этой связи авторы
предложили эвристический polylithic-алгоритм для размещения большего
числа эллипсов (n ≤ 100) в прямоугольной области фиксированной шири-
ны и переменной длины. Публикаций, посвященных размещению эллипсов
с учетом допустимых расстояний, найти не удалось.

В данном исследовании рассматривается новый подход, основанный на
математическом моделировании отношений между эллипсами (непересече-
ние, расположение на минимально и максимально допустимом расстоянии)
с использованием свободных от радикалов квази-phi-функций (нормализо-
ванных, псевдонормализованных квази-phi-функций). Этот подход позво-
ляет представить задачу оптимальной упаковки эллипсов с учетом допу-
стимых расстояний в виде задачи нелинейного программирования и полу-
чать локально оптимальные решения при n ≤ 120. Кроме того, используя
квази-phi-функции, удалось улучшить результаты по времени и значению
функции цели для многих примеров (5 ≤ n ≤ 100), приведенных в ста-
тье [9].

1. Моделирование основных ограничений

В качестве эффективного средства математического моделирования от-
ношений неориентированных замкнутых phi-объектов A и B с перемен-
ными метрическими характеристиками используется новый класс функций
— квази-phi-функции [11].

Полагаем, что по крайней мере один из объектов ограничен. Разме-
ры объектов могут изменяться в соответствии с коэффициентами гомоте-
тии λA, λB > 0. Положение объекта A определяется вектором трансляции
vA = (xA, yA) и уголом поворота θA. Обозначим uA = (vA, θA, λA) вектор
переменных объекта A.
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Определение и основные свойства квази-phi-функций. Квази-phi-функ-
цией для объектов A(uA) и B(uB) называется всюду определенная, непе-
рерывная по всем переменным (uA, uB, u

′) функция Φ
′AB, для которой при

фиксированных λA и λB функция max
u′∈U⊂Rn

Φ
′AB(uA, uB, u

′) является phi-

функцией объектов A(uA) и B(uB). Здесь u′ — вектор вспомогательных
переменных.

Квази-phi-функция Φ
′AB(uA, uB, u

′) обладает рядом важных свойств:
1. Если Φ

′AB(uA, uB, u
′) ≥ 0, то intA(uA)

∩
intB(uB) = ∅. Здесь int(•) —

внутренность объекта •.
2. Если ΦAP (uA, uP ) — phi-функция для A(uA) и P (uP ), а ΦBP

∗
(uB, uP )

— phi-функция для B(uB) и P ∗(uP ) = R2\intP (uP ), где P (uP ) = {(x, y) :
ψP = α · x + β · y + µP ≤ 0}, uP = (θP , µP ), α = cos θP , β = sin θP , то
функция, определенная в виде

Φ
′AB(uA, uB, uP ) = min{ΦAP (uA, uP ),ΦBP

∗
(uB, uP )}, (1)

является квази-phi-функцией для пары ограниченных выпуклых объектов
A(uA) и B(uB). Здесь u′ = uP .

3. Если Φ
′AP (uA, uP , u

′
1) и Φ

′BP ∗
(uB, uP , u

′
2) — квази-phi-функции для

пар объектов A(uA), P (uP ) и B(uB), P ∗(uP ), то функция

Φ
′AB(uA, uB, u

′) = min{Φ′AP (uA, uP , u
′
1),Φ

′BP ∗
(uB, uP , u

′
2)} (2)

является квази-phi-функцией для пары ограниченных объектов A(uA) и
B(uB). Здесь u′ = (uP , u

′
1, u

′
2).

Определение нормализованной и псевдонормализованной квази-phi-функ-
ции. Понятие квази-phi-функции может быть использовано также для мо-
делирования ограничений на допустимые расстояния между объектами.
С этой целью используются определения нормализованной и псевдонор-
мализованной квази-phi-функции, основываясь на аналогичных терминах
для phi-функций [5].

Пусть dist(A,B) = min
a∈A,b∈B

d(a, b), d(a, b) — евклидово расстояние между

точками a и b. Обозначим ρ− > 0, ρ+ > 0 — заданные минимально и
максимально допустимые расстояния между объектами A(uA) и B(uB).

Квази-phi-функция Φ̃
′AB(uA, uB, u

′) для объектовA(uA) иB(uB) называ-
ется нормализованной, если функция max

u′∈U
Φ̃

′AB(uA, uB, u
′) является норма-

лизованной phi-функцией.
Таким образом, ρ− ≤ max

u′∈U
Φ̃

′AB ≤ ρ+ ⇔ ρ− ≤ dist(A,B) ≤ ρ+.

Функция Φ̂
′AB(uA, uB, u

′) называется псевдонормализованной квази-phi-
функцией для объектов A(uA) и B(uB), если функция max

u′∈U
Φ̂

′AB(uA, uB, u
′)

является псевдонормализованной phi-функцией.
Аналогично понятиям псевдонормализованных phi-функций [6] будем

различать псевдонормализованные квази-phi-функции Φ̂
′AB
− для модели-

рования ограничений dist(A,B) ≥ ρ− и псевдонормализованные квази-phi-
функции Φ̂

′AB
+ для моделирования ограничений dist(A,B) ≤ ρ+.
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Тогда, max
u′∈U

Φ̂
′AB
− ≥ 0 ⇔ dist(A,B) ≥ ρ−, max

u′∈U
Φ̂

′AB
+ ≥ 0 ⇔ dist(A,B) ≤

≤ ρ+.
Пусть квази-phi-функция имеет вид

Φ
′AB(uA, uB, uP ) = min{Φ̃AP (uA, uP ), Φ̃BP

∗
(uB, uP )}, (3)

где Φ̃AP (uA, uP ), Φ̃
BP ∗

(uB, uP ) — нормализованные phi-функции.
Тогда квази-phi-функция Φ̃

′AB(uA, uB, uP ) = 2Φ
′AB(uA, uB, uP ) являе-

тся нормализованной квази-phi-функцией для объектов A(uA) и B(uB), а
квази-phi-функция Φ̂

′AB
− (uA, uB, uP ) = Φ

′AB(uA, uB, uP ) − 0.5ρ− является
псевдонормализованной квази-phi-функцией для объектов A(uA) и B(uB).

Пусть уравнение fA = 0 (fB = 0) описывает границу множества A (B),
при этом для p1 ∈ R2(p2 ∈ R2), fA(p1) ≥ 0 (fB(p2) ≥ 0), если p1 ∈ A
(p2 ∈ B), и fA(p1) < 0 (fB(p2) < 0) — в противном случае.

Тогда функция вида

Φ̂
′AB
+ (uA, uB, u

′ = (p1, p2)) = min{(ρ+)2 − dist2(p1, p2), fA(p1), fB(p2)} (4)

является пседонормализованной квази-phi-функцией для моделирования
ограничений dist(A,B) ≤ ρ+.

Квази-phi-функция для эллипсов. Пусть E1(u1) и E2(u2) — эллипсы с
полуосями λiai и λibi, ai > bi i = 1, 2. Переменные параметры эллипса
Ei(ui) имеют вид: ui = (vi, θi, λi), где vi = (xEi , yEi) — вектор трансляции,
θi — угол поворота, λi — коэффициент гомотетии. Параметр ti определяет
точку (xi, yi) = (λiai cos ti, λibi sin ti) на границе эллипса Ei, 0 ≤ ti ≤ 2π,
i = 1, 2.

После поворота эллипса Ei на угол θi и трансляции на вектор
vi = (xEi , yEi) каждая точка (xi, yi) преобразуется следующим образом:
(x

′
i, y

′
i) = vi + M(θi) · (xi, yi), где M(θi) — матрица поворота, т. е.

x
′
i = xEi + xi cos θi + yi sin θi, y

′
i = yEi − xi sin θi + yi cos θi.

Пусть u′ = (t1, t2), тогда квази-phi-функцию для E1(u1) и E2(u2) можно
представить в следующем виде:

Φ
′E1E2(u1, u2, u

′) = min{χ(θ1, θ2, u′), χ+(u1, u2, u
′), χ−(u1, u2, u

′)}, (5)

где χ = −
⟨
N

′
1, N

′
2

⟩
= −α′

1α
′
2−β

′
1β

′
2, α

′
i = αi cos θi+βi sin θi, β

′
i = −αi sin θi+

+βi cos θi, αi = cos ti
λiai

,βi =
sin ti
λibi

, χ+ = α
′
1(x

+
2 − x1) + β

′
1(y

+
2 − y1) − 1, χ− =

= α
′
1(x

−
2 − x1) + β

′
1(y

−
2 − y1)− 1, (x+2 , y

+
2 ) = (x

′
2, y

′
2) + η(−β′

2, α
′
2), (x

−
2 , y

−
2 ) =

= (x
′
2, y

′
2)− η(−β

′
2, α

′
2), η = (λ2a2)

2.
Квази-phi-функция для E1(u1) и E2(u2) может быть определена также

в соответствии с формулой (2) в виде

Φ
′E1E2(u1, u2, u

′) = min{Φ′E1P (u1, uP , u
′
1),Φ

′E2P ∗
(u2, uP , u

′
2)}.

Квази-phi-функция для эллипса E(uE) и полуплоскости P (uP ) имеет вид

Φ
′EP (uE , uP , t) = min{χ(θE , θP , t), ψP (x+E , y

+
E ), ψP (x

−
E , y

−
E)},
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где 0 ≤ t ≤ 2π — вспомогательный параметр, ψP (x, y) = αPx + βP y − 1,
χ = −

⟨
NP , N

′
E

⟩
, NP = (αP , βP ) — внешний вектор нормали полуплоско-

сти P (uP ), N
′
E = (α

′
E , β

′
E) и (x±E , y

±
E) определяется аналогично (α

′
2, β

′
2) и

(x±2 , y
±
2 ) в (4).

Пусть задано минимально допустимое расстояние ρ− между эллипсами
E1 и E2. Полагаем, что Φ̂

′E1P (u1, uP ) и Φ̂
′E2P ∗

(u2, uP ) — псевдонормали-
зованные квази-phi-функции, причем выполняется max

uP∈U
Φ̂

′E1P (u1, uP ) ≥ 0,

если dist(E1, P ) ≥ 0.5ρ− и max
uP∈U

Φ̂
′E2P ∗

(u2, uP ) ≥ 0, если dist(E2, P
∗) ≥

≥ 0.5ρ−. Тогда функция

Φ̂
′E1E2
− (u1, u2, uP ) = min{Φ̂′E1P (u1, uP ), Φ̂

′E2P ∗
(u2, uP )} (6)

является псевдонормализованной квази-phi-функцией для описания усло-
вия dist(E1, E2) ≥ ρ−.

Пусть уравнение fE1 = 0 (fE2 = 0) описывает границу эллипса E1(u1)
(E2(u2)), при этом для p1 ∈ R2(p2 ∈ R2), fE1(p1) ≥ 0 (fE2(p2) ≥ 0), если
p1 ∈ E1(u1) (p2 ∈ E2(u2)), и fE1(p1) < 0 (fE2(p2) < 0) — в противном
случае.

Φ̂
′E1E2
+ (uE1 , uE2 , u

′) = min{(ρ+)2 − dist2(p1, p2), fE1(p1), f
E2(p2)} (7)

является пседонормализованной квази-phi-функцией для моделирования
dist(E1, E2) ≤ ρ+, где

u′ = (p1, p2), f
Ei(pi) = 1−

x
′2
pi

a2i
−
y
′2
pi

b2i
,

(x
′
pi , y

′
pi) =M(−θi) · (pi − vi), (pi − vi) = (xpi − xEi

, ypi − yEi
),

т. е. x′
pi=(xpi−xEi

) cos θi−(ypi−yEi
) sin θi, y

′
pi=(xpi−xEi

) sin θi+(ypi−yEi
) cos θi.

Квази-phi-функция для эллипса и объекта Ω∗. Пусть: E(u1) — эллипс с
переменными параметрами u1 = (x1, y1, θ1, λ1); Ω — прямоугольный кон-
тейнер с соответствующими вершинами v1 = (0, 0), v2 = (l, 0), v3 = (l, w),
v4 = (0, w); Ω∗ = R2\intΩ.

Квази-phi-функция для E и Ω∗ имеет вид

Φ
′EΩ∗

(u) = min{φ11(v1), φ11(v2), φ12(v3), φ12(v4), φ21(v2), φ21(v3),

φ22(v1), φ22(v4)},
(8)

Здесь 0 ≤ t
′
k ≤ 2π, φk1 = Akx+ Bky + Ck − 1, φk2 = −Akx− Bky − Ck − 1,

Ak = αk ·cos θ1+βk ·sin θ1, Bk = −αk ·sin θ1+βk ·cos θ1, αk =
cos t

′
k

λka1
, βk =

sin t
′
k

λkb1
,

Ck = −Akx1 −Bky1, k = 1, 2.
Пусть ρ− — минимально допустимое расстояние между эллипсом E(u1)

и границей области Ω. Тогда функция
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Φ̂
′EΩ∗
− = min{φ11(p

−
1
), φ11(p

−
2
), φ12(p

−
3
), φ12(p

−
4
), φ21(p

−
2
), φ21(p

−
3
),

φ22(p
−
1
), φ22(p

−
4
)}

(9)

является псевдонормализованной квази-phi-функцией для моделирования
dist(E1,Ω

∗) ≥ ρ−, где p−
i
, i = 1, 2, 3, 4 — вершины объекта Ω∗⊕C(ρ−), C(ρ−)

— круг радиуса ρ−, т. е. p−
1
= (ρ−, ρ−), p−

2
= (l−ρ−, ρ−), p−

3
= (l−ρ−, w−ρ−),

p−
4
= (ρ−, w − ρ−), ⊕ — символ суммы Минковского.

2. Математическая модель

Прежде всего, определим вектор переменных задачи оптимизации. На
данном этапе фиксируем коэффициенты гомотетии эллипсов, полагая, что
λi = 1 для всех i = 1, 2, ..., n.

Вектор переменных u ∈ Rσ определяется так: u = (l, w, u1, u2, ..., un, τ),
где (l, w) — вектор метрических характеристик прямоугольного контейнера
Ω, ui = (xi, yi, θi) — вектор параметров размещения эллипса Ei, i ∈ In, τ —
вектор дополнительных переменных.

Если не накладываются ограничения на допустимые расстояния, то ве-
ктор τ имеет вид: τ = t = (t1

1
, t1

2
, ..., tm

1
, tm

2
, t

′1
1
, t

′1
2
, ..., t

′n
1
, t

′n
2
), где tk

1
, tk

2
–

дополнительные переменные для k -й пары эллипсов, в соответствии с фор-
мулой (4), k = 1, ...,m, m = (n−1)n

2 , а t′i
1
,t′i

2
— вспомогательные переменные

для каждого эллипса Ei, i ∈ In, в соответствии с формулой (8).
Если накладываются ограничения на допустимые расстояния, то

τ=(t, uP , p
1
1
, p1

2
, ..., pm

1
, pm

2
), где uP=(u1

P
, ..., um

P
), uk

P
= (θk

P
, µk

P
), pk1 = (xkp1 , y

k
p1),

pk
2
= (xkp2 , y

k
p2), поскольку в этом случае используются псевдонормализо-

ванные квази-phi-функции вида (6), (7) и (9). Таким образом, размерность
σ-мерного Евклидова пространства Rσ определяется σ = n2+4n+2, если не
накладываются ограничения на допустимые расстояния и σ = 4n2 − n+ 2,
если учитываются минимально- и максимально- допустимые расстояния
для всех пар эллипсов.

Математическая модель поставленной задачи может быть представлена
в виде:

min
u∈W⊂Rσ

F (u), (10)

W = {u ∈ Rσ : Υij ≥ 0,Υi ≥ 0, i < j = 1, 2, ..., n}, (11)

где F (u) = l ·w, Υij — функция отношений для пары эллипсов Ei и Ej , Υi

— функция отношений для эллипса Ei и объекта Ω∗;
Υij = Φ

′
ij , если ρ−ij = 0, ρ+ij не задано, Υij = Φ̂

′
−ij , если ρ−ij > 0, ρ+ij не

задано,
Υij = min{Φ′

ij , Φ̂
′
+ij}, если ρ−ij = 0, ρ+ij > 0, Υij = min{Φ̂′

−ij ,Φ̂′
+ij}, если

ρ+ij ≥ ρ
−
ij > 0,

Υi = Φ
′
i, если ρ−i = 0, Υi = Φ̂

′
−i, если ρ−i > 0;

134



ОПТИМАЛЬНАЯ УПАКОВКА ЭЛЛИПСОВ С УЧЕТОМ...

Φ
′
ij — квази-phi-функция вида (5) для моделирования условия непересе-

чения эллипсов Ei и Ej , Φ̂
′
−ij — псевдонормализованная квази-phi-функ-

ция вида (6) для моделирования ограничения на минимально допустимое
расстояние ρ−ij между эллипсами Ei и Ej ; Φ̂

′
+ij — псевдонормализован-

ная квази-phi-функция вида (7) для моделирования ограничения на ма-
ксимально допустимые расстояния ρ+ij между эллипсами Ei и Ej ; Φ

′
i —

квази-phi-функция вида (8) для моделирования ограничения включения
эллипса Ei в область Ω; Φ̂′

−i — псевдонормализованная квази-phi-функция
вида (9) для моделирования ограничения на минимально допустимое рас-
стояние ρ−i между эллипсом Ei и объектом Ω∗.

Задача условной оптимизации (10)–(11) является NP-сложной задачей
нелинейного программирования. Граница множества W образована нели-
нейными поверхностями. Матрица системы неравенств, которая описывает
W , сильно разрежена и имеет блочную структуру, при этом не может быть
сведена к блочно-диагональному виду.

3. Стратегия решения

Стратегия решения состоит из следующих шагов:
Шаг 1. Генерируем набор стартовых точек из области допустимых ре-

шений задачи (10)–(11), используя алгоритм (SPA), описанный ниже.
Шаг 2. Ищем локальный минимум функции цели F (u) задачи (10)–(11),

стартуя из точек, полученных на шаге 1, применяя процедуру (LOFRT)
локальной оптимизации с преобразованием области допустимых решений,
описанную ниже.

Шаг 3. Выбираем лучшее локальное решение из полученных на шаге 2,
как приближение к глобальному решению задачи (10)–(11).

Важной частью алгоритма локальной оптимизации (Шаг 2) является
LOFRT процедура, которая позволяет сократить вычислительные затра-
ты, благодаря сведению задачи (10)–(11) к последовательности подзадач
меньшей размерности. Благодаря этому, предложенная стратегия реше-
ния задачи (10)–(11) позволяет получать локально оптимальные решения
для n < 120. Поиск локальных экстремумов осуществляется с помощью
программы IPOPT [12], доступной на открытом некоммерческом ресурсе
(https://projects.coin-or.org/Ipopt) .

Алгоритм построения стартовых точек (SPA). Для построения стар-
товой точки u0, принадлежащей области допустимых решений W , приме-
няем следующий алгоритм, основанный на гомотетических преобразовани-
ях эллипсов. Полагаем, что коэффициенты гомотетии λi переменные, при
этом λi = λ для i = 1, 2, ..., n и 0 ≤ λ ≤ 1.

Алгоритм включает следующие итерации:

1. Определяем начальные размеры контейнера Ω0 достаточно боль-
шими, чтобы гарантировать размещение всех заданных эллипсов с
учетом допустимых расстояний внутри Ω0. Например,
l0 = w0 = 2

∑n
i=1 ai + (n− 1)ρ−, ρ− = max

i,j∈In
ρ−ij .
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2. Полагаем λ = λ0 = δ
max ai

i

, где δ = 0.01(min
i
bi).

3. Генерируем множество n непересекающихся кругов радиуса δ со
случайно выбранным центром (x0i , y

0
i ),i = 1, 2, ..., n, принадлежа-

щих Ω0.
4. Генерируем множество случайно выбранных параметров вращения
θ0i , i = 1, 2, ..., n.

5. Определяем при фиксированных параметрах u0i , u
0
j для i < j =

= 1, 2, ..., n начальные значения вектора вспомогательных перемен-
ных τ0 при помощи специальной процедуры оптимизации для за-
дачи поиска max

u
′
i∈R2

Υi(u
0
i , u

′
i) и max

u
′
ij∈R2

Υij(u
0
i , u

0
j , u

′
ij) . Для решения

вспомогательных задач в случае, если Υ ∈ {Φ′
, Φ̂

′
−}, используем

следующую модель:

maxµ, s.t. u′ ∈W ′
µ,

где W ′
µ = {(u′, µ) : Υ(u0, u

′
) ≥ µ}, µ ∈ R1 — вспомогательная переменная,

u
′ — вектор вспомогательных переменных и u0 — вектор фиксированных

параметров для квази-phi-функции (соответственно, псевдонормализован-
ной квази-phi-функции).

Таким образом, все квази-phi-функции (псевдонормализованные квази-
phi-функции) в точке u0 = (l0, w0, u01, u

0
2, ..., u

0
n, τ

0) дают неотрицательные
значения, где τ0 = (t0) (или, соответственно, τ0 = (u0P , t

0, p01
1
, p01

2
, ..., p0m

1
,

p0m
2

).
6. Стартуя из точки u0, решаем вспомогательную задачу:

κ(u′0) = max
u′∈W ′

κ(u′), κ(u′) = λ, (12)

W ′ = {u′ ∈ Rσ+1 : Υij ≥ 0,Υi ≥ 0, i < j = 1, 2, ..., n, l = l0, w = w0,

1− λ ≥ 0, λ ≥ 0},
(13)

где u′ = (u, λ) — вектор переменных, λ — переменный коэффициет гомоте-
тии для всех эллипсов, u — вектор переменных задачи (10)–(11).

Таким образом, точка u′0 = (l0, w0, u
′0
1 , u

′0
2 , ..., u

′0
n , τ

′0, 1) глобального ма-
ксимума задачи (12)–(13) генерирует точку u0 = (l0, w0, u

′0
1 , u

′0
2 , ..., u

′0
n , τ

′0)
из области допустимых решений W задачи (10)–(11).

7. Вектор u0 рассматриваем в качестве стартовой точки для поиска сле-
дующего локального минимума задачи (10)–(11).

Алгоритм локальной оптимизации с возможной трансформацией обла-
сти (LOFRT) в задаче упаковки эллипсов. Пусть u0 ∈ W — одна из стар-
товых точек, полученных предыдущим методом. Основная идея последу-
ющего алгоритма LOFRT заключается в следующем.

Прежде всего, вокруг каждого эллипса Ei опишем круг Ci радиуса ai,
i = 1, 2, ..., n. Далее для каждого круга Ci строим «индивидуальный» пря-
моугольный контейнер Ωi ⊃ Ci ⊃ Ei с равными полусторонами длинной
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ai+ ε, i = 1, 2, ..., n, так, что Ci, Ei и Ωi имеют один центр в центре симме-
трии (x0i , y

0
i ) при условии, что стороны Ωi параллельны соответствующим

сторонам Ω. Здесь ε — наперед заданное положительное число. Строим
область допустимых решений для задачи оптимизации следующим обра-
зом.

Определяем систему ограничений на вектор трансляции vi для каждого
эллипса Ei в виде ΦCiΩ

∗
i = min{−xi+x0i+ε,−yi+y0i+ε, xi−x0i+ε, yi−y0i+ε} ≥

≥ 0, i = 1, 2, ..., n.
Неравенство ΦCiΩ

∗
i ≥ 0 эквивалентно системе из четырех линейных не-

равенств −xi + x0i + ε ≥ 0, −yi + y0i + ε ≥ 0, xi − x0i + ε ≥ 0, yi − y0i + ε ≥ 0.
Определяем систему неравенств (дополнительных ограничений на ра-

змеры области размещений): l ≥ l0 − ε, w ≥ w0 − ε.
Далее формируем область допустимых решений вида

W1 = {u ∈ Rσ−σ1 : Υij ≥ 0, (i, j) ∈ Ξ1,Υi ≥ 0, i ∈ Ξ2,Φ
CiΩ

∗
i ≥ 0, i = 1, 2, ..., n,

l ≥ l0 − ε, w ≥ w0 − ε},Ξ1 = {(i, j) : ΥΩiΩj < 0},Ξ2 = {i : ΥΩ∗Ωi < 0}.
Другими словами, из системы, которая описывает W , удаляем неравен-

ства с квази-phi- функциями для тех пар эллипсов, у которых индиви-
дуальные контейнеры не пересекаются с учетом минимально допустимых
расстояний. При этом добавляем вспомогательные неравенства, описыва-
ющие условие включения кругов Ci в соответствующий индивидуальный
контейнер Ωi, i = 1, 2, ..., n, с учетом минимально допустимых расстоя-
ний. Такое преобразование позволяет уменьшить число вспомогательных
переменных вектора τ на σ1. Затем осуществляем поиск точки локально-
го минимума u∗w1

подзадачи min
uw1∈W1⊂Rσ−σ1

F (uw1). Точка u∗w1
используется

при построения стартовой точки u(1) для второй итерации оптимизацион-
ной процедуры (заметим, что ранее удаленные вспомогательные перемен-
ные должны быть переопределены с помощью процедуры, используемой в
SPA, см. пункт 5). На данном этапе вновь определяем все пары эллипсов
с непересекающимися индивидуальными контейнерами, формирующие со-
ответствующую подобласть W2 (аналогично W1) и находим точку локаль-
ного минимума u∗w2

∈W2, которая используется для построения стартовой
точки u(2) для третьей итерации, и т.д.

Итерационная процедура заканчивается, когда F (u∗wk
) = F (u∗wk+1

), при
этом u∗wk

— точка локального минимума задачи

min
uwk

∈Wk⊂Rσ−σk

F (uwk
),

Wk = {u ∈ Rσ−σk : Υk
ij ≥ 0, (i, j) ∈ Ξk1,Υ

k
i ≥ 0, i ∈ Ξk2,Φ

CiΩ
∗
ki ≥ 0, i = 1,

2, ..., n, l ≥ l∗wk
− ε, w ≥ w∗

wk
− ε},Ξk = {(i, j) : ΦΩkiΩkj < 0, i > j = 1, 2, ..., n}.
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Точка u∗ = u(k)∗ = (u∗wk
, τk) ∈ Rσ является точкой локального миниму-

ма задачи (10)–(11), где точка u∗wk
∈ Rσ−σk является точкой локального

минимума на последней итерации, а τk ∈ Rσk — вектор удаленных ранее
дополнительных переменных. Это утверждение следует из того факта, что
размещение каждой пары эллипсов Ei и Ej при (i, j) ∈ Ξ\Ξk и гаранти-
рует существование вектора τk дополнительных переменных, при которых
Φ̂

′
ij ≥ 0, (i, j) ∈ Ξ\Ξk в точке u(k)∗. Здесь Ξ = {(i, j) : i > j = 1, 2, ..., n}. Сле-

довательно, значение дополнительных переменных вектора τk не влияет на
значение функции цели, т.е F (u∗wk

) = F (u(k)∗). В этой связи нет необходи-
мости переопределять значение дополнительных переменных вектора τk на
последней итерации.

Для O(n2) пар эллипсов в контейнере алгоритм проверяет квази-phi-
функции в общем случае только для O(n) пар эллипсов (это зависит от
размеров эллипсов и величины ε). Таким образом, LOFRT алгоритм по-
зволяет свести задачу (10)-(11) с O(n2) неравенствами и пространством
решений W размерности O(n2) к последовательности задач с O(n) нера-
венствами и пространством решенийWk размерности O(n). Это приводит к
значительному сокращению вычислительных ресурсов при решении задач
нелинейного программирования.

4. Результаты вычислительных экспериментов

Приведем ряд примеров, чтобы продемонстрировать эффективность пре-
длагаемого подхода. Эксперименты проводились на компьютере с процес-
сором AMD Athlon 64 X2 5200+, для локальной оптимизации применялась
программа IPOPT (https://projects.coin-or.org/Ipopt) на основе метода вну-
тренней точки, приведенного в [9]. Полагаем ε =

∑n
i=1 bi/n в вычислитель-

ных экспериентах, приведенных ниже.
Установленное ограничение по времени составляет 1 час. Для каждого

примера вычисляется не менее 10 локальных минимумов.
Пример 1.
n=28, {(ai, bi)=(2.2, 1.80), i = 1, ..., 7}, {(ai, bi)=(2.60, 1.70), i = 8, ..., 14},

{(ai, bi)=(3.5, 0.7), i = 15, ..., 21}, {(ai, bi)=(3.6, 2.7), i = 22, ..., 28}. Ра-
змещение эллипсов в прямоугольном контейнере без учета допустимых
расстояний, соответствующее локальному минимуму, приведено на рис.
1a. Контейнер имеет размеры (l∗, w∗)= (22.273763, 24.126932) и площадь
F (u∗) = 537.397581. Размещение эллипсов с учетом допустимых расстояний
ρ− = 0.5 в прямоугольном контейнере, соответствующее локальному мини-
муму, приведено на рис. 1б. Контейнер имеет размеры (l∗, w∗)= (25.984532,
25.024524) и площадь F (u∗) =650.250548.

Пример 2.
n=36, {(ai, bi)=(2.2, 1.80), i = 1, ..., 9}, {(ai, bi)=(2.60, 1.70), i = 10, ..., 18},

{(ai, bi)=(3.5, 0.7), i = 19, ..., 27}, {(ai, bi)=(3.6, 2.7), i = 28, ..., 36}. Размеще-
ние эллипсов в прямоугольном контейнере без учета допустимых расстоя-
ний, соответствующее локальному минимуму, приведено на рис. 2a. Кон-
тейнер имеет размеры (l∗, w∗)= (25.176786, 27.380105) и площадь
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F (u∗) = 689.343044. Размещение эллипсов с учетом допустимых расстояний
ρ− = 0.5 в прямоугольном контейнере, соответствующее локальному мини-
муму, приведено на рис. 2б. Контейнер имеет размеры (l∗, w∗)= (27.498755,
30.282542) и площадь F (u∗) =832.732196.

а) б)
Рис. 1. Локально-оптимальное размещение эллипсов для примера 1:

(а) — без учета допустимых расстояний между эллипсами, (б) — с учетом
минимально допустимых расстояний между эллипсами

а) б)
Рис. 2. Локально-оптимальное размещение эллипсов для примера 2: (а)

— без учета допустимых расстояний между эллипсами, (б) — с учетом ми-
нимально допустимых расстояний между эллипсами

Для задачи упаковки эллипсов без учета допустимых расстояний предло-
женный алгоритм позволяет улучшить результаты по значению функции
цели для многих примеров, приведенных в работе [4]: в частности, для
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небольших наборов эллипсов (от 5 до 20) — на 1%–2%, для больших набо-
ров эллипсов (от 14 до 100) — на 8%–9%. По времени решения получены
рекорды для всех наборов данных.
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ОЦIНКА ТОЧНОСТI МОДЕЛЮВАННЯ ГАУССОВИХ
ВИПАДКОВИХ ПРОЦЕСIВ В РIВНОМIРНIЙ МЕТРИЦI

А. О. Пашко

Резюме. Вивчаються строго субгауссовi випадковi процеси, що
допускають зображення у виглядi стохастичних iнтегралiв. Бу-
дуються моделi таких процесiв у виглядi строго субгауссових ви-
падкових рядiв. В роботi дослiджуються оцiнки точностi i надiй-
ностi моделей гауссових випадкових процесiв в нормi простору
неперервних функцiй.

Вступ
В работi дослiджуються строго субгауссовi випадковi процеси, що зобра-

жуються у виглядi стохастичних iнтегралiв. Моделi випадкових процесiв
будуються у виглядi строго субгауссових випадкових рядiв. Цi моделi на-
ближають випадковi процеси iз заданими точнiстю i надiйнiстю в просторi
неперервних функцiй. При отриманнi результатiв iстотньо використовува-
лись роботи [1–2]. В роботах [3–5] розглядались деякi модифiкацiї стоха-
стичних iнтегралiв, їх властивостi та умови рiвномiрної збiжностi. Бiльш
детально з методами моделювання випадкових процесiв та полiв можна
познайомитись в роботах [6–10].

1. Основнi поняття i визначення
Нехай (Ω,B, P ) — стандартний ймовiрносний простiр.

Означення 1. Випадкова величина ξ називається субгауссовою, якщо iснує
таке a ≥ 0, що для всiх λ ∈ R виконується нерiвнiсть

E exp{λξ} ≤ exp

{
a2λ2

2

}
.

Простiр субгауссових величин Sub(Ω) є банаховим вiдносно норми

τ(ξ) = sup
λ̸=0

[
2 lnE exp{λξ}

λ2

] 1
2

.

Означення 2. Сiм’я випадкових величин Θ ⊂ Sub(Ω) називається строго
субгауссовою, якщо для кожної скiнченної або злiченної множини випад-
кових величин {ξi, i ∈ I} ⊆ Θ та всiх λ ∈ R виконується спiввiдношення

τ2
(∑
i∈I

λiξi

)
= E

(∑
i∈I

λiξi

)2

.
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Нехай (T, ρ) — компактний метричний простiр.

Означення 3. Випадковий процес X(t), t ∈ T називається строго субгаус-
совим, якщо сiм’я випадкових величин {X(t), t ∈ T} є строго субгауссовою.

Вiдомостi з теорiї субгауссових випадкових величин та процесiв мiстя-
ться в [11].

НехайX(t) — строго субгауссовий сепарабельний випадковий процес. Не-
хай iснує така неперервна монотонно неспадна функцiя σ(h), що
σ(h) > 0, h > 0, σ(h)→ 0, коли h→ 0, що виконується умова

sup
ρ(t,s)≤h

(
E(X(t)−X(s))

) 1
2 ≤ σ(h). (1)

З умови (1) випливає, що процесX(t) неперервний за ймовiрнiстю. Нехай
θ — довiльна точка з T . Позначимо γθ = (E|X(θ)|2)

1
2 , χ = σ(supt∈T ρ(t, θ)).

Нехай εk = σ(−1)(χpk), k = 0, 1, 2, ... та 0 < p < 1. Vεk — множина центрiв
мiнiмального покриття простору замкненими кулями радiуса εk > 0, а мно-
жина Vε0 складається з точки θ, N(εk) — число точок в множинi Vεk . Нехай
V =

∪∞
k=0 Vεk . Множину V можна розглядати як множину сепарабельностi

процесу X(t).

Оцiнки супремума субгауссового сепарабельного випадкового
процесу

Має мiсце

Теорема 1. Нехай X(t) — строго субгауссовий сепарабельний випадковий
процес. Якщо ∫ p

0
ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du <∞,

то для будь-якого λ > 0 та 0 < p < 1 має мiсце нерiвнiсть

P
{
sup
t∈T
|X(t)| > x

}
≤ (2)

≤ 2 exp

{
− x2

2

(
γ2θ
1−p +

χ2

p(1−p)2

)} exp

{√
2x
∫ χp
0 ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du

γ2θp+
χ2

1−p

}
.

Доведення. Побудуємо вiдображення αk(t) таким чином. Нехай t ∈ T , тодi
αk(t) це точка з Vεk така, що ρ(t, αk(t)) ≤ εk. Якщо t ∈ Vεk , то αk(t) = t.
Для довiльної точки t ∈ V, аналогiчно, як i в роботах [1–2], доводиться
нерiвнiсть

sup
t∈T
|X(t)| = sup

t∈V
|X(t)| ≤ |X(θ)|+

∞∑
k=1

max
u∈Vεk

|X(u)−X(αk−1(u))|.

Використовуючи нерiвнiсть Гельдера, для всiх λ > 0 отримаємо спiввiд-
ношення

E exp

{
λ sup
t∈T
|X(t)|

}
≤ (3)
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≤ 2 exp

{
λ2γ2θg0

2

}
exp

{ ∞∑
k=1

λ2g2kσ
2(εk−1)

2gk

}
exp

{ ∞∑
k=1

ln(N(εk))

gk

}
,

де {gk} задовольняють нерiвностi
∑∞

k=0
1
gk
≤ 1.

Покладемо

g0 =
1

1− p
, gk =

√
2

λχpk−1

(
λ2χ2

2(p(1− p))2
+ ln(N(εk))

) 1
2

, k = 1, 2, ... .

При такому виборi {gk} маємо
∑∞

k=0
1
gk
≤ 1. Оскiльки σ2(εk) = χ2p2k та

∞∑
k=1

λ2g2kχ
2p2k−2

2gk
=

λ2χ2

2p2(1− p)2
∞∑
k=1

1

gk
+

∞∑
k=1

ln(N(εk))

gk
,

то iз (3) випливає нерiвнiсть

E exp

{
λ sup
t∈T
|X(t)|

}
≤

≤ 2 exp

{
λ2γ2θ

2(1− p)

}
exp

{
λ2χ2

2p(1− p)2

}
exp

{
2

∞∑
k=1

ln(N(εk))

gk

}
.

Маємо
∞∑
k=1

ln(N(εk))

gk
=

∞∑
k=1

λχpk−1 ln(N(εk))√
2

(
λ2χ2

2p2(1− p)2
+ ln(N(εk))

)− 1
2

≤

≤ λχ√
2

∞∑
k=1

pk−1(ln(N(εk)))
1
2 .

Через те, що σ(h) — монотонно неспадна функцiя, а N(εk) незбiльшується
при зростаннi εk, то ln

1
2 (N(σ(−1)(u))) монотонно незростаюча функцiя. Має

мiсце оцiнка

χpk−1 ln
1
2 (N(σ(−1)(χpk))) ≤ 1

p(1− p)

∫ χpk

χpk+1

ln
1
2 (N(σ(−1)(u)))du.

Отже,

λχ√
2

∞∑
k=1

pk−1(ln(N(εk)))
1
2 ≤ λ√

2p(1− p)

∫ χp

0
ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du

i нерiвнiсть (3) запишеться у виглядi

E exp

{
λ sup
t∈T
|X(t)|

}
≤ 2 exp

{
λ2γ2θ

2(1− p)

}
exp

{
λ2χ2

2p(1− p)2

}
× (4)

× exp

{ √
2λ

p(1− p)

∫ χp

0
ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du

}
.

За нерiвнiстю Чебишева

P{sup
t∈T
|X(t)| > x} ≤ E exp

{
λ sup
t∈T
|X(t)|

}
exp{−λx},
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тобто

P{sup
t∈T
|X(t)| > x} ≤ 2 exp

{
λ2γ2θ

2(1− p)

}
exp

{
λ2χ2

2p(1− p)2

}
×

× exp

{ √
2λ

p(1− p)

∫ χp

0
ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du

}
exp{−λx}.

Виберемо λ = x
Ap

, де

Ap =
γ2θ

1− p
+

χ2

p(1− p)2
, (5)

i отримаємо оцiнку (2). �
Наслiдок 1. Якщо виконуються умови теореми 1, то для x > Dp має
мiсце нерiвнiсть

P
{
sup
t∈T
|X(t)| > x

}
≤ 2 exp

{
−(x−Dp)

2

2Ap

}
(6)

де

Dp =

√
2

p(1− p)

∫ χp

0
ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du,

Ap визначено в (5).

Доведення. Якщо в(4) покласти λ =
x−Dp

Ap
, то при x > Dp отримаємо необ-

хiдну нерiвнiсть. �

Позначимо γ0 = supt∈T (E(X(t))2)
1
2 i виберемо β > 0 — деяке довiльне

число таке, що β ≤ σ
(
infs∈T supt∈T ρ(t, s)

)
.

Теорема 2. Нехай X(t) — строго субгауссовий сепарабельний випадковий
процес. Якщо виконуються умови теореми 1, то для будь-якого λ > 0 та
0 < p < 1 при x > D1p має мiсце нерiвнiсть

P{sup
t∈T
|X(t)| > x} ≤ 2 exp

{
−(x−D1p)

2

2A1p

}
, (7)

де

A1p =
γ20

1− p
+

pβ2

(1− p)2
,

D1p =
√
2

(
γ0 ln

1
2 N(σ(−1)(pβ)) +

1

p(1− p)

∫ p2β

0
ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du

)
.

Доведення. Теорема доводиться аналогiчно з теоремою 1. Використовуючи
вiдображення αk(t), доводиться нерiвнiсть

sup
t∈T
|X(t)| = sup

t∈V
|X(t)| ≤ max

u∈Vε1
|X(u)|+

∞∑
k=2

max
u∈Vεk

|X(u)−X(αk−1(u))|.

За нерiвнiстю Гельдера, для всiх λ > 0 отримаємо спiввiдношення

E exp

{
λ sup
t∈T
|X(t)|

}
≤ (8)
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≤ 2 exp

{
λ2γ20
2

g1 +
λ2

2

∞∑
k=2

g2kβ
2p2k−2

gk
+

∞∑
k=1

ln(N(εk))

gk

}
,

де {gk} задовольняють нерiвнiсть
∑∞

k=1
1
gk
≤ 1.

Покладемо

g1 =

√
2

λγ0

(
λ2γ20

2(1− p)2
+ ln(N(ε1))

) 1
2

,

gk =

√
2

λβpk−1

(
λ2β2

2(1− p)2
+ ln(N(εk))

) 1
2

, k = 2, 3, ... .

При такому виборi {gk} маємо
∑∞

k=1
1
gk
≤ 1. Оскiльки

∞∑
k=2

g2kβ
2p2k−2

gk
=

λ2β2

2(1− p)2
∞∑
k=2

1

gk
+

∞∑
k=2

ln(N(εk))

gk

та
λ2γ20
2

g1 =
λ2γ20

2g1(1− p)2
+

ln(N(ε1))

g1
,

то iз (8) випливає нерiвнiсть

E exp

{
λ sup
t∈T
|X(t)|

}
≤

≤ exp

{
λ2

2(1− p)

(
γ20 +

pβ2

1− p

)
+ 2

ln(N(ε1))

g1
+ 2

∞∑
k=2

ln(N(εk))

gk

}
.

Так як i при доведеннi теореми 1, отримаємо

exp

{
2
ln(N(ε1))

g1
+ 2

∞∑
k=2

ln(N(εk))

gk

}
≤

≤ exp

{√
2λγ0 ln(N(ε1))

(
λ2γ20

2(1− p)2
+ ln(N(ε1))

)− 1
2

+

+
√
2

∞∑
k=2

λβpk−1 ln(N(εk))

(
λ2β2

2(1− p)2
+ ln(N(εk))

)− 1
2
}
≤

≤ exp

{√
2λγ0 ln

1
2 (N(ε1)) +

√
2

∞∑
k=2

λβpk−1 ln
1
2 (N(εk))

}
≤

≤ exp

{√
2λγ0 ln

1
2 (N(σ(−1)(pβ))) +

√
2λ

p(1− p)

∫ p2β

0
ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du

}
.

Покладемо λ =
x−D1p
A1p

. Скористаємось нерiвнiстю Чебишева, нерiвнiстю
(8) та останньою нерiвнiстю i отримаємо необхiдну оцiнку (7). �
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Точнiсть та надiйнiсть моделювання в рiвномiрнiй метрицi

Нехай X(t),t ∈ T — випадковий процес, що зображується у виглядi

X(t) =

N∑
r=1

∫ ∞

0
fr(t, u) dξr(u), (9)

де ξr(u), r = 1, ..., N — випадковi процеси з незалежними приростами, пiд-
порядкованi мiрi ν, а функцiї fr(t, u) при кожному u > 0 неперервнi по t, i
при кожному t ∈ T належать класу L2(R, ν).

Означення 4. Нехай ξr = {ξr(u), u ≥ 0}, r = 1, . . . , N , сумiсно строго
субгауссовi випадковi процеси, E|ξr(t)ξr(s)| < ∞, t, s ∈ T , r = 1, . . . , N ,
а функцiї fr = {fr(t, u), t ∈ T , u ≥ 0} такi, що fr(t, u) неперервна по
t i неперервно диференцiйована по u ≥ 0. Такий процес X називається
регулярним строго субгауссовим процесом.

Нехай X = {X(t), t ∈ T} — регулярний строго субгауссовий випадко-
вий процес, що має зображення (9), де ξr, r = 1, . . . , N — сумiсно строго
субгауссовi випадковi процеси. Для таких процесiв розроблено алгоритм
знаходження параметрiв моделi, що наближає процес iз заданими точнi-
стю та надiйнiстю в рiвномiрнiй метрицi.

Означення 5. Нехай Λ > 0, DΛ,n — розбиття iнтервалу [0,Λ],
DΛ,n : 0 = u0 < u1 < . . . < un−1 < un = Λ. Випадковий процес Xn(t,Λ),
t ∈ T , де

Xn(t,Λ) =

N∑
r=1

n−1∑
i=0

fr(t, ui)(ξr(ui+1)− ξr(ui))

називається апроксимацiйною моделлю процесу X(t) (A– моделлю).

Тобто, A-модель процесу X(t) моделюється у виглядi
N∑
r=1

n−1∑
i=0

fr(t, ui)ζr,i,

де ζr,i, r = 1, 2, . . . , N , i = 0, . . . , n − 1, — сiм’я строго субгауссових випад-
кових величин iз вiдомими коварiацiями Eζr,iζr1,i1 .

При x > 0 виконується нерiвнiсть

P
{
sup
t∈T
| X(t)−Xn(t,Λ) |> x

}
≤ inf

0≤δ≤1

(
G1(xδ) +G2(x(1− δ))

)
,

де

XΛ(t) =

N∑
r=1

∫ Λ

0
fr(t, u)dξr(u),

G1(x) = P
{
sup
t∈T
| XΛ(t)−Xn(t,Λ) |> x

}
,

G2(x) = P
{
sup
t∈T
| XΛ(t)−X(t) |> x

}
.
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Модель Xn(t,Λ) є A-моделлю, що наближає процес X(t) з точнiстю x > 0
i надiйнiстю 1−α, 0 < α < 1 в рiвномiрнiй метрицi, якщо область Λ та її
розбиття DΛ,n вибранi так, що виконується нерiвнiсть

inf
0≤δ≤1

(
G1(xδ) +G2(x(1− δ))

)
≤ α.

Для оцiнювання ймовiрностi G1(x) доцiльно використовувати теорему 1,
а для оцiнювання ймовiрностi G2(x) доцiльно використовувати теорему 2.

Для отримання необхiдних оцiнок потрiбно оцiнити величини

E(X∞
Λ (t))2 =

N∑
r=1

∫ ∞

Λ
f2r (t, u)dν(u)

та

E(X∞
Λ (t)−X∞

Λ (s))2 =

N∑
r=1

∫ ∞

Λ
(fr(t, u)− fr(s, u))2dν(u),

а також величини

E(Yn(t))
2 =

N∑
r=1

n−1∑
i=0

∫ ui+1

ui

(fr(t, ui)− fr(t, u))2dν(u),

та

E(Yn(t)−Yn(s))2 =
N∑
r=1

n−1∑
i=0

∫ ui+1

ui

(fr(t, ui)−fr(t, u)−fr(s, ui)+fr(s, u))2dν(u),

де
Yn(t) = XΛ(t)−Xn(t,Λ).

Нехай T це деякий вiдрiзок [a, b] iз R. В цьому випадку

N(ε) ≤ b− a
ε

+ 1.

Якщо θ — довiльна фiксована точка в T , а χ = σ
(
supt∈T ρ(t, θ)

)
, то при

u < χ має мiсце σ(−1)(u) ≤ σ(−1)(χ) ≤ b − a. Оскiльки b−a
σ(−1)(u)

≥ 1 при
u ≤ χ, то

N(σ(−1)(u)) ≤ 2(b− a)
σ(−1)(u)

.

В якостi σ(u) можна розглядати функцiї σ(u) = Cuγ , 0 ≤ γ ≤ 1 або
σ(u) = C(ln( au))

−γ , γ > 1
2 .

Розглянемо приклад. Нехай X = {X(t), t ∈ R} стацiонарний центрова-
ний випадковий процес, EX(t+ τ)X(t) = B(τ) =

∫∞
0 cosuτ dF (u), де F (u)

— спектральна функцiя процесу. Випадковий процес X має зображення.

X(t) =

∫ ∞

0
cos(tu) dξ1(u) +

∫ ∞

0
sin(tu) dξ2(u),

де ξ1(u) та ξ2(u) центрованi некорельованi випадковi процеси з некорельо-
ваними приростами такi, що для довiльних 0 ≤ u1 < u2

E(ξ1(u2)− ξ1(u1))2 = E(ξ2(u2)− ξ2(u1))2 = F (u2)− F (u1).
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Якщо ξ1(u) та ξ2(u) сумiсно строго субгауссовi вимiрнi випадковi процеси,
то X(t) — регулярний строго субгауссовий випадковий процес.

Тодi A-модель такого процесу має вигляд

Xn(t,Λ) =
n−1∑
i=0

(
cos(tui)ξ1i + sin(tui)ξ2i

)
, (10)

де ξ1i, ξ2i, i = 0, 1, ..., n−1,— некорельованi або незалежнi строго субгауссовi
величини такi, що Eξ1i = Eξ2i = 0 та Eξ21i = Eξ22i = F (ui+1)− F (ui).

Оцiнимо необхiднi величини.

E(Yn(t))
2 =

=

n−1∑
i=0

∫ ui+1

ui

(cos(ut)−cos(uit))
2dF (u)+

n−1∑
i=0

∫ ui+1

ui

(sin(ut)− sin(uit))
2dF (u) ≤

≤ 4

n−1∑
i=0

∫ ui+1

ui

sin2
(
t(u− ui)

2

)
dF (u) ≤ t2

(
Λ

n

)2

F (Λ),

E(Yn(t)−Yn(s))2 =
n−1∑
i=0

∫ ui+1

ui

(cos(uit)− cos(ut)− cos(uis)+cos(us))2dF (u)+

+

n−1∑
i=0

∫ ui+1

ui

(sin(uit)− sin(ut)− sin(uis) + sin(us))2dF (u) ≤

≤ (t− s)2

4

(
Λ

n

)2

(1 + Λ2T 2)F (Λ).

В якостi σ(h) розглянемо функцiю σ(h) = Ch, де C = Λ
2n

(
(1+Λ2T 2)F (Λ)

) 1
2 ,

а ймовiрнiсть G1(xδ) можна оцiнити за теоремою 1.
В якостi θ можна вибрати точку t = 0. Тодi γ2θ = 0, χ = σ(T ) = CT .
Для оцiнки ймовiрностi G2(x(1− δ)) скористаємось теоремою 2.

E(X∞
Λ (t))2 =

∫ ∞

Λ
cos2(ut)dF (u) +

∫ ∞

Λ
sin2(ut)dF (u) =

=

∫ ∞

Λ
dF (u) = F (∞)− F (Λ),

Отже, β — будь-яке число таке, що β < F (∞)− F (Λ).

E(X∞
Λ (t)−X∞

Λ (s))2 =

=

∫ ∞

Λ
(cos(ut)− cos(us))2dF (u) +

∫ ∞

Λ
(sin(ut)− sin(us))2dF (u) ≤

≤ 4

∫ ∞

Λ
sin2

(
u(t− s)

2

)
dF (u).

В якостi σ(h) можна розглянути

σ(h) = 2

(∫ ∞

Λ
sin2

(
h

2
u

)
dF (u)

) 1
2

.
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Задачi статистичного моделювання випадкових процесiв використовую-
ться при розв’язуваннi задач атмосферної турбулентностi, неоднорiдностях
земної поверхнi, метеорологiї, обчисленнi iнтегралiв [8–10]. Представляє iн-
терес використання методiв статистичного моделювання при розв’язуваннi
задач фiнансової та актуарної математики, математичної статистики. Саме
цi задачi i лягли в основу для подальших дослiджень.
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М. В. Присяжная

Резюме. Предложен новый метод фильтрации изображений с
использованием эллипсов Петунина. Для выявления преимуществ
и недостатков нового метода проведено его сравнение с методом
фильтрации изображений на основе маргинального ранжирова-
ния.

1. Введение

В реальной жизни изображение, которое по той или иной причине дол-
жно быть обработано, не попадает в руки исследователя в идеальном со-
стоянии. Достаточно распространенной является ситуация, когда препят-
ствием выступает шум (помехи, артефакты и т.п.). Кроме того, возможны
ситуации, когда на изображении информативными являются лишь некото-
рые его части. Тогда препятствием становятся другие, неинформативные
для данной задачи, части изображения.

В данной работе решается задача отделения изображения ядра клетки,
окрашенного по Фельгену, от окружающего его фона. В ходе реакции Фель-
гена все содержимое клетки растворяется и становится бежевым фоном, а
ДНК ядра окрашивается в розовый цвет и образует компактную область.
Подобные задачи обработки медицинских изображений являются традици-
онными: существует много методов фильтрации изображений для решения
поставленной задачи, например, метод Оцу, фильтры Лапласа, Собеля и
т.д. Особый интерес вызывает метод маргинального упорядочения наборов
точек (пикселей), образующих исследуемые изображения. В данной работе
рассмотрено новое сочетание уже разработанных методик для решения по-
ставленной задачи — применение метода на основе эллипсов Петунина для
фильтрации изображения клетки. Для сравнения наряду с новым методом
в работе реализуется классический метод маргинального упорядочения.

2. Классические методы фильтрации изображений

Задача выделения ядра в общем случае сводится к задаче выделения
границ (контуров) [1], которая чаще всего решается путем применения к
изображениям различных фильтров, в результате работы которых получа-
ются контурные изображения.
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Фильтр Лапласа. Для выделения контуров может использоваться дис-
кретный оператор Лапласа, который также называют лапласианом [2]. Ла-
пласиан двумерной функции f(x, y) является производной второго поряд-
ка, которая определяется выражением ∇2 = ∂2f

∂x2
+ ∂2f
∂y2

. Для выделения кон-
туров изображений оператор применяется к окрестностям 3×3, на которых
исчисляется сумма перепадов по отношению к центральному пикселю.

Фильтр Собеля. В области обработки изображений очень часто исполь-
зуется фильтр Собеля. Он представляет собой дискретный дифференци-
альный оператор, который вычисляет приближенное значение градиента
яркости изображения [3]. Результатом применения фильтра Собеля в ка-
ждой точке изображения является или вектор градиента яркости, или его
норма. Оператор Собеля основывается на свертке изображения небольши-
ми отдельными целочисленными фильтрами в вертикальном и горизон-
тальном направлениях.

Благодаря поиску градиента в каждой точке изображения, находится
направление наибольшего роста яркости и величина ее изменения в этом
направлении. Контуры изображения обнаруживаются по величине измене-
ния яркости изображения.

Адаптивная пороговая обработка изображений. Класс методов по-
роговой обработки изображений основывается на предварительном выборе
так называемого порога яркости, который нужен для разбиения изображе-
ния на два кластера. Задача усложняется тем, что каждое изображение
имеет свой собственный порог, поскольку среднее значение яркости разли-
чных изображений очень отличается.

Наиболее известной и распространенной в использовании на сегодня-
шнее время является пороговая обработка по методу Оцу [4]. Этот метод
используется для выполнения пороговой бинаризации полутоновых изобра-
жений. Алгоритм предполагает наличие в изображении двух классов пи-
кселей (основных и фоновых) и ищет оптимальный порог, который делит
их на два класса таким образом, чтоб их внутриклассовая дисперсия была
минимальной. Описанный принцип может быть использован для выделе-
ния ядер, рассматривая два кластера: пиксели ядра и пиксели фона.

Метод маргинального ранжирования. Метод маргинального ран-
жирования является одним из классических методов фильтрации изобра-
жений.

В данной работе применяется маргинальный метод, определенный на
основе трех различных центральных точек каждой из компонент изобра-
жения [5].

1. Среднее значение: вычисляется как среднее значение по соответству-
ющей компоненте заданного набора точек.

2. Медиана: вычисляется как срединное значение отсортированного по
возрастанию набора точек по соответствующей компоненте.

3. Срединное значение: точка, которая находится посередине заданного
вектора набора точек по соответствующей компоненте.
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Пусть рассматривается множество точекMn = {(x1, y1, z1) , ..., (xn, yn, zn)},
где x⃗n = (xn, yn, zn) ∈ R3.

Обозначим указанные выше центральные точки как xαi (среднее значе-
ние), xβi (медиана) и xγi (срединное значение), где индекс i означает одну
из трех компонент изображения, которое рассматривается.

Введем следующие функции для каждой из трех компонент изображе-
ния:

fx(xi) =∥ xαi − xi ∥ + ∥ xβi − xi ∥ + ∥ xγi − xi ∥
fy(yi) =∥ xαi − yi ∥ + ∥ xβi − yi ∥ + ∥ xγi − yi ∥
fz(zi) =∥ xαi − zi ∥ + ∥ xβi − zi ∥ + ∥ xγi − zi ∥,

где ∥ · ∥ — евклидова норма.
Осуществив упорядочение точек заданного набора в соответствии со зна-

чениями введенных функций по каждой из компонент изображения, можно
получить вариационный ряд x⃗(1) ≺ x⃗(2) ≺ . . . ≺ x⃗(n).

3. Эллипсоид Петунина [6]

Не ограничивая общности, опишем алгоритм построения эллипсоида Пе-
тунина на плоскости, а затем перенесем его в пространство Rm при m > 2.
Исходными данными для алгоритма является множество многомерных то-
чек Mn = {x⃗1, ..., x⃗n}, где x⃗n = (xn, yn).

Эллипс Петунина. На первом этапе построим выпуклую оболочку
точек Mn = {(x1, y1) , ..., (xn, yn)}. Найдем вершины выпуклой оболочки
(xk, yk) и (xl, yl), лежащие на диаметре выпуклой оболочки, т.е. вершины,
наиболее удаленные друг от друга. Соединим точки (xk, yk) и (xl, yl) отрез-
ком L. Найдем вершины выпуклой оболочки (xr, yr) и (xq, yq), наиболее
удаленные от L. Соединим точки (xr, yr) и (xq, yq) отрезками L1 и L2, па-
раллельными к отрезку L. Проведем через точки (xk, yk) и (xl, yl) отрезки
L3 и L4, перпендикулярные к отрезку L. Пересечения отрезков L1, L2, L3

и L4 образуют прямоугольник Π, стороны которого имеют длины a и b.
Будем считать, что a ≤ b. Переведем левый нижний угол прямоугольни-

ка в начало новой системы координат с осями Ox′ и Oy′ с помощью пово-
рота и параллельного переноса. Точки (x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn) перейдут
в точки (x′1, y

′
1), (x′2, y′2), ..., (x′n, y′n). Отобразим точки (x′1, y

′
1), (x′2, y′2), ...,

(x′n, y
′
n) в точки (αx′1, y

′
1), (αx′2, y′2), ..., (αx′n, y′n), где α = a

b . В результате
получим совокупность точек, лежащих в квадрате S.

Вычислим центр (x′0, y
′
0) квадрата S и найдем расстояния r1, r2, ..., rn от

него до каждой точки (αx′1, y
′
1), (αx′2, y′2), ..., (αx′n, y′n). Наибольшее число

R = max (r1, r2, ..., rn) определяет круг с центром в точке (x′0, y
′
0) и ради-

усом R. В итоге все точки (αx′1, y
′
1), (αx′2, y

′
2), ..., (αx′n, y

′
n) оказываются

внутри круга с радиусом R. Растягивая этот круг вдоль оси Ox′ с коэффи-
циентом β = 1

α и выполняя обратные преобразования поворота и переноса,
получим эллипс Петунина.

Эллипсоид Петунина. В m-мерном пространстве на первом шаге най-
дем две вершины выпуклой оболочки x⃗k и x⃗l, лежащие на ее диаметре.
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Соединим точки x⃗k и x⃗l отрезком L. Повернем и перенесем систему коор-
динат, так чтобы диаметр выпуклой оболочки лежал на оси Ox′1. Построим
наименьший прямоугольный параллелепипед, содержащий точки x⃗′1, ..., x⃗′n.

Сжимая прямоугольный параллелепипед, отобразим точки в гиперкуб.
Найдем центр x⃗0 гиперкуба и вычислим расстояния r1, r2, ..., rn от него до
каждой точки. Найдем наибольшее число R = max (r1, r2, ..., rn) и построим
гипершар с центром в точке x⃗0 и радиусом R. Применяя к этому гипершару
обратные операции растягивания, поворота и переноса, получим эллипсоид
Петунина в m-мерном пространстве.

Теорема 1 [7]. Если векторы x⃗1, x⃗2, ..., x⃗n являются независимыми и оди-
наково распределенными случайными векторами из генеральной совоку-
пности G, En — доверительный эллипсоид, содержащий точки x⃗1, x⃗2, ..., x⃗n,
и −→x n+1 ∈ G, то P (x⃗n+1 ∈ En) = n

n+1 .

4. Метод фильтрации изображения с использованием
концентрических эллипсов Петунина

Рассмотрим множество точек Mn = {(x1, y1, z1) , ..., (xn, yn, zn)}, где
x⃗n = (xn, yn, zn) ∈ R3.

Построим доверительные эллипсоиды En, на границах которых содержа-
тся точки из множества Mn. Согласно алгоритму Петунина эти эллипсы
будут концентрическими, поскольку они получены путем растяжения кон-
центрических сфер. Вероятность, что на границе эллипса Петунина лежит
две или более точек, равна нулю.

Точки, которые лежат на эллипсоидах En, образуют вариационный ряд
x⃗(1) ≺ x⃗(2) ≺ . . . ≺ x⃗(n), где отношение порядка x ≺ y означает, что из того,
что x ∈ E, y ∈ G следует, что G ⊂ E.

5. Вычислительный эксперимент

Входными данными были изображения (сканограммы) клеток буккаль-
ного эпителия больных раком молочной железы, предоставленные Инсти-
тутом экспериментальной патологии, онкологии и радиобиологии НАН Ук-
раины им. Р. Е. Кавецкого (автор благодарит за помощь доктора медицин-
ских наук Н. В. Бородай). Размер входных изображений был равен 159
на 159 пикселей. На вход от каждого изображения, которое рассматрива-
лось, подавалось три матрицы значений интенсивности цветов пикселей по
красной, зеленой и синей компоненте.

На рис. 1–3 ниже приведены пример исходного изображения (в черно-
белом исполнении), результаты работы метода маргинального ранжиро-
вания и метода, основанного на концентрических эллипсах Петунина соо-
тветственно.

Перечислим критерии, по которым сравнивались рассматриваемые ме-
тоды, в порядке важности.

1. Целостность формы отфильтрованной части изображения.
2. Геометрическая точность выделения отфильтрованной части изобра-

жения каждым из методов.
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Рис. 1. Исходное изображение

Рис. 2. Результат работы метода маргинального ран-
жирования (по красной компоненте)

3. Наличие новообразований в форме отфильтрованной части изображе-
ния: отростки, островки и т.п.

4. Оценка быстродействия работы каждого из методов.
Результаты оценки работы расссматриваемых методов по указанным

критериям приведены в Таблице 1.
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Рис. 3. Результат работы метода с использованием
концентрических эллипсов Петунина

Таблица 1. Сравнение метода маргинального ранжирование и метода,
основанного на концентрических эллипсах Петунина

№ кри-
терия

Метод маргинального ранжи-
рования

Метод с использованием эл-
липсов Петунина

1 Прослеживается нестабиль-
ность целостности отфиль-
трованной части изображения
по различным компонентам.

Форма отфильтрованной ча-
сти изображения целостная,
за исключением небольшого
количества пикселей.

2 Форма отфильтрованной ча-
сти изображения нестабиль-
но точно повторяет соответ-
ствующую форму на исхо-
дном изображении.

Прослеживается явное гео-
метрическое сходство фор-
мы отфильтрованной части
изображения и формы на
исходном изображении, кроме
случаев изменения выпукло-
сти в некоторых ее частях.

3 В отфильтрованной ча-
сти изображения имеются
островки и отростки.

В отфильтрованной части
изображения имеются остров-
ки и отростки, которых не
было в соответствующей
части на исходном изображе-
нии.

4 Метод работает достаточно
быстро (в среднем на филь-
трацию одного изображения
необходимо 3,2 секунды).

Метод работает почти так же
быстро (на фильтрацию одно-
го изображения необходимо
около 4,5 секунды).
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Выводы
В данной работе описан новый метод фильтрации изображения с исполь-

зованием концентрических эллипсов Петунина. Для более точной оценки
качества предложенного метода в работе был рассмотрен еще один, клас-
сический метод фильтрации изображений — метод маргинального упоря-
дочения.

На основании проведенного анализа по заявленым критериям можно
сделать вывод, что предложенный новый метод фильтрации изображений
в рамках поставленной в работе задаче обеспечивает не менее стабиль-
ные результаты, чем классические методы, например, метод маргинально-
го ранжирования. В рамках дальнейших исследований планируется усовер-
шенствовать метод, основанный на концентрических эллипсах Петунина и
таким образом улучшить результаты фильтрации.
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ЗАСТОСУВАННЯ ГРУПОВИХ СТРУКТУР I ОПЕРАЦIЇ
ЗСУВУ НА РОЗФАРБОВАНИХ ГРАФАХ ДО ПОБУДОВИ

БЛОЧНИХ ШИФРIВ

Р. В. Скуратовський

Резюме. Встановленi достатнi умови можливостi побудови до-
бутку операцiй шифрування на бiнарному розфарбованому графi
деревi. Побудовано алгоритм. Зробленi оцiнки складностi прямо-
го вiдновлення текста за отриманим шифром.

Вступ
Сьогоднi на практицi частiше всього шифрування тексту вiдбувається

симетричним алгоритмом, асиметричнi ж шифри застосовуються для ши-
фрування ключа [1], який передається отримувачу шифру чи цифрового
пiдпису. Для швидкого шифрування тексту застосовують блочнi симетри-
чнi шифри, саме такого типу шифр i розглянемо в роботi.

Iнструментом для побудови такого шифра є розфарбованi графи. Роз-
фарбованi графи це складний комбiнаторний об’єкт, який може мати багато
iнтерпритацiй та застосувань. Особливо цiкаво вивчати групи автоморвi-
змiв таких графiв та їх сумiсне використання з самими графами для побу-
дови рiзних композицiй шифрiв. Рiзноманiтнi груповi конструкцiї можуть
бути застосованi для шифрування на графах та заслуговують особливого
вивчення. При цьому певний конкретний колiр вiдповiдає певному блоку
текста. Як вiдомо, граф дерево має експоненцiйну функцiю росту. Саме
це i дозволить зробити процес брутального пiдбору ключа обчислювально
складною задачею.

Однiєю iз загальноприйнятих сучасних вимог до блочних шифрiв є їх
обгрунтована стiйкiсть вiдносно вiдомих на сьогоднiшнiй день методiв кри-
птоаналiзу, до яких, зокрема, належать алгебраїчнi методи, що базую-
ться на методах гомоморфiзмiв. Багато спецiалiстiв вiдносять цi методи
до одних iз перспктивних атак на сучаснi симетричнi системи шифрува-
ння. Представлений в роботi метод має обгрунтованi оцiнки стiйкостi до
деяких атак та є достатньо швидким, що є однiєю з переваг симетричного
блочного шифрування. Стiйкiсть блочних шифрiв до методiв криптоаналi-
зу, що одержанi в роботах К. Патерсона i Д. Вагнера [10] i якi називаються
методами гомоморфiзму та групового криптоаналiзу, як правило, визнача-
ється алгебраїчними властивостями рiзних груп пiдстановок. Саме вивчен-
ню таких властивостей i можливостей їх застосування присв’ячена дана
робота. Вибiр шифру з тими чи iншими властивостями диктується кон-
кретною ситуацiєю [3]. Даний алгоритм блочного шифрування може при
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довжинi блока n ≤ 8 бути застосовано у якостi нелiнiйних перетворень, що
є у s-блоках шифрiв типу AES чи ГОСТ 28147-89.

Щоб досягти наявностi всiх цих властивостей одночасно, доцiльно засто-
сувати композицiю кiлькох шифрiв або їх добуток. Завдяки рекурсивному
принципу побудови шифру, що має залежнiсть вiд вiдкритого тексту, дося-
гається iмiтостiйкость шифра, в данному випадку принцип його здiйснення
подiбний до принципу гамувавня. Також цьому сприяє успiшно реалiзова-
ний завдяки спецiальнiй груповiй консрукцiї блочний шифр замiни.

В роботi детально описана NP -повна задача, зроблено аналiз її скла-
дностi. Дається пiдхiд до знаходження вiдображення слова, за допомогою
рекурсивно заданих групових конструкцiй, побудовано композицiю шифрiв
зсуву та пiдстановки. Описанi операцiї на групах та на графах.

1. Означення i основнi результати
Нагадаємо основнi означення i технiчнi засоби. Нехай X — скiнченний

алфавiт. Позначимо через Xω множину всiх нескiнченних вправо послi-
довностей (слiв) x1x2 . . . , де xi ∈ X, аналогiчно X−ω — нескiнченних влiво
послiдовностей над X а XZ = Xω ⊔ X−ω. В теорiї блочного кодування
i блочного шифрування часто зустрiчаються поняття скiнченного зсуву,
простору зсуву [4].

Означення 1. Вiдображення σ : XZ за правилом: σ(X) = Y , де
Yi = Xi+1, i ∈ Z, називається зсувом.

Аналогiчним є означення зсуву σ на просторi Xω як вiдображення

σ(x1x2x3, . . .) = x2x3 . . . ,

яке витирає першу лiтеру нескiнченного вправо слова. Для будь-яких не-
скiнченних слiв ω1 = x1x2x3, . . . , ω2 = y1y2y3, . . . ∈ Xω введено вiдстань
d(ω1, ω2) =

1
2n , де n — довжина спiльного початку слiв ω1 i ω2.

Означення 2. Простором зсуву над алфавiтомX називається пiдмножина
XF ⊆ XZ така, що нiяке слово з F не входить у жодне нескiнченне слово з
XF для деякого F ⊆ X∗, де F — множина заборонених слiв.

Характерною властивiстю простору зсуву XF є σ-iнварiантнiсть пiдмно-
жини XF з множини XZ [4].

Означення 3. Скiнченний зсув називається N -зсувом, якщо iснує
F ⊆ XN+1.

Означення 4. Розфарбований граф Γ в кольори 0 i 1 назвемо Γ(0, 1) гра-
фом, якщо виконується:

1) вершини i-го рiвня пiддерева графа з коренем на (i − 1)-ому рiвнi
мають рiзний колiр;

2) з кореня кожного пiддерева виходять ребра рiзних кольорiв.

Надалi умова 1) може бути розширена так, що вершини i-го рiвня мають
усi наявнi кольори.
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Означення 5. Графом двоїстим до графа дерева Γ(0, 1) назвемо дерево

Γ̃(0, 1) :=

∞∪
i=0

∞∪
j=0

Γ́ij (0, 1),

де Γ́ij (0, 1) — пiддерево i-го рiвня з коренем у j-тiй вершинi цього рiвня.
В пiдграфi Γ́ij (0, 1) вiдбулася iнверсiя кольорiв крiм випадкiв, коли колiр
вершини та ребра, що в нього входить спiвпадають.

Означення 6. Пiдмоножина A : A ⊆ Xω називається рацiональною, якщо
iснує скiнченний орiєнтований граф Γ з вiдмiченою початковою вершиною
v0 i стрiлками, що помiченi елементами алфавiта X. При цьому мiтки стрi-
лок, що виходять з однiєї вершини vi ∈ Γ попарно рiзнi i множина усiх
слiв, якi можна отримати послiдовною конкатенацiює мiток на шляхах з
початком у v0, спiвпадає з A.

Граф, що фiгурує в означеннi 6 називається детермiнованим автоматом,
який розпiзнає множину A. Зрозумiло, що простiр одностороннiх зсувiв
скiнченного типу є рацiональною множиною в Xω.

Означення 7. Нескiнченною геодезичною назвемо шлях в графi деревi T
з вершини vi0 , в одному з можливих напрямкiв, що являє собою послiдов-
нiсть попарно рiзних вершин (vi0 , vi1 , vi2 , . . .), {vik , vik+1

} ∈ ET , i ребер, що
з’єднанують сусiднi вершини.

Для побудови блочного шифру введемо скiнченнi геодезичнi.

Означення 8. Назвемо скiнченною геодезичною шлях в скiнченному гра-
фi деревi з вершини vi0 в одному з можливих напрямкiв послiдовнiсть по-
парно рiзних вершин (vi0 , vi1 , vi2 , . . .), сусiднi з яких з’єднанi ребром. Висо-
тою геодизичної назвемо кiлькiсть її ребер.

Природньо, що довжина блока дорiвнює висотi геодизичної. Опишемо
алгоритм шифрування на Γ(0, 1) :

1. розбиваємо алфавiт X = x1x2 . . . xn на двi частини X1 = y1y2 . . . yk
i X2 = z1z2 . . . zn−k так, щоб X1 ∩X2 = ⊘, X1 ∪X2 = X;

2. вводимо бiєктивну вiдповiднiсть X1 ←→ 1, X2 ←→ 0;
3. вхiдне повiдомлення розбивамо на блоки по n символiв та шифру-

ємо кожен блок окремо;
4. кожен блок шифруємо починаючи з кореня дерева однаковим ал-

горитмом незалежно вiд повередньго блока:
(a) з нульового рiвня дерева рухаємось по ребру, колiр якого вiд-

повiдає типу пiдалфавiта до якого належить перша лiтера;
(b) у вiдповiднiсть цiй лiтерi ставимо або наступну лiтеру цього ж

пiдалфавiту, якщо колiр вешини, в яку ми прийшли, та колiр
пiдалфавiту, до якого вiдноситься перша лiтера спiвпадаються,
або лiтеру iншого пiдалфавiту з цим же порядковим номером
у пiдалфавiтi, якщо кольори рiзнi.

159



Р. В. СКУРАТОВСЬКИЙ

Введемо позначення:Xi = {σi1 , σi2 , σi3 , . . .} тодi якщо xi ∈ Xj , то xi = σjq
а зашифрований символ ci = E(xi) = σj(q+kj)

(mod|Mj |).

Якщо X = {a, c, e, . . .}
∪
{c, d, . . .} i всi величини зсувiв kj однаковi, то це

шифр зсуву на kj позицiй.
Алгоритм дешифрування на Γ(0, 1) :

1. Будуємо Γ̃(0, 1) по заданому Γ(0, 1) дереву.
2. Виконуємо пункти c) i d) з перетворення шифрування але вiдповiд-

нiсть лiтера — колiр будуємо дещо по-iншому. Якщо колiр вершини, в яку
ми прийшли та колiр алфавiту до якого вiдноситься лiтера спiвпали, то
ставимо у вiдповiднiсть попередню лiтеру цього ж пiдалфавiту.

Означення 9. Позначимо Ω̂1 = {xi : i ≡ 0(mod2), 1 ≤ i ≤ n, xi ∈ X},
тобто лiтери з непарними номерами позицiй в алфавiтi X, Ω̂2 = {xi : i ≡
1(mod2), 1 ≤ i ≤ n, xi ∈ X}.

Теорема 1. Бiнарне нескiнченне дерево Γ(0, 1) визначає шифр 2-зсув (зсув
на 2 позицiї), якщо з кожної вершини i-го рiвня i ∈ N

∪
0 виходить лише

одна нескiнченна геодезична, в якiй всi вершини i ребра зафабованi в колiр
0 i лише одна нескiнченна геодезична в якiй всi вершини i ребра зафабованi
в колiр 1 та має мiсце розбиття X : X = Ω̂1

∪
Ω̂2.

Доведення. З процесу дешифрування по Γ(0, 1) випливає: за умовою на
Γ(0, 1) iснує однокольорова геодизична, стартуючи з довiльної вершини i
рухаючись по такiй геодезичнiй, ми для довiльної лiтери не будемо вихо-
дити за межi пiдалфавiту, до якого вона вiдноситься, тобто рухаючись по
кольору 0 або 1, ми прийдемо в вершину кольору 0 або 1 вiдповiдно. Отже,
ми будемо ставити у вiдповiднiсть наступну лiтеру цього ж пiдалфавiту,
яка має номер в алфавiтi X на 2 бiльший. �

Модернiзацiя графа Γ(0, 1): проiндексуємо кожну позицiю блоку, тобто
поставимо у вiдповiднiсть деяке число li ∈ N вiдмiнне вiд нуля. Отримаємо
послiдовнiсть {l1, l2, . . . , lM},M ≤ n. Процес шифрування залишається тим
же, але для кожної лiтери, що знаходиться на i-му мiсцi в блоцi, ми спу-
скаємось по дереву не на один, а на li рiвнiв, при цьому отримаємо лiтеру
з номером в X бiльшим на 2li.

Розглянемо узагальнений пiдхiд тут розфарбування графа довiльне i
теж є ключем. Наступну процедуру шифрування називатимемо Γ(0, 1)-
шифром для розбиття алфавiту X = ⊔ti=1Xi, асоцiйованого з пiдстановкою
π iндексiв множин розбиття алфавiту. Введемо вiдповiднiсть мiж пiдалфа-
вiтами алфавiту X i кольорами:

Xi ←→ Ci,

де пiд Ci маємо на увазi колiр вiдповiдного пiдалфавiту, також позначимо
C(vi) — колiр вершини vi з Γ. Нехай x1x2 . . . — блок вiдкритого тексту для
шифрування. Розглянемо випадки:

Тип 1. Якщо xi ∈ Xj , то до xi застосовуємо шифр зсуву на kj позицiй
в блоцi Xj . Тодi компонентами ключа є: X = ⊔ti=1Xi, та ki — вiдповiднi
величини зсувiв в пiдалфавiтах Xi, Xi = {σi1 , σi2 , . . .}. Шифрування: нехай
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xi ∈ Xj , позначимо його xi = σjq , q < |Xj |, як символ з j-го блоку, де дiє
зсув на kj символiв, тодi E(xi) = σjq+kj

mod|Xj |. Якщо X = {a, b, c, ...} ∪
{b, d, f, ...}, де kj всi однаковi, то це зсув на kj .

Оцiнимо величину простору ключiв. Вона складається з кiлькостi спосо-
бiв впорядкування i розбиття X на t блокiв. Впрорядкувань є n!, крiм того
є Ct−1

n−1 розбиттiв алфавiту (хоча тут врахованi не рiвновеликi блоки), кiль-
кiсть розфарбувань вершин 2n− 1. Зсув можна вибрати |Xi| − 1 способами
в i-ому блоцi. Отже, простiр всiх ключiв зсуву мiстить n!

∏t
i=1(|Xi|−1) мо-

жливостей вибору. Вiдмiтимо, що для шифру пiдстановки на блоках вони
повиннi бути рiвновеликi, тому надалi |Xi| = [nt ] + 1, iнакше треба вносити
додаткову iнформацiю, щоб вiдновити пiдстановку. Компонентом просто-
ру ключiв також є вибiр точної дiї групи пiдстановок на множинi Nn. Тодi,
якщо обмежитись дiєю спряження i φ-спряження, то кiлькiсть рiзних дiй
може бути оцiнена знизу, кiлькiстю дiй (вiдображень), якi дають рiзнi на-
бори класiв R(Ψ), де Ψ : X → X, тобто класiв Радемайстера в Sn на Nn.
Кiлькiсть таких пiдкручених спряжень, при фiксованому елементi g, що дiє
звичайним спряженням (коли немає пiдкрутки) i є компонентом ключової
послiдовностi, випливає з y = gxhg−1h−1 = gxφ(g−1), визначається кiль-
кiстю h, який можна вибрати n! способами. Вкажемо iснування взаємно-
однозначної вiдповiдностi мiж елементами класiв спряженостi i пiдкрученої
спряженостi: маємо y = gxhg−1h−1 звiдси yh = gxhg−1, yh = g(xh)g−1. Еле-
менти yh i xh спряженi. Домноження x на h i є цим взаємно-однозначним
перетворенням, що встановлює вiдповiднiсть i задає нову циклову структу-
ру класу подвiйної спряженостi.

Для розсiювання вибираємо полiалфавiт X0, який є бiльшим нiж мiнi-
мально потрiбний алфавiт X i застовуємо до кожного символа шифр ба-
гатозначної замiни (пропорцiйної замiни) Гауса, де образом xi є множина
символiв (множина шифропозначень данного символа), величина якої про-
порцiйна частотi появи xi [10]. Це дасть розсiювання. Зауважимо, що |X0|
має бути такою, щоб дiя групи на X0 була точною.

Тип 2. Якщо у Xj ↔ kj(σjs), kj всi однаковi i не виходимо за межi Xj , то
це шифр циклiчної пiдстановки степеня [nt ] + 1 або просто зсув не бiльше
нiж на [nt ] + 1 символiв, iнакше це полiалфавiтний шифр.

Тип 3. Перетворення-пiдстановка з областями iмпримiтивностi — Xj ,
1 ≤ j ≤ t, де усi Xj рiвновеликi за потужнiстю, помiтимо, що фактично

π =

(
X1, . . . Xj , . . . Xt

Xq1 , . . . Xqj , . . . Xqt

)
,

такi пiдстановки утворюють групу, яка дiє iмпримiтивно.
Цю пiдстановку зручно записувати так:

π =

(
1, 2, . . . j, . . . t
q1, q2, . . . qj , . . . qt

)
перетворення σjs ←→ k(σjs).
Перетворення, що задає шифрування:
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E(σjs) = σ(qj)s+k(σjs (mod|Xqj |))
.

Частковим випадком є k(σjs) = 0, тодi це шифр пiдстановки. У випадку,
коли k(σjs) ̸= 0, k(σjs) = k всi однаковi, то це добуток шифру пiдстановки
та шифру зсуву на k позицiй.

Тип 4: У випадку шифру Вiженера π є циклом довжини t, при цьому всi
Xi є рiнопотужними, як i в попередньому випадку σjs → k(σjs).

Перетворення, що задає шифрування:

E(σjs) = σ(js)
s+kj(mod|πkjXj |))

.

3. Алфавiт X розбиваємо на

X = ⊔ti=1Xi

Впорядкуємо букви пiдалфавiту Xi згiдно з їх порядком у алфавiтi X.
Номером букви x ∈ Xi є номер позицiї цiєї лiтери в такому розмiщеннi
i позначимо ni(x). Тодi величина |Xi| дорiвнює номеру останньої букви у
впорядкуваннi лiтер з Xi. Символом nX(x) позначимо номер позицiї x в
усьому алфавiтi X.

Надалi вважатимемо, що у диз’юнктному розбиттi алфавiту всi лiтери
множин Xi впорядкованi саме за таким правилом. Для x ∈ Xi символом
π(x) позначимо букву iз множини π(Xi) номер якої дорiвнює номеру лiтери
x в Xi, тобто ni(x) = nπ(Xi)(π(x)), або мовою алгебри, це образ елемента
пiсля дiї пiдстановки π(Xi), заданої на Xi.

Означення 10. Властивiстю перемiшування називається перетворення, де
кожний символ шифро-тексту залежить вiд кожного символа вiдкритого
текста i вiд кожного символа ключа для симетричного шифра (закритого
ключа для асиметричного текста).

Означення 11. Нехай E1, E2(x) . . . — шифри зсуву такi, що E1 це зсув
на α(x), E2(x1) це зсув на α2(x1, x2) i т.д. Тодi вiнцевим добутком цих ши-
фрiв називатимемо результат такого процесу шифрування: нехай (x1, ...)
— буквенне повiдомлення у алфавiтi X; позначатимемо (x1, ...)

E — резуль-
тат виконання процедури E до набору (x1, ...), аналогiчно yEi — результат
виконання процедури Ei до y, де i це номер раундового перетворення ши-
фрування, тобто

(x1, ...)
[E1,E2,...] = (x1, ...)

E = (xE1
1 , x

E2(x
E1
1 )

2 , . . .).

Це перетворення має структуру словарного автоморфiзма [9], образ xn
залежить вiд образу усього кортежу з попереднiх символiв, тобто вiд:
x
(x1,...,xn−1)

En−1

n = x
(x1,...,xn−1)g
n , де (x1, ..., xn−1) = u ∈ Xn−1. Позначимо

xn = (x1, ..., xn−1). Для автоморфiзма f i вершини u ∈ X∗ маємо новий
автоморфiзм (u)f , що називається секцiєю автоморфiзма f у вершинi u i
однозначно задається рiвнянням (uxn)

f = (u)f (xn)
(u)f , f ∈ G(Λ) або у запи-

су через дiю групи на пiдсловi з префiксом u ∈ Xn−1 це
f(xn) = (f(x1)f |x1(x2), . . . , f |x1x2...xn1

(xn)). Якщо при цьому для ∀u, u∈X∗,
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∀f ∈ G виконується (u)f ∈ G, то G самоподiбна i автомат Λ(G), що їй вiд-
повiдає є скiнченним. Побудований автомат Λ є обертовним, бо в кожному
станi вiн виконує обертовне перетворення над прочитаною лiтерою xi, це
так оскiльки у вершинах графа в процесi шифрування застосовуються ли-
ше зсуви та пiдстановки.

З метою класифiкацiї зазначимо, якщо для ∀i ∈ N маємо
E(xi−1) = αi = α(xi−1), то такий вiнцевий добуток називатимемо компо-
зицiю шифрiв, яка реалiзує конструкцiю вiнцевого степеня, E1, E2(x1), ...,
Ei−1(x1, ..., xi−2). Частковим випадком вiнцевого добутку є Γ(0, 1)-шифр.

Зауважимо, що при дiї на k-ту букву функцiя виходу λ(x, g)=λ(xiωi, vi)=
= x

(x1,x2,...,xn−1)g
n автомата Λ, який вiдповiдає цiй групi G(Λ), залежить

лише вiд попереднiх лiтер i вiд стану, тому вона не змiниться при замi-
нi наступних пiсля неї лiтер. Якщо на кожнiй iтерацiї фiксувати префiкс
u ∈ Xk, k < n i брати рiзнi продовження з vi ∈ X∗, то неважко зна-
йти оператор такого автоматного перетворення склавши систему рiвнянь
uvi = c(uxi) = c(u)cu(xi), xi ∈ X. Зокрема якщо брати кожний раз мен-
шу частину префiкса u, то система матиме матрицю трикутного вигляду,
яка може бути легко розв’язана i тим самим оперетор, що задає автоматне
перетворення у цьому станi знайдено. Для уникнення властивостi префi-
ксностi реалiзуємо перемiшування шляхом спряження перетворення ширу-
вання c(Xn) цiлого блока з Xn, щоб префiкс шифру як i кожне символ
залежав вiд символiв усього блока вiдкритого тексту u ∈ Xn. Для цього
пригадаємо, що автоматнiй групi G(Λ) < AutXω вiдповiдає група авто-
морфiзмiв, якi дiють на словах: (uxn)

f = (u)f (xn)
(u)f , f ∈ G володiючи

властивiстю префiксностi, скiнченна G(Λ) може бути задана вiнцевою ре-
курсiєю fi = (fi0fi1...fid−1)σi.

Спрягаючи автоморфiзми f ∈ G(Λ), що дiють на словах з Xn i якi мають
вигляд: f(x1, . . . , xn) = (f(x1)f |x1(x2)f |x1x2(x3), . . . , f |x1x2...xn1

(xn)), з цiєї
групи досягнемо потрiбного перемiшування. Але слiд врахувати, що спря-
ження слiд робити не одним i тим самим елементом g для усiх x(x1,...,xn−1)f

n а
вибрати обертове перетворення g ∈ G(Λ), тодi перетворення прийме вигляд

ϕ(xn) = g−1(xn)f(x1, x2, . . . , xn)g(xn)

Таким чином отримаємо автоморфiзм ϕ(
→
xn), який вже не має власти-

востi префiксностi завдяки принципу перемiшування i великому порядку
групи G(Λ) твiрними якої є автоморфiзми з AutXω, важливо також щоб пе-
ретворення g(→xn) не потрапляло в просту пiдгрупу скiнченнозаданої групи
бо там проблема слiв а значить i проблема спряженостi є розв’язною.

Зрозумiло, що вибiр таких компонентiв ключа як розбиття алфавiту i
простої полiалфавiтної пiдстановки x → y, ni(x) = nj(y), x ∈ Xi, y ∈ Xj ,
яка дiє у випадку не спiвпадiння кольорiв, перетворення En як словарно-
го автоморфiзму, впливає на результат — весь шифротекст завдяки цьому
маєм гарне перемiшування [1, 5]. При цьому проста пiдстановка, при якiй
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ni(x) = nj(y) легко узагальнюється до ni(x) ̸= nj(y), 0 < i, j < n
t . Для зру-

чностi позначатимемо k(σqs) як kσqs . Перемiшування задаємо нелiнiйним
алгебраїчним перетворенням — пiдстановками i зсувами.

Довготермiновим ключем є розбиття на пiдалфавiти, група, яка дiє пiд-
становками на лiтерах i розфарбування вершин, яке можна зробити 2n+1−1
способами. Раундовим ключем є пiдстанока, яка обчислюєтся через дiю
композицiї групових перетворень, або вiдповiдна величина зсуву, яка також
визначається в залежностi вiд лiтери i пiдалфавiту. У випадку полiалфавi-
тного розбиття на t алфавiтiв маємо n! вiдповiдних впорядкувань i пiдста-
новки рангу [n/t]+1. Потужнiсть простору ключiв визначається кiлькiстю
зсувiв з композицiї шифрiв E1, E2(x1), E3(x1, x2), . . . , En(x1, . . . , xn−1).

Образ довiльного x ∈ Xi позначимо π(x), лiтерою з множини π(Xi),
номер якої дорiвнює номеру x як букви iз Xi, тобто це образ x ∈ Xi при
дiї пiдстановки π(Xi) i тому ni(x) = nπ(Xi)(π(x)).

Теорема 2. Вiнцевий добуток шифрiв E1, E2(x1), E3(x1, x2), . . . ,
En(x1, . . . , xn−1) є шифром типу Γ(0, 1) для розбиття алфавiту X = ⊔ti=1Xi

асоцiйованого з пiдстановкою на областях iмпримiтивностi Xi

π =

(
X1, . . . Xj , . . . Xt

Xq1 , . . . Xqj , . . . Xqt

)
,

якi є елементами диз’юнктного розбиття алфавiту X тобто множина-
ми X1, . . . , Xt. Частковим випадком цього шифру є шифр на Γ(0, 1).

Образ рекурсивно визначається через усi попереднi символи i елементи
групи: α2(x1, x2) = k(π(x2) + α1(x1)), . . . ,

αβ(x1, ..., xβ) =
βk∑
i=1

(π(xi) +αi−1(x1, ..., xi−1)), з початковою умовою α0 = 0.

Доведення. Легко бачити, що xE1
1 = x1 + kσqs (позначаємо x1+kσqs як

x1+kσqs ), тому α1(x1)=k(σqs), де s=n1(x1), (x1, x2)[E1, E2] = (xE1
1 , x

E2(x
E1
1 )

2 )=
= (x1 + kσqs , π(x2) + kσqs ), σq = π(x2) + α1(x1), π(Xq1) = Xq, бо π(q1) = q.
Тому

α2(x1, x2) = k(π(x2) + α1(x1)).

Iтеруючи цей процес, нарештi отримаємо

(xβ)
E1,E2,...
β∈N = (xβ)

Eβ(x
E1
1 ,...,x

Eβ−1(x1,...,xβ−2)

β−1 )

β∈N = (π(xβ) + kσqs ),

де σq = π(xβ) + α(β−1)(x1, . . . xβ−1). �

Зауважимо, що закон перетворення шифрування це залежнiсть, яка за-
безпечує гарне перемiшування та високу iмiтостiйкiсть. Залежнiсть має
вигляд C(vi) = f(x⃗i−1, C(vi−1)), де 1 ≤ i ≤ n, xi — i-ий символ вiд-
критого тексту, ci — i-ий символ шифротексту, x⃗i−1 = (x1, x2, ..., xi−1),
v⃗i−1=(v1, v2, ..., vi−1), причому ci=F (x⃗i, E1, E2, ..., Ei−1, π1, ..., πi−1, C(v⃗i−1)).

Твердження 1. Довiльний Γ(0, 1) шифр для розбиття алфавiту
X = ⊔ti=1Xi асоцiйованого з пiдстановкою π буде вiнцевим добутком ши-
фру зсуву E1 на kσqs позицiй, що застосовується до π(x1), шифру зсуву
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E2(x1) на kσqs2 позицiй, що застосовується до π(x2), i т.д., для шифру
зсуву Eβ(x1, ..., xβ−1) на kσqsβ позицiй, що застосовується до π(xβ).

Доведення. Розглянемо деякi шифри зсуву E1,E2(x1) . . . на α1(x1) α1(x1, x2)
позицiй вiдповiдно. Виразивши k(σq) через α1(x1), отримаємо шифр типу
3, який задовольняє умови твердження. �

Наслiдок 3. Нехай Γ(0, 1) — шифр для розбиття алфавiту X = ⊔ti=1Xi,
де X1 = {x ∈ X : nX(x) ≡ 1(mod2)} i X2 = {x ∈ X : nX(x) ≡ 0(mod2)},
тобто номер символа x в X є парним числом, асоцiйованим з транспозицiєю
(1, 2) i буде вiнцевим добутком шифрiв зсуву E1, E2(x1), де E1 є шифром
зсуву на 1-ну позицiю, E2(x1) — на 2 позицiї.

Теорема 3. Застосування операцiї вiнцевого добутку до перетворень, якi
є полiалфавiтними шифрами, дає полiалфавiтний шифр.

Доведення. Виходячи з означення полiалфавiтного шифру (це шифр, що
ставить у вiдповiднiсть кожнiй лiтерi повiдомлення лiтеру з певної множи-
ни за наперед визначеним правилом), ми маємо, що при вiнцевому добутку
кожнiй лiтерi повiдомлення ставиться у вiдповiднiсть лiтера з певної мно-
жини за наперед визначеним правилом, яке залежить вiд типу шифра. �
Теорема 4. Алгоритм шифрування для вiнцевого добутку шифрiв E1 та
E2(x1) є вiнцевим добутком алгоритмiв шифрування.

Доведення. У нашому випадку кожна i-та лiтера блоку X шифрується з
допомогою деякого полiалфавiтного шифру, причому кожен з цих шифрiв
має свiй алгоритм (зсуву, пiдстановки або iх суперпозицiї). Цi алгоритми
можуть повторюватися i результат наступного рекурсивно залежить вiд дiї
на його аргумент попереднього перетворення. Тому при шифруваннi таким
способом ми отримуємо для наших алгоритмiв конструкцiю вiнцевого до-
бутку, що була описана вище. А тому загальний алгоритм буде вiнцевим
добутком алгоритмiв. Порядок групи, яка йому вiдповiдає i сама є вiнцевим
добутком групових перетворень циклiчних зсувiв (xβ)

E1,E2,...
β∈N , експоненцiй-

но зростає з ростом β, що забезпечує стiйкiсть до перебору. �
Теорема 5. Обчислювальна складнiсть повного перебору для алгоритму
шифрування на розфарбованому графi Γ(0, 1) оцiнюється як O(2n+1).

Доведення. Нехай ми маємо повiдомлення довжини n. Тодi процес шифру-
вання (дешифрування) цього повiдомлення нашою криптосистемою поля-
гая в наступному. На першому кроцi ми вибираємо один з двох напрямiв
руху, на другому кроцi перед нами постає вибiр з чотирьох шляхiв, бо має-
мо 22 гiлок, на третьому ще бiльше — вiсiм шляхiв (23),..., на n-тому кроцi
— 2n шляхiв. Таким чином, на кожному k-ому кроцi, у найгiршому випадку,
ми маємо перевiрити 2k шляхiв. Тому загальна кiлькiсть операцiй якi ми

робимо, буде дорiвнювати 2+4+8+ ... = 21+22+23+ ... =
k=n∑
k=1

2k = 2n+1−2.

Таким чином, за означенням оракула O-великого, складнiсть алгоритму
буде дорiвнювати O(2n+1). �
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1. Висновок.

В роботi ефективно використаний добуток двох шифрiв, один з яких
є полiалфавiтним. Доведена висока стiйкiсть до прямого пiдбору ключа.
Вдосконалено метод полiалфавитного шифровання буквенного текста з ви-
користанням ключового слова, яке у шифрi Вiженера використовувало ши-
фрувальний шаблон, тепер же зi змiною кольору ребра графа змiнюєсться
величина зсуву та алфавiт. Залежнiсть для обчислення шифрованого текс-
ту задається складною груповою конструкцiєю, де рекурсивно обчислює-
ться вiдповiдна пiдстановка на символах алфавiту. Для розсiювання, яке не
забезпечується пiдстановками i зсувами, застосовано шифр багатозначної
замiни, зокрема пропорцiойної замiни на бiльшому алфавiтi. Можливим
шляхом вдосконалення шифру є урiзноманiтнення методiв вибору розпо-
дiльника пiдстановок для шифровеличин [7] та переобчислення розфарбу-
вання C вершин AutX∗ як раундового ключа для кожного блоку Xn.
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АЛГЕБРАЇЧНI КРИТЕРII АСИМПТОТИЧНОЇ СТIЙКОСТI
РОЗВ’ЯЗКIВ ЛIНIЙНИХ РIЗНИЦЕВИХ РIВНЯНЬ З

ВИПАДКОВИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

Ю. В. Шушарiн

Резюме. Дослiджуються умови асимптотичної стiйкостi в се-
редньому та середньому квадратичному розв’язкiв лiнiйних рi-
зницевих рiвнянь iз марковськими коефiцiєнтами. Дослiдження
асимптотчної стiйкостi зводиться до дослiдження асимптотичнї
стiйкостi частинних моментiв першого порядку та їх частинних
дисперсiйних матриць. Використовуючи рекурентнi рiвняння для
моментiв першого порядку розв’язкiв рiзницевих рiвнянь з ви-
падковими коефiцiєнтами, одержанi необхiднi та достатнi умови
асимптотичної стiйкостi в середньому. Показано, що iз рекурен-
тних рiвнянь для частинних дисперсiйних матриць можна одер-
жати алгебраїчнi критерiї у виглядi необхiдних i достатнiх умов
для стiйкостi в середньому квадратичному. В просторi матриць
вводиться аналог функцiй Ляпунова, за допомогою яких при-
водяться достатнi умови стiйкостi в середньому квадратичному
розв’язкiв лiнiйних рiзницевих рiвнянь iз випадковими коефiцi-
єнтами.

Вступ

Дослiдженням стiйкостi стохастичних рiзницевих рiвнянь займалися
К. Г. Валеєв [1]–[6], I. I. Гiхман, А. В. Скороход [7], I. А. Джаладова,
Д. Г. Коренiвський [8, 9], Д. Я. Хусаїнов [10] та iншi.

В роботi дослiджується проблема одержання алгебраїчних критерiїв асим-
птотичної стiйкостi в середньому та середньому квадратичному розв’язкiв
загальних лiнiйних рiзницевих рiвнянь з марковськими коефiцiєнтами.

Алгебраїчнi критерiї асимптотичної стiйкостi в середньому та
середньому квадратичному

Нехай послiдовнiсть Xn є розв’язком рiзницевого рiвняння

Xn+1 = A(ξn+1, ξn)Xn +

r∑
j=1

Bj(ξn+1, ξn)ηjnXn, X0 = ζ0, (1)

де ξn — випадковi величини. Вектори ηk, k = 0, ..., n, де ηk = (η1k , ..., ηrk)
∗, є

послiдовнiсть незалежних величин, що не залежать вiд ξk i вiд випадкового
вектора ζ0. A(θk, θs), Bj(θk, θs) — матрицi розмiрностi m×m.
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Означення 1. Нульовий розв’язок рiвняння (1) назвемо асимптотично
стiйким в середньому та середньоквадратичному вiдповiдно, якщо

lim
n→∞

⟨Xn⟩ = 0, lim
n→∞

⟨
|Xn|2

⟩
= 0

для довiльного детермiнованого вектора X0.

Оскiльки ⟨Xn⟩ =
∑q

k=1mk(n), а
⟨
|Xn|2

⟩
= spD(n) =

∑q
k=1 spDk(n),

то для асимптотичної стiйкостi в середньому достатньо, щоб виконува-
лась умова lim

n→∞
mk(n) = 0, k = 1, q. Зауважимо також, що матрицi

Dk(n) є невiд’ємно визначеними, а iз того, що spDk(n) → 0 випливає рiв-
нiсть lim

n→∞
Dk(n) = 0. Таким чином, для асимптотичної стiйкостi в сере-

дньому квадратичному необхiдно та достатньо, щоб виконувалась умова
lim
n→∞

Dk(n) = 0.

Оскiльки частиннi моменти mk(n) є розв’язком рiвняння

mk(n+ 1) =

q∑
s=1

Aksms(n)πks,

то для вектора (m1(n), ...,mq(n))
∗ =M(n) можна записати рiвняння:

M(n+ 1) = AM(n),

де A — матриця вигляду

A =

 π11A11

...
πq1Aq1

π12A12

...
πq2Aq2

...

...

...

π1qA1q

...
πqqAqq

 .

Таким чином, враховуючи рiвняння (1), можна зробити висновок, що
має мiсце

Твердження 1. Для асимптотичної стiйкостi в середньому нульового
розв’язку рiвняння (1) необхiдно та достатньо, щоб виконувалася умова

Reλi(A) < 1, i = 1, q,

де λi(A) — власнi числа матрицi A.

Приведемо далi необхiднi та достатнi умови стiйкостi в середньому ква-
дратичному.

Введемо спочатку поняття тензорного добутку матриць. Якщо A та B —
матрицi з елементами aij , bij вiдповiдно, i, j = 1, n, то пiд тензорним добу-
тком матриць A та B будемо розумiти функцiю f(A,B), що приймає зна-
чення в просторi Rn4, компоненти якої мають вигляд cijkl = aijbkl, i, j, k,
l = 1, n. Тензорний добуток матриць A та B будемо позначати у виглядi
A⊗B. Зауважимо, що має мiсце рiвнiсть
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A⊗B =


a11B a12B ... a1nB
a21B a22B ... a2nB
... ... ... ...

an1B an2B ... annB

 .

Нехай далi ⟨ηknηjn⟩ = δkj , де δkj =
{

1, k = j,
0, k ̸= j.

Позначимо через dk(n)n2-вимiрний вектор-стовбець

dk(n) = (d
(k)
11 (n), ..., d

(k)
1m(n), d

(k)
21 (n), ..., d

(k)
1m(n), ..., d

(k)
mm(n))

∗,

де d(k)ij (n) — елементи матрицi Dk(n). Тодi систему рекурентних рiвнянь

Dk(n+1) =

q∑
s=1

πks(AksDs(n)A
∗
ks+

∑
ij

BiksDs(n)B
∗
jks
Eηinηjn, Dk = Eζ0ζ

∗
0ps.

(2)
можна записати у виглядi

dk(n+ 1) =

q∑
s=1

πks(Aks ⊗Aks +
r∑
j=1

Bjks ⊗Bjks)dk(n), k = 1, q, (3)

або

d(n+ 1) = A1d(n), (4)
де d(n) = (d1, ..., dq(n))

∗, A1 — матриця вигляду

A1 =

 π11C11

...
πq1Cq1

π12C12

...
πq2Cq2

...

...

...

π1qC1q

...
πqqCqq

 ,

Cks = Aks ⊗Aks +
r∑
j=1

Bjks ⊗Bjks.

Твердження 2. Для того, щоб нульовий розв’язок рiвняння (1) був асим-
птотично стiйким в середньому квадратичному необхiдно i достатньо,
щоб виконувалася умова λi(A1) < 1 ∀i, де λi — власнi числа матрицi A1.

Доведення цього твердження випливає з того факту, що умова асим-
птотичної стiйкостi в середньому квадратичному в нашому випадку еквi-
валентна умовi асимптотичної стiйкостi нульового розв’язку рiвняння для
вектора d(n).

Приведемо далi алгебраїчнi критерiї асимптотичної стiйкостi.
Нехай dk(n), k = 1, q — розв’язок рiвняння (3). Вiзьмемо функцiю Ля-

пунова у виглядi

V (d) =

q∑
i,k=1

(Qikdi, dk),
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Q =

 Q11

...
Qq1

...

...
..

Q1q

...
Qqq

 — додатно визначена матриця.

Твердження 3. Для того, щоб нульовий розв’язок стохастичного рiв-
няння (1) був асимптотично стiйким в середньому квадратичному необ-
хiдно та достатньо, щоб iснувала додатно визначена матриця Q, що є
розв’язком рiвняння

Qik −
q∑

s1=1

q∑
s2=1

πis1πis2(A
∗
ks1 ⊗A

∗
ks2 +

q∑
j=1

B∗
jks2 ⊗B

∗
jks2)Qik(Ais1 ⊗Ais2+

+

r∑
j=1

Bjis1 ⊗Bjis1) = Eδik, δik =

{
1, i = k,
0, i ̸= k.

(5)

Доведення. Розглянемо рiзницю

∆V = V (d(n))− V (d(n+ 1)) =

=

q∑
i,k=1

(Qikdi(n), dk(n))−
q∑

i,k=1

(Qikdi(n+ 1), dk(n+ 1)).

Оскiльки

(Qikdi(n+ 1), dk(n+ 1)) =

=

q∑
s1=1

q∑
s2=1

πis1πks2

Qik(Ais1 ⊗Ais1 + r∑
j=1

Bjis1 ⊗Bjis1)di(n),

(Aks2 ⊗Aks2 +
r∑
j=1

Bjks2 ⊗Bjks2)dk(n)

 = (Q̄ikdi(n), dk(n)),

де

Q̄ik =

q∑
s1=1

q∑
s2=1

πis1πks2(A
T
ks2 ⊗A

T
ks2 +

r∑
j=1

B∗
jks2 ⊗B

∗
jks2)×

×Qik(Ais1 ⊗Ais1 +
r∑
j=1

Bjis1 ⊗Bjis1),

то ∆V — додатна, коли виконується умова (5). В силу лiнiйностi системи
для dk(n) ця умова є i необхiдною. �

Твердження 4. Для того, щоб нульовий розв’язок рiвняння (1) був асим-
птотично стiйким в середньому квадратичному достатньо, щоб iснува-
ли додатно визначенi матрицi Qk розмiрностi m ×m, що є розв’язками
рiвнянь
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Qk −
q∑
s=1

πsk(A
∗
skQkAsk +

r∑
j=1

B∗
jskQsBjsk) = E, k = 1, q. (6)

Доведення. В просторi матриць розмiрностi q × q, що є невiд’ємно визна-
ченими, введемо функцiї

f(n) = V (D1, ..., Dq) =

q∑
k=1

spQkDk(n) =

q∑
k=1

Vk (Dk(n)) ,

де Vk (Dk(n)) = spQkDk(n).
Якщо матриця Qk — додатно визначена, то spQkD ≥ 0, а в тому випадку,

коли D також додатно визначена, то spQkD > 0. Нехай Dk(n) — розв’язок
системи рiвнянь (1). Розглянемо рiзницю

f(n)− f(n+ 1) = ∆fn.

Оскiльки

Vk(Dk(n+ 1)) = spQk

q∑
s=1

πks

AksDk(n)A
∗
ks +

r∑
j=1

BjksDk(n)B
∗
jks

 ,
то

f(n+ 1) =

q∑
k=1

Vk (Dk(n+ 1)) =

=

q∑
k=1

r∑
j=1

spQk

AksDs(n)A
∗
ks +

r∑
j=1

BjksDk(n)B
∗
jks

πks =
=

n∑
k=1

sp

 q∑
s=1

A∗
skQk(n)Ask +

r∑
j=1

B∗
jskQsBjsk

πskDk(n),

а значить

f(n)−f(n+1) =

n∑
k=1

spDk(n)

Qk − q∑
s=1

A∗
skQkAsk +

r∑
j=1

B∗
jskQsBjsk

πsk

 .
При умовi, що iснує додатно означена матриця Qk, що є розв’язком си-

стеми рiвнянь (6), одержимо

f(n)− f(n+ 1) =

n∑
k=1

spDk(n) > 0,

а значить lim
n→∞

Dk(n) = 0. Тобто розв’язок рiвняння (1) асимптотично стiй-
кий. �
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Наслiдок. Нехай виконується умова

q∑
s=1

(A∗
ksAks +

r∑
j=1

B∗
jksBjks)πks < E, k = 1, q,

тодi lim
n→∞

Dk(n) = 0.

Висновки
В роботi одержанi необхiднi та достатнi умови асимптотчної стiйкостi

в середньому та середньому квадратичному загальних лiнiйних рiвнянь з
марковськими коефiцiєнтами. За допомогою функцiй Ляпунова iз матри-
чним аргументом одержанi достатнi умови асимптотичної стiйкостi в сере-
дньому квадратичному таких рiвнянь.
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SPECIFICITY OF NUMERICAL INTEGRATION
OF SECOND-ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS

FOR SYSTEMS WITH COULOMB FRICTION
BY RUNGE-KUTTA METHOD∗

A. G. Zabuga

Abstract. By example of concrete system with one degree
of freedom, that firstly was investigated analytically specificity of
numerical integration of ordinary second-order differential equati-
ons for systems with Coulomb and viscous friction was considered.
A modification of Runge-Kutta formulas for mentioned systems was
developed. This modification can be easily extended for systems with
dry friction and any given finite number of degrees of freedom.

Introduction
The dynamics equation of mechanical system with one degree of freedom in

Cartesian coordinates has general form

ẍ = f (t, x, ẋ) , x0 = x (t0) , ẋ0 = ẋ (t0) , (1)

where t is time, x is coordinate, ẋ is first time derivative of coordinate, which
is velocity, ẍ is second time derivative of coordinate, which is acceleration, t0 is
initial time, x0 is initial coordinate, and ẋ0 is initial velocity. In the equation (1)
mass m was carried to right side. If right side of the equation (1) is continuous
it can be integrated numerically by well known classical Runge-Kutta method
for second-order differential equations [1, 2, 3].

In systems with Coulomb friction the right side of the equation (1) is di-
scontinuous, so directly using of classical Runge-Kutta formulas. In spite of
these systems are investigated by many authors from different countries during
more than one hundred years [3, 4] general ways of their analysis are not descri-
bed enough in literature. It can be conditioned on the one hand by mechanical
features of such systems [5] and on the other hand by complication of numeri-
cal [6] and analytical integration of appropriate differential equations [3, 7].
The mechanical features mean that Coulomb friction causes imperfection of
constraints [8]. It causes impossibility of directly using of analytical mechanics,
because it is necessary to eliminate unknown reactions [4].

Complication of numerical integration is caused by discontinuity of right
sides of differential equations of dynamics of systems with Coulomb friction.

∗Recommended for publication by Programm Committee of 3rd International Sci-
entific Conference of Students and Young Scientists ”Theoretical and Applied Aspects
of Cybernetics”, Kyiv, 25–29 November, 2013.
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Actually, Coulomb friction force FCFr depends on the sliding velocity v of one
surface relative to another, maximum absolute value of the static friction F
and the sum of components of active and inertial forces tangent to interacting
surfaces

∑
FAf . Velocity v is the certain function of coordinates and velocities

of material system’s points. Form of this function depends on concrete problem
specification. Relation has the form

FCFr =


−F sign (v) if v ̸= 0,
−F sign (

∑
FAf ) if v = 0 and |

∑
FAf | > F ,

−
∑
FAf if v = 0 and |

∑
FAf | ≤ F .

(2)

It is necessary to note that transition from static friction to sliding friction,
which occurs if both of v = 0 and |

∑
FAf | > F , is going on during infinitely

small time span. But in case of using numerical solution, mentioned transition
continues during time span that equal to step of calculation ∆t. So in case of
using numerical solution, the situation expressed by second string in (2) cannot
be neglected.

So, according to (2) Coulomb friction force is discontinuous function.
Moreover, material system dynamics behavior in point of discontinuity v = 0
cannot be defined from behavior of FCFr in the domain of continuity v ̸= 0
only. Actually, behavior of FCFr in point of discontinuity v = 0 depends on
relation between F and |

∑
FAf |. One of authors who noticed this complication

was A.F. Philippov [9].
Because of mentioned above complication simply particular case of mechani-

cal system is considered in many articles [10]. It is necessary to consider a short
view of this case.

1. Transition from sliding friction
to static friction doesn’t occur

This situation occurs in case of |
∑
FAf | > F if v = 0 during all time spawn

investigating. In terms of mechanics it means that frictional constraint doesn’t
form, so transition from sliding friction to static friction doesn’t occur and
sliding velocity v reverses sign. Under such conditions material system instanter
passes through the point of discontinuity v = 0. So, for this case relation (4)
has form

FCFr = −F sign (v) . (3)

Relation (3) is essentially simpler than (2) in general form because of FCFr
depends on v only. In this case it is enough to have an information about
behavior of function −F sign (v) in the domain of continuity v ̸= 0.

Moreover, in this case it is possible to eliminate discontinuity by using e.g.
following approximate relationship

−F sign (v) ≈ −F 2

π
arctg (βv) , (4)

where β is parameter with dimensionality in SI is s/m. Choice of approximation
in form (4) can be understood from graphs on fig. 1, where was accepted
v ∈ [−3; 3] m/s and β = 25 s/m.
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Fig. 1. Approximation of −F sign (v) by −F 2
πarctg (βv).

Function −F 2
πarctg (βv) is continuous and multiple differentiable if v is finite.

So, after acceptance of approximation (4) numerical integration of differential
equations can be carried out by standard methods. For example, mentioned
above classical Runge-Kutta formulas can be used.

If approximation (4) is used for numerical integration of dynamics equation
parameter β should be chosen on the one hand for function 2

πarctg (βv) was
as close as possible to sign (v) and on the other hand for this function has
not too high value of derivative. High value of derivative is unwanted because
during numerical solution with automatic step of calculation control it leads to
extremely low step of calculation in neighborhood of v = 0. Extremely low step
of calculation may lead to high number of iterations and perhaps to decrease
of precision.

In spite of the fact that approximation (4) is effective, but possibility of its
using is limited by case of |

∑
FAf | > F during every passing through the point

of discontinuity v = 0.

2. An example of concrete system with Coulomb friction.
Analytical solution

There is studied mechanical system shown sketchy on fig. 2. Perfectly rigid
body with mass m = 2 kg slides on the immobile rigid horizontal surface with
sliding friction coefficient µ = 0.75. On the left side body is bonded by spring
with coefficient of rigidity k = 3 N/m and dissipation factor 2h, where
h = 0.3 N · s/m, to the immobile rigid vertical surface. Free fall acceleration
g = 9.81 m/s2. Initial time t0 = 0, initial coordinate x0 = 85 m and initial
velocity ẋ0 = 225 m/s. Coordinate of center of mass m when spring is unstrai-
ned is accepted as coordinate basic origin. Dynamics of this system during first
20 s from initial time t0 will be investigated.
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Fig. 2. Sketchy image of studied system.

On fig. 2 FA is active force that begins to exert at the time tF = 16 s and
increases in proportion to time. This force can be characterized by relation

FA =

{
0 if t < tF ,
a (t− tF ) if t ≥ tF ,

(5)

where a = 50 N/s.
For given system it can be used law of friction in form (4)

v = ẋ, F = µmg,
∑

FAf = −2hẋ− kx+ FA. (6)

Therefore, a dynamics equation can be defined in the next form
mẍ+ 2hẋ+ kx = −F sign (ẋ) + FA if ẋ ̸= 0,
mẍ+ 2hẋ+ kx = −F sign (

∑
FAf ) + FA if ẋ = 0 and |

∑
FAf | > F ,

mẍ = 0 if ẋ = 0 and |
∑
FAf | ≤ F ,

(7)

where designations F and
∑
FAf according to (6) were used. Given equation

can be easily reduced to form (1) by division by m of the left and right sides
of the equation and carrying of all summands except ẍ into the right side.

Equation (7) can be solved analytically. Since t0 = 0, so firstly there is
situation t < tF . Moreover, ẋ ̸= 0 in initial time. To obtain the analytical
solution of equation (7) for this case it is necessary to consider both situations
ẋ > 0 and ẋ < 0 separately. If ẋ > 0 it will be sign (ẋ) = 1. So for this situation
the solution is

x = Aeδt cos (ωt+ φ)− µmg
k ,

ẋ = Aδeδt cos (ωt+ φ)−Aωeδt sin (ωt+ φ) ,

δ = − h
m = −0.15 s−1, ω =

√
km−h2
m ≈ 1.2155 s−1.

(8)

For obtaining the solution (8) it was taken into account the fact that the
appropriate characteristic equation with given values of m, h and k has two
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complex-conjugate roots. In (10) the values A and φ can be defined from initial
conditions by the relations

A =
+
√
ẋ20+(x0+

µmg
k )

2
(δ2+ω2)−2ẋ0(x0+µmg

k )δ
ωeδt0

≈ 215.8177 m,

φ = arctg ẋ0 cosωt0−(x0+
µmg
k )(δ cosωt0−ω sinωt0)

ẋ0 sinωt0−(x0+µmg
k )(δ sinωt0+ω cosωt0)

≈ −1.1411.
(9)

Solution of equation (7) in form (8) and (9) will be appropriate while ẋ > 0.
The situation when ẋ vanishes will firstly occur at the time T1, that can be
found from the solution (8) by substitution of ẋ (T1) = 0 into appropriate
equation. The solution of obtained trigonometric equation for T1 is

T1 =
1

ω

(
arctg

δ

ω
− φ

)
≈ 0.8378 s. (10)

Magnitude of coordinate x at the time T1 can be obtained by substitution of
(10) into appropriate expression (8)

x (T1) = AeδT1
ω√

δ2 + ω2
− µmg

k
≈ 183.9938 m. (11)

To ascertain that |
∑
FAf | > µmg at the time T1 the relations (5), (6), (10) and

(11) were used.
Therefore, at the time T1 the case ẋ = 0 and |

∑
FAf | > µmg occurs. But

it is not necessary to solve the appropriate differential equation because this
situation occurs at the time T1 only and the coordinate x (T1) and the velocity
ẋ (T1) at this time are already known.

After the time T1 the case ẋ < 0 occurs. For this case sign (ẋ) = −1. The
solution of equation (7) is nearly the same as (8). The difference is that sign
before µmg

k is ”+” and there is a coefficient A (T1) instead of A. Coefficient
A (T1) can be found from initial conditions T1, x (T1), ẋ (T1) = 0 by formula
that is analogous to (9), but differs from it by sign ”–” before µmg

k . Therefore,
in consideration of remarks mentioned above and expression (11) the coefficient
A (T1) is

A (T1) = A− 2µmg

k

√
δ2 + ω2

ωeδT1
≈ 204.6098 m. (12)

It is necessary to notice that φ (T1) = φ. This fact can be easily proved by
substitution of (10) and (11) into the appropriate equation (9) with taking into
account remarks about signs mentioned above.

Repeating of the same reasoning as carried out above gives the time T2 when
situation ẋ = ẋ (T2) = 0 will occur again. In the same way as mentioned above
it is possible to ascertain that |

∑
FAf | > µmg at the time T2. Therefore,

T2 =
1
ω

(
arctg δω − φ+ π

)
≈ 3.4223 s,

x (T2) = −AeδT2 ω√
δ2+ω2

+ 2µmg
k

(
1 + e

δπ
ω

)
− µmg

k ≈ −116.6295 m,

A (T2) = A− 2µmg
k

√
δ2+ω2

ωeδT2

(
1 + e

δπ
ω

)
≈ 188.0941 m.

(13)
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Finally, in the same way as mentioned above it is possible to found the time Tl
when the situation ẋ = 0 occurs for the l-th time

Tl =
1

ω

(
arctg

δ

ω
− φ+ π (l − 1)

)
. (14)

In the same way x (Tl) and A (Tl) were found

x (Tl) =

(
AeδTl ω√

δ2+ω2
− 2µmg

k

l−1∑
i=0

e
δπi
ω + µmg

k

)
(−1)l−1 ,

A (Tl) = A− 2µmg
k

√
δ2+ω2

ωeδTl

l−1∑
i=0

e
δπi
ω .

(15)

The sum, that is a part of (15), is the sum of geometric progression terms.
Therefore, the equations (15) can be written in next form. For δ = 0 it is

x (Tl) =
(
A− 2lµmg

k + µmg
k

)
(−1)l−1 ,

A (Tl) = A− 2lµmg
k .

(16)

For δ ̸= 0 it is

x (Tl) =

(
AeδTl ω√

δ2+ω2
− 2µmg

k
e
δπl
ω −1

e
δπ
ω −1

+ µmg
k

)
(−1)l−1 ,

A (Tl) = A− 2µmg
k

√
δ2+ω2

ωeδTl
e
δπl
ω −1

e
δπ
ω −1

.

(17)

Using formulas (5), (6), (14) and (17), we find that case ẋ = 0 and
|
∑
FAf | ≤ µmg takes place when l = 6. According to equation (7) it means

that at the time T6 ≈ 13.7606 s a transition from sliding friction to static fri-
ction occurs. It means that during certain time, starting from T6, the system
will be in a quiescent state. The solution of the equation (7) will be as follows

x = x (T6) ≈ −4.5498 m, ẋ = ẋ (T6) = 0. (18)

At the time tF = 16 s the active force FA, that described by equation (5),
is starting to exert. As this force is constantly growing, at the definite time tbr
a moving will start i.e., break of kinematic constraint ẋ = 0 will occur. Basing
on the fact that the system was in a quiescent state up to specified moment,
we can accept x (tbr) = x (T6) and ẋ (tbr) = ẋ (T6). Starting from it and using
(5), (6) and (18) we find

tbr = tF +
µmg + x (T6) k

a
≈ 16.0213 s. (19)

As the force FA exerts in positive direction then starting from tbr, the situation
ẋ > 0 will take place. At these conditions the equation (7), taking into account
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(5), has the solution

x = A (tbr) e
δt cos (ωt+ φ (tbr))−

(
2ha
k2

+ a(tF−t)
k + µmg

k

)
,

ẋ = A (tbr) δe
δt cos (ωt+ φ (tbr))−A (tbr)ωe

δt sin (ωt+ φ (tbr)) +
a
k ,

(20)

where A (tbr) and φ (tbr) are determined from the initial conditions tbr, x (tbr),
ẋ (tbr) = 0 by formulas that are analogous to (9), where is −a

k instead of ẋ0
and

(
x (tbr) +

(
2ha
k2

+ a(tF−t)
k + µmg

k

))
instead of

(
x0 +

µmg
k

)
. So, we obtain

A (tbr) ≈ 151.6283 m, φ (tbr) ≈ 0.7005. (21)

In such way, the equation (7) is solved for all cases which occur at the condi-
tions of the problem. The dependencies of x (t) and ẋ (t) built with using of the
above-mentioned solutions on the interval t ∈ [0, 20] are shown on fig. 3.

Fig. 3. The analytical solution of the equation (7).

The absence of visible discontinuities on graphs indicates that the solutions of
the equation (7) for different cases were coordinated correctly.

3. An example of concrete system with Coulomb friction.
Numerical solution

Now we will solve the equation (7) numerically using the Runge-Kutta
formulas. For using these formulas the equation (7) should be reduced to the
form (1). In addition, the classical Runge-Kutta formulas can be directly applied
only in case when the right side of the equation is continuous on the whole
interval of time, which dynamics of the system is investigated on.

First of all we consider the case when ẋ > 0. As long as this condition is
observed, the right side of equation (7) is continuous. Thus, taking into consi-
deration above-mentioned assertions, we can write the Runge-Kutta formulas
for this case as follows

k1 =
(
FA(tn)
m − kxn

m −
2hẋn
m − µg

)
∆t,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .,

k4 =

(
FA(tn+∆t)

m −
k
(
xn+ẋn∆t+

k2
2
∆t

)
m − 2h(ẋn+k3)

m − µg

)
∆t,

(22)

where FA (tn) is determined according to (5).
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For the case ẋ < 0 the Runge-Kutta formulas will be nearly the same as the
formulas (22), but there is sign ”+” before µg. Thus, Runge-Kutta formulas for
the cases ẋ > 0 and ẋ < 0 differ only by a sign before µg. This sign can be
determined by sign (ẋ). It means that the Runge-Kutta formulas for both cases
ẋ > 0 and ẋ < 0 together can be written down as follows

k1 =
(
FA(tn)
m − kxn

m −
2hẋn
m − µgsign (ẋn)

)
∆t,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .,

k4 =

(
FA(tn+∆t)

m −
k
(
xn+ẋn∆t+

k2
2
∆t

)
m − 2h(ẋn+k3)

m − µgsign (ẋn)

)
∆t.

(23)

Here would be necessary to pay attention on the fact that trying at once
to write classical Runge-Kutta formulas for the equation (7) for any ẋ ̸= 0
can lead to different kj , where j = 1, 4, have sign before µg that depends not
only on ẋn. For example, in the expression for k2 would be sign

(
ẋn +

k1
2

)
. It

means that in the process of numerical integration on approximation to ẋ = 0
there may be situation when, for example, in k1 and k2 is −µg and in k3 and
k4 is +µg. Such situation may cause incorrect results of numerical integration.
Runge-Kutta formulas in the form (23) are devoid of imperfection mentioned
above.

Thus, formulas (23) can be applied for the numerical integration of the
equation (7) when ẋ ̸= 0. Let us consider the situation when some of ẋn and
ẋn+1 are not equal to zero, but have different signs. If |

∑
FAf | > µmg when

this case occurs, we can continue the calculation by formulas (23), ignoring the
point of discontinuity.

If some of ẋn+1 = 0 and |
∑
FAf | > µmg, we have to accept sign (

∑
FAf )

instead of sign (ẋn) on the next step of calculation. After the next step we
can continue computing using formulas (23) without changes until mentioned
situation occurs again.

If happens that ẋn+1 = 0, or ẋn and ẋn+1 are not equal to zero, but have
different signs, and |

∑
FAf | ≤ µmg at the same time, basing on terms of

mechanics the transition from sliding friction to static friction will take place.
Therefore, it should be accepted ẋn+1 = 0. After that, the calculation can be
made by the formulas

tn+1 = tn +∆t, xn+1 = xn, ẋn+1 = 0. (24)

Calculations by the formulas (24) are performed, while condition
|
∑
FAf | ≤ µmg is observed. If on some stage mentioned condition is not fulfi-

lled, we must use formulas (23), where instead of sign (ẋn) we must accept
sign (

∑
FAf ). After the next step we can continue computing by formulas (23)

without changes.
In such way, all possible situations that may arise in the process of numerical

integration of the equation (7), are taken into consideration. To verify all above-
mentioned assertions,
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Fig. 4. The numerical solution of the equation (7).

this equation was numerically integrated under the same conditions that were
taken for the analytical solution. Step ∆t = 0.4 s was accepted. Such step
means that xn and ẋn on the studied interval were calculated only for 50 values
of tn. The result of the numerical integration is shown on fig. 4.

As we can see from the comparison of fig. 3 and 4, the numerical solution
even at ∆t = 0.4 s has little difference from analytical one. It can be expected,
that at not much smaller step e.g., ∆t = 0.2 s, graphs, indicated on fig. 4, will
not differ visually from the graphs on fig. 3. These results confirm the high
efficiency of the proposed approach to problems of numerical integration of
differential equations for systems with Coulomb friction.

Above it was discussed the numerical integration of the equation (7), the right
side of which at ẋ ̸= 0 depends on sign (ẋ). Quite similarly we can consider also
more general case

ẍ = f (t, x, ẋ, sign [g (t, x, ẋ, )]) , x0 = x (t0) , ẋ0 = ẋ (t0) , (25)

where g (t, x, ẋ, ) is a continuous function of t, x, ẋ. Repeating the same reasoni-
ng that we used for construction of the formulas (23), we obtain the Runge-
Kutta formulas for the equation (25) when g (t, x, ẋ, ) ̸= 0

k1 = f (tn, xn, ẋn, sign [g (tn, xn, ẋn, )])∆t,

k2 = f
(
tn +

∆t
2 , xn + ẋn

∆t
2 , ẋn +

k1
2 , sign [g (tn, xn, ẋn, )]

)
∆t,

k3 = f
(
tn +

∆t
2 , xn + ẋn

∆t
2 + k1

4 ∆t, ẋn +
k2
2 , sign [g (tn, xn, ẋn, )]

)
∆t,

k4 = f
(
tn +∆t, xn + ẋn∆t+

k2
2 ∆t, ẋn + k3, sign [g (tn, xn, ẋn, )]

)
∆t.

(26)

Formulas (26) were considered for systems with one degree of freedom, but it
can generalized for case of systems with any finite number of degrees of freedom.

Because of efficiency of modification (26) of Runge-Kutta formulas was consi-
dered for particular case only there is a problem of its usage for general case.
The problem of stability conditions of integration algorithm is important. It can
be expected that stability conditions will be classical in the domain of conti-
nuity g (t, x, ẋ, ) ̸= 0. In case of transition through the point of discontinuity
g (t, x, ẋ, ) = 0 validity of computation results for mechanical systems can be
estimated proceeding from mechanical laws for systems with Coulomb friction.
Consideration of stability condition in general case requires further researches.
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Conclusion
Modification (26) of Runge-Kutta formulas for the equation (25) when

g (t, x, ẋ, ) ̸= 0 is developed. The efficiency of the specified modification is
demonstrated by the example of the concrete system with one degree of freedom,
in which viscous and Coulomb frictions are present. As the efficiency of the
used approach is shown only for particular case, the proof of advisability of
similar methods for more general cases requires further researches. Considered
approach for the numerical integration of ordinary differential equations of
dynamics of systems with Coulomb and viscous friction can be generalized for
case of systems with any finite number of degrees of freedom and more general
and complicated law of friction.
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