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90 РОКIВ ВIД ДНЯ НАРОДЖЕННЯ АКАДЕМIКА IВАНА
IВАНОВИЧА ЛЯШКА, ГОЛОВНОГО РЕДАКТОРА

ЖУРНАЛУ (1969–2008)

9 вересня 2012 виповнилося 90 рокiв вiд дня народження академiка НАН
України Iвана Iвановича Ляшка, вiдомого українського математика, пер-
шого декана i засновника факультету кiбернетики Київського нацiональ-
ного унiверситету iменi Тараса Шевченка, органiзатора потужної наукової
школи, який майже 40 рокiв очолював редколегiю нашого журналу.

Iван Iванович вiдомий науковiй громадськостi своїми роботами у галузi
чисельних методiв розв’язання задач математичної фiзики. Вiн одержав
принципово новi результати iз розвитку та застосування методу сумарних
зображень, що дало можливiсть будувати розв’язки скiнченнорiзницевих
задач у замкненому виглядi i записувати їх у виглядi формул сумарних
зображень. Iваном Iвановичем було отримано розв’язок цiкавої як з теоре-
тичної, так i з практичної точок зору та досить складної задачi фiльтрацiї
пiд багатошпунтовою греблею при довiльному криволiнiйному водопiдпо-
рi. Для цього було доведено низку варiацiйних теорем, якi органiчно увi-
йшли до теорiї узагальнених аналiтичних функцiй. Одержанi результати
великою мiрою сприяли обґрунтуванню та розвитку розробленого на кафе-
дрi математичної фiзики методу мажорантних областей i руху граничних
точок.
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Результатом проведених дослiджень стала монографiя ”Розв’язання фiль-
трацiйних задач методом сумарних зображень”, в якiй багато уваги при-
дiлено питанням використання теоретичних результатiв для розв’язання
практичних задач, дослiджено випадки неоднорiдних ґрунтiв при горизон-
тальних i вертикальних лiнiях роздiлення однорiдностi. Розглянуто також
багато iнших задач, якi мають безпосереднє практичне значення, що при-
несло визнання цiєї працi не лише серед математикiв, а й у фахiвцiв iз
гiдротехнiчного будiвництва.

Результати подальших дослiджень опублiковано в монографiях ”Чисель-
но-аналiтичне розв’язання задач теорiї фiльтрацiї” та ”Метод мажорантних
областей в теорiї фiльтрацiї”, що вийшли вiдповiдно у 1973 та 1974 роках
у видавництвi ”Наукова думка”.

I. I. Ляшко запропонував iдею створення автоматизованої системи розв’я-
зання певних класiв задач математичної фiзики методом сумарних зобра-
жень, яку було успiшно реалiзовано i описано у виданiй в 1977 роцi моно-
графiї ”Питання автоматизацiї розв’язання задач фiльтрацiї на ЕОМ”.

У подальшому I. I. Ляшко одержав ряд важливих результатiв, якi до-
зволили розв’язувати широкi класи задач фiльтрацiї ґрунтових вод, про-
гнозування запасiв води, вологосолеперенесення при бiчних промивках та
промивках на рисових системах, просочування крiзь землянi споруди.

Цiкавi результати одержано I. I. Ляшком, В. П. Дiденком та О. Є. Цитри-
цьким при вивченнi фiльтрацiї шумiв. Автори вперше у свiтовiй практицi
розробили стiйкi методи i алгоритми розв’язання даного класу задач з ви-
користанням iдей регуляризацiї у поєднаннi з технiкою оснащених гiльбер-
тових просторiв, що мало значний практичний iнтерес для багатьох галузей
народного господарства. Отриманi результати вiдображено у монографiях
”Фiльтрацiя шумiв”, ”Обробка вимiрювань при дослiдженнях складних си-
стем” та ”Математичнi моделi при вимiрюваннях”.

У 1990-х роках I. I. Ляшко з учнями розробили ефективну методику чи-
сельного розрахунку тепломасоперенесення в неоднорiдних поруватих се-
редовищах, що ґрунтується на оригiнальних рiзницевих схемах для розв’я-
зання крайових задач для лiнiйних i квазiлiнiйних елiптичних, параболi-
чних, псевдопараболiчних та псевдогiперболiчних рiвнянь, якi охоплюють
широке коло класичних i некласичних задач математичної фiзики.

Пiд керiвництвом I. I. Ляшка було розроблено комп’ютерну систему прий-
няття рiшень для захисту пiдземних вод вiд забруднень, яка пройшла успi-
шну адаптацiю на реальних об’єктах, небезпечних для довкiлля — на май-
данчику захоронення радiоактивних вiдходiв i на ставку-охолоджувачу
Чорнобильської АЕС.

Докладнiше про наукову дiяльнiсть Iвана Iванович викладено в насту-
пнiй статтi цього номера журналу.

Очоливши колектив своїх учнiв та колег, I. I. Ляшко в 1968 р. створив
одну з найпотужнiших у Радянському Союзi школу фiльтрацiї. В 1991 ро-
цi Сергiй Iванович Ляшко, член-кореспондент Нацiональної академiї наук
України, завiдувач кафедри обчислювальної математики, заснував на базi
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iснуючої наукової школи нову школу ”Моделювання та оптимiзацiя iнфор-
мацiйних систем”, яка отримала свiтове визнання.

В 1969 р. Iван Iванович став головним редактором мiжвiдомчого нау-
кового збiрника ”Вычислительная и прикладная математика”, який у 2000
роцi здобув державну реєстрацiю як ”Журнал обчислювальної та прикла-
дної математики”. В журналi публiкуються науковi результати отриманi в
науковiй школi, а також цiкавi статтi українських та зарубiжних вчених.

Крiм великих здiбностей науковця i педагога, у Iвана Iвановича Ляшка
був талант органiзатора наукового та навчального процесiв. У 1964 роцi
вiн очолює кафедру математичної фiзики, а згодом стає деканом механiко-
математичного факультету.

У 1969 роцi Iван Iванович очолив кафедру обчислювальної математики.
I саме ця кафедра згодом стала базовою першого в СРСР факультету кi-
бернетики, який вiн разом з Вiктором Михайловичем Глушковим створив у
Київському державному унiверситетi i став першим його деканом. Пiд ке-
рiвництвом I. I. Ляшка факультет кiбернетики став одним з найсильнiших
i перспективних факультетiв унiверситету.

Автор i спiвавтор 40 наукових статей, понад 45 монографiй, пiдручни-
кiв, навчальних посiбникiв, довiдникiв, 6 авторських свiдоцтв на винаходи.
Науковi здобутки i громадську дiяльнiсть високо оцiнено державою i нау-
ковим загалом. Iвана Iвановича Ляшка у 1969 роцi обрано член кореспон-
дентом АН УРСР, а у 1973 — академiком АН УРСР. За бойовi та трудовi
заслуги вiн у рiзнi часи нагороджений орденами ”Вiтчизняної вiйни” дру-
гого ступеня, ”Трудового Червоного Прапора” (1981), ”За заслуги” III-го
ступеня (1997), медалями ”Ушакова”, ”За оборону Севастополя” та бiльш
нiж 15-ю медалями СРСР i України, Почесною Грамотою Верховної Ради
України, Дипломами пошани Виставки досягнень народного господарства
СРСР та УРСР. У 1972 р йому присвоєно Почесне звання ”Заслужений
дiяч науки УРСР”, а у 1981, 1989 роках вiн стає Лауреатом Державної
премiї УРСР, премiї iм. М.М. Крилова АН УРСР (1975), згодом — премiї
iм. Ярослава Мудрого (АПН України).

Iван Iванович Ляшко помер 29 березня 2008 року, але пам’ять про нього
назавжди збережеться в серцях близьких та рiдних людей, тих, якi з ним
працювали, були його учнями i продовжують його справу.
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НАУКОВИЙ СПАДОК АКАДЕМIКА I. I. ЛЯШКА

О. Ю. Грищенко, Д. А. Клюшин

Резюме. В оглядi висвiтленi основнi етапи i результати науко-
вої дiяльностi видатного українського вченого академiка Нацiо-
нальної академiї наук України Iвана Iвановича Ляшка. Стисло
викладенi основнi досягнення I.I.Ляшка в галузi обчислювальної
та прикладної математики, зокрема, чисельно-аналiтичних мето-
дiв теорiї фiльтрацiї, чисельних методiв розв’язання класичних
i некласичних задач математичної фiзики, математичного забез-
печення складних обчислювальних експериментiв i оптимального
керування системами з розподiленими параметрами.

9 вересня 2012 року наукова спiльнота вiдзначає 90 рокiв з дня наро-
дження засновника факультету кiбернетики Київського нацiонального унi-
верситету iменi Тараса Шевченка, голови загальновiдомої наукової школи
академiка НАН України Iвана Iвановича Ляшка.

В серединi ХХ-го сторiччя, коли застосування ЕОМ ще не набуло широ-
кого розвитку, дуже актуальним був пошук економних i стiйких до нако-
пичення похибок обчислювальних методiв. Це привело до появи чисельно-
аналiтичних методiв розв’язання задач математичної фiзики, в яких розв’я-
зок виражався у виглядi аналiтичних формул iз невiдомими параметрами,
якi, у свою чергу, знаходилися за допомогою чисельних методiв. Першi на-
уковi роботи I. I. Ляшка були присвяченi дослiдженням в галузi чисельно-
аналiтичних методiв розв’язування задач теорiї фiльтрацiї. В цих статтях
був встановлений ряд аналiтичних залежностей, якi дозволяли визначити
основнi фiльтрацiйнi характеристики потокiв ґрунтових вод пiд гiдроспо-
рудою. Зокрема, в кандидатськiй дисертацiї ”Розв’язання задачi фiльтра-
цiї вiд багатошпунтовою греблею при довiльному криволiнiйному водоу-
порi” [1] I. I. Ляшку вдалося побудувати залежностi вихiдних швидкостей
фiльтрацiї вiд форми пiдземного водоупору, отримати формули для розра-
хунку витрат рiдини, розподiлу протитиску на флютбетi, визначити точнi
верхнi та нижнi оцiнки основних фiльтрацiйних характеристик.

Протягом 1960–1968 рр. I. I. Ляшко удосконалив метод сумарних зобра-
жень, запропонований проф. Г. М. Положiєм для розв’язання багатови-
мiрних задач математичної фiзики, пов’язаних iз лiнiйними рiвняннями з
частинними похiдними, i розповсюдив його на теорiю фiльтрацiї.

Метод сумарних зображень є дискретним аналогом метода iнтегральних
зображень для розв’язання крайових задач математичної фiзики, сформу-
льованих у дискретному виглядi. Особливiстю цього методу є можливiсть
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подання розв’язкiв у виглядi формул, що мiстять вiдносно невелику кiль-
кiсть невiдомих параметрiв, якi знаходяться шляхом розв’язування систем
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Така властивiсть є дуже важливою з об-
числювальної точки зору, оскiльки бiльшiсть невiдомих, що входять до
скiнченно-рiзницевої задачi, не впливають на процес розрахунку. Це до-
зволяє зменшити обсяг обчислювальної роботи i запобiгти накопиченню
обчислювальної похибки. Завдяки цьому метод сумарних зображень став
широко використовуватися для розв’язання фiльтрацiйних задач. I. I. Ля-
шко узагальнив формули методу сумарних зображень для смуги i напiв-
смуги, а також установив формули сумарних зображень для крайових за-
дач, що описують фiльтрацiйний потiк в областi, яка складається з двох
середовищ, роздiлених горизонтальною або вертикальною лiнiєю роздiлу.
На основi цих формул I. I. Ляшко розв’язав задачi напiрної фiльтрацiї
пiд флютбетами, зокрема, розглянув випадки багатошпунтових незагли-
блених i заглиблених, дренованих i розрiзних флютбетiв, випадок кiлькох
флютбетiв iз шпунтами, фiльтрацiю iз багатоступiнчастими перепадами i
флютбетами на рiзних позначках дна вернього i нижнього б’єфiв, а також
приток води до котлованiв в одно- та двохшаровому середовищi. Крiм того,
I. I. Ляшко вдалося побудувати залежностi вихiдних швидкостей фiльтра-
цiї вiд форми пiдземного водоупору, отримати формули для розрахунку
витрат рiдини, розподiлу протитиску на флютбетi, визначити точнi верх-
нi та нижнi оцiнки основних фiльтрацiйних характеристик. В класичнiй
постановцi стацiонарна задача фiльтрацiї ґрунтових вод в однорiдному се-
редовищi зводиться до крайової задачi

Lu = 0 в областi фiльтрацiї

та
lu = α на межi цiєї областi.

Тут L — оператор Лапласа, а l — оператор граничних умов. Складнiсть за-
дачi полягає в тому, що область, в якiй шукається розв’язок задачi (область
фiльтрацiї), як правило, має надзвичайно складну форму, а крайовi умови
на частинi її межi лише позначаються своїм типом, наприклад лiнiї рiвних
потенцiалiв чи лiнiї току, але числовi значення цих потенцiалiв невiдомi i
пiдлягають подальшому визначенню. Крiм того, на однiй частинi межi мо-
же бути задано функцiю току, а на iншiй — потенцiальну функцiю. Зв’язок
мiж цими функцiями вiдомий, але реалiзувати його чисельно складно.

Для побудови розв’язку такого типу задач I. I. Ляшко використав за-
гальну формулу сумарних зображень

~U(i) = P{µi ~A + νi ~B − h2
m∑

k=1

G(i, k)P ∗ρ~f(k)}

де P — фундаментальна матриця для трьохдiагональної матрицi, що вiд-
повiдає системi рiзницевих рiвнянь з оператором Лапласа, P ∗ — транспо-
нована до неї, вектори ~A та ~B визначаються iз вiдомих крайових умов
задачi, µi, νi та G(i, k) — дiагональнi матрицi, цiлком визначенi умовою
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задачi та методом. В цiй формулi вiн поклав, що права частина рiвняння є
вiдмiнною вiд нуля лише в точках, де крайовi умови явно не визначенi. От-
же, вiдповiднi значення правої частини теж пiдлягають визначенню. Для
знаходження вiдповiдних значень вектор-функцiї ~f були використанi зако-
ни збереження, зокрема збереження витрат рiдини через заданий перерiз
потоку мiж двома лiнiями току. Такий пiдхiд виявився ефективним. Побу-
дована система алгебраїчних рiвнянь мала невисокий порядок, її матриця
була добре обумовлена. Пiсля визначення невiдомих параметрiв, значення
шуканого розв’язку задачi можна було обчислити у довiльнiй точцi областi,
не обчислюючи в iнших. Паралельно з цим I. I. Ляшко одержав ряд резуль-
татiв пов’язаних з удосконаленням та розвитком методу сумарних зобра-
жень. Були одержанi формули для необмежених областей: пiвсмуги, смуги,
пiвплощини тощо. Результати цих робiт стали основою для докторської ди-
сертацiї i монографiї ”Решение фильтрационных задач методом суммарных
представлений” [2].

Перiод з 1969 по 1975 рр. характеризується подальшим розвитком чи-
сельно-аналiтичних методiв та розширенням спектру задач математичної
фiзики, що цiкавили I. I. Ляшка. Роботи, написанi у цей перiод, мiстять
фундаментальнi теоретичнi результати з розв’язування багатовимiрних за-
дач математичної фiзики у дискретнiй постановцi. Крiм того, цi результати
отримують широке застосування при розрахунку Днiпровських намивних
гребель, при розрахунку фiльтрацiйних характеристик гребель Київської
та Канiвської ГЕС i багатьох iнших гiдротехнiчних об’єктiв.

Використовуючи метод мажорантних областей, I. I. Ляшко iз спiвавтора-
ми одержали розрахунковi алгоритми з мажорантною оцiнкою для низки
фiльтрацiйних задач з суттєво непрямолiнiйними межами, коли область
фiльтрацiї обмежена потенцiальними лiнiями або лiнiями току, або їх ком-
бiнацiями, а також для випадку криволiнiйного водоупору. Цi результати
викладенi у монографiях ”Численно-аналитическое решение задач теории
фильтрации” [3] i ”Метод мажорантных областей в теории фильтрации” [4].

У 1975 роцi цикл робiт з чисельно-аналiтичних методiв розв’язування
крайових задач математичної фiзики був вiдзначений премiю iм. М. М. Кри-
лова АН УРСР. Перiод з 1976 по 1991 рр. став етапом подальшого розвитку
теоретичних дослiджень в галузi теорiї фiльтрацiї, автоматизацiї чисель-
них розрахункiв та математичного забезпечення складного експерименту.
Результати розробок наукового колективу, очолюваного I. I. Ляшком, були
викладенi у монографiях ”Вопросы автоматизации решения задач филь-
трации на ЭВМ” [5], ”Расчет фильтрации в зоне гидросооружений” [6] i
”Алгоритмизация и численный расчет фильтрационных схем” [7]. У 1981
роцi за цикл робiт з методiв розв’язування крайових задач математичної
фiзики та їх застосування в теорiї фiльтрацiї колектив вчених пiд керiвни-
цтвом I. I. Ляшка був удостоєний Державної премiї УРСР.

В той же час I. I. Ляшко отримав значнi результати областi дослiдження
динамiчних систем. У циклi робiт, написаних у спiвавторствi iз професором
В. П. Дiденком, зокрема у монографiях ”Динамические системы с разрыв-
ными коэффициентами” [8] i ”Фильтрация шумов” [9] автори розробили
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новi стiйкi методи i алгоритми розв’язування задач фiльтрацiї випадкових
процесiв за допомогою регуляризацiї та оснащених гiльбертових просторiв.

Iдеї I. I. Ляшка та В. П. Дiденка були розвиненi в подальшому в моно-
графiї ”Математическое обеспечение сложного експеримента” [10–14]. У цiй
монографiї розглянутi питання розробки та обгрунтування стiйких алгори-
тмiв оцiнювання адекватностi математичних моделей, розвиненi математи-
чнi моделi, що використовуються в радiотехнiцi i вивченi питання вiднов-
лення апрiорних характеристик динамiчних систем в задачах оцiнювання.

Зокрема, у першому томi цiєї фундаментальної монографiї формулю-
ються й обговорюються основнi математичнi проблеми, що виникають у
зв’язку з розвитком вимiрювально-обчислювальних комплексiв, що знахо-
дять застосування в рiзних областях науки i технiки; розглядаються питан-
ня розробки i математичного обґрунтування стiйких алгоритмiв оцiнюван-
ня (фiльтрацiї) i адекватностi математичних моделей реальним об’єктам. У
другому томi розглядаються математичнi моделi, що описують функцiону-
вання складного вимiрювально-обчислювального комплексу i деякi методи
визначення параметрiв руху об’єкта, що летить, за траєкторними вимiра-
ми. Цi моделi призначенi як для математичного вiдображення основних
процесiв у радiотехнiчних пристроях, використовуваних у вимiрювально-
обчислювальнихо комплексах так i для прогнозування руху лiтальних об’є-
ктiв при рiзних режимах зовнiшнього впливу на нього. У третьому томi роз-
глядаються деякi напрямки теорiї математичного моделювання складних
систем, заснованi на використаннi обчислювального експерименту. Мето-
ди, що викладаються, призначенi для застосування при проектуваннi, до-
слiдженнi i використаннi радiотехнiчних систем i вимiрювально-обчислю-
вальних комплексiв. Розглядаються загальнi питання методологiї матема-
тичних моделей i роботи з ними, розв’язання задачi автоматизацiї побудови
моделюючих комплексiв програм. Описуються методи побудови матема-
тичних моделей зовнiшнього середовища, керування структурою вимiрю-
вально-обчислювальних комплексiв i прогнозу стану динамiчних систем в
умовах невизначеностi, а також елементи теорiї векторної оптимiзацiї в
нескiнченно-вимiрних просторах i її застосування. У четвертому томi освi-
тленi питання, пов’язанi з дискретизацiєю задач, що ставляться при до-
слiдженнi складних систем. Викладено чисельнi методи розв’язання iнте-
гральних i звичайних диференцiальних рiвнянь, методи вiдновлення функ-
цiй-сигналiв по кiнцевiй множинi даних, розглянутi питання, пов’язанi з
математичною декомпозицiєю задач. У п’ятому томi обговорюються про-
блеми, що виникають у зв’язку з розвитком вимiрювально-обчислювальних
комплексiв, що знаходять застосування в рiзних областях науки i технiки.
Розглядаються питання розробки й обґрунтування методiв аналiзу даних i
алгоритмiв, що входять до складу спецiального математичного забезпечен-
ня вимiрювально-обчислювального комплексу, а також ергономiчний ана-
лiз дiяльностi оператора автоматизованих систем. Приводиться комплекс
програм статистичної обробки результатiв якiсних вимiрiв.

У 1991 роцi I. I. Ляшко пiдсумував результати дослiджень з теорiї фiль-
трацiї у монографiї ”Численное решение задач тепло- и массопереноса в
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пористых средах” [15]. Починаючи з 1992 року, I. I. Ляшко розпочав розроб-
ку чисельних методiв узагальненого оптимального керування системами з
розподiленими параметрами. До таких систем зводяться, зокрема, деякi
задачi теорiї фiльтрацiї, такi як вологоперенос на фонi горизонтального
дренажу або зрошення iз точкових та лiнiйних джерел у трiщинуватому
грунтi [16–18]. У цьому напрямку I. I. Ляшко та його учнi досягли значних
успiхiв. Зокрема, була побудована теорiя чисельних методiв iмпульсного
i точкового керування некласичними системами iз розподiленими параме-
трами — псевдопараболiчними та псевдогiперболiчними.

Напрямки, визначенi I. I. Ляшком, стали орiєнтирами для роботи його
численних послiдовникiв. Пiд керiвництвом I. I. Ляшка захистили канди-
датськi та докторськi дисертацiї бiльше 40 його учнiв. Список його ро-
бiт мiстить понад 400 публiкацiй [19]. Традицiї школи I. I. Ляшка продов-
жують його учнi i сьогоднi, дослiджуючи такi фундаментальнi проблеми,
як розробка теорiї iснування i єдиностi узагальнених розв’язкiв класичних
та некласичних крайових задач з гладкими та розривними коефiцiєнтами
i сингулярними правими частинами; теорiя розв’язностi задач неопуклої
оптимiзацiї дослiджуваних систем з функцiоналами якостi та керування-
ми загального вигляду; дослiдження необхiдних i достатнiх умов точної
та асимптотичної керованостi розподiлених систем; дослiдження необхi-
дних умов оптимальностi керування розподiленими системами; розробка
i дослiдження чисельних методiв розв’язання задач неопуклої оптимiза-
цiї некласичних розподiлених систем; розробка i дослiдження ефективних
чисельних методiв розв’язання крайових задач математичної фiзики.
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Резюме. Работа посвящена точному аналитическому методу ре-
шения плоской задачи теории установившейся фильтрации
П. Я. Полубариновой-Кочиной.

К числу точных аналитических методов решения плоской задачи тео-
рии установившейся фильтрации [1–7] относится метод, который основан
на применении аналитической теории линейных дифференциальных урав-
нений [8]. Последний был разработан и применен к решению весьма сло-
жных задач фильтрации П. Я. Полубариновой-Кочиной [9–27], которая
тем самым блестяще реализовала оригинальную идею, предложенную в
свое время Н. Е. Кочиным. Серьезное теоретическое обоснование, просто-
та и наглядность метода предупредили широкое его признание, обычно под
названием метода П. Я. Полубариновой-Кочиной [1, 3, 4].

Упомянутый метод состоит в следующем.
Обозначим через ω(ζ) и z(ζ) функции, дающие конформное отображение

областей комплексного потенциала ω и фильтрации z на верхнюю полупло-
скость ζ, и введем функции

Ω =
dω

dζ
, Z =

dz

dζ
. (1)

При отыскании зависимости комплексного потенциала течения ω от ком-
плексной координаты z точек области движения дело, как известно, сво-
дится к конформному отображению на верхнюю полуплоскость кругового
многоугольника. Пусть односвязный круговой многоугольник плоскости w
имеет границу, состоящую из конечного числа n — круговых дуг и прямоли-
нейных отрезков. Предположим, что вершины многоугольника с внутрен-
ними углами πνk (k = 1, 2, . . . , n) переходят в точки ak вещественной оси
плоскости ζ. Пусть угол при вершине, приходящей в бесконечно удаленную
точку ∞, будет π(ν′n − ν ′′n).

Тогда комплексная скорость w = dω/dz = Ω/Z может быть представ-
лена в виде отношения линейных комбинаций двух решений следующего
линейного дифференциального уравнения второго порядка класса Фукса с
n регулярными особыми точками [8, 28]:

y′′ +
n−1∑

k=1

1− νk

ζ − ak
y′ +

ν ′nν ′′nζn−3 +
n−4∑
i=0

λiζ
i

4
n−1∏
k=1

(ζ − ak)
y = 0, (2)
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где λi — некоторые вещественные постоянные. Эти n —3 величины в урав-
нении (2) представляют так называемые дополнительные (акцессорные)
параметры, которые, наряду с точками ak, заранее неизвестны.

Если найти два линейных независимых интеграла уравнения (2) y1(ζ) и
y2(ζ), то искомые величины могут быть записаны в виде

Ω = G(ζ)(C1y1 + C2y2),
Z = G(ζ)(C1y1 + C2y2),

где постоянные Ci определяются по координатам вершин рассматриваемо-
го многоугольника. Что касается функции G(ζ), то она имеет лишь регу-
лярные особенности в точках ak и может быть представлена в виде

G(ζ) =
n−1∏

k=1

(ζ − ak)ρk ,

причем характеристические показатели ρk, согласно методу П. Я. Полуба-
риновой-Кочиной, определяются из рассмотрения граничных условий на
прилегающих к соответствующим вершинам участках контура и приня-
той схемы течения вблизи этих вершин [2, 9–11, 20, 21]. Геометрический
способ нахождения показателей ρk разработан Б. К. Ризенкампфом [29] и
С. Н. Нумеровым [30]. Наряду с этим предложен также способ получения
показателей в тригонометрической форме [31, 32].

Таким образом, задача определения неизвестных функций Ω и Z тесно
связана с конформным отображением соответствующего кругового мно-
гоугольника области комплексной скорости и сводится, по сути дела, к
исследованию уравнения (2) и построению его интегралов y1 и y2. Если по-
следние определены, то, интегрируя выражения (1), найдем решение рас-
сматриваемой фильтрационной задачи в параметрическом виде.

Наиболее простым и в то же время весьма важным является случай, ко-
гда число особых точек, содержащихся в уравнении (2), меньше четырех:
тогда акцессорные параметры λi не входят в уравнение. Например, в слу-
чае трех особых точек получается хорошо изученное гипергеометрическое
уравнение Гаусса [33], коэффициенты которого и интегралы вполне опре-
деляются величинами ak и характеристическими показателями ρk [8].

Использование разработанного математического аппарата для такого
уравнения позволило П. Я. Полубариновой-Кочиной получить эффектив-
ные решения для целого ряда задач, интересных в теоретическом отноше-
нии и важных для гидротехники и мелиорации. Они нашли широкое при-
менение при исследовании следующих практических важных задач: в зем-
ляной перемычке с низовым клином и земляной плотине, расположенных
на горизонтальном водоупоре и снабженных горизонтальным фильтром; в
земляной плотине треугольного профиля при сухом нижнем бьефе, распо-
ложенной на горизонтальном водоупоре; в бесконечно высокой земляной
плотине трапецеидального профиля, расположенной на наклонном или го-
ризонтальном водоупоре.
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Наиболее значительные результаты получены П. Я. Полубариновой-Ко-
чиной при решении задачи фильтрации через прямоугольную перемычку
[2, 7, 18, 20]. С помощью оригинальных и изящных приемов решение до-
водится до простых результатов, позволяющих проводить обширные чи-
словые расчеты. Несмотря на то, что ранее этот случай был рассмотрен
методом комплексной скорости Б. Б. Девисоном [34] и Г. Гамелем [35], чи-
словые расчеты по этому решению оказались громоздкими, в связи с чем
было просчитано лишь ограниченное число примеров [36, 37].

Дальнейший важный шаг сделан П. Я. Полубариновой-Кочиной при рас-
смотрении некоторых случаев фильтрации в неоднородной среде [12, 16, 17,
19]: в основании плоского флютбета и вокруг водонепроницаемого шпунта
в предположении, что водопроницаемое основание сложено из двух гори-
зонтальных слоев (одинаковой мощности с любым коэффициентом филь-
трации), подстилаемых водоупором с горизонтальной кровлей; в основа-
нии плоского симметричного разрезного флютбета, а также вокруг двух
точечных шпунтов при условии, что водопроницаемое основание имеет ко-
нечную мощность и состоит из двух слоев с вертикальной линией раздела,
расположенной посредине между частями флютбета или шпунтами. По-
лученные решения затем преобразуются к весьма упрощенным зависимо-
стям, содержащим элементарные функции. Таким образом, и здесь свои
фундаментальные результаты П. Я. Полубаринова-Кочина сумела связать
с потребностями инженерной практики. Дальнейшие исследования некото-
рых задач в двуслойной среде, связанные с применением обратного приема,
который в свое время был предложен Н.К. Калининым [38], содержатся в
работе [39].

Под влиянием работ П. Я. Полубариновой-Кочиной в дальнейшем по-
явился ряд исследований, посвященных разнообразным случаям фильтра-
ции, в которых число особых точек сводится к трем 1: Б. К. Ризенкампф
[29], С. В. Фалькович [21, 40], Г. К. Михайлов [41–43], В. А. Васильев [44],
В. А. Васильев и Д. Ф. Шульгин [45], В. А. Васильев и И. С. Теплицкий
[46], В. А. Барон [47], В. Н. Эмих [48–50], Ю. И. Капранов [51], А. Р. Цицки-
швили [52], Э. Н. Береславский и Л. А. Панасенко [53], Э. Н. Береславский
[54–57].

До сих пор рассматривались задачи, для решения которых можно исполь-
зовать уравнения гипергеометрического типа. Однако в практике все боль-
шее прикладное значение приобретают исследования, связанные с поста-
новкой и решением значительно более сложных задач — как по причине
осложненных условий фильтрации, так и вследствие геометрических очер-
таний областей фильтрации. Именно такими являются задачи с четырьмя,
пятью и т. д. особыми точками.

1Здесь и ниже рассматриваются только те работы, в которых используется ме-
тод П. Я. Полубариновой-Кочиной, и вопрос о целесообразности его применения
не затрагивается.
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Как оказалось, при большем числе особых точек n > 3 применение мето-
да П. Я. Полубариновой-Кочиной сопряжено с трудностями принципиаль-
ного характера. Дело в том, что помимо традиционной трудности, которая
возникает в случае прямолинейных многоугольников при применении фор-
мулы Кристоффеля–Шварца и связана с нахождением неизвестных посто-
янных ak, для круговых многоугольников задача еще более усложняется.
В коэффициентах уравнения (2) начинают появляться акцессорные пара-
метры λi, причем с прибавлением каждой новой стороны многоугольника
число неизвестных параметров увеличивается сразу на два. Дифференци-
альное уравнение (2) в таких случаях не только не удается решить в общем
виде, но и интегрирование его для каждого конкретного многоугольника
оказывается весьма трудной задачей.

Положение осложняется еще и тем обстоятельством, что связь параме-
тров с геометрическими характеристиками заданного многоугольника та-
кже заранее неизвестна. В этом направлении наиболее значительные ре-
зультаты получены также П. Я. Полубариновой-Кочиной [11, 20]. Ею впер-
вые установлен вид уравнений, связывающих неизвестные постоянные с
коэффициентами вспомогательных подстановок для интегралов уравнения
(2) в случае произвольных кругового четырехугольника и пятиугольника,
один из углов которого равен 2π. Для вершин таких разрезов построены
алгебраические уравнения, связывающие между собой неизвестные пара-
метры. Однако, несмотря на полученные общие результаты удобного мето-
да нахождения неизвестных констант конформного отображения не суще-
ствует до сих пор.

В силу указанных причин эффективных решений для задач фильтрации
с числом неустранимых особых точек, большем трех, получено немного.
Условно эти задачи можно разделить на две группы.

К первой группе задач относится случай фильтрации через трапецеи-
дальную перемычку с наклонными откосами, расположенную на водоупо-
ре [52, 58]. Он рассмотрен с помощью метода, предложенного А. Р. Цицки-
швили, и опирается на теорию сопряжения для нескольких неизвестных
функций и теорию И. А. Лаппо–Данилевского [59–71]. Следует признать,
что метод, которым пользуется А. Р. Цицкишвили, дает общие результа-
ты и в теоретическом плане удалось в определенной степени преодолеть
трудности, возникающие при интегрировании уравнения (2).

К подобным результатам приводят также и исследования Л. И. Чибрико-
вой [72–75]. Ею предложен оригинальный подход, основанный на примене-
нии интегралов по кривым на римановых поверхностях и решении задачи
Римана, что позволило получить ряд интересных результатов в разработке
опять же теоретических методов решения фуксовых уравнений.

Работы А. Р. Цицкишвили и Л. И. Чибриковой, ориентированные глав-
ным образом на исследования общего характера, являются важным вкла-
дом, как в теорию конформных отображений круговых многоугольников,
так и в методы интегрирования уравнений класса Фукса. Во всяком слу-
чае, они наглядно демонстрируют новые возможности теории линейного
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сопряжения. Представляя несомненный интерес для теоретических иссле-
дований, эти возможности, к сожалению, оказываются до сих пор нереали-
зованными для количественного анализа изучаемых явлений. Упомянутое
выше решение задачи о фильтрации через земляную трапецеидальную пе-
ремычку — это пока единственное решение подобного рода. Других алго-
ритмов числовых расчетов для тех случаев, когда n ≥ 4, еще нет вообще.

К другой группе задач относятся случаи, для которых оказывается во-
зможным применить некоторые искусственные приемы, связанные либо с
подходящей заменой переменных в уравнении (2), либо с удачным выбором
вспомогательной области изменения параметрической переменной. Таким
способом П. Я. Полубариновой-Кочиной [22], С. В. Фальковичу [21, 40],
Н. К. Калинину [76], В. А. Васильеву [77], А. Я. Чилапу [78], В. Н. Эмиху
[24, 48], Ю. И. Капранову [51, 79] удалось получить решения задач в за-
мкнутом виде. Разумеется, что выгоды в выборе соответствующих замен
переменных и вспомогательных областей, которыми пользуются авторы,
целиком связаны с частными особенностями задач.

При всей значимости перечисленных выше работ, ориентированных ли-
бо на исследования общего характера, либо на использование различных
искусственных приемов, изыскания в указанном направлении пока разоб-
щены и не в полной мере отражают специфику фильтрационных течений
со свободными границами. Учет одновременно влияния различных физи-
ческих факторов, существенно влияющих на фильтрационные процессы, а
также характерных особенностей последних пока еще не стал широким до-
стоянием точных аналитических решений. По-прежнему актуальной оста-
ется разработка методов, приспособленных к тем или иным классам задач,
которые бы учитывали их специфику и были бы, кроме того, простыми и
удобными для приложений.

Дело в том, что фильтрационные течения со свободными границами
относятся к движениям со сложной кинематической структурой, характе-
ризующимися наличием граничных критических точек, в которых напор
или расход принимают экстремальные значения, а скорость обращается в
нуль, т. е. состоят из нескольких составляющих их потоков. Кроме того,
в любой гидродинамической задаче, в которой приходиться иметь дело со
свободными границами (депрессионной кривой или линией раздела между
пресными и солеными водами) наличествуют точки перегиба на этих гра-
ницах. Наконец, при постановке задачи должна быть отражена и в опреде-
ленной степени учтена при исследовании и особенность потока, сопутству-
ющая возможным инфильтрации или испарению со свободной поверхности.

Эти и ряд других обстоятельств и приводят к тому, что весьма рас-
пространенным и типичным для областей комплексной скорости подобных
фильтрационных задач является обилие прямых углов и разрезов. Как ка-
залось, несмотря на различную конфигурацию и структуру эти области
принадлежат одному и тому же классу — круговым многоугольникам в
полярных сетках [28]. Последние, как известно, составляются дугами кон-
центрических окружностей с центром в начале координат и проходящими
через него отрезками прямых. Подобные многоугольники, несмотря на их
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частный вид, имеют весьма широкое распространение и достаточно общий
характер в задачах фильтрации [27, 80, 81]. В частности, анализ показал,
что все те области, которые имеют место в задачах второй группы, о кото-
рых говорилось выше, принадлежат именно классу круговых многоуголь-
ников в полярных сетках. Поэтому разработка специальных методов кон-
формного отображения применительно к подобного рода областям имеет
большое практическое значение.

В отличие от традиционного подхода [28], основанного на сведении за-
дачи с помощью логарифмической функции к прямолинейным прямоу-
гольникам, при котором увеличивается число неизвестных параметров в
формуле Кристоффеля–Шварца, оказывается более выгодным воспользо-
ваться общей теорией построения отображающих функций на основе ре-
шения соответствующих уравнений класса Фукса. Разработанная методика
[82–87] опирается на идею нахождения частных решений уравнений фуксо-
вого типа в виде линейных комбинаций с неопределенными коэффициен-
тами из известных частных решений некоторых более простых гипергео-
метрических уравнений с тремя особыми точками. При этом неизвестные
параметры конформного отображения определяются в ходе построения ча-
стных решений, поэтому в дальнейшем проблемы акцессорных параметров
не возникает. Учет характерных особенностей рассматриваемых областей
позволил представить решения непосредственно в замкнутой форме через
специальные, а в ряде случаев — элементарные функции, что делает их
использование наиболее простым и удобным при последующих практиче-
ских целях.

На этом пути с помощью разработанной методики метод П. Я. Полу-
бариновой-Кочиной был использован при исследовании фильтрационных
течений пресных вод над покоящимися солеными в образованиях типа линз
[88, 89] и кайм [90, 91], в зоне действия кротовых оросителей [92] и водое-
мов [93], при обтекании шпунта Жуковского [94–97], а также в различных
случаях фильтрации из каналов в почвогрунтах, подстилаемых сильнопро-
ницаемым напорным водоносным горизонтом высокой проницаемости или
водоупором [98–102].

В развитие этого подхода отметим возможность получения решений за-
дач фильтрации, при исследовании которых возникают неоднолистные или
двусвязные области комплексной скорости [93, 91, 98].
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IНТЕГРАЛЬНI ЗОБРАЖЕННЯ xkyl-АНАЛIТИЧНИХ
ФУНКЦIЙ ТА ЇХ ФОРМУЛИ ОБЕРНЕННЯ

I. М. Александрович, М. В. Сидоров

Резюме. У статтi виведенi формули обернення iнтегрального зо-
браження p-аналiтичних функцiй з характеристикою p = xkyl

(k, l — const > 0). P -аналiтичнi функцiї з такою характеристи-
кою тiсно пов’язанi з бiосесиметричним рiвнянням потенцiалу
та з узагальненим бiосесиметричним рiвнянням потенцiалу, що
принципово використано при отриманнi iнтегрального зображе-
ння xkyl-аналiтичних функцiй через довiльнi аналiтичнi функцiї
та їх формул обернення. Вивченi умови, при яких iнтегральне
зображення xkyl-аналiтичних функцiй є iнтегральним рiвнянням
Вольтерра 1-го роду або iнтегральним рiвнянням типу згортки.
Наявнiсть прямої та оберненої формул iнтегрального зображен-
ня xkyl-аналiтичної функцiї дають можливiсть розглядати їх як
iнтегральнi рiвняння та їх розв’язки, а тим самим створити ма-
тематичнi моделi крайових задач для рiвнянь i систем з частин-
ними похiдними. Отриманi результати використовуватимуться
для розв’язання крайових задач математичної фiзики, зокрема
для розв’язання задач плоскої контактної теорiї пружностi, тео-
рiї повзучостi, електродинамiки тощо.

P -аналiтичнi функцiї з такими характеристиками тiсно пов’язанi з бiо-
сесиметричним рiвнянням потенцiалу та з узагальненим бiосесиметричним
рiвнянням потенцiалу, iнтегральним зображенням розв’язкiв яких присвя-
чено роботу [2].

Наявнiсть прямої та оберненої формул iнтегрального зображення xkyl-
аналiтичної функцiї дають можливiсть розглядати їх як iнтегральнi рiвня-
ння та їх розв’язки, а тим самим створити математичнi моделi крайових
задач в цьому класi функцiй.

1◦.

Нехай G — область в першiй чвертi площини z = x + iy, обмежена вiд-
рiзками l1 i l2 дiйсної i вiдповiдно уявної осi та деякими кривими, монотон-
ними по x та y. Прямолiнiйнi вiдрiзки, проведенi з будь-якої точки областi
ортогонально осям x та y, належать областi G. Зокрема, область G може
спiвпадати з першою чвертю площини або пiвсмугою.

Теорема 1. Якщо ϕ̃(z) = ϕ̃1(x, y) + iϕ̃2(x, y) — xk-аналiтична функцiя [3]
в областi G i така, що

ϕ̃2(x, y)|l1 = 0,
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то функцiя

f̃(z) = ũ(x, y) + iṽ(x, y) =

=
y∫
0

(
y1−lϕ̃1(x, τ) + iτ ϕ̃2(x, τ)

) (
y2 − τ2

) l
2
−1

dτ
(1)

буде xkyl-аналiтичною функцiєю в областi G, неперервною аж до вiдрiзка
l1 i

ṽ(x, y)|l1 = 0, k, l − const > 0.

Доведення. Твердження теореми встановлюється безпосередньою перевiр-
кою xkyl-аналiтичностi функцiї f̃(z), а також виконанням умови
ṽ(x, 0) = 0. ¤

Теорема 2. Нехай f̃(z) = ũ(x, y) + iṽ(x, y) — xkyl-аналiтична функцiя в
областi G i нехай виконується умова

ṽ(x, y)|l1 = 0.

Тодi ϕ̃(z) = ϕ̃1(x, y) + iϕ̃2(x, y) є xk-аналiтичною функцiєю, яка визначає-
ться рiвнiстю

ϕ̃(z) = ϕ̃1(x, y) + iϕ̃2(x, y) =

=





2
Γ( l

2)Γ(m− l
2
+1)

{
d
dy

y∫
0

dm(τ l−1ũ(x,τ))
(dτ2)m

τdτ

(y2−τ2)
l
2−m

+

+i 1
y

d
dy

y∫
0

dmṽ(x,τ)
(dτ2)m

τdτ

(y2−τ2)
l
2−m

}
, l 6= 2n, m =

[
l
2

]
,

2
(n−1)!

{
y dn

(dy2)n

(
yl−1ũ(x, y)

)
+ idnṽ(x,y)

(dy2)n

}
, l = 2n

(2)
i задовольняє умовi

ϕ̃2(x, y)|l1 = 0.

Доведення. Теорема доводиться безпосередньо, встановивши, що
ϕ̃(z) = ϕ̃1(x, y) + iϕ̃2(x, y) є xk-аналiтичною функцiєю. Покажемо, що
ϕ̃2(x, 0) = 0.

1. l = 2n.

dn−1(yl−1ũ(x,y))
(dy2)n−1 = dn−1

(dy2)n−1

[
yl−1 · y1−l

y∫
0

ϕ̃1(x, τ)(y2 − τ2)n−1dτ

]
=

= (n− 1)!
y∫
0

ϕ̃1(x, τ)dτ,

ϕ̃2(x, y) = 2
(n−1)!

dn−1

(dy2)n−1

[
1
2y

∂ṽ(x,y)
∂y

]
=

= 1
(n−1)!

dn−1

(dy2)n−1

[
xkyl−1 ∂ũ(x,y)

∂x

]
.

Враховуючи на основi встановленої вище формули, що

dn−1

(dy2)n−1

[
yl−1 ∂ũ(x, y)

∂x

]
= (n− 1)!

y∫

0

∂ϕ̃1(x, τ)
∂x

dτ,
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маємо

ϕ̃2(x, y) = xk

y∫

0

∂ϕ̃1(x, τ)
∂x

dτ.

Звiдси
ϕ̃2(x, 0) = 0.

2. l 6= 2n. У цьому випадку, з урахуванням того, що

dm−1

(dy2)m−1

(
yl−1ũ1(x, y)

)
=

=
(

l
2 − 1

) (
l
2 − 2

)
...

(
l
2 −m + 1

) y∫
0

ϕ̃1(x, τ)
(
y2 − τ2

) l
2
−m

dτ,

функцiю ϕ̃2(x, y) можемо перетворити до вигляду

ϕ̃2(x, y) =
xk( l

2
−1)( l

2
−2)...( l

2
−m+1)

Γ( l
2)Γ(m− l

2
+1)

1
y

d
dy

y∫
0

τ
(
y2 − τ2

)m− l
2 dτ⊗

⊗
τ∫
0

∂ϕ̃1(x,ξ)
∂ξ

(
τ2 − ξ2

) l
2
−m

dξ.

Покладаючи ξ = ytη, τ = yt, матимемо

ϕ̃2(x, y) =
3xk( l

2
−1)( l

2
−2)...( l

2
−m+1)

Γ( l
2)Γ(m− l

2
+1) y

1∫
0

(
1− t2

)m− l
2 tl−2m+2dt⊗

⊗
1∫
0

∂ϕ̃1(x,ytη)
∂x

(
1− η2

) l
2
−m

dη + ( l
2
−1)( l

2
−2)...( l

2
−m+1)

Γ( l
2)Γ(m− l

2
+1) ⊗

⊗y2
1∫
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1− t2
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2 tl−2m+3dt

1∫
0

∂ϕ̃1(x,ytη)
∂x
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1− η2
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dη+
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−2)...( l

2
−m+1)

Γ( l
2)Γ(m− l

2
+1) y2

1∫
0

(
1− t2

)m− l
2 tl−2m+3dt⊗

⊗
1∫
0

d
dy

∂ϕ̃2(x,ytη)
∂(ytη)

(
1− η2

) l
2
−m

ηdη.

Звiдси одержуємо ϕ̃2(x, y)|l1 = 0.

¤

Аналогiчно теоремам 1 та 2 мають мiсце твердження для областей з
нескiнченно вiддаленою точкою.

Зауваження 1. Рiвнiсть (1) можемо розглядати як iнтегральнi рiвняння, а
рiвнiсть (2) — як розв’язки цих iнтегральних рiвнянь.

2◦.

Теорема 3. Якщо функцiя f(z) = u(x, y)+iv(x, y) — аналiтична в областi
G i задовольняє умову

v(x, y)|li = 0, i = 1, 2,
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то функцiя

f̃(z) = ũ(x, y) + iṽ(x, y) =

=
y∫
0

(
y2 − η2

) l
2
−1

dη
x∫
0

(
x1−ky1−lu(ξ, η) + iv(ξ, η)ξη

) (
x2 − ξ2

) k
2
−1

dξ
(3)

є xkyl-аналiтичною в областi G, а на l1 i l2 має неперервнi похiднi по x
та y вiдповiдно i задовольняє умову

ṽ|l1 = 0, ṽ|l2 = 0.

Доведення. У справедливостi теореми переконуємось, скориставшись озна-
ченням аналiтичної функцiї та xkyl-аналiтичної функцiї. ¤

Iнтегральним зображенням (3) встановлюється взаємно-однозначна вiд-
повiднiсть мiж xkyl-аналiтичними функцiями i аналiтичними функцiями в
областi G, уявнi частини яких на li дорiвнюють нулевi.

Щоб отримати формули обернення xkyl-аналiтичних функцiй, розгляне-
мо iнтегральне рiвняння

x∫

a

y∫

b

ϕ(ξ, η)[ω(x)− ω(ξ)]α[γ(y)− γ(η)]βdξdη = ψ(x, y), (4)

де a, b ∈ R; x, y — незалежнi змiннi; α, β — сталi > −1; ω(x), η(y) — заданi
функцiї з властивостями:
при

a < x, ω(x) > ω(ξ), ξ ∈ (a, x),
a > x, ω(x) < ω(ξ), ξ ∈ (x, a),
b < y, γ(y) > γ(η), η ∈ (b, y),
b > y, γ(y) < γ(η), η ∈ (y, b),

ψ(x, y) — задана достатнє число раз неперервно диференцiйована функцiя,
ϕ(x, y) — шукана функцiя.

Лема 1. Розв’язок iнтегрального рiвняння (4) можна записати у виглядi:
1) якщо α, β — цiлi (α ≡ m, β ≡ n),то

ϕ(x, y) =
ω′(x)γ′(y)

m!n!
∂m+n+2ψ(x, y)

(∂ω(x))m+1 (∂γ(y))n+1 ; (5)

2) якщо α ≡ m, β — не цiле, то, ввiвши позначення l ≡ [β + 1],
одержимо

ϕ(x, y)= ω′(x)
m!Γ(1+β)Γ(l−β)⊗

⊗ ∂
∂y

y∫
b

∂m+n+1ψ(x,τ)

(∂ω(x))m+1(∂γ(τ))n
γ′(τ)dτ

(γ(y)−γ(τ))β+1−l ;
(6)

3) якщо α — не цiле, β ≡ n, то, ввiвши позначення k ≡ [α+1], маємо

ϕ(x, y) = γ′(y)
n!Γ(1+α)Γ(k−α)⊗

⊗ ∂
∂x

x∫
a

∂k+n+1ψ(t,y)

(∂ω(t))k(∂γ(y))n+1
ω′(t)dt

(ω(x)−ω(t))α+1−k ;
(7)
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4) якщо α, β — не цiлi, то, взявши k ≡ [α + 1], l ≡ [β + 1], матимемо

ϕ(x, y) = 1
Γ(1+α)Γ(1+β)Γ(k−α)Γ(l−β)

∂2

∂x∂y

x∫
a

y∫
b

∂k+lψ(t,τ)

(∂ω(t))k(∂γ(τ))l⊗

⊗ ω′(t)γ′(τ)dtdτ

(ω(x)−ω(t))α+1−k(γ(y)−γ(τ))β+1−l .
(8)

Доведення. 1) При α ≡ m, β ≡ n рiвнiсть (5) очевидна. 4) У випадку, коли
α, β — не цiлi, вiзьмемо k ≡ [α + 1], l ≡ [β + 1], µ = k − α, ν = l − β. Тут
0 < µ < 1, 0 < ν < 1. Диференцiюймо обидвi частини рiвняння (4) k разiв
по ω(x) i l разiв по γ(y). Одержимо

∂k+lψ(x,y)

(∂ω(x))k(∂γ(y))l = Γ(α+1)Γ(β+1)
Γ(α−k+1)Γ(β−l+1)

x∫
a

y∫
b

ϕ(ξ,η)dξdη
(ω(x)−ω(ξ))µ(γ(y)−γ(η))ν .

Замiнимо в останнiй рiвностi x на t, y на τ, домножимо обидвi сторони на
ω′(t)γ′(τ)dtdτ

(ω(x)−ω(t))1−µ(γ(y)−γ(τ))1−ν та проiнтегруємо по t÷ a, x i по τ ÷ b, y. Маємо

x∫
a

y∫
b

{
t∫

a

τ∫
b

ϕ(ξ,η)dξdη
(ω(x)−ω(ξ))µ(γ(y)−γ(η))ν

}
ω′(t)γ′(τ)dτdt

(ω(x)−ω(t))1−µ(γ(y)−γ(τ))1−ν =

= Γ(α−k+1)Γ(β−l+1)
Γ(α+1)Γ(β+1)

x∫
a

y∫
b

∂k+lψ(t,τ)

(∂ω(t))k(∂γ(τ))l
ω′(t)γ′(τ)dtdτ

(ω(x)−ω(t))1−µ(γ(y)−γ(τ))1−ν .

Перетворимо лiву сторону рiвностi
x∫
a

y∫
b

ϕ(ξ, η)dξdη
x∫
ξ

ω′(t)dt

(ω(t)−ω(ξ))µ(ω(x)−ω(t))1−µ

y∫
η

γ′(τ)dτ

(γ(τ)−γ(η))ν(γ(y)−γ(τ))1−ν =

=
∣∣∣r = ω(t)−ω(ξ)

ω(x)−ω(ξ) , s = γ(τ)−γ(η)
γ(y)−γ(η)

∣∣∣ =
x∫
a

y∫
b

ϕ(ξ, η)dξdη
1∫
0

dr
rµ(1−r)1−µ

1∫
0

ds
sν(1−s)1−ν =

= Γ(1 + α− k)Γ(k − α)Γ(1 + β − l)Γ(l − β)
x∫
a

y∫
b

ϕ(ξ, η)dξdη.

Отже, отримуємо формулу (8). Формули (6) i (7) встановлюються як поєд-
нання випадку 1) та 4). ¤

Теорема 4. Iнтегральне зображення (4) xkyl-аналiтичної функцiї ста-
новить iнтегральнi рiвняння типу згортки, розв’язок яких має вигляд:

1) k
2 − 1 ≡ m, l

2 − 1 ≡ n

u(x, y) + iv(x, y) = 4xy
m!n!

∂m+n+2(xk−1yl−1ũ(x,y))
(∂(x2))m+1(∂(y2))n+1 +

+i 4
m!n!

∂m+n+2ṽ(x,y)

(∂x2)m+1(∂y2)n+1 ;
(9)

2) k
2 − 1 ≡ m, l

2 − 1 — не цiле
([

l
2

] ≡ n
)

u(x, y) + iv(x, y) = 2
m!Γ( l

2)Γ(n+1− l
2)
⊗

⊗
{

2x ∂
∂y

y∫
0

∂m+n+1(xk−1ηl−1ũ(x,η))
(∂x2)m+1(∂η2)n

ηdη

(y2−η2)
l
2−n

+

+i 2
y

∂
∂y

y∫
0

∂m+n+1ṽ(x,η)

(∂x2)m+1(∂η2)n
ηdη

(y2−η2)
l
2−n

}
;

(10)
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3) k
2 − 1 — не цiле

([
k
2

] ≡ m
)
, l

2 − 1 ≡ n

u(x, y) + iv(x, y) = 2
n!Γ( k

2 )Γ(m+1− k
2 )
⊗

⊗
{

2y ∂
∂x

x∫
0

∂m+n+1(ξk−1yl−1ũ(ξ,y))
(∂ξ2)m(∂y2)n+1

ξdξ

(x2−ξ2)
k
2−m

+

+i 2
x

∂
∂x

x∫
0

∂m+n+1ṽ(ξ,y)

(∂ξ2)m(∂y2)n+1
ξdξ

(x2−ξ2)
k
2−m

}
;

(11)

4) k
2 − 1 6= m, l

2 − 1 6= n
([

k
2

] ≡ m,
[

l
2

] ≡ n
)

u(x, y) + iv(x, y) = 4
Γ( k

2 )Γ( l
2)Γ(m+1− k

2 )Γ(n+1− l
2)
⊗

⊗
{

∂2

∂x∂y

x∫
0

y∫
0

∂m+n(ξk−1ηl−1ũ(ξ,η))
(∂ξ2)m(∂η2)n

ξηdξdη

(x2−ξ2)
k
2−m(y2−η2)

l
2−n

+

+ i
xy

∂2

∂x∂y

x∫
0

y∫
0

∂m+nṽ(ξ,η)
(∂ξ2)m(∂η2)n

ξηdξdη

(x2−ξ2)
k
2−m(y2−η2)

l
2−n

}
.

(12)

Доведення. Справедливiсть формул (9)–(12) встановлюється за лемою. ¤

За теоремами про єдинiсть аналiтичних та p-аналiтичних функцiй [3] мiж
iнтегральним зображенням (3) та формулами (10)–(12), якi свiдчать про
однозначну розв’язуванiсть рiвняння (3), встановлюється взаємно одно-
значна вiдповiднiсть мiж xkyl-аналiтичними функцiями та аналiтичними
функцiями в областi G.

Нехай G1 — область в першiй чвертi площини z = x + iy, обмежена
вiдрiзком l2 уявної осi i деякою кривою Γ2, монотонною по x. Нескiнченно
вiддалена точка належить l2 i Γ2. Будь-якi прямолiнiйнi вiдрiзки з будь-якої
точки областi G1 в нескiнченнiсть перпендикулярно OY i OX, належать
областi G1.

Теорема 5. Якщо функцiя f(z) = u(x, y) + iv(x, y) аналiтична в областi
G1 i задовольняє умовам

v|l2 = 0, f(z) = o
(
|z|−l−ε

)
, z →∞ (ε = const > 0),

то функцiя

f̃(z) = ũ(x, y) + iṽ(x, y) =
y∫
∞

x∫
0

{
x1−ky1−lRe

[
f(ζ)e−iπ( l

2
−1)

]
+

+iξηIm
[
f(ζ)e−iπ( l

2
−1)

]} (
x2 − ξ2

) k
2
−1 (

η2 − y2
) l

2
−1

dξdη(ζ = ξ + iη)
(13)

xkyl-аналiтична в областi G1, а на l2 має неперервну частинну похiдну
по y i задовольняє умову ṽ|l2 = 0.

Доведення. Твердження теореми встановлюється безпосередньою перевiр-
кою. ¤

Теорема 6. Iнтегральне рiвняння (13) становить iнтегральне рiвняння
типу згортки, розв’язок якого у вiдповiдних випадках має вигляд:
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1) k
2 − 1 ≡ m, l

2 − 1 ≡ n

u(x, y) + iv(x, y) = 4xy
m!n!

∂m+n+2(xk−1yl−1ũ(x,y))
(∂x2)m+1(∂y2)n+1 +

+i 4
m!n!

∂m+n+2ṽ(x,y)

(∂x2)m+1(∂y2)n+1 ;
(14)

2) k
2 − 1 ≡ m, l

2 − 1 — не цiле
([

l
2

] ≡ n
)

Re
[
f(z)e−iπ( l

2
−1)

]
+ iIm

[
f(z)e−iπ( l

2
−1)

]
=

= (−1)n2x

m!Γ( l
2)Γ(n− l

2
+1)

∂
∂y

y∫
∞

∂m+n+1(xk−1ηl−1ũ(x,η))
(∂x2)m+1(∂η2)n

2ηdη

(η2−y2)
l
2−n

+

+i (−1)n

m!Γ( l
2)Γ(n− l

2
+1)

2
y

∂
∂y

y∫
∞

∂m+n+1ṽ(x,η)

(∂x2)m+1(∂η2)n
2ηdη

(η2−y2)
l
2−n

;

(15)

3) k
2 − 1 — не цiле

([
k
2

] ≡ m
)
, l

2 − 1 ≡ n

u(x, y) + iv(x, y) = 2
n!Γ( k

2 )Γ(m+1− k
2 )
⊗

⊗
{

2y ∂
∂x

x∫
0

∂m+n+1(ξk−1yl−1ũ(ξ,y))
(∂ξ2)m(∂y2)n+1

ξdξ

(x2−ξ2)
k
2−m

+

+i 2
x

∂
∂x

x∫
0

∂m+n+1ṽ(ξ,y)

(∂ξ2)m(∂y2)n+1
ξdξ

(x2−ξ2)
k
2−m

}
;

(16)

4) k
2 − 1 не цiле

([
k
2

] ≡ m
)
, l

2 − 1 6= n не цiле
([

l
2

] ≡ n
)

Re
[
f(z)e−iπ( l

2
−1)

]
+ iIm

[
f(z)e−iπ( l

2
−1)

]
=

= (−1)n4

Γ( k
2 )Γ( l

2)Γ(m− k
2
+1)Γ(n− l

2
+1)⊗

⊗
{

∂2

∂x∂y

x∫
0

y∫
∞

∂m+n(ξk−1ηl−1ũ(ξ,η))
(∂ξ2)m(∂η2)n

ξηdξdη

(x2−ξ2)
k
2−m(η2−y2)

l
2−n

+

+ i
xy

∂2

∂x∂y

x∫
0

y∫
∞

∂m+nṽ(ξ,η)
(∂ξ2)m(∂η2)n

ξηdξdη

(x2−ξ2)
k
2−m(η2−y2)

l
2−n

}
.

(17)

Доведення. Справедливiсть формул (14)–(17) встановлюється за лемою.
¤

Отже, розв’язок iнтегрального рiвняння (13) iснує i єдиний. Iнтегральне
зображення (13) встановлює взаємно-однозначну вiдповiднiсть мiж xkyl-
аналiтичними функцiями f̃(z) i аналiтичними функцiями f(z) в областi
G1.

Аналогiчнi теореми мають мiсце в областi G2, яка розмiщена в першiй
чвертi площини z = x + iy, обмежена вiдрiзком l1 дiйсної осi i деякою
кривою Γ1, монотонною по y. Нескiнченно вiддалена точка належить l1
i Γ1. Будь-якi перпендикулярнi вiдрiзки, що виходять з будь-якої точки
областi G2, i ортогональнi до OX або до OY i йдуть в нескiнченнiсть,
належать G2.

Нехай G3 — область така, що будь-якi прямi, якi виходять з будь-якої
точки паралельно осi OX i OY i йдуть в нескiнченнiсть, належать G3.
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Теорема 7. Якщо f(z) = u(x, y) + iv(x, y) аналiтична в G3 i
f(z) = o

(|z|−max(k,l)−ε
)
при z →∞, то функцiя

f̃(z) = ũ(x, y) + iṽ(x, y) =
y∫
∞

x∫
∞

{
x1−ky1−lRe

[
f(ζ)eiπ( k+l

2
−2)

]
+

+iξηIm
[
f(ζ)eiπ( k+l

2
−2)

]} (
ξ2 − x2

) k
2
−1 (

η2 − y2
) l

2
−1

dξdη

(18)

є xkyl-аналiтичною в G3.

Доведення. Достатньо перевiрити, що функцiї ũ(x, y), ṽ(x, y), заданi фор-
мулою (18), задовольняють систему

xkyl ∂ũ

∂x
=

∂ṽ

∂y
,

xkyl ∂ũ

∂y
= −∂ṽ

∂x
.

¤

Iнтегральне зображення (18) встановлює взаємно однозначну вiдповiд-
нiсть мiж xkyl-аналiтичними функцiями f̃(z) та аналiтичними функцiями
f(z) в областi G3.

Теорема 8. Iнтегральне рiвняння (18) є iнтегральним рiвнянням типу
згортки, розв’язок якого у вiдповiдних випадках має вигляд:

1) k
2 − 1 ≡ m, l

2 − 1 ≡ n

u(x, y) + iv(x, y) = 4xy
m!n!

∂m+n+2(xk−1yl−1ũ(x,y))
(∂x2)m+1(∂y2)n+1 +

+i 4
m!n!

∂m+n+2ṽ(x,y)

(∂x2)m+1(∂y2)n+1 ;
(19)

2) k
2 − 1 ≡ m, l

2 − 1 — не цiле
([

l
2

] ≡ n
)

Re
[
f(z)eiπ( k+l

2
−2)

]
+ iIm

[
f(z)e−iπ( k+l

2
−2)

]
=

= (−1)n+m2x

m!Γ( l
2)Γ(n− l

2
+1)

∂
∂y

y∫
∞

∂m+n+1(xk−1ηl−1ũ(x,η))
(∂x2)m+1(∂η2)n

2ηdη

(η2−y2)
l
2−n

+

+i (−1)n+m

m!Γ( l
2)Γ(n− l

2
+1)

2
y

∂
∂y

y∫
∞

∂m+n+1ṽ(x,η)

(∂x2)m+1(∂η2)n
2ηdη

(η2−y2)
l
2−n

;

(20)

3) k
2 − 1 — не цiле

([
k
2

] ≡ m
)
, l

2 − 1 ≡ n

Re
[
f(z)eiπ( k+l

2
−2)

]
+ iIm

[
f(z)e−iπ( k+l

2
−2)

]
=

= (−1)n+m2

n!Γ( k
2 )Γ(m− k

2
+1)

{
2y ∂

∂x

x∫
∞

∂m+n+1(ξk−1yl−1ũ(ξ,y))
(∂ξ2)m(∂y2)n+1

ξdξ

(ξ2−x2)
k
2−m

+

+ i 2
x

∂
∂x

x∫
∞

∂m+n+1ṽ(ξ,y)

(∂ξ2)m(∂y2)n+1
ξdξ

(ξ2−x2)
k
2−m

}
;

(21)
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4) k
2 − 1 не цiле

([
k
2

] ≡ m
)
, l

2 − 1 6= n не цiле
([

l
2

] ≡ n
)

Re
[
f(z)eiπ( k+l

2
−2)

]
+ iIm

[
f(z)e−iπ( k+l

2
−2)

]
=

= (−1)n+m4

Γ( k
2 )Γ( l

2)Γ(m− k
2
+1)Γ(n− l

2
+1)⊗

⊗
{

∂2

∂x∂y

x∫
∞

y∫
∞

∂m+n(ξk−1ηl−1ũ(ξ,y))
(∂ξ2)m(∂η2)n

ξηdξdη

(ξ2−x2)
k
2−m(η2−y2)

l
2−n

+

+ i
xy

∂2

∂x∂y

x∫
∞

y∫
∞

∂m+nṽ(ξ,η)
(∂ξ2)m(∂η2)n

ξηdξdη

(ξ2−x2)
k
2−m(η2−y2)

l
2−n

}
.

(22)

Доведення. Формули (19)–(22) встановлюються за лемою. ¤

Зауваження 2. Нехай G4 — деяка горизонтальна пiвсмуга {0 < x < ∞,
0 < y < y0} або перша чверть площини. Якщо функцiя
f(z) = u(x, y) + iv(x, y) аналiтична в G4 i задовольняє умови

a) v |x=0,0<y<y0 = 0, v |y=0 = 0,

б) f(z) = o
(|z|−k−ε

)
при z →∞,

то iнтегральне зображення (3) i iнтегральне зображення

f̃(z) = ũ(x, y) + iṽ(x, y) =
y∫
∞

x∫
∞

{
x1−ky1−lRe

[
f(ζ)e−iπ( k

2
−1)

]
+

+iξηIm
[
f(ζ)e−iπ( k

2
−1)

]} (
ξ2 − x2

) k
2
−1 (

y2 − η2
) l

2
−1

dξdη

(23)

визначають одну й ту ж xkyl-аналiтичну функцiю в G4.

Справедливiсть цього твердження отримуємо скориставшись тим, що
∞∫

−∞
f(ζ)

(
x1−ky1−l + ξη

) (
x2 − ξ2

) k
2
−1

dξ = 0.

Зауваження 3. Нехай G5 — вертикальна пiвсмуга {0 < x < x0, 0 < y < ∞}
або перша чверть площини. Якщо функцiя f(z) = u(x, y) + iv(x, y) аналi-
тична в G5 i задовольняє умови:

a) v|x=0 = 0, v |y=0,0<x<x0 = 0,

б) f(z) = o
(|z|−l−ε

)
при z →∞,

то iнтегральнi зображення (3) i (13) визначають одну й ту ж xkyl-аналiтичну
функцiю в G5.

Зауваження 4. Нехай G6 — перша чверть площини. Якщо функцiя
f(z) = u(x, y) + iv(x, y) аналiтична в G6 i задовольняє умови:

a) v|x=0 = 0, v|y=0 = 0,

б) f(z) = o
(|z|−max(k,l)−ε

)
при z →∞,

то iнтегральнi зображення (3) i (18) визначають одну й ту ж xkyl-аналiтичну
функцiю в G6.

Задача. Нехай G — права верхня чверть площини {x > 0, y > 0} . Треба
знайти функцiю f̃(z) = ũ(x, y) + iṽ(x, y) xy-аналiтичну в G, неперервну на
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границi G, за винятком може точки (0, 0) i таку, що задовольняє крайовим
умовам

ũ|y=0 = Φ̃(x), 0 ≤ x < ∞, (24)
ṽ|x=0 = 0, 0 ≤ y < ∞, (25)

а при z →∞ — додатковiй умовi

f̃(z) = o(|z|), z ∈ G. (26)

У вiдповiдностi з (3) розв’язок задачi шукаємо у виглядi

f̃(z) =

y∫

0

x∫

0

(u(ξ, η) + iξηv(ξ, η))
dξdη√

x2 − ξ2
√

y2 − η2
, (27)

де f(z) = u(x, y) + iv(x, y) — функцiя аналiтична в G, v|x=0 = 0.
Задовольняючи умову (24), одержимо

Φ̃(x) =

x∫

0

1∫

0

u(ξ, 0)
dξdτ√

x2 − ξ2
√

1− τ2

або

Φ̃(x) =
π

2

x∫

0

u(ξ, 0)
dξ√

x2 − ξ2
.

За формулою обернення

u(x, 0) =
4
π2

d

dx

x∫

0

Φ̃(ξ)
ξdξ√
x2 − ξ2

= α(x),

де α(x) — вiдома величина.
Покладаючи u(−x, 0) = u(x, 0) i вважаючи, що u(x, 0) на всiй осi x пра-

вильно неперервна i в околi нескiнченно вiддаленої точки задовольняє умо-
ву Гельдера, за формулою Шварца одержуємо

f(z) = u(x, y) + iv(x, y)− 1
πi

∞∫

−∞

u(t, 0)− a

t− z
dt + a, (28)

де a = u(∞, 0), v(0,∞) = 0.
Пiдставляючи (28) в (27) i враховуючи, що lim

z→∞
y>0

f(z) = a, переконуємося,

що функцiя f̃(z), визначена рiвнiстю (27), задовольняє умову (26).
Отже, розв’язок задачi запишеться у виглядi

f̃(z) = ũ(x, y) + iṽ(x, y) =
y∫
0

x∫
0

(
Re 1

πi

∞∫
−∞

u(t,0)−a
t−ζ dt+

+iξηIm 1
πi

∞∫
−∞

u(t,0)−a
t−ζ dt

)
dξdη√

x2−ξ2
√

y2−η2
+ aπ2

4 ,

ζ = ξ + iη.
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СИНТЕЗ ЧИСЛОВИХ МЕТОДIВ КВАЗIКОНФОРМНИХ
ВIДОБРАЖЕНЬ, СУМАРНИХ ЗОБРАЖЕНЬ ТА
ДЕКОМПОЗИЦIЇ ОБЛАСТI ДЛЯ РОЗВ’ЯЗАННЯ

НЕЛIНIЙНИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ У ШАРУВАТИХ
СЕРЕДОВИЩАХ

А. Я. Бомба, О. М. Гладка

Резюме. На основi синтезу числових методiв квазiконформних
вiдображень та сумарних зображень з декомпозицiєю областi за
методом Шварца розроблено конструктивний пiдхiд до розв’яза-
ння нелiнiйних крайових задач для двозв’язних шаруватих кри-
волiнiйних областей, обмежених еквiпотенцiальними лiнiями.
Створений алгоритм автоматично вирiшує проблему вибору ву-
злiв та побудови динамiчної сiтки, знаходження невiдомих лiнiй
роздiлу шарiв сталостi коефiцiєнта провiдностi середовища, об-
числення повної витрати та розрахунку поля величини швидко-
стi. Ефективнiсть запропонованої методики продемонстровано на
прикладi розрахунку характерних параметрiв фiльтрацiї у слан-
цевому пластi.

Вступ
У роботi [1] запропоновано конструктивний пiдхiд до моделювання iде-

альних полiв для криволiнiйних областей, обмежених лiнiями течiї i еквi-
потенцiальними лiнiями, на основi синтезу числових методiв конформних
вiдображень та сумарних зображень. Поєднання цих методiв дає можли-
вiсть в комплексi (сумарно) на кожному iтерацiйному кроцi враховувати
вплив усiх граничних вузлiв, котрi в свою чергу ”пiдправляються” (на на-
ступному iтерацiйному кроцi) за допомогою так званих умов ортогонально-
стi (якi є наслiдками умов Кошi-Рiмана) i, отже, пришвидшити досягнення
спряженостi шуканих гармонiчних функцiй.

Розроблений в [1] пiдхiд нами поширений i на нелiнiйнi задачi для мно-
гозв’язних криволiнiйних областей – математичних моделей стацiонарно-
го процесу руху речовини (наприклад, теорiї фiльтрацiї, електродинамiки
тощо) у шаруватих середовищах [4], провiднiсть яких задається кусково-
сталими функцiями, залежними вiд шуканого квазiпотенцiалу. Створена
нами вiдповiдна обчислювальна технологiя базується на поєднаннi число-
вих методiв квазiконформних (”кусково-конформних”) вiдображень [5] i су-
марних зображень з iдеєю альтернуючого методу Шварца [6].

Числово-аналiтичнi методи сумарних зображень, розробленi Г. М. Поло-
жiєм i iншими вченими, є добре адаптованими до комп’ютерної реалiзацiї,
дозволяють уникати накопичення обчислювальних похибок [7–8]. Зокрема,
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в роботах I. I. Ляшка, А. А. Глущенка, О. Ю. Грищенка, А. П. Кузьмен-
ка, О. Б. Стелi та iн. (див., напр., [8–11]) розглянутi випадки шарувато-
неоднорiдних середовищ i виведенi формули сумарних зображень, що є
розв’язками крайових задач для диференцiальних рiвнянь з розривними
коефiцiєнтами для однiєї (чи двох) лiнiй роздiлу. Обмеження застосуван-
ня методу сумарних зображень для криволiнiйних областей, границi яких
складаються iз лiнiй течiї та еквiпотенцiалей, у наших роботах ”зняте” шля-
хом переходу вiд прямих задач на знаходження комплексного потенцiалу
поля до обернених (на знаходження характеристичної функцiї течiї) [2],
оскiльки в даному випадку вiдповiднi областi комплексних потенцiалiв є
об’єднанням прямокутникiв з горизонтальними та вертикальними дiлян-
ками меж. Декомпозицiя областi на ”пiдобластi з накладками” (кожна пi-
добласть мiстить по два прошарки сталостi коефiцiєнта провiдностi сере-
довища; кожен прошарок, окрiм крайнiх, є частиною двох сусiднiх пiдо-
бластей) [12, 13] за альтернуючим методом Шварца дає можливiсть ефе-
ктивно ”склеювати розв’язок” у випадку наявностi великої кiлькостi лiнiй
розриву параметра задачi (коефiцiєнта провiдностi), а також розпаралелю-
вати обчислювальний процес. Використання цього методу для декомпозицiї
областi дозволяє також вирiшити проблему значних спiввiдношень у роз-
мiрах областi (оскiльки алгоритм розв’язання вихiдної задачi зводиться до
розв’язання послiдовностi задач для бiльш ”зручних” пiдобластей).

У данiй роботi розроблена методика викладена на прикладi розв’яза-
ння нелiнiйної крайової задачi для двозв’язної обмеженої еквiпотенцiаль-
ними лiнiями областi, шаруватого середовища, з кусково-сталим коефiцi-
єнтом провiдностi та невiдомими лiнiями роздiлу шарiв, що зводиться до
обернення квазiконформного (”кусково-конформного”) вiдображення даної
областi iз умовним розрiзом вздовж деякої лiнiї течiї (яка знаходиться в
процесi розв’язання задачi) на вiдповiдну область комплексного квазiпо-
тенцiалу, що складається iз сумiжних прямокутникiв з невiдомою висотою
(повною витратою). В результатi розв’язування задачi автоматично вирi-
шується проблема вибору вузлiв та побудови динамiчної сiтки, знаходжен-
ня невiдомих лiнiй роздiлу шарiв сталостi коефiцiєнта провiдностi середо-
вища, обчислення повної витрати та розрахунку поля величини швидкостi.

Постановка задачi

Розглянемо модельну задачу про знаходження кусково-гармонiчної фун-
кцiї ϕ = ϕ(x, y) (квазiпотенцiалу) у двозв’язнiй криволiнiйнiй областi
Gz =

⋃s
l=1 G

(l)
z

⋃⋃s
l=1 L

(l)
z (z=x+iy), обмеженiй двома гладкими замкнени-

ми контурами L∗ = {z : f∗(x, y) = 0} — внутрiшнiй i L∗ = {z : f∗(x, y) = 0}
— зовнiшнiй, G(l)

z =
{
z ∈ Gz : ϕ(l−1) < ϕ < ϕ(l)

}
, L(l)

z =
{
z ∈ Gz : ϕ = ϕ(l)

}
,

що у кожнiй iз пiдобластей G
(l)
z задовольняє рiвняння div (κ(ϕ) gradϕ) = 0

i крайовi умови: ϕ|L∗ = ϕ∗, ϕ|L∗ = ϕ∗, −∞ < ϕ∗ < ϕ∗ < +∞. Функцiя
κ(ϕ(x, y)), що характеризує провiднiсть середовища i його схильнiсть до
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деформацiї, має вигляд

κ(ϕ(x, y)) =




κ1, ϕ(0) = ϕ∗ < ϕ ≤ ϕ(1),

κ2, ϕ(1) < ϕ ≤ ϕ(2),
. . .

κl, ϕ(l−1) < ϕ ≤ ϕ(l),
. . .

κs, ϕ(s−1) < ϕ ≤ ϕ(s) = ϕ∗ ,

де κl — дiйснi додатнi числа, l = 1, s. Умови спряження вздовж шуканих
лiнiй розриву L

(l)
z функцiї κ(ϕ(x, y)) мають вигляд

[ϕ]
∣∣∣
L

(l)
z

= 0,

[
κ

∂ϕ

∂n

] ∣∣∣
L

(l)
z

= 0,

де n — зовнiшня нормаль до вiдповiдної кривої, [f ] — стрибок функцiї
f при переходi через вiдповiдну лiнiю (по нормалi). Ввiвши, аналогiчно
[2, 3], функцiю течiї ψ = ψ(x, y), зафiксувавши на внутрiшньому конту-
рi L∗ деяку точку A та здiйснивши умовний розрiз Γ вздовж вiдповiдної
лiнiї течiї, переходимо до бiльш загальної задачi на квазiконформне вiд-
ображення ω = ω(z) = ϕ(x, y)+iψ(x, y)? утвореної при цьому однозв’язної
областi Gz = Gz/Γ на вiдповiдну прямокутну область комплексного потен-
цiалу Gω = {ω = ϕ + iψ : ϕ∗ < ϕ < ϕ∗, 0 < ψ < Q}= ⋃s

l=1 G
(l)
ω

⋃ ⋃s
l=1 L

(l)
ω ,

G
(l)
ω =

{
ω ∈ Gω : ϕ(l−1) < ϕ < ϕ(l), 0 < ψ < Q

}
, L

(l)
ω =

{
ω ∈ Gω : ϕ = ϕ(l)

}

з невiдомим параметром (повною витратою) Q =
∮
L∗ −

∂ϕ
∂y dx + ∂ϕ

∂xdy:




∂ϕ
∂x = κ∂ψ

∂y , κ∂ϕ
∂y = −∂ψ

∂x , (x, y) ∈ Gz;

[ϕ]
∣∣∣
L

(l)
z

= 0,
[
κ∂ϕ

∂n

] ∣∣∣
L

(l)
z

= 0,

κ(ϕ(x, y)) = κl, (x, y) ∈ G
(l)
z , l = 1, s,

ϕ |AB = ϕ∗, ϕ |CD = ϕ∗, ψ |AD = 0, ψ |BC = Q .

(1)

Тут через АD i BC позначено вiдповiдно верхнiй i нижнiй береги розрiзу
Г (див. рис. 1 а).

Обернена до неї крайова задача на квазiконформне (”кусково-конформне”)
вiдображення z = z(ω) = x(ϕ,ψ)+iy(ϕ,ψ) областi Gω на Gz при невiдомiй
витратi Q та природному розрiзi Γ, що має вигляд [14]:




κ ∂x
∂ϕ = ∂y

∂ψ , ∂y
∂ϕ = −κ ∂x

∂ψ , (ϕ,ψ) ∈ Gω,

[(x, y)]|ϕ=ϕ(l) = 0,

[
κ
J

√(
∂x
∂ψ

)2
+

(
∂y
∂ϕ

)2
]∣∣∣∣∣

ϕ=ϕ(l)

= 0, l = 1, s,

J = ∂x
∂ϕ

∂y
∂ψ − ∂x

∂ψ
∂y
∂ϕ ,

f∗ (x (ϕ∗, ψ) , y (ϕ∗, ψ)) = 0, f∗ (x (ϕ∗, ψ) , y (ϕ∗, ψ)) = 0, 0 ≤ ψ ≤ Q,
x (ϕ, 0) = x (ϕ,Q) , y (ϕ, 0) = y (ϕ,Q) , ϕ∗ ≤ ϕ ≤ ϕ∗

(2)
зводиться до розв’язування в G

(l)
ω рiвнянь Лапласа ∆x(ϕ, ψ) = 0,

∆y(ϕ,ψ) = 0 при заданих крайових умовах, умовах склеювання вздовж
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лiнiй ϕ = ϕ(l), l = 1, s та умовах ортогональностi лiнiй течiї та еквiпотен-
цiальних лiнiй до вiдповiдних дiлянок границi фiзичної областi [3]:

{
gradψ (x(ϕ∗, ψ), y(ϕ∗, ψ)) · gradf∗ (x(ϕ∗, ψ), y(ϕ∗, ψ)) = 0,
gradψ (x(ϕ∗, ψ), y(ϕ∗, ψ)) · gradf∗ (x(ϕ∗, ψ), y(ϕ∗, ψ)) = 0 .

(3)

Рiзницевий аналог

Визначимо рiвномiрну сiткову область Gγ
ω =

⋃s
l=1 G

γ(l)
ω , де

G
γ(l)
ω = {(ϕi, ψj) :ϕi = ϕ(l−1) + ∆ϕ · (i − il), i=il−1,il, i0 = 0, is = m + 1;

ψj = ∆ψ · j, j=0,n+1; m, n ∈ N , ∆ϕ = ϕ(l)−ϕ(l−1)

il−il−1
, ∆ψ = Q

n+1 , γ=∆ϕ

∆ψ

}
,

∆ϕ, ∆ψ — кроки вiдповiдно по ϕ та ψ, γ — квазiконформний iнварiант.
Рiвняння Лапласа ∆x(ϕ,ψ) = 0, ∆y(ϕ, ψ) = 0 у внутрiшнiх вузлах цiєї

сiткової областi апроксимуємо з використанням п’ятиточкового шаблону
типу ”хрест” [15]:





x
(l)
i+1,j − 2(1 + γ2)x(l)

i,j + x
(l)
i−1,j + γ2(x(l)

i,j+1 + x
(l)
i,j−1) = 0,

y
(l)
i+1,j − 2(1 + γ2)y(l)

i,j + y
(l)
i−1,j + γ2(y(l)

i,j+1 + y
(l)
i,j−1) = 0,

i=il + 1,il+1 − 1, j=1,n, l = 0, s ,

(4)

а на розрiзi Γ за дев’ятиточковим шаблоном типу ”ящик” [15] з урахуванням
умов перiодичностi:





x
(l)
i,0 = α(x(l)

i+1,0 + x
(l)
i−1,0) + β(x(l)

i,1 + x
(l)
i,n)+

+
(x

(l)
i−1,n+x

(l)
i+1,n+x

(l)
i−1,1+x

(l)
i+1,1)

20 ,

y
(l)
i,0 = α(y(l)

i+1,0 + y
(l)
i−1,0) + β(y(l)

i,1 + y
(l)
i,n)+

+
(y

(l)
i−1,n+y

(l)
i+1,n+y

(l)
i−1,1+y

(l)
i+1,1)

20 ,

x
(l)
i,n+1 = x

(l)
i,0, y

(l)
i,n+1 = y

(l)
i,0, i=il + 1,il+1 − 1, l = 0, s,

α =
3∆2

ϕ∆4
ψ

5(∆2
ϕ∆4

ψ+∆4
ϕ∆2

ψ)
− 1

10 , β =
3∆4

ϕ∆2
ψ

5(∆2
ϕ∆4

ψ+∆4
ϕ∆2

ψ)
− 1

10 .

(5)

У формулах (4)–(10) x
(l)
i,j = x(ϕi, ψj), y

(l)
i,j = y(ϕi, ψj), (ϕi, ψj) ∈ G

γ(l)
ω ,

l = 0, s.
Рiзницевi аналоги крайових умов та умов ортогональностi матимуть ви-

гляд

f∗
(
x

(0)
i0,j , y

(0)
i0,j

)
= 0, f∗

(
x

(s)
is+1,j , y

(s)
is+1,j

)
= 0, j = 0, n + 1 ; (6)





(
4x

(0)
i0+1,j − 3x

(0)
i0,j − x

(0)
i0+2,j

)(
x

(0)
i0,j+1 − x

(0)
i0,j−1

)
+

+
(
4y

(0)
i0+1,j − 3y

(0)
i0,j − y

(0)
i0+2,j

) (
y

(0)
i0,j+1 − y

(0)
i0,j−1

)
= 0,(

3x
(s)
is,j + x

(s)
is−2,j − 4x

(s)
is−1,j

)(
x

(s)
is,j+1 − x

(s)
is,j−1

)
+

+
(
3y

(s)
is,j + y

(s)
is−2,j − 4y

(s)
is−1,j

)(
y

(s)
is,j+1 − y

(s)
is,j−1

)
= 0,

j = 0, n + 1 .

(7)
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Умови спряження вздовж лiнiй розриву L
(l)
z функцiї κ(ϕ(x, y)) у сiтковiй

областi Gγ
ω запишемо так




x
(l−1)
il,j

= x
(l)
il,j

, y
(l−1)
il,j

= y
(l)
il,j

, j = 1, n,

κl

(
x

(l−1)
il,j

− x
(l−1)
il−1,j

)
= κl−1

(
x

(l)
il+1,j − x

(l)
il,j

)
,

κl

(
x

(l−1)
il,j

− x
(l−1)
il−1,j

)
= κl−1

(
x

(l)
il+1,j − x

(l)
il,j

)
, j = 0, n + 1, l = 1, s.

(8)

Квазiконформний iнварiант γ отримаємо на пiдставi умови ”конформ-
ної подiбностi в малому” вiдповiдних елементарних чотирикутникiв двох
областей [2]:

γ =
1

(m + 1) (n + 1)

is+1−1,n∑

i,j=i0,0

γi,j , (9)

γi,j = 1
κi,j

×
(√(

x
(l)
i+1,j − x

(l)
i,j

)2
+

(
y

(l)
i+1,j − y

(l)
i,j

)2
+

+

√(
x

(l)
i+1,j+1 − x

(l)
i,j+1

)2
+

(
y

(l)
i+1,j+1 − y

(l)
i,j+1

)2
)
×

×
(√(

x
(l)
i,j+1 − x

(l)
i,j

)2
+

(
y

(l)
i,j+1 − y

(l)
i,j

)2
+

+

√(
x

(l)
i+1,j+1 − x

(l)
i+1,j

)2
+

(
y

(l)
i+1,j+1 − y

(l)
i+1,j

)2
)−1

,

де κi,j = κ
(
x

(l)
i,j , y

(l)
i,j

)
, l = 0, s.

Невiдому витрату Q обчислюємо за формулою

Q = m∆ϕ · γ. (10)

Розв’язки x
(l)
i,j , y

(l)
i,j скiнченно-рiзницевих рiвнянь Лапласа (4) знаходи-

мо шляхом поєднання альтернуючого методу Шварца i методу сумарних
зображень. Для цього область Gγ

ω ”розiб’ємо” на сiтковi прямокутники з
”накладками”: Gγ

ω =
⋃s−1

l=1 G̃
γ(l)
ω , де G̃

γ(l)
ω = G

γ(l)
ω

⋃
G

γ(l+1)
ω . При цьому отри-

маємо s−1 проекцiю задачi (4)–(10) (стосовно пiдобластей G̃
γ(l)
ω ) [12, 13] для

знаходження послiдовностей сiткових функцiй
({

x̃
(l)(ξ)
i,j

}∞
ξ=0

,
{

ỹ
(l)(ξ)
i,j

}∞
ξ=0

)
:

x
(l)
i,j = lim

ξ→∞
x̃

(l)(ξ)
i,j , y(l)

i,j = lim
ξ→∞

ỹ
(l)(ξ)
i,j , де ξ — номер кроку iтерацiйного процесу

[12], що є чисельним аналогом класичного методу Шварца [6]. Розв’язки
цих пiдзадач представлятимемо формулами сумарних зображень [8–9, 14]:

x̃
(l)(ξ)
i,j =

∑n
k=1 pj,k

(
2κ̃l

1+κ̃l
µi

ka
(l)(ξ)
k + 2

1+κ̃l
νi

kb
(l)(ξ)
k +

+ γ2
∑il+1−1

g=il−1+1 Φ(i, g)
(
p1,kx

(l)
g,0 + pn,kx

(l)
g,n+1

))
;

(11)

ỹ
(l)(ξ)
i,j =

∑n
k=1 pj,k

(
2κ̃l

1+κ̃l
µi

kc
(l)(ξ)
k + 2

1+κ̃l
νi

kd
(l)(ξ)
k +

+ γ2
∑il+1−1

t=il−1+1 Φ(i, g)
(
p1,ky

(l)
g,0 + pn,ky

(l)
g,n+1

))
,

(12)
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i = il−1 + 1, il+1 − 1, j=1,n , l = 1, s− 1, де κ̃l = κl/κl+1; функцiя Φ(i, g)
визначається за формулою

Φ(i, g) =





ν
|i−g|
k +

1−κ̃l
1+κ̃l

ν
2∗il−i−g

k

µk−νk
, g = il−1 + 1, il − 1,

ν
il−i

k
µk−νk

, g = il,
2κ̃l

1+κ̃l
νg−i

k

µk−νk
, g = il + 1, il+1 − 1,





i = il−1 + 1, il,

2
1+κ̃l

νi−g
k

µk−νk
, g = il−1 + 1, il − 1,

ν
i−il
k

µk−νk
, g = il,

ν
|i−g|
k +

κ̃l−1

κ̃l+1
ν

i+g−2∗il
k

µk−νk
, g = il + 1, il+1 − 1





i = il + 1, il+1 − 1,

елементи матрицi Р-трансформацiй P = {pj,k}n
j,k=1 обчислюються як

pj,k = 2√
2n+1

sin jkπ
n+1 , елементи дiагональних матриць µi =

[
µi

k

]n

k=1
,

νi =
[
νi

k

]n

k=1
визначаються за формулами µk = ηk +

√
η2

k − 1,

νk = ηk −
√

η2
k − 1, ηk = 1 + γ2(1− cos kπ

n+1) [8]. Системи рiвнянь для обчи-

слення a
(l)(ξ)
k , b

(l)(ξ)
k , c

(l)(ξ)
k , d

(l)(ξ)
k (k=1,n , l = 1, s− 1) мають вигляд

{
2κ̃l

1+κ̃l
µ

il−1

k a
(l)(ξ)
k + 2

1+κ̃l
ν

il−1

k b
(l)(ξ)
k =

∑n
j=1 p∗j,kx̃

(l)(ξ−1)
il−1,j − S

(l)
k ,

2κ̃l
1+κ̃l

µ
ii+1

k a
(l)(ξ)
k + 2

1+κ̃l
ν

il+1

k b
(l)(ξ)
k =

∑n
j=1 p∗j,kx̃

(l)(ξ−1)
il+1,j − S

′(l)
k ,

{
2κ̃l

1+κ̃l
µ

il−1

k c
(l)(ξ)
k + 2

1+κ̃l
ν

il−1

k d
(l)(ξ)
k =

∑n
j=1 p∗j,kỹ

(l)(ξ−1)
il−1,j − S

′′(l)
k ,

2κ̃l
1+κ̃l

µ
ii+1

k c
(l)(ξ)
k + 2

1+κ̃l
ν

il+1

k d
(l)(ξ)
k =

∑n
j=1 p∗j,kỹ

(l)(ξ−1)
il+1,j − ˆ̂

S
′′′(l)
k ,

де p∗j,k (j, k = 1, n) — елементи матрицi P ∗, оберненої до Р (P · P ∗ = E),

S
(l)
k = γ2

il+1−1∑

g=il−1+1

Φ(il−1, g)
(
p1,kx

(l)
g,0 + pn,kx

(l)
g,n+1

)
,

S
′(l)
k = γ2

il+1−1∑

g=il−1+1

Φ(il+1, g)
(
p1,kx

(l)
g,0 + pn,kx

(l)
g,n+1

)
,

S
′′(l)
k = γ2

il+1−1∑

g=il−1+1

Φ(il−1, g)
(
p1,ky

(l)
g,0 + pn,ky

(l)
g,n+1

)
,

S
′′′(l)
k = γ2

il+1−1∑

g=il−1+1

Φ(il+1, g)
(
p1,ky

(l)
g,0 + pn,ky

(l)
g,n+1

)
.
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Алгоритм розв’язання задачi
Алгоритм розв’язування скiнченно-рiзницевої задачi (4)–(10) будується

аналогiчно [2, 3] iз додаванням елементiв ”декомпозицiї” i ”шаруватостi” та
може бути описаний таким чином.

Задаємо кiлькiсть m × n вузлiв розбиття сiткової областi Gγ
ω (так, щоб

вiдповiднi вузли лежали на лiнiях ϕil = ϕ(l) i γ ≈ 1), параметр ε, що
характеризує точнiсть наближення розв’язку вiдповiдної рiзницевої зада-
чi та бажаний рiвень конформностi вiдображення δ∗, нульове наближення
невiдомої величини γ (так, щоб значення ∆ϕ · (n + 1) /γ не перевищувало
шуканої витрати Q), початковi наближення координат граничних вузлiв
x

(0)(0)
0,j , y

(0)(0)
0,j , x

(s)(0)
m+1,j , y

(s)(0)
m+1,j , x

(l)(0)
i,n+1, y

(l)(0)
i,n+1, x

(l)(0)
i,0 , y

(l)(0)
i,0 (так, щоб. ви-

конувались умови (6)) i обчислюємо (див. нижче) початковi наближення
координат внутрiшнiх вузлiв

(
x

(l)(0)
i,j , y

(l)(0)
i,j

)
, i = 1, m, j = 1, n, l = 1, s .

За формулами (9), (10) обчислюємо значення квазiконформного iнварiанта
γ i повної витрати Q. Пiсля цього уточнюємо координати граничних вузлiв
(5), (7) (даний граничний вузол на k-ому кроцi ”пiдправляємо” за умов, що
фiксованими є навколишнi та вiдповiднi приграничнi [2]).

Наближення координат внутрiшнiх вузлiв
(
x

(l)(k)
i,j , y

(l)(k)
i,j

)
(k = 0, 1, . . .

— номер кроку загальної iтерацiї) отримуємо як результат iтерацiйного
процесу по ξ обчислення функцiй

(
x̃

(l)(ξ)(k)
i,j , ỹ

(l)(ξ)(k)
i,j

)
=

(
x̃

(l)(ξ)
i,j , ỹ

(l)(ξ)
i,j

)
за

формулами (11)–(12), де, для спрощення викладок, номер кроку k загаль-
ної iтерацiї опущено. При цьому, значення граничних вузлiв у пiдобластях
G̃

γ(l)
ω визначатимемо як значення внутрiшнiх вузлiв (вздовж вiдповiдних

вертикальних вiдрiзкiв) сусiднiх пiдобластей з ”накладками” [12]. Зазна-
чимо, що достатньо провести щонайбiльше s − 1 iтерацiю по ξ для отри-
мання прийнятного результату, оскiльки загальний алгоритм передбачає
кiлькаразове повторення цих обчислювальних процедур при подальшому
уточненнi iнших параметрiв задачi.

Далi знову уточнюємо γ та Q за (9), (10). Наприкiнцi кожної iтерацiї пе-
ревiряємо виконання умов стабiлiзацiї координат граничних вузлiв. Визна-

чаємо величину S = max
i,j

√(
x

(l)(k)
i,j − x

(l)(k−1)
i,j

)2
+

(
y

(l)(k)
i,j − y

(l)(k−1)
i,j

)2
змi-

щення вузлiв на границi за проведену k-ту загальну iтерацiю; якщо вона
бiльша за ε, то повторюємо перерахунок параметрiв задачi. У протилежно-
му випадку оцiнюємо ступiнь конформностi δ =

√
δ2
1 + δ2

2 отриманого вiд-
ображення областi комплексного потенцiалу на фiзичну область, де δ1, δ2

— нев’язки апроксимацiй рiвнянь (1):

δ1 =
n−1,m−1

max
i,j=1

∣∣∣δ(1)
i,j

∣∣∣ , δ
(1)
i,j = γ(x(l)

i+1,j − x
(l)
i−1,j)− (y(l)

i,j+1 − y
(l)
i,j−1);

δ2 =
n−1,m−1

max
i,j=1

∣∣∣δ(2)
i,j

∣∣∣ , δ
(2)
i,j = γ(y(l)

i+1,j − y
(l)
i−1,j) + (x(l)

i,j+1 − x
(l)
i,j−1).

Якщо δ ≥ δ∗, то збiльшуємо кiлькiсть вузлiв розбиття областi Gω та
повторюємо кроки алгоритму, iнакше вважаємо, що задача розв’язана iз
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необхiдною точнiстю. При цьому, з метою забезпечення приналежностi ву-
злiв до лiнiй розриву параметр n доцiльно збiльшувати в цiле число разiв,
а m так, щоб вiдповiднi ”малi прямокутники” були якомога ”ближчими” до
квадратiв.

Побудованi за описаним вище алгоритмом динамiчнi сiтки є основою для
дослiджень iнших кiлькiсних характеристик руху, зокрема, швидкостi.

Швидкiсть руху ~υ = υx(x, y) + iυy(x, y) знаходимо за формулою
~v = dω

dz = 1
/

dz
dω [3]. Рiзницевi формули для обчислення величини швидкостi

v
(l)
i,j = v(x(l)

i,j , y
(l)
i,j ), i = 1,m, j = 1, n, l = 1, s мають вигляд

υ
(l)
i,j = 2

∆ψκl

Ji,j

√(
x

(l)
i+1,j − x

(l)
i−1,j

)2
+

(
y

(l)
i+1,j − y

(l)
i−1,j

)2
,

Ji,j = (x(l)
i+1,j − x

(l)
i−1,j)(y

(l)
i,j+1 − y

(l)
i,j−1)− (x(l)

i,j+1 − x
(l)
i,j−1)(y

(l)
i+1,j − y

(l)
i−1,j);

υ
(1)
0,j = 2

∆ψκ1

J0,j

√(
x

(1)
1,j − x

(1)
0,j

)2
+

(
y

(1)
1,j − y

(1)
0,j

)2
,

J0,j = (x(1)
1,j − x

(1)
0,j )(y

(1)
0,j+1 − y

(1)
0,j−1)− (x(1)

0,j+1 − x
(1)
0,j−1)(y

(1)
1,j − y

(1)
0,j );

υ
(s)
m+1,j = 2

∆ψκs

Jm+1,j

√(
x

(s)
m+1,j − x

(s)
m,j

)2
+

(
y

(s)
m+1,j − y

(s)
m,j

)2
,

Jm+1,j = (x(s)
m+1,j − x

(s)
m,j)(y

(s)
m+1,j+1 − y

(s)
m+1,j−1)−

−(x(s)
m+1,j+1 − x

(s)
m+1,j−1)(y

(s)
m+1,j − y

(s)
m,j);

υ
(l)
i,0 = υ

(l)
i,n+1 =

∆ψκl

Ji,0

√(
x

(l)
i+1,0 − x

(l)
i−1,0

)2
+

(
y

(l)
i+1,0 − y

(l)
i−1,0

)2
,

Ji,0 = (x(l)
i+1,0 − x

(l)
i−1,0)(y

(l)
i,1 − y

(l)
i,n)− (x(l)

i,1 − x
(l)
i,n)(y(l)

i+1,0 − y
(l)
i−1,0);

υ
(1)
0,0 = υ

(1)
0,n+1 =

∆ψκ1

J0,0

√(
x

(1)
1,0 − x

(1)
0,0

)2
+

(
y

(1)
1,0 − y

(1)
0,0

)2
,

J0,0 = (x(1)
1,0 − x

(1)
0,0)(y

(1)
0,1 − y

(1)
0,n)− (x(1)

0,1 − x
(1)
0,n)(y(1)

1,0 − y
(1)
0,0);

υ
(s)
m+1,0 = υ

(s)
m+1,n+1 =

∆ψκs

Jm+1,0

√(
x

(s)
m+1,0 − x

(s)
m,0

)2
+

(
y

(s)
m+1,0 − y

(s)
m,0

)2
,

Jm+1,0 = (x(s)
m+1,0−x

(s)
m,0)(y

(s)
m+1,1− y

(s)
m+1,n)− (x(s)

m+1,1−x
(s)
m+1,n)(y(s)

m+1,0− y
(s)
m,0).

Числовi розрахунки
Як приклад, розглянемо стацiонарну задачу фiльтрацiї у сланцево-

му пластi Gz, обмеженому елiптичним контуром живлення L∗, що мiстить
одну свердловину L∗ при заданих значеннях потенцiалiв ϕ∗ i ϕ∗ на даних
контурах (вiдповiдно). Коефiцiєнт провiдностi (фiльтрацiї) κ = κ(ϕ) пред-

ставимо у виглядi: κ =




κ3 = κ0, ϕ(2) < ϕ ≤ ϕ∗,
κ2 = κ0 + κv, ϕ(1) < ϕ ≤ ϕ(2),

κ1 = κ0 + κv + κc, ϕ∗ ≤ ϕ ≤ ϕ(1),

де κ0 — при-

родний (малий, близький до нуля) коефiцiєнт фiльтрацiї пласта, κv — його
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збiльшення (прирiст) за рахунок деформацiй, викликаних ”вiдсмоктуван-
ням”, κc — збiльшення коефiцiєнта фiльтрацiї внаслiдок присвердловинних
деформацiй пласта, ϕ(1) i ϕ(2) — вiдповiднi критичнi значення потенцiалу
(напору, тиску). На рис. 1 а) зображено розраховану динамiчну сiтку i вiд-
повiднi лiнiї роздiлу L1

z i L2
z, а на рис.1 б) — поверхню величини швидко-

стi при L∗ = {x + iy : x = 0, 1 cos(t) + 0, 2; y = 0, 1 sin(t) + 0, 1; 0 ≤ t < 2π};
L∗ = {x + iy : x = cos(t); y = 0, 7 sin(t); 0 ≤ t < 2π}; φ∗ = 0; φ∗ = 2, 3;
φ(1) = 0, 7; φ(2) = 1, 6; κ1 = 2; κ2 = 1; κ3 = 0, 1.

Висновки
Таким чином, на основi синтезу числових методiв квазiконформних вiд-

ображень та сумарних зображень з декомпозицiєю областi альтернуючим
методом Шварца розроблено конструктивний пiдхiд до розв’язання нелi-
нiйних крайових задач для двозв’язних шаруватих криволiнiйних областей,
обмежених еквiпотенцiальними лiнiями. Побудований алгоритм забезпечує
можливiсть автоматичного розрахунку динамiчної сiтки, знаходження лi-
нiй роздiлу шарiв сталостi коефiцiєнта провiдностi середовища, обчислення
величин швидкостi та повної витрати. Ефективнiсть запропонованої мето-
дики продемонстровано на прикладi розрахунку характерних параметрiв
фiльтрацiї у сланцевому пластi.

Використання методiв сумарних зображень для наближення внутрiшнiх
вузлiв дозволяє у комплексi на кожному iтерацiйному кроцi враховувати
вплив не тiльки навколишнiх, а i всiх граничних вузлiв i, отже, суттєво
пришвидшує досягнення спряженостi шуканих гармонiчних функцiй.

Застосування альтернуючого методу Шварца для декомпозицiї областi
по прошарках сталостi коефiцiєнта провiдностi з ”накладками” дає змогу,
по-перше, ефективно знаходити неперервнi розв’язки нелiнiйних крайових
задач з розривними коефiцiєнтами; по-друге, розв’язувати задачi у бiльш
”зручних” пiдобластях, анiж уся область вихiдної задачi, що є особливо
актуальним для розрахункiв у нафтогазових, сланцевих пластах, де має-
мо значнi спiввiдношення мiж розмiрами пласта i дiаметрами свердловин;
по-третє, дозволяє розпаралелювати обчислювальний процес, оскiльки роз-
рахунки у пiдобластях на кожному iтерацiйному кроцi є незалежними один
вiд одного i можуть виконуватись паралельно з використанням сучасних
комп’ютерних мереж i вiдповiдних комунiкацiйних програм, що важливо з
огляду на великий обсяг обчислювальної роботи для таких класiв задач.
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ДВА МЕТОДИ АПРОКСИМАЦIЇ НЕРУХОМОЇ ТОЧКИ
ФЕЙЄРIВСЬКОГО ОПЕРАТОРА

В. В. Семенов1

Резюме. В роботi дослiджено збiжнiсть двох методiв знаходже-
ння нерухомих точок фейєрiвських (квазiнерозтягуючих) опера-
торiв. Перший метод є новою та привабливою в обчислювальному
планi модифiкацiєю гiбридного методу Такахасi-Такеучi-Куботи.
Другий — варiант класичного методу Гальперна-Сузукi. Доведе-
но теореми про сильну збiжнiсть методiв.

(Присвячується пам’ятi Iвана Iвановича Ляшка)

1. Вступ та допомiжнi факти
Фейєрiвськi оператори та породженi ними iтерацiйнi процеси [1–19] ма-

ють велике значення в оптимiзацiйнiй алгоритмицi. Книга [3] — одне з
найкращих джерел по iтерацiйним алгоритмам з фейєрiвською властивi-
стю для розв’язання рiвнянь, нерiвностей та задач оптимiзацiї.

Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опукла замкнена
множина.

Означення 1. Оператор T : C → H називають фейєрiвським (квазiнероз-
тягуючим), якщо F (T ) = {x ∈ C : x = Tx} 6= ∅ та

‖Tx− z‖ ≤ ‖x− z‖ ∀z ∈ F (T ) ∀x ∈ C.

Основний приклад фейєрiвського оператора — нерозгягуючий оператор
T : C → H (‖Tx− Ty‖ ≤ ‖x− y‖ ∀x, y ∈ C) з непорожнью множиною
нерухомих точок F (T ).

Зауваження 1. Множнина F (T ) опукла та замкнена [3, 7].

Для фейєрiвського оператора T має мiсце

‖x− z‖2 ≥ ‖Tx− z‖2 = ‖Tx− x + x− z‖2 =

= ‖Tx− x‖2 + 2(Tx− x, x− z) + ‖x− z‖2 ∀z ∈ F (T ) ∀x ∈ C.

Звiдки

(x− Tx, x− z) ≥ 1
2
‖x− Tx‖2 ∀z ∈ F (T ) ∀x ∈ C. (1)

Сильну збiжнiсть в просторi H позначимо через →, а слабку — ⇀.

1Робота виконана за фiнансової допомоги Державного фонду фундаменталь-
них дослiджень України (проект GP/F44/042).
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Означення 2. Оператор F : C → H називають замкненим в точцi y ∈ H,
якщо

xn → x, Fxn → y ⇒ Fx = y.

Означення 3. Оператор F : C → H називають демiзамкненим в точцi
y ∈ H, якщо

xn ⇀ x, Fxn → y ⇒ Fx = y.

Вiдомо, що для нерозтягуючих операторiв T : C → H оператори I − T
(I — тотожний оператор) демiзамкненi в точцi 0 [7, 20].

У данiй роботi ми розглянемо два методи розв’язання задачi

знайти x ∈ F (T ), (2)

де T : C → H — фейєрiвський оператор. Перший метод є модифiкацiєю
гiбридного методу Такахасi-Такеучi-Куботи [21]. Другий — варiант класи-
чного методу Гальперна-Сузукi [22–28].

Позначимо через PC оператор метричного проектування гiльбертового
простору H на замкнену опуклу множину C ⊆ H.

Лема 1 ([7]). Нехай C — замкнена опукла пiдмножина гiльбертового про-
стору H, x ∈ H, y ∈ C. Наступнi умови рiвносильнi:

1) y = PCx;
2) (y − x, z − y) ≥ 0 ∀z ∈ C.

Зауваження 2. Оператор PC є нерозтягуючим [7].

Корисною є

Лема 2 ([25, 26]). Нехай (ξn) — послiдовнiсть невiд’ємних чисел, що за-
довольняє рекурентну нерiвнiсть ξn+1 ≤ (1 − αn)ξn + αnβn + γn ∀n ∈ N,
де послiдовностi (αn), (βn) i (γn) мають властивостi: 1) αn ∈ [0, 1) та∑∞

n=1 αn = +∞; 2) lim supn→∞ βn ≤ 0; 3) γn ∈ [0,+∞) та
∑∞

n=1 γn < +∞.
Тодi limn→∞ ξn = 0.

2. Модифiкований гiбридний метод
В роботi [21] для пошуку нерухомих точок нерозтягуючого оператора

T : C → H запропоновано метод



x0 ∈ C0 = C,
yn = Txn,
Cn+1 = {z ∈ Cn : ‖yn − z‖ ≤ ‖xn − z‖} ,
xn+1 = PCn+1x0.

(3)

В припущеннi F (T ) 6= ∅ доведена сильна збiжнiсть послiдовностi (xn) до не-
рухомої точки z = PF (T )x0. Майже без змiн в основних мiркуваннях обгун-
тування цього методу нереноситься на випадок замкнених фейєрiвських
операторiв. Випадок багатозначних фейєрiвських операторiв розглянуто в
роботi [12]. В роботi [13] на базi подiбної схеми побудовано сильно збiжний
екстрапроксимальний алгоритм для розв’язання задач рiвноважного про-
грамування.
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Основний недолiк iтерацiй (3) — зростаюча складнiсть опуклих множин
Cn, на якi проектується точка x0. Бажаною є схема без зростання складно-
стi допомiжних множин. У цьому роздiлi ми пропонуємо можливий варiант
такої схеми. Але цiною буде зростання кiлькостi метричних проектувань на
iтерацiйному кроцi.

Придiлимо спочатку увагу допомiжнiй задачi пошуку спiльної нерухомої
точки злiченної родини нерозтягуючих операторiв2.

Нехай Ti : C → C — злiченний набiр нерозтягуючих операторiв, що
дiють у замкненiй опуклiй пiдмножинi C простору H, F =

⋂∞
i=1 F (Ti) 6= ∅.

Розглядаємо задачу

знайти x ∈ F =
∞⋂

i=1

F (Ti). (4)

Для знаходження спiльної нерухомої точки операторiв Ti можна викори-
стати такий варiант схеми Гальперна.

Алгоритм 1. Задаємо x1 ∈ C i a ∈ C, генеруємо послiдовнiсть елементiв
xn ∈ C за допомогою iтерацiйної схеми

xn+1 = αna +
n∑

i=1

(αi−1 − αi)Tixn,

де α0 = 1, (αn) — спадна послiдовнiсть чисел з (0, 1),
∑∞

n=1 αn = +∞,
αn → 0.

Сильна збiжнiсть цiєї схеми доводиться стандартними мiркуваннями [26,
27]. Наведемо їх для замкненостi статтi.
(Факт 1). Послiдовнiсть (xn) обмежена. Дiйсно, для p ∈ F маємо

‖xn+1 − p‖ ≤ αn ‖a− p‖+
n∑

i=1

(αi−1 − αi) ‖Tixn − p‖ ≤

≤ αn ‖a− p‖+ (1− αn) ‖xn − p‖ ≤ max {‖a− p‖ , ‖xn − p‖} .

Звiдки iндукцiєю отримуємо

‖xn − p‖ ≤ {‖x1 − p‖ , ‖a− p‖} , n ≥ 1.

(Факт 2). Для послiдовностi (xn) виконується ‖xn+1 − xn‖ → 0. Маємо

xn+1 − xn = (αn − αn−1)a +
n∑

i=1

(αi−1 − αi)Tixn −
n−1∑

i=1

(αi−1 − αi)Tixn−1 =

= (αn − αn−1)a +
n∑

i=1

(αi−1 − αi)(Tixn − Tixn−1) + (αn−1 − αn)Tnxn−1.

Звiдки

‖xn+1 − xn‖ ≤ (1− αn) ‖xn − xn−1‖+ (αn−1 − αn) ‖a− Tnxn−1‖ .

2Запропонована нижче схема апроксимацiї розв’язку задачi (2) буде проiнтер-
претована як варiант схеми Гальперна для задачi пошуку спiльної нерухомої то-
чки певної злiченної родини нерозтягуючих операторiв
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З леми 2 про числовi послiдовностi випливає бажане.
(Факт 3). Для всiх i має мiсце ‖xn − Tixn‖ → 0. Маємо

n∑

i=1

(αi−1 − αi)(xn − Tixn) = αn(a− xn) + xn − xn+1.

Для довiльного p ∈ F розглянемо рiвнiсть
n∑

i=1

(αi−1 − αi)(xn − Tixn, xn − p) =

= αn(a− xn, xn − p) + (xn − xn+1, xn − p).

Оскiльки

‖xn − p‖2 ≥ ‖Tixn − p‖2 = ‖Tixn − xn‖2 + ‖xn − p‖2 + 2(Tixn − xn, xn − p),

то
n∑

i=1

(αi−1 − αi) ‖Tixn − xn‖2 ≤ 2αn(a− xn, xn − p) + 2(xn − xn+1, xn − p).

Для фiксованого i при n > i маємо

‖Tixn − xn‖2 ≤ M (αn + ‖xn − xn+1‖)
(αi−1 − αi)

.

Звiдки
‖xn − Tixn‖ → 0.

Доведемо, що
lim sup

n→∞
(PF a− xn, PF a− a) ≤ 0. (5)

Видiлимо з (xn) пiдпослiдовнiсть (xnk
) таку, що

lim sup
n→∞

(PF a− xn, PF a− a) = lim
k→∞

(PF a− xnk
, PF a− a).

Можна вважати, що xnk
⇀ x̃. З принципу демiзамкненостi випливає вклю-

чення x̃ ∈ F . Тому одержуємо

lim
k→∞

(PF a− xnk
, PF a− a) = (PF a− x̃, PF a− a) ≤ 0,

чим i доводимо (5).
Покажемо тепер, що xn → z = PF a. Маємо

‖xn+1 − z‖2 =

∥∥∥∥∥αna +
n∑

i=1

(αi−1 − αi)Tixn − z

∥∥∥∥∥
2

=

=

∥∥∥∥∥αn (a− z) +
n∑

i=1

(αi−1 − αi)(Tixn − z)

∥∥∥∥∥
2

≤

≤
∥∥∥∥∥

n∑

i=1

(αi−1 − αi)(Tixn − z)

∥∥∥∥∥
2

+ 2αn (a− z, xn+1 − z) ≤

≤ (1− αn) ‖xn − z‖2 + 2αn (a− z, xn+1 − z) . (6)
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Застосувавши до одержаної рекурентної нерiвностi (6) лему 2 про числовi
послiдовностi, робимо висновок, що ‖xn − z‖ → 0. Отже, має мiсце

Теорема 1. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опу-
кла замкнена множина, Ti : C → C — нерозтягуючi оператори, F =
=

⋂∞
i=1 F (Ti) 6= ∅, a ∈ C. Тодi згенерована алгоритмом 1 послiдовнiсть

(xn) сильно збiгається до точки PF a.

Тепер повернемость до задачi (2). Для її розв’язання пропонуємо

Алгоритм 2 (модифiкований гiбридний метод). Для a ∈ C, x1 ∈ C гене-
руємо послiдовнiсть елементiв xn ∈ H за допомогою iтерацiйної схеми




yn = Txn,
Cn = {z ∈ C : ‖yn − z‖ ≤ ‖xn − z‖} ,



zn,1 = PC1xn,
zn,2 = PC2xn,
...................
zn,n = PCnxn,

xn+1 = αna +
∑n

k=1(αk−1 − αk)zn,k,

де α0 = 1, (αn) — спадна послiдовнiсть чисел з (0, 1) та
∑∞

n=1 αn = +∞,
αn → 0.

Нехай C = H. Розпишемо у явному виглядi обчислювальнi формули
алгоритму 2



yn = Txn,



zn,1 =

{
xn − max{0,(x1−y1,xn)−(‖x1‖2−‖y1‖2)/2}

‖x1−y1‖2 (x1 − y1), x1 − y1 6= 0,

xn, iнакше,

zn,2 =

{
xn − max{0,(x2−y2,xn)−(‖x2‖2−‖y2‖2)/2}

‖x2−y2‖2 (x2 − y2), x2 − y2 6= 0,

xn, iнакше,
...............................................

zn,n =

{
xn − max{0,(xn−yn,xn)−(‖xn‖2−‖yn‖2)/2}

‖xn−yn‖2 (xn − yn), xn − yn 6= 0,

xn, iнакше,
xn+1 = αna +

∑n
k=1(αk−1 − αk)zn,k.

Має мiсце

Теорема 2. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опу-
кла замкнена множина, T : C → H — фейєрiвський оператор, оператор
I − T замкнений в 0, a ∈ C. Тодi породжена алгоритмом 2 послiдовнiсть
(xn) сильно збiгається до точки PF (T )a.

Доведення. Множини Cn — опуклi та замкненi. Покажемо, що для всiх
n ∈ N має мiсце вкладення F (T ) ⊆ Cn. Для p ∈ F (T ) маємо

‖yn − p‖ = ‖Txn − p‖ ≤ ‖xn − p‖ .

Отже, p ∈ Cn. Звiдки випливає F (T ) ⊆ Cn.
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Алгоритм 2 можна записати у виглядi

xn+1 = αna +
n∑

k=1

(αk−1 − αk)PCk
xn.

За теоремою 1, маємо xn → z = PF a, де F =
⋂∞

n=1 F (PCn) =
⋂∞

n=1 Cn.
Покажемо, що z ∈ F (T ), чим i доведемо теорему. Оскiльки z ∈ ⋂∞

n=1 Cn,
то

‖xn − z‖ ≥ ‖yn − z‖ = ‖Txn − z‖ .

Пiсля граничного переходу, отримаємо

lim
n→∞ ‖Txn − z‖ = 0.

Звiдки, маємо z = Tz. ¤
Зауваження 3. Теорема 2 буде справедливою i для варiанту модифiкова-
ного гiбридного методу з yn = λnxn + (1− λn)Txn (0 ≤ λn ≤ λ < 1).

3. Метод Гальперна-Сузукi
Для розв’язання задачi (2) можна використати

Алгоритм 3 (метод Гальперна-Сузукi). Обираємо a ∈ H, x1 ∈ C, генеру-
ємо послiдовнiсть елементiв (xn) за допомогою iтерацiйної схеми

xn+1 = PC (αna + (1− αn)Tλnxn) ,

де αn ∈ (0, 1), limn→∞ αn = 0,
∑∞

n=1 αn = +∞, Tλn = λnI + (1 − λn)T ,
λn ∈ [λ, λ] ⊆ (0, 1).

Зауваження 4. Дослiдження збiжностi алгоритму 3 у класi нерозтягу-
ючих операторiв має довгу iсторiю. Принциповi результати отримано в
роботах Б. Гальперна [22], П.-Л. Лiонса [23], Р. Вiттмана [24], Х. К. Ксу
[25, 26, 27] та Т. Сузукi [28].

Наша мета — доведення сильної збiжностi алгоритму 3 для фейєрiвських
операторiв T : C → H з демiзамкненим в 0 оператором I − T .

Має мiсце

Лема 3. Послiдовнiсть (xn) обмежена.

Доведення. Для p ∈ F (T ) маємо

‖xn+1 − p‖ ≤ ‖αna + (1− αn)Tλnxn − p‖ ≤
≤ αn ‖a− p‖+ (1− αn) ‖Tλnxn − p‖ ≤

≤ αn ‖a− p‖+ (1− αn) ‖xn − p‖ ≤ max {‖a− p‖ , ‖xn − p‖} .

Звiдки iндукцiєю отримуємо

‖xn − p‖ ≤ max {‖x1 − p‖ , ‖a− p‖} , n ≥ 1.

Таким чином, послiдовнiсть (xn) обмежена. ¤
Доведення збiжностi алгоритму 3 грунтується на такiй лемi.
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Лема 4. Для z = PF (T )a та послiдовностi (xn) виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 + αn ‖xn − z‖2 +

+ (1− αn)λn(1− λn) ‖xn − Txn‖2 ≤ 2αn (a− z, yn − z) ∀n ∈ N, (7)

де yn = αna + (1− αn)Tλnxn.

Доведення. Має мiсце нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 = ‖PC (αna + (1− αn)Tλnxn)− z‖2 ≤
≤ ‖αn (a− z) + (1− αn) (Tλnxn − z)‖2 ≤

≤ (1− αn)2 ‖Tλnxn − z‖2 + 2αn (a− z, yn − z) ≤
≤ (1− αn) ‖Tλnxn − z‖2 + 2αn (a− z, yn − z) , (8)

де yn = αna + (1− αn)Tλnxn. Маємо

‖Tλnxn − z‖2 = ‖λnxn + (1− λn)Txn − z‖2 =

= ‖xn − z + (1− λn)(Txn − xn)‖2 =

= ‖xn − z‖2 − 2(1− λn)(xn − z, xn − Txn) + (1− λn)2 ‖Txn − xn‖2 .

З (1) випливає

‖Tλnxn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − λn(1− λn) ‖Txn − xn‖2 .

Урахувавши це в (8), отримаємо

‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 + αn ‖xn − z‖2 +

+ (1− αn)λn(1− λn) ‖xn − Txn‖2 ≤ 2αn (a− z, yn − z) ,

що i треба було довести. ¤
Має мiсце

Теорема 3. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опу-
кла замкнена множина, T : C → H — фейєрiвський оператор, оператор
I − T — демiзамкнений в 0, a ∈ H. Тодi згенерована алгоритмом 3 послi-
довнiсть (xn) сильно збiгається до точки z = PF (T )a.

Доведення. З леми 3 випливає iснування такого числа M > 0, що

|(a− z, yn − z)| ≤ M

для всiх n ∈ N. Тодi з леми 4 одержуємо оцiнку

‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 + αn ‖xn − z‖2 +

+ (1− αn)λn(1− λn) ‖xn − Txn‖2 ≤ 2αnM. (9)

Використаємо прийом з роботи [29]. Розглянемо числову послiдовнiсть
(‖xn − x̄‖). Можливi два варiанти:

(a) iснує номер n̄ ∈ N такий, що

‖xn+1 − z‖ ≤ ‖xn − z‖ ∀n ≥ n̄;
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(b) iснує зростаюча послiдовнiсть номерiв (nk) така, що

‖xnk+1 − z‖ > ‖xnk
− z‖ ∀ k ∈ N.

Розглянемо варiант (a). У цьому випадку iснує limn→∞ ‖xn − z‖ ∈ R.
Оскiльки ‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 → 0 та αn → 0, маємо

‖xn − Txn‖ → 0.

Отже, слабкi частковi границi послiдовностi (xn) належать множинi F (T ).
Доведемо, що

lim sup
n→∞

(a− z, yn − z) ≤ 0. (10)

Маємо

(a− z, yn − z) = αn(a− z, a) + (1− αn)(1− λn)(a− z, Txn − xn)︸ ︷︷ ︸
→0

+

+ (1− αn)(a− z, xn − z).

Видiлимо з (xn) пiдпослiдовнiсть (xnk
), таку, що

lim sup
n→∞

(a− z, xn − z) = lim
k→∞

(a− z, xnk
− z).

Можна вважати, що xnk
⇀ x̃ ∈ F (T ). Тому одержуємо

lim
k→∞

(a− z, ynk
− z) = (a− z, x̃− z) = (a− PF (T )a, x̃− PF (T )a) ≤ 0,

чим i доводимо (10).
З (10) та нерiвностi

‖xn+1 − z‖2 ≤ (1− αn) ‖xn − z‖2 + 2αn (a− z, yn − z)

робимо висновок, що ‖xn − z‖ → 0.
Розглянемо варiант (b). У цьому випадку можна розглянути послiдов-

нiсть номерiв

πn = max {n1 ≤ k ≤ n : ‖xk+1 − z‖ > ‖xk − z‖} .

Послiдовнiсть (πn) має властивостi:
(i) πn ↗ +∞;
(ii) ‖xπn+1 − z‖ ≥ ‖xπn − z‖ для всiх n ≥ n1;
(iii) ‖xπn+1 − z‖ ≥ ‖xn − z‖ для всiх n ≥ n1.

З (9) та (ii) випливає

απn ‖xπn − z‖2 + (1− απn)λπn(1− λπn) ‖xπn − Txπn‖2 ≤
≤ 2απn (a− z, yπn − z) ≤ 2απnM.

Звiдси
‖xπn − Txπn‖ → 0.

Отже, слабкi частковi границi послiдовностi (xπn) належать множинi F (T )
та має мiсце нерiвнiсть

lim sup
n→∞

(a− z, yπn − z) ≤ 0.
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Маємо
lim sup

n→∞
‖xπn − z‖2 ≤ 2 lim sup

n→∞
(a− z, yπn − z) ≤ 0.

Отже, limn→∞ ‖xπn − z‖ = 0. Оскiльки

‖xπn+1 − xπn‖ ≤ απn ‖a− xπn‖+ (1− απn)(1− λπn) ‖Txπn − xπn‖ → 0,

то
lim

n→∞ ‖xπn+1 − z‖ = 0.

Ураховуючи нерiвностi (iii), отримуємо, що limn→∞ ‖xn − z‖ = 0. ¤

Зауваження 5. Для схеми з похибками

yn+1 = PC (αna + (1− αn)Tλnyn + en)

має мiсце аналогiчне теоремi 3 твердження за умови (‖en‖) ∈ `1.

4. Заключнi зауваження

Модифiкований гiбридний метод легко адаптувати для задачi пошуку
спiльної нерухомої точки скiнченної родини фейєрiвських операторiв

{T1, T2, ..., Tp} , Ti : C → H.

Алгоритм 4. Для a ∈ C, x1 ∈ C генеруємо послiдовнiсть елементiв xn ∈ H
за допомогою iтерацiйної схеми





yn,i = Tixn,
Cn,i = {z ∈ C : ‖yn,i − z‖ ≤ ‖xn − z‖} ,



zn,1 =
(

1
pPC1,1 + 1

pPC1,2 + ... + 1
pPC1,p

)
xn,

zn,2 =
(

1
pPC2,1 + 1

pPC2,2 + ... + 1
pPC2,p

)
xn,

...................

zn,n =
(

1
pPCn,1 + 1

pPCn,2 + ... + 1
pPCn,p

)
xn,

xn+1 = αna +
∑n

k=1(αk−1 − αk)zn,k.

Алгоритм 5. Для a ∈ C, x1 ∈ C генеруємо послiдовнiсть елементiв xn ∈ H
за допомогою iтерацiйної схеми





yn =
(

1
pT1 + 1

pT2 + ... + 1
pTp

)
xn,

Cn = {z ∈ C : ‖yn − z‖ ≤ ‖xn − z‖} ,



zn,1 = PC1xn,
zn,2 = PC2xn,
...................
zn,n = PCnxn,

xn+1 = αna +
∑n

k=1(αk−1 − αk)zn,k.

Теорема, аналогiчна теоремi 3, має мiсце для схеми в’язкої апроксимацiї

yn+1 = PC (αnSyn + (1− αn)(λnyn + (1− λn)Tyn)) ,
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де S : C → C — стискаючий оператор (αn ∈ (0, 1), (αn) ∈ c0\`1, λn ∈
[λ, λ] ⊆ (0, 1)). За умов теореми 3, послiдовнiсть (yn) сильно збiгається до
єдиного розв’язку варiацiйної нерiвностi

z ∈ F (T ) : (z − Sz, y − z) ≥ 0 ∀y ∈ F (T ).

Автор щиро вдячний Ю. В. Малiцькому за конструктивнi зауваження.
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УСЕРЕДНЕННЯ СПЕКТРАЛЬНОЇ ЗАДАЧI НА
ДРIБНО-ПЕРIОДИЧНIЙ СIТЦI В

КОМПЛЕКСНОЗНАЧНОМУ ВИПАДКУ

А. С. Крилова, Г. В. Сандраков

Резюме. Проводиться усереднення спектральної задачi на дрiб-
но-перiодичнiй сiтцi iз перiодичними крайовими умовами та наве-
дена оцiнка, що є обґрунтуванням отриманої асимптотики. Мето-
дом теорiї Флоке побудованi точнi власнi функцiї задачi на сiтцi.
Встановлено вiдповiднiсть мiж усередненими розв’язками та то-
чними власними функцiями Флоке.

Вступ
У данiй роботi проводиться усереднення спектральної задачi для рiв-

нянь другого порядку на дрiбно-перiодичнiй сiтцi, де розглядатимемо ком-
плекснозначнi власнi функцiї. Випадок дiйснозначних власних функцiй
такої задачi був розглянутий у [1]. Теорiя задач усереднення для дифе-
ренцiальних рiвнянь, якi описують рiзноманiтнi фiзичнi процеси в мiкро-
неоднорiдних середовищах, iнтенсивно розвивається останнi 30 рокiв. Усе-
реднення рiвнянь на дрiбно-перiодичнiй сiтцi розглядалось у [2], а на дрiб-
но-перiодичному каркасi з тонких стержнiв у [3]. Питання усереднення спе-
ктральних задач вивчались у роботах [3]–[6]. Усереднення високочастотно-
го спектру для задач на областi вивчалося у [6]. Спектральнi задачi на
сiтках дослiджувались у [7] i [8].

Для поставленої задачi можливо використовувати й iнший пiдхiд за ра-
хунок спектру Флоке, який був розглянутий у [9]. Дослiдження спектраль-
ної задачi на дрiбно-перiодичнiй сiтцi прямим методом, який ґрунтується
на iдеях теорiї Флоке, дає точнi розв’язки спектральної задачi на сiтцi iз
досить щiльним спектром.

Перш нiж визначити задачу на сiтцi, розглянемо задачу на перiодично-
повторюванiй комiрцi, яка є фрагментом сiтки.

1. Постановка задачi на комiрцi
Визначимо множину Y як об’єднання двох замкнутих натягнутих струн

σ1 та σ2, якi зв’язанi у їх спiльнiй серединi та мiстяться у прямокутнику
Q = [0, 1]× [0, l] ⊂ R2, де l фiксоване додатне число. Розглянемо покриття
R2 сiткою таких прямокутникiв, в кожному з яких знаходиться одна й та са-
ма множина Y . Множину Y будемо називати перiодично-повторювальною
комiркою сiтки. Прикладом такого об’єднання струн, якi мiстяться у перi-
одично-повторювальнiй комiрцi, є струнний хрест, який розглянутий у [7],
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[9]. Струни хреста будемо вважати однорiдними вiдрiзками, розташовани-
ми пiд прямим кутом вiдносно одна одної та такими, що мають одиничний
натяг та щiльнiсть розподiлу мас [7].

Позначимо через C(Y ) множину функцiй u : Y → C, якi є обмеженнями
на Y неперервних функцiй, визначених на прямокутнику Q. Функцiю u на
струнному хрестi будемо розглядати як набiр неперервних звужень функцiї
на кожну струну хреста, якi позначенi через u1(y1), u2(y2) та параметри-
зованi природним чином координатами y1 iз [0, 1], y2 iз [0, l]. Визначимо
iнтеграл як суму iнтегралiв по кожнiй iз струн, помножену на нормуючий
множник l/(l + 1)

∫

Y
u(y) dy =

l

l + 1

(∫ 1

0
u1(y1) dy1 +

∫ l

0
u2(y2) dy2

)
. (1)

Визначимо C1(Y ) як множину функцiй u : Y → C, якi є обмеження-
ми на Y функцiй iз C1(Q), завданих на прямокутнику Q. Простiр L2(Y )
це поповнення простору C(Y ) по нормi, iндукованої скалярним добутком
(u, v)L2(Y ) =

∫
Y uv dy.

Функцiональний простiр H1(Y ) є поповненням C1(Y ) по нормi ‖ · ‖H1(Y ),
що вiдповiдає скалярному добутку 〈u, v〉H1(Y ) =

∫
Y uvdy +

∫
Y (∂yu)(∂yv) dy.

Множину функцiй u ∈ C1(Y ), що задовольняють умовам перiодичностi

u1(0) = u1(1), u2(0) = u2(l), ∂y1u1(0) = ∂y1u1(1), ∂y2u2(0) = ∂y2u2(l)

позначимо через C1
per(Y ). Через H1

per(Y ) позначимо поповнення множини
перiодичних функцiй C1

per(Y ) по нормi ‖u‖H1(Y ) =
∫
Y |u|2dy +

∫
Y |∂yu|2 dy.

Будемо розглядати таку Y -перiодичну спектральну задачу на комiрцi:
знайти u ∈ H1

per(Y ) таку, що ‖u‖L2(Y ) = 1 та

− ∂ 2
y1

u1(y1) = λu1(y1) при y1∈ [0, 1],

− ∂ 2
y2

u2(y2) = λu2(y2) при y2∈ [0, l],

u1(0) = u1(1), u2(0) = u2(l), ∂y1u1(0) = ∂y1u1(1), ∂y2u2(0) = ∂y2u2(l)

(2)

з умовами неперервностi функцiй та потокiв у вузлах перетину струн

u1

(
1
2

)
= u2

(
l

2

)
,

∂y1u1

(
1
2

+ 0
)
− ∂y1u1

(
1
2
− 0

)
+ ∂y2u2

(
l

2
+ 0

)
− ∂y2u2

(
l

2
− 0

)
= 0.

Слiд зазначити, що умови неперервностi та перiодичностi виконанi ав-
томатично для u ∈ C1

per(Y ) (i, у вiдомому сенсi [2], для u ∈ H1
per(Y )).

2. Задача на сiтцi
Зменшимо прямокутник Q i струни хреста Y у N разiв, де N є заданим

натуральним числом. Отримаємо множини Qε i Yε iз координатами x′=εy
при ε = 1/N . Повторимо по перiодичностi прямокутники Qε та отримаємо
замкнену область Ω= [0, 1]×[0, l]⊂R2 з границею ∂Ω. На цю область на-
тягнута дрiбно-перiодична сiтка Gε в R2, що є об’єднанням N2 струнних
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хрестiв Yε. Таке Yε назвемо перiодично-повторюваною комiркою з ребрами
довжиною ε та lε. Параметр x′ визначає положення точки на сiтцi Gε.

Подiбна сiтка розглядається у [2] з довiльними дугами замiсть однорi-
дних натягнутих струн. Згiдно [2], на множинi Gε визначається простiр
H1(Gε) функцiй, якi є неперервними у вузлах та абсолютно неперервними
на кожнiй струнi, iз нормою

‖u‖2
H1(Gε)

= ε

∫

Gε

(
|u|2 + |∂x′u|2

)
dx′. (3)

Простiр функцiй H1
per(Gε) ⊂ H1(Gε) перiодичних на Gε ∩ ∂Ω визнача-

ється аналогiчно до визначення такого простору на Y . Надалi функцiю
uε ∈ H1(Gε) зручнiше розглядати як набiр 2N функцiй uε

1j(x
′
1j) та uε

2j(x
′
2j),

визначених на прямих, отриманих перiодичними продовженнями струн εσ1

та εσ2, якi параметризованi координатами x′1j ∈ [0, 1] та x′2j ∈ [0, l], де
j = 1, . . . , N .

Таким чином, розглядається наступна крайова спектральна задача на
сiтцi Gε: знайти uε ∈ H1

per(Gε) таку, що ‖uε‖L2(Gε) = 1 та

−ε2∂ 2
x′1j

(uε
1j) = λεu

ε
1j при x′1j ∈ [0, 1],

−ε2∂ 2
x′2j

(uε
2j) = λεu

ε
2j при x′2j ∈ [0, l],

(4)

uε
1j(0) = uε

1j(1), uε
2j(0) = uε

2j(l),

∂x′1j
uε
1j(0) = ∂x′1j

uε
1j(1), ∂x′2j

uε
2j(0) = ∂x′2j

uε
2j(l),

(5)

де j = 1, . . . , N . Умови перiодичностi (5) та неперервностi функцiй i потокiв
у вузлах перетину струн сiтки Gε, якi визначенi для функцiй uε

1j(x
′
1j) та

uε
2j(x

′
2j), виконанi автоматично, оскiльки uε ∈ H1

per(Gε). Крiм того, uε
1j та

uε
2j є досить гладкими завдяки елiптичностi цих рiвнянь.
Задача на сiтцi (4)–(5) має тривiальний розв’язок uε = C, де |C| = l−1/2,

для власного значення λε = 0. Щоб виключити такий розв’язок iз розгляду,
визначимо простiр H1

per∗(Gε) =
{
u ∈ H1

per(Gε) : (u, 1)L2(Gε) = 0
}
iз нормою

‖u‖2
H1∗(Gε)

= ε
∫
Gε
|∂x′u|2 dx′, яка еквiвалентна нормi (3) на H1

per(Gε) в силу
нерiвностi Пуанкаре. За визначенням, iснують зчисленнi множини власних
значень λ1

ε, λ2
ε, . . . та ортонормованих власних функцiй u1

ε, u2
ε, . . . цiєї задачi

таких, що αε2 ≤ λ1
ε ≤ . . . ≤ λs

ε ≤ . . ., з урахуванням кратностi, де α є
деякою додатною сталою та lims→∞ λs

ε = ∞.

3. Спектр Флоке
Вiдмiннiстю комплекснозначного випадку вiд дiйснозначного є можли-

вiсть знаходження великої кiлькостi точних розв’язкiв, якi описанi в [9]
на основi iдеї теорiї Флоке для найпростiшого фрагменту сiтки. Iдеї теорiї
Флоке використовувалися ранiше у [6] при усередненi спектральних задач
iз швидко осцилюючими коефiцiєнтами, де спектр Флоке iз вiдповiдними
власними функцiями називається також спектром Блоха iз вiдповiдними
власними функцiями. Наведемо, наприклад, для непарного N та l = 1,
доведену у [9], таку теорему.
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Теорема 1. Для непарного N (N = 2K +1 з K ≥ 1) спектральна задача
(4)–(5) має власне значення λε = 4π2 (n + εm)2 при m = 1, . . . , N − 1 та
n ∈ Z+, якому вiдповiдає такий чотирьох-вимiрний власний пiдпростiр:

uε
1j = ei(2j−1)πεmAei2π(Nn+m)x′1j + e−i(2j−1)πεmC2e

i2π(Nn+m)x′1j+

+ei(2j−1)πεmC1e
−i2π(Nn+m)x′1j + e−i(2j−1)πεmCe−i2π(Nn+m)x′1j, x′1j∈ [0, 1],

uε
2j = ei(2j−1)πεmAei2π(Nn+m)x′2j + ei(2j−1)πεmC2e

−i2π(Nn+m)x′2j+

+e−i(2j−1)πεmC1e
i2π(Nn+m)x′2j + e−i(2j−1)πεmCe−i2π(Nn+m)x′2j, x′2j∈ [0, 1],

(6)

де A, C1, C2, C є довiльними комплексними сталими та j = 1, 2, . . . , N .
Випадок парного N дещо вiдрiзняється. Власний пiдпростiр, коли зна-

чення N = 2K та m = K, має досить ”велику” розмiрнiсть при великих N
та вiдповiднi точки спектру є ”суттєво” особливими при N →∞ (детальнi-
ше див. [9]). Для всiх iнших точок спектру, тобто коли m 6= K, матимемо
скiнченну розмiрнiсть, яка не залежить вiд N . Такий випадок розглянутий
у наступнiй теоремi.
Теорема 2. Для N = 2K iз K > 1 спектральна задача (4)–(5) має

власне значення λε = 4π2 (n + εm)2 при m = 1, . . . , K − 1,K + 1, . . . , N − 1
та n ∈ Z+, якому вiдповiдає чотирьох-вимiрний власний пiдпростiр (6).

Такий пiдхiд дає досить ”багато” власних функцiй та щiльний спектр при
великих N для задачi на дрiбно-перiодичнiй сiтцi. Однак, й до такої спе-
ктральної задачi можливо застосувати теорiю усереднення для подальшого
дослiдження спектру.

4. Побудова та обґрунтування асимптотики
Побудуємо асимптотику ”низькочастотного” спектру, тобто будемо вико-

ристовувати власне значення λ0 = 0 задачi на комiрцi (2) iз власною фун-
кцiєю N0(y) = C, де |C| = l−1/2. При побудовi початкових доданкiв асим-
птотичного розкладення для розв’язкiв задачi (4)–(5), будемо слiдувати
принципам усереднення, якi сформульованi у роботi [10]. Розклад власної
функцiї uε та власного значення λε задачi (4)–(5) будемо шукати у виглядi
асимптотичних сум

ua(x′,
x′

ε
) = u0(x′,

x′

ε
) + εu1(x′,

x′

ε
) + ε2u2(x′,

x′

ε
),

λa = λ0 + ελ1 + ε2λ2,

(7)

де функцiї u0(x, y), u1(x, y), . . . , якi визначеннi при (x, y)∈Q×Y , розгляда-
ються при x = x′, y = x′/ε, мають роздiленi змiни та є Y -перiодичними по
другому аргументу. Такi функцiї шукатимемо у виглядi ui =Ni (y) vi(x), де
Ni∈ H1

per(Y ). Пiдставляючи асимптотичну суму ua(x, y) в (4), матимемо

−{
∂2

y + 2ε1∇∂y + ε2∇2
}

ua(x, y) = λaua(x, y),

де y = x′/ε, x = x′ та, для зручностi запису, використовувалися позначення

∂2
y =

(
∂2

∂y2
1

,
∂2

∂y2
2

)
, ∇∂y =

(
∂

∂x1

∂

∂y1
,

∂

∂x2

∂

∂y2

)
, ∇2 =

(
∂2

∂x2
1

,
∂2

∂x2
2

)
.
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Прирiвняємо коефiцiєнти при однакових ступенях ε та отримаємо рiвня-
ння для знаходження функцiй u0, u1 та u2. Таким чином, при ε0, матимемо
задачу на комiрцi. Тому оберемо u0 = Av(x), де сталу A та функцiю v(x)
визначимо пiзнiше. З умови розв’язностi рiвняння при ε1 матимемо λ1 = 0
та u1 = Av1(x), де функцiю v1(x) оберемо нульовою для простоти розра-
хункiв.

Прирiвнюючи коефiцiєнти при ε2, маємо таку рiвнiсть на комiрцi, яку
за визначенням можливо розглядати як систему рiвнянь

−∂2
y1

u1
2(y1, x) = A∂2

x1
v + λ2Av, −∂2

y2
u2

2(y2, x) = A∂2
x2

v + λ2Av.

Знайдемо скалярний добуток правої частини отриманого рiвняння та скла-
дової N0(y) ядра задачi на комiрцi та прирiвняємо цей добуток до нуля. В
результатi отримаємо для функцiї v(x), нормованою умовою ‖v‖L2(Ω) = 1,
наступну спектральну усереднену задачу

∂2
x1

v(x) + l∂2
x2

v(x) + (l + 1)λ2v(x) = 0 при x ∈ Ω

v(x) = v(x + li), ∂xv(x) = ∂xv(x + li) при x ∈ ∂Ω,
(8)

яка доповнена умовами перiодичностi у вiдповiдностi iз (4)–(5), де позна-
чено l1 = 1 та l2 = l. Розв’язки цiєї спектральної задачi визначаються
зчисленними множинами власних значень

λs = 4π2(l + 1)−1(n2 + m2l−1)

при m,n ∈ N = {1, 2, . . . }, якi упорядкуємо так, що 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . .
(iз урахуванням кратностi, яка може дорiвнювати 2, 4 або 8 у залежностi
вiд l), та власних функцiй vs(x), якi матимуть наступний вигляд

l−1/2ei2π(nx1+ml−1x2), l−1/2ei2π(nx1−ml−1x2),

l−1/2ei2π(−nx1+ml−1x2), l−1/2ei2π(−nx1−ml−1x2),

при m, n ∈ N. Вiдомо [11], що λs = 4πs l−1 + O(s1/2) при великих s. У ре-
зультатi, можливо отримати, при A = 1, для асимптотики власних значень
та функцiй такi представлення

λs
a = ε2λs, us

a(x, y) = vs(x) + ε2N2(y)
(
∂2

x1
vs
0(x) + λsvs

0(x)
)
,

де N2(y) ∈ H1
per(Y ) задовольняє такiй системi рiвнянь

−∂2
y1

N1
2 (y1) = 1, −∂2

y2
N2

2 (y2) = −l−1,

яка має розв’язок (визначений з точнiстю до постiйної функцiї AN0(y)),
що нормується таким чином, щоб

∫
Y N2(y)N0(y)dy = 0. Функцiю N2(y)

будемо продовжувати по перiодичностi на всю сiтку. Таким чином, функцiя
us

a(x
′, x′

ε ) є визначеною на Gε. Бiльш того, функцiя us
a(x

′, x′
ε ) автоматично

задовольняє умовам перiодичностi (5) та неперервностi функцiй i потокiв
у вузлах перетину струн сiтки Gε, оскiльки функцiя vs(x), визначена на
прямокутнику Ω, є гладкою та задовольняє умовам перiодичностi на Ω, а
функцiя N2(y) належить H1

per(Y ) та є досить регулярною на Y як розв’язок
елiптичного рiвняння на хрестi [2].

Обґрунтуванням побудованої асимптотики є наступна теорема.
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Теорема 3. Для власних значень λs
ε та власних функцiй us

ε задачi (4)–
(5) iснує стала C, яка не залежать вiд ε та s, така, що

|λs
ε − ε2λs| ≤ Cε3(λs)3/2, ‖us

ε − vs‖L2(Gε)
≤ Cε(λs)1/2,

при λs ¿ ε−2 i 0 < ε ≤ ε0, де λs та vs є власним значенням та власною
функцiєю вiдповiдної усередненої задачi, яка буде визначена надалi.

Оцiнка цiєї теореми виконана для всiх таких λs i us
ε, що λs ≤ c ε−2+σ iз

деякою сталою c при 0 < σ ≤ 2 та 0 < ε ≤ ε0 (це i означає, що λs ¿ ε−2),
але доведення цiєї теореми може бути некоректним для λs = c ε−2. Така
ситуацiя є природною i пов’язана iз наявнiстю у задачi (4)–(5) високоча-
стотного спектру, який буде представленим та обґрунтованим у наступних
дослiдженнях.

5. Доведення основних результатiв

Доведення теореми 1 будемо проводити прямим методом. Для то-
го, щоб перевiрити чи є функцiя uε власною, двiчi продиференцiюємо на-
веденi в теоремi 1 власнi функцiї. Спершу розглянемо функцiю uε

1j для
j = 1, . . . , N

∂ 2
x′1j

uε
1j = −4π2 (Nn + m)2

(
ei(2j−1)πεmAei2π(Nn+m)x′1j+

+e−i(2j−1)πεmC2e
i2π(Nn+m)x′1j + ei(2j−1)πεmC1e

−i2π(Nn+m)x′1j+

+e−i(2j−1)πεmCe−i2π(Nn+m)x′1j

)
= −4π2 (Nn + m)2 uε

1j .

Пiдставляючи отриманий результат в рiвняння (4) матимемо

−ε2∂ 2
x′1j

(uε
1j) = ε24π2 (Nn + m)2 uε

1j = 4π2 (n + εm)2 uε
1j = λεu

ε
1j .

Таким чином маємо власне значення λε = 4π2 (n + εm)2, тобто uε
1j є вла-

сною функцiєю. Аналогiчним чином перевiряється, що uε
2j є також власною

функцiєю.
Функцiя e±i2π(Nn+m)x′ та її похiдна є один-перiодичною по x′, тому власнi

функцiї задачi (4) задовольняють умовам перiодичностi (5).
Перевiримо рiвнiсть власних функцiй у вузлах сiтки. Струни сiтки, якi

горизонтально направленi, мають координати x2 = 1
2ε, 3

2ε, . . . , 1− 1
2ε, а стру-

ни сiтки, якi розташованi вертикально, вiдповiдно x1 = 1
2ε, 3

2ε, . . . , 1 − 1
2ε.

Оберемо будь-який вузел сiтки та покажемо рiвнiсть вiдповiдних функцiй
в цьому вузлi. Наприклад, вузел, який знаходиться на перетинi третьої го-
ризонтальної та другої вертикальної струн, має координати (3/2ε, 5/2ε) та
такi значення власних функцiй

uε
13=ei5πεmAei2π(Nn+m) 3

2
ε+e−i5πεmC2e

i2π(Nn+m) 3
2
ε+ei5πεmC1e

−i2π(Nn+m) 3
2
ε+

+e−i5πεmCe−i2π(Nn+m) 3
2
ε=(−1)n

(
ei8πεmA+e−i2πεmC2+ei2πεmC1+e−i8πεmC

)
,

uε
22=ei3πεmAei2π(Nn+m) 5

2
ε+ ei3πεmC2e

−i2π(Nn+m) 5
2
ε+e−i3πεmC1e

i2π(Nn+m) 5
2
ε+

+e−i3πεmCe−i2π(Nn+m) 5
2
ε=(−1)n

(
ei8πεmA+e−i2πεmC2+ei2πεmC1+e−i8πεmC

)
.
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Отже в даному вузлi власнi функцiї рiвнi. Аналогiчним чином доводиться
рiвнiсть функцiй й у всiх iнших вузлах. Умова балансу натягу виконується
автоматично, адже власнi функцiї є неперервними разом iз їх похiдними.

Таким чином власне значення λε = 4π2 (n + εm)2 та вiдповiднi власнi
функцiї (6) є точним розв’язком задачi на дрiбно-перiодичнiй сiтцi (4)–(5),
що доводить теорему 1. 2

Доведення теореми 2 проводиться аналогiчно до доведення теоре-
ми 1, де виключається з розгляду значення m для якого mε = 1/2, адже
для такого m ми маємо (2N + 1)-вимiрний власний пiдпростiр, який бiльш
детально описаний в [9]. 2

Для доведення теореми 3 необхiдно розглянути допомiжне твердження
про замiну iнтегралy по Ω = [0, 1]× [0, l] на iнтеграл по дрiбно-перiодичнiй
сiтцi Gε та аналог леми Рiмана-Лебега.
Твердження 1. Для функцiї v ∈ H2(Ω) iснує стала C, яка не зале-

жить вiд ε, така що виконується нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

v(x) dx− ε

∫

Gε

v(x′) dx′

∣∣∣∣∣∣
≤ Cε2.

Доведення. Розглянемо лiнiйний функцiонал

l(v) =
∫

Ω

v(x)dx− ε

∫

Gε

v(x′)dx′.

За визначенням

l(v) =
N∑

i=1

N∑

j=1




∫

Qij
ε

v(x) dx− ε

∫

Y ij
ε

v(y) dy


 .

Оцiнимо функцiонал в дужках lij(v), скориставшись лемою Брембла-
Гiльберта з [12].

Перш нiж скористуватись оцiнкою вкладення H2(Qij
ε ) ⊂ C(Qij

ε ) iз ста-
лими, що не залежать вiд ε, зробимо замiну y = x/ε та введемо наступне
позначення ṽ(y) = v(εy). Звiдки випливає

lij(v) = lij(ṽ) = ε2




∫

Qij

ṽ(y) dy −
∫

Y ij

ṽ(y) dy


 .

Враховуючи для Qij оцiнку вкладання max
y∈Qij

|ṽ(y)| ≤ C‖ṽ(y)‖H2(Qij), ма-
ємо

|lij(ṽ)| ≤ Cε2‖ṽ(y)‖H2(Qij).

Безпосередньо перевiряється, що на многочленах першого ступеня, фун-
кцiонал l(ṽ) обертається в нуль. Тодi, згiдно лемi Брембла-Гiльберта, маємо
вiдповiдну оцiнку. В цiй оцiнцi перейдемо знову до змiнної x та отримуємо

|lij(v)| ≤ Mε2|ṽ(y)|H2(Qij) = Mε3|v(x)|
H2(Qij

ε )
.
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Таким чином, виконанi спiввiдношення

|l(v)| ≤ Mε3
N∑

i=1

N∑

j=1

|v(x)|
H2(Qij

ε )
= Mε3N




N∑

i=1

N∑

j=1

|v(x)|2
H2(Qij

ε )




1
2

=

=Mε2|v(x)|H2(Ω).

Отже, замiна iнтегралу дає похибку O(ε2), що необхiдно було довести. 2

Твердження 2. Для функцiї U ∈ L2(Y ), подовженої по перiодично-
стi на всю сiтку, та функцiї v ∈ H2

per(Ω) такої, що ‖∂2
x′v‖L2(Gε) ≤ c iз

сталою c, яка не залежить вiд ε, виконується нерiвнiсть
∣∣∣∣∣∣
ε

∫

Gε

U

(
x′

ε

)
v(x′) dx′ − l−1

∫

Y

U(y) dy

∫

Ω

v(x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤ Cε2,

де стала C не залежить вiд ε.
Доведення. Визначимо M(y) ∈ H2

per∗(Y ) як розв’язок рiвняння

∂2
yM(y) = U(y)− l−1

∫

Y
U(y)dy

та подовжемо M(y) по перiодичностi на всю сiтку. Враховуючи, що

ε2∂2
x′M

(
x′

ε

)
= ∂2

yM(y)
∣∣
y=x′

ε

= U

(
x′

ε

)
− l−1

∫

Y
U(y)dy,

помножимо це рiвняння на функцiю v(x) та проiнтегруємо по мiлко-перi-
одичнiй сiтцi Gε. Таким чином, отримаємо

ε3

∫

Gε

∂2
x′M

(
x′

ε

)
v(x′) dx′ = ε

∫

Gε

U

(
x′

ε

)
v(x′) dx′ − εl−1

∫

Y
U(y)dy

∫

Gε

v(x′)dx′.

Розглянемо окремо лiву частину рiвняння. Двiчi проiнтегруємо її по ча-
стинах та застосуємо нерiвнiсть Коши-Буняковського. З огляду перiоди-
чностi функцiй на сiтцi матимемо

ε3

∫

Gε

∂2
x′M

(
x′

ε

)
v(x′) dx′ = ε3

∫

Gε

M

(
x′

ε

)
∂2

x′v(x′) dx′ ≤

≤ ε2

√
ε

∫

Gε

∣∣∣∣M
(

x′

ε

)∣∣∣∣
2

dx′
√

ε

∫

Gε

∣∣∂2
x′v(x′)

∣∣2 dx′ ≤ c ε2‖M‖L2(Y ),

оскiльки

‖M
(

x′

ε

)
‖2

L2(Gε)
=

N∑

i=1

N∑

j=1

ε

∫

Y ij
ε

∣∣∣∣M
(

x′

ε

)∣∣∣∣
2

dx′=
N∑

i=1

N∑

j=1

ε2 ‖M‖2
L2(Y ) =‖M‖2

L2(Y ).

Користуючись твердженням 1, ми отримали похибку O(ε2), яка визнача-
ється пiвнормами ‖M‖L2(Y ), ‖∂2

x′v‖L2(Gε) та ‖∂2
xv‖L2(Ω), що необхiдно було

довести. 2
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Тут використовувалися простори H2
per∗(Y ), H2

per(Ω), . . . якi визначаються
звичайним чином згiдно роздiлу 2, [8] та [12]. Надалi, через C позначаються
сталi, якi не залежать вiд ε та s, можливо рiзнi в рiзних формулах.
Доведення теореми 3 для власних значень та власних функцiй задачi

(4)–(5) з не дуже великими номерами (s ¿ ε−2) проведемо, використову-
ючи метод Рєлея-Рiтца, який доведений у [11], та вiдому теорему Вiшика-
Люстернiка [13], [14].

Нехай H1 та L2 є гiльбертовими просторами. Простiр H1 компактно
вкладається у L2 та H−1 є спряженим простором до H1 вiдносно скаляр-
ного добутку в L2. Оператор L : H1 → H−1 є неперервним i таким, що
〈Lv, v〉L2 ≥ α‖v‖2

L2 ∀v ∈ H1, де α деяка додатна стала, та L∗ = L. Тодi
власнi значення λk оператору L є дiйсними, створюють неспадаючу послi-
довнiсть α ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ... (iз урахуванням кратностi), а власнi функцiї
u1, u2, . . . ортонормованi в L2. Для такого оператору L виконується така
теорема.
Теорема 4 (Вiшика-Люстернiка). Нехай λk i uk власнi значення i

функцiї оператору L та iснують µ ∈ R i u ∈ H1 такi, що ‖u‖L2 = 1 та

‖Lu− µu‖L2 ≤ β.

Тодi iснує λs таке, що |µ−λs| ≤ β i для кожного σ > β iснує ũ ∈ H1 таке,
що ‖ũ‖L2 = 1 та

‖u− ũ‖L2 ≤ 2βσ−1,

де ũ є лiнiйною комбiнацiєю власних векторiв оператора L, якi вiдповiда-
ють власним значенням з iнтервалу (µ− σ, µ + σ).

Подiємо оператором L = −ε2∂2
x′ на наближену функцiю us

a = us
0 + ε2us

2

з чого отримаємо

Lus
a

(
x′, x′/ε

)
= −ε2∇2us

0 − ε2∂2
yus

2 − 2ε3∇∂yu
s
2 − ε4∇2us

2 =

= ε2λsus
0 + ε4λsus

2 + ε3Ks = ε2λsus
a

(
x′, x′/ε

)
+ ε3Ks(x′, x′/ε),

(9)

де, для ws
3/2 = ∂3

xvs + λs∂xvs та ws
2 = ∂4

xvs + 2λs∂2
xvs + λsλsvs , позначено

Ks(x, y) = −2∇∂yu
s
2 − ε∇2us

2 − ελsus
2 = −2(∂yN2)ws

3/2 − ε(N2)ws
2.

При великих λs, безпосередньо iз (8), матимемо
∥∥∂xvs

∥∥2

L2(Ω)
= O(λs) та

∥∥∂2
xvs

∥∥2

L2(Ω)
= O((λs)2),

∥∥∂2
xvs + λsvs

∥∥2

L2(Ω)
= O((λs)2),

∥∥ws
3/2

∥∥2

L2(Ω)
= O((λs)3),

∥∥ws
2

∥∥2

L2(Ω)
= O((λs)4),

∥∥∂2
x((ws

3/2)
2)

∥∥
L2(Ω)

= O((λs)4),
∥∥∂2

x((ws
2)

2)
∥∥

L2(Ω)
= O((λs)5).

Аналогiчнi оцiнки
∥∥∂x′v

s
∥∥2

L2(Gε)
= O(λs), . . . виконанi для вiдповiдних норм

на Gε, оскiльки диференцiювання ∂x′1 i ∂x′2 вiд vs надає множник еквiва-
лентний (λs)1/2, |vs| ≤ 2l−1/2 за визначенням та, наприклад, ε

∫
Gε

1 dx′ = l.
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Використовуючи твердження 2 (iз урахуванням залежностi сталої вiд v),
регулярнiсть функцiї N2(y) та гладкiсть функцiї vs(x) маємо

ε

∫

Gε

∣∣Ks(x′, x′/ε)
∣∣2dx′ ≤ 4ε

∫

Gε

∣∣∂yN2w
s
3/2

∣∣2dx′ + 2ε3

∫

Gε

∣∣N2w
s
2

∣∣2dx′ ≤

≤ C

∫

Ω

∣∣ws
3/2

∣∣2dx + ε2C

∫

Ω

∣∣ws
2

∣∣2dx + ε2C(λs)4 + ε4C(λs)5,
(10)

де стала C не залежить вiд ε та s, що є актуальним при великих λs.
Крiм того, згiдно твердженню 2, виконанi наступнi спiввiдношення
∣∣∣ ‖us

a(x
′, x′/ε)‖2

L2(Gε)
− 1

∣∣∣ ≤ Cε2λs +
∫

Ω
|vs(x)|2dx− 1 + Cε4(λs)2 +

+ . . . + Cε6(λs)3 + ε4

∫

Y
|N2(y)|2dy

∫

Ω

∣∣∂2
xvs(x) + λsvs(x)

∣∣2 dx ≤

≤ Cε2λs + Cε4(λs)2 + Cε6(λs)3 ≤ Cε2λs

(11)

при λs ¿ ε−2 (тобто для λs ≤ C ε−2+σ при 0 < σ ≤ 2), де стала C не
залежить вiд ε та s, оскiльки

∫
Ω |vs(x)|2dx = 1 та

∫
Y N0(y)N2(y)dy = 0 за

визначенням. Аналогiчно перевiряється, що∣∣∣∣ ε

∫

Gε

us
a(x

′, x′/ε)uj
a(x′, x′/ε)dx′

∣∣∣∣ ≤ Cε2λs + Cε2λj

при s 6= j та λs, λj ¿ ε−2, тобто функцiї u1
a, u2

a,. . . , us
a є майже ортонормова-

ними в L2(Gε) (у сенсi виконання двох останнiх нерiвностей) i тому є лiнiй-
но незалежними при λs ¿ ε−2. Тут важливо, що система власних функцiй
{vs}∞s=1 є ортонормованою в L2(Ω). Згiдно (11), також маємо ‖us

a‖L2(Gε) 6= 0
при λs ¿ ε−2 i, позначивши ûs

a = ‖us
a‖−1

L2(Gε)
us

a, отримаємо ‖ûs
a‖L2(Gε) = 1.

Перенесемо в лiву частину рiвняння (9) доданок iз власним значенням λs,
пiднесемо до другого степеня отриманий вираз, помножимо на ε та зiнте-
груємо по сiтцi Gε. Тодi при λs ¿ ε−2, враховуючi (10) та (11), отримуємо

ε

∫

Gε

∣∣Lus
a − ε2λsus

a

∣∣2 dx′ =
∥∥Lus

a − ε2λsus
a

∥∥2

L2(Gε)
= ε7

∫

Gε

∣∣Ks(x′, x′/ε)
∣∣2 dx′ ≤

≤ ε6C(λs)3 + ε8C(λs)4 + ε10C(λs)5 ≤ ε6C(λs)3.
Таким чином, матимемо наступну нерiвнiсть

∥∥Lûs
a − ε2λsûs

a

∥∥
L2(Gε)

≤ ε3C(λs)3/2,

де стала C не залежить вiд ε та s при λs¿ ε−2. Тому, згiдно теореми 4,
знайдеться власне значення λ

k(s)
ε задачi (4)–(5) таке, що виконується нерiв-

нiсть ∣∣∣λk(s)
ε − ε2λs

2

∣∣∣ ≤ ε3C(λs)3/2. (12)

Iз нерiвностi (12) буде випливати оцiнка теореми 3 для власних значень
задачi (4)–(5), якщо буде перевiрено, що k(s) = s для кожного s = 1, 2 . . . .

Розглянемо перше власне значення задачi (4)–(5). Перш нiж використа-
ти метод Рєлея-Рiтца для d = 1, розглянемо вiдповiднi власнi функцiї. За
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визначенням, u1
ε задовольняє рiвностi

(
u1

ε, 1
)
L2(Gε)

= 0. Побудоване асим-
птотичне розкладення u1

a для u1
ε може не задовольняти умовi ортогональ-

ностi константi, тому вiднiмемо вiд u1
a постiйну A1

ε = εl−1
∫
Gε

u1
adx′, так, щоб

u1
a −A1

ε ∈ H1
per∗(Gε). Тодi, за твердженням 2, маємо

εl−1

∫

Gε

u1
adx′=

∫

Ω
v1dx + ε2

∫

Ω

(
∂2

xv1 + λ1v1
)
dx

∫

Y
N0N2dy + O(ε2) = O(ε2),

оскiльки
∫
Ωv1(x)dx=0 та

∫
Y N0N2(y)dy =0 за визначенням. Таким чином,

можемо написати A1
ε =ε2Ã1

ε, де |Ã1
ε| ≤ C, та C не залежить вiд ε. Позначимо

ũ1
a = u1

a − ε2Ã1
ε, тодi ũ1

a ∈ H1
per∗(Gε) за визначенням постiйної Ã1

ε.
Подiємо оператором L на отриману функцiю ũ1

a(x
′, x′/ε). Тодi, отримає-

мо результат (аналогiчний до (9) при s = 1), який запишемо у виглядi

Lũ1
a

(
x′, x′/ε

)
= ε2λ1

(
u1

0 + ε2u1
2 − ε2Ã1

ε

)
+ ε3K̃1(x′, x′/ε),

де використанi перетворення з роздiлу 4 та K̃1(x, y) = K1(x, y)+ε2Ã1
ελ

1.
Помножимо отриманий вираз на εũ1

a(x′, x′/ε) та проiнтегруємо по сiтцi
(
Lũ1

a, ũ
1
a

)
L2(Gε)

= ε

∫

Gε

Lũ1
aũ

1
adx′ = ε2λ1 ‖ũ1

a‖2
L2(Gε)

+ ε4

∫

Gε

K̃1ũ1
adx′. (13)

Розглянемо останнiй доданок виразу (13). Використавши оцiнку (10) та
нерiвнiсть Коши-Буняковского, отримаємо наступне

ε

∫

Gε

K̃1ũ1
adx′ ≤

[
ε

∫

Gε

∣∣∣K̃1
∣∣∣
2
dx′

]1/2 [
ε

∫

Gε

∣∣ũ1
a

∣∣2 dx′
]1/2

≤ C‖ũ1
a‖L2(Gε).

Вiднiмання постiйної ε2Ã1
ε вiд функцiї u1

a iстотно не впливає на оцiнку (11),
тому можливо вважати, що ‖ũ1

a‖L2(Gε) = 1 + O(ε2).
Позначимо через U1

a = ũ1
a ‖ũ1

a‖−1
L2(Gε)

, тодi матимемо ‖U1
a‖L2(Gε) = 1 та

U1
a ∈ H1

per∗(Gε).
Визначимо 1-вимiрний пiдпростiр H1 ⊂ H1

per∗(Gε), де U1
a (x′, x′/ε) ∈ H1,

та ортогональний проектор P1 на H1. За визначенням, P1U
1
a = U1

a . Тодi
iснує власне значення µ1

ε i ортонормована власна функцiя w1
ε оператору

L1 = P1LP1. Крiм того, згiдно методу Рєлея-Рiтца, матимемо λ1
ε ≤ µ1

ε.
Використовуючи отриманi вище результати для U1

a (x′, x′/ε) маємо

L1U
1
a (x′, x′/ε) = P1LU1

a = ε2λ1U1
a + O(ε3)

Отже маємо оцiнку зверху для першого власного значення задачi (4)–(5)
в наступному виглядi

λ1
ε ≤ ε2λ1 + Cε3.

Зафiксуємо натуральне d > 1. Далi ортонормуємо функцiї U1
a (x′, x′/ε),

u2
a(x

′, x′/ε), . . . , ud
a(x

′, x′/ε) у просторi L2∗(Gε).
Визначимо постiйну Ai

ε = εl−1
∫
Gε

ui
adx′ для i = 2, . . . d. Тодi, як у випадку

i = 1, можемо написати Ai
ε = ε2Ãi

ε, де |Ãi
ε| ≤ C, та C не залежить вiд

ε. Таким чином, матимемо ũi
a = ui

a − ε2Ãi
ε ∈ H1

per∗(Gε) для i = 2, . . . d.
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Визначимо також постiйну A21
ε = ε

∫
Gε

ũ2
aU

1
adx′. Тодi, за твердженням 2,

маємо
A21

ε =
∫

Ω
v2v1 dx + O(ε2) = O(ε2),

оскiльки
∫
Ω v2(x)v1(x) dx = 0 за визначенням. Таким чином, можемо напи-

сати A21
ε = ε2Ã21

ε , де |Ã21
ε | ≤ C, та C не залежить вiд ε.

Позначимо ŭ2
a = ũ2

a−ε2Ã21
ε U1

a . Тодi ŭ2
a є ортогональною до U1

a i задоволь-
няє спiввiдношенням аналогiчним (9)–(11) та (13), тобто U2

a = ŭ2
a ‖ŭ2

a‖−1
L2(Gε)

є визначеною i ортогональною до U1
a , ‖U2

a‖L2(Gε) = 1 та U2
a ∈ H1

per∗(Gε).
Далi, за iндукцiєю знайдемо ортонормованi U1

a , U2
a ,. . . , Ud−1

a та визначемо
функцiю

ŭd
a = ũd

a − ε2Ãd,d−1
ε Ud−1

a − · · · − ε2Ãd1
ε U1

a ,

яка є ортогональною до U i
a при ε2Ãdi

ε = ε
∫
Gε

ũd
aU

i
adx′ iз |Ãdi

ε | ≤ C для
i = 1, . . . , d − 1 (тут важливо, що система власних функцiй v1, . . . , vd є
ортонормованою) i задовольняє спiввiдношенням аналогiчним (9)–(11) та
(13). Таким чином, Ud

a = ŭd
a ‖ŭd

a‖−1
L2(Gε)

є визначеною i ортогональною до
функцiй U1

a , U2
a , . . . , Ud−1

a . Крiм того, ‖Ud
a‖L2(Gε) = 1 та Ud

a ∈ H1
per∗(Gε).

Визначимо d-вимiрний пiдпростiр Hd ⊂ H1
per∗(Gε), як лiнiйну оболонку

функцiй U1
a (x′, x′/ε), U2

a (x′, x′/ε), . . . , Ud
a (x′, x′/ε), та ортогональний прое-

ктор Pd на Hd. За визначенням для U ∈ H1
per∗(Gε) маємо

PdU =
d∑

i=1

U i
a (U i

a, U)L2∗(Gε)

i тому PdU
i
a = U i

a для i = 1, . . . d. Тодi iснують d-множини власних значень
µ1

ε, µ
2
ε, . . . , µ

d
ε i ортонормованих власних функцiй w1

ε , w
2
ε , . . . , w

d
ε оператору

Ld = PdLPd таких, що виконанi нерiвностi µ1
ε ≤ µ2

ε ≤ . . . ≤ µd
ε з урахуван-

ням кратностi. Крiм того, згiдно методу Рєлея-Рiтца, матимемо

λ1
ε ≤ µ1

ε, . . . , λ
d
ε ≤ µd

ε .

Використовуючи спiввiдношення аналогiчнi (9)–(11) та (13) для функцiй
U1

a (x′, x′/ε), U1
a (x′, x′/ε), . . . , Ud

a (x′, x′/ε), маємо

LdU
i
a(x

′, x′/ε) = PdLU i
a = ε2λiU i

a + O(ε3)

i ∥∥LdU
i
a − ε2λiU i

a

∥∥
L2(Gε)

≤ ε3C,

де i = 1, . . . , d та стала C не залежить вiд ε. Тому, згiдно теореми 4, знайде-
ться власне значення µ

j(i)
ε оператору Ld таке, що виконується нерiвнiсть∣∣∣µj(i)

ε − ε2λi
∣∣∣ ≤ ε3C, (14)

де i=1, . . . , d та C не залежить вiд ε. Тут не важлива залежнiсть C вiд i
(яка фактично вiдома з спiввiдношень аналогiчних (9)–(11)), адже для за-
вершення доведення оцiнки теореми 3 для власних значень задачi (4)–(5)
залишилось перевiрити тiльки, що k(s)=s в (12) для кожного s=1, 2, . . . , d.
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Слiдуючи [14], [13], перевiримо, що фактично j(i) = i в (14) для ко-
жного i = 1, . . . , d. Дiйсно, якщо власнi значення λ1, . . . , λd є простими,
тодi одразу маємо j(i) = i для кожного i = 1, . . . , d, оскiльки d упорядкова-
них чисел µ1

ε, . . . , µ
d
ε знаходяться у ε3-околах d строго упорядкованих чисел

ε2λ1, . . . , ε2λd, що є можливим тiльки при j(i) = i. Проте, в залежностi вiд
l, кратнiсть власного значення λ1 є рiвною або двом або чотирьом.

Розглянемо, наприклад, перший випадок, тодi λ3 вiдокремлена вiд λ1 на
деяку константу δ (наприклад, для l = 1/2 константа δ = 1). Обираючи
d = 2 в (14) маємо j(1) = 1 та j(2) = 2 (що i необхiдно довести, оскiльки
λ1 = λ2 ) або j(1) = 2 та j(2) = 2. В останньому випадку, iснує стала σ > 0
така, що µ1

ε < µ2
ε−ε2σ < µ2

ε +ε2σ < µ3
ε i на iнтервалi (ε2λ1−ε2σ, ε2λ1 +ε2σ)

знайдеться тiльки одне власне значення µ2
ε оператору L2. Таким чином,

маємо

‖U1
a − w2

ε‖L2(Gε) ≤ εC, ‖U2
a − w2

ε‖L2(Gε) ≤ εC

згiдно теореми 4. Однак, це є неможливим [14], оскiльки нормована фун-
кцiя w2

ε наближає одразу двi ортонормованi функцiї U1
a та U2

a .
Таким чином, доведенi рiвностi j(i) = i для i = 1, 2. Аналогiчно доводи-

ться, що k(s) = s в (15) для s = 1, 2 (якщо кратнiсть λ1 є рiвною 2). Дiйсно,
на вiдрiзку [αε2, µ2

ε] знаходяться тiльки два власних значення λ1
ε, λ

2
ε задачi

(4)–(5), оскiльки αε2 ≤ λ1
ε ≤ λ2

ε ≤ µ2
ε, завдяки методу Рєлея-Рiтца. Крiм

того, виконана нерiвнiсть (12) i тому k(1) = 1 та k(2) = 2 або k(1) = 2 та
k(2) = 2. В останньому випадку, iснує стала σ > 0 така, що на iнтервалi
(ε2λ1 − ε2σ, ε2λ1 + ε2σ) знайдеться тiльки одне власне значення λ2

ε опера-
тору L. Тому, згiдно теореми 4, майже ортонормованi функцiї û1

a та û2
a (у

вiдповiдностi iз (11)) наближаються однiєю нормованою функцiєю u2
ε, що

є неможливим.
Розглянемо тепер, наприклад, випадок коли кратностi λ1 та λ3 є рiв-

ними 2 та r вiдповiдно. Обираючи d = 3 + r − 1 в (14) матимемо, що у
ε3-околу ε2λ1 знаходяться власнi значення µ1

ε, µ
2
ε та принаймнi µ3+r−1

ε на-
лежить ε3-околу числа ε2λ3. Якщо µ3

ε не належить ε3-околу числа ε2λ3, тодi
r ортонормованих функцiй U3

a , . . . , U3+r−1
a можуть бути наближенi (r − 1)

ортонормованими функцiями w4
ε , . . . , w3+r−1

ε , що є неможливим.
Таким чином, доведенi рiвностi j(i) = i для i = 1, . . . , 3 + r − 1. Ана-

логiчно доводиться, що k(s) = s в (12) для s = 1, . . . , 3 + r − 1. Завдяки
нерiвностi (12) та методу Рєлея-Рiтца, це доведення можливо продовжити
для iнших d при λd ¿ ε−2, що доводить оцiнку теореми 3 для власних зна-
чень задачi (4)–(5). Тут є важливим, що для кожного d та ε виконується
спiввiдношення

αε2 ≤ λ1
ε ≤ λ2

ε ≤ · · · ≤ λd
ε ≤ µd

ε ,

яке надає контроль над кiлькiстю власних значень задачi (4)–(5) на кон-
кретному вiдрiзку [αε2, µd

ε ] ⊂ [αε2, ε2λd + ε2C(λd)3/2]. Це є важливим тому,
що функцiя k(s) в (12) може фактично залежати вiд ε. Точнiше, теорема 4
гарантує тiльки, що для фiксованих s та ε число k(s) iз (12) є визначеним.
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Розглянемо тепер деяке власне значення λs задачi (8) кратностi r (яка
може дорiвнювати 2, 4 або 8). Тодi, за визначенням, маємо спiввiдношення

λs−1 < λs = λs+1 = · · · = λs+r−1 < λs+r.

Позначимо через σs найменше число iз (λs−1 + λs)/2 та (λs + λs+r)/2. Iз
нерiвностi (12) витiкає, що iнтервалу (ε2λs − ε2σs, ε

2λs + ε2σs) належать
тiльки власнi значення λs

ε, . . . , λs+r−1
ε задачi (4)–(5). Тому, згiдно теореми

4, знайдуться (можливо залежнi вiд ε) постiйнi αj
i при i, j = s, s + r − 1

такi, що
∥∥ûs

a − αs
su

s
ε − · · · − αs

s+r−1u
s+r−1
ε

∥∥
L2(Gε)

≤ C ε (λs)3/2σ−1
s ,

. . . . . . . . . ,
∥∥ûs+r−1

a − αs+r−1
s us

ε − · · · − αs+r−1
s+r−1u

s+r−1
ε

∥∥
L2(Gε)

≤ C ε (λs)3/2σ−1
s .

(15)

Крiм того, в силу умов теореми 4, матимемо
∥∥αs

su
s
ε + · · ·+ αs

s+r−1u
s+r−1
ε

∥∥
L2(Gε)

= 1, . . . ,
∥∥αs+r−1

s us
ε + · · ·+ αs+r−1

s+r−1u
s+r−1
ε

∥∥
L2(Gε)

= 1,
(16)

Функцiї us
ε, . . . , us+r−1

ε є ортонормованими i тому
(
αs

s

)2 + · · ·+ (
αs

s+r−1

)2 = 1, . . . ,
(
αs+r−1

s

)2 + · · ·+ (
αs+r−1

s+r−1

)2 = 1

у вiдповiдностi iз (16), тобто матриця
{
αi

j

}
i,j=s,s+r−1

є ортогональною.
Визначимо функцiї ǔs

a, . . . , ǔs+r−1
a як ортогональнi перетворення фун-

кцiй ûs
a, . . . , ûs+r−1

a матрицею
{
αi

j

}
i,j=s,s+r−1

. Тодi, iз (15) матимемо

‖ǔs
a − us

ε‖L2(Gε)
≤Cε (λs)3/2σ−1

s , . . . ,
∥∥ǔs+r−1

a − us+r−1
ε

∥∥
L2(Gε)

≤Cε (λs)3/2σ−1
s ,

що завершує доведення теореми 3 (оскiльки, можна вважати, що λs = σs

при великих s), де за власну функцiю vs задачi (8), яка фiгурує у оцiнцi
теореми 3, слiд обрати вiдповiдну лiнiйну комбiнацiю власних функцiй

l−1/2ei2π(nx1+ml−1x2), l−1/2ei2π(nx1−ml−1x2),

l−1/2ei2π(−nx1+ml−1x2), l−1/2ei2π(−nx1−ml−1x2),
(17)

iз коефiцiєнтами, якi розташованi у однiй iз строк матрицi
{
αi

j

}
i,j=s,s+r−1

,
та вiдповiдними n i m. Пiдкреслимо, що для власного значення λs задачi
(8) кратностi r iснує довiльнiсть у виборi власних функцiй vs, . . . , vs+r−1,
яка визначається деякою ортогональною матрицею. Тому i виникає необ-
хiднiсть у використаннi строк вiдповiдної матрицi

{
αi

j

}
i,j=s,s+r−1

. 2

6. Висновки та зауваження

У випадку l = 1 можна помiтити наступний цiкавий факт. Для отрима-
них власних значень λs та вiдповiдних власних функцiй vs(x) усередненої
задачi (8) оберемо n = m. Тодi матимемо власне значення λs = 4π2m2, а
вiдповiднi власнi функцiї обмежимо на сiтку, тобто зафiксуємо, наприклад,
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для функцiї ei2π(mx1+mx2), координати x2 = 1
2ε, 3

2ε, . . . , 1− 1
2ε, якi вiдповiд-

ають координатам горизонтальних струн, та x1 = 1
2ε, 3

2ε, . . . , 1 − 1
2ε, якi

вiдповiдають координатам вертикальних струн. В результатi ми отримає-
мо такi власнi функцiї на кожнiй струнi дрiбно-перiодичної сiтки

eiπmεei2πmx11 , ei3πmεei2πmx12 , . . . , e−iπmεei2πmx1N ;

eiπmεei2πmx21 , ei3πmεei2πmx22 , . . . , e−iπmεei2πmx2N .

Оберемо для точного власного значення λε = 4π2 (n + εm)2, яке описане
в теоремi 1 для непарного значення N , значення n = 0, m = 1, 2, . . . , N − 1.
Тодi λε = ε24π2m2 а вiдповiднi власнi функцiї матимуть такий вигляд (iз
значеннями довiльних констант A = 1, C1 = 0, C2 = 0 та C = 0)

uε
1j = ei(2j−1)πmεei2πmx1j , x1j ∈ [0, 1], uε

2j = ei(2j−1)πmεei2πmx2j , x2j ∈ [0, 1],

де j = 1, 2, . . . , N . Таким чином точний розв’язок, який побудований на
основi теорiї Флоке, спiвпадає iз усередненою поверхнею vs(x), яка розгля-
нута на сiтцi Gε.

Аналогiчним чином показується вiдповiднiсть мiж усередненою поверх-
нею ei2π(−mx1+mx2) та точними власними функцiями

(
uε
1j , u

ε
2j

)
iз значення-

ми довiльних констант A = 0, C1 = 1, C2 = 0, C = 0; мiж ei2π(mx1−mx2) та(
uε
1j , u

ε
2j

)
iз значеннями довiльних констант A = 0, C1 = 0, C2 = 1, C = 0;

а також мiж ei2π(−mx1−mx2) та
(
uε
1j , u

ε
2j

)
iз значеннями довiльних констант

A = 0, C1 = 0, C2 = 0, C = 1.
Для парного значення N (розв’язки спектральної задачi (4)–(5) в цьому

випадку описанi в теоремi 2) робимо такi самi висновки, окрiм значення m,
коли mε = 1/2. Тодi перетином усереднених розв’язкiв та точних власних
функцiй є чотирьох-вимiрний власний пiдпростiр, проте є ще й (2N − 3)-
вимiрний власний пiдпростiр, який бiльш детально описаний в [9]. Тому
значення m для якого mε = 1/2 ми виключаємо з розгляду.

Отже, нами була побудована асимптотика для власних значень та ком-
плекснозначних власних функцiй спектральної задачi на сiтцi (4)–(5), а
також доведена теорема 3 для s-го власного значення λs

ε та s-ої власної
функцiї us

ε цiєї задачi, що є обґрунтуванням побудованих асимптотик, де
λs власне значення осередненої задачi (8) iз власною функцiєю vs, що орто-
нормована придатним чином, тобто vs є вiдповiдною лiнiйною комбiнацiєю
власних функцiй наведених у (17). Крiм того встановлена вiдповiднiсть мiж
точними розв’язками задачi на дрiбно-перiодичнiй сiтцi, якi описанi в тео-
ремах 1 та 2, та наближеними розв’язками, якi були отриманi в результатi
побудови асимптотики.
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ДIЖКОВIСТЬ ПРОСТОРУ ПОСЛIДОВНОСТЕЙ
СУМОВНИХ З ДЕЯКИМ СТЕПЕНЕМ, IЗ ЗМIНЕНОЮ

НОРМОЮ

А. В. Анiкушин

Резюме. У роботi введено до розгляду простiр послiдовностей,
що складається з елементiв lp, на якому введено норму простору
lq. При виконаннi умов 1 < p < q < ∞ у спряженому просторi
наведено приклад системи функцiоналiв, що є поточково обме-
женою, але не є обмеженою за нормою спряженого простору. На
основi цього зроблено висновок, що простiр, що розглядається,
не є дiжковим. Таким чином отримано конструктивне доведення
недiжковостi вказаного просторiв.

Вступ
Дiжковi простори (barreled spaces) виникають у функцiональному аналi-

зi поруч з принципом рiвномiрної обмеженостi, або класичною теоремою
Банаха-Штейнгауза. Це достатньо широкий клас просторiв, що, напри-
клад, мiстить у собi всi банаховi, повнi простори, простори Бера тощо.
Дiжковi простори також важливi через їхнiй зв’язок з теоремою про за-
мкнений графiк [1]. У монографiї [2] подано детальний огляд дiжкових
просторiв, їх властивостей, критерiїв дiжковостi.

У роботах [3, 4] було отримано деякi достатнi умови недiжковостi лiнiй-
ного нормованого простору. Зокрема в роботi [4] доведено, що простори

(lp, ‖ · ‖lq), 1 < p < q < ∞
не є дiжковими. Це твердження отримано з теореми, що встановлює доста-
тнi умови недiжковостi лiнiйного нормованого простору. Доведення цiєї те-
ореми носить неконструктивний характер. У той же час видається цiкавим
навести конкретний приклад, що встановлював би недiжковiсть вказаного
простору. Дана коротка замiтка присвячена вирiшенню цiєю задачi.

Основнi означення та твердження
Розглянемо лiнiйний топологiчний простiр V . Нагадаємо [5, 6], що мно-

жина S ⊆ V називається абсолютно опуклою, якщо ∀|α| ≤ 1 : αS ⊆ S.
Абсолютно опукла множина S ⊆ V називається поглинаючою, якщо для
кожного x ∈ V iснує α ∈ R таке, що x ∈ αS. Множина S ⊆ V називається
дiжкою, якщо S абсолютно опукла, замкнена та поглинаюча. Нарештi, лi-
нiйний топологiчний простiр V називається дiжковим, якщо довiльна дiж-
ка S у ньому є околом нуля.
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Нагадаємо, що поняття дiжковостi тiсно пов’язане [5, 6] з теоремою
Банаха-Штейнгауза [7], а також з поточковою та рiвномiрною обмеженi-
стю (одностайною неперервнiстю) лiнiйних вiдображень.

Конструкцiя послiдовностi функцiоналiв
Нехай 1 < p < q < ∞. Розглянемо простiр E = (lp, ‖ · ‖lq). Через p′, q′

позначимо числа, що задовольняють рiвностям 1/p+1/p′ = 1; 1/q +1/q′ =
1.

Покладемо α = q−1
q = 1

q′ i розглянемо послiдовнiсть дiйсних чисел
{k−α}∞k=1 . Неважко перевiрити, що виконується нерiвнiсть p′ > q′. Тодi
можна стверджувати, що

∞∑

n=1

1
np′α < ∞;

∞∑

n=1

1
nq′α = ∞.

Розглянемо лiнiйнi функцiонали fn : E → R, що визначенi таким чином:

fn(x) =
n∑

k=1

1
nα

· xk, x = (x1, x2, ...) ∈ E. (1)

Лема 1. Нехай fn визначено згiдно (1), тодi

‖fn‖E∗ =

(
n∑

k=1

1
kq′α

) 1
q′

.

Доведення. Скористаємося нерiвнiстю Гьолдера [7]:

∀x ∈ E : |fn(x)| =
∣∣∣∣∣

n∑

k=1

xk

kα

∣∣∣∣∣ ≤
(

n∑

k=1

1
kq′α

) 1
q′

(
n∑

k=1

|xk|q
) 1

q

≤
(

n∑

k=1

1
kq′α

) 1
q′

‖x‖E .

Рiвнiсть досягається на елементi

x =
(

1−
αq′
q , 2−

αq′
q , ..., n

−αq′
q , 0, 0, 0, ...

)
∈ E.

¤
Лема 2. Послiдовнiсть функцiоналiв fn, що визначена згiдно (1) не є рiв-
номiрно обмеженою, але є поточково обмеженою.

Доведення. Згiдно леми 1 норми функцiоналiв fn є частковими сумами
ряду

∑∞
k=1 k−q′α. Але цей ряд є розбiжним внаслiдок вибору параметра α.

Тому ‖fn‖E∗ →∞, n →∞.
Розглянемо тепер довiльний елемент x ∈ E. Оскiльки x ∈ lp, а ряд∑
k−p′α — збiжний, то застосовуючи нерiвнiсть Гьолдера, отримаємо

|fn(x)| =
∣∣∣∣∣

n∑

k=1

xk

kα

∣∣∣∣∣ ≤
(

n∑

k=1

1
kp′α

) 1
p′

(
n∑

k=1

|xk|p
) 1

p

≤
( ∞∑

k=1

1
kp′α

) 1
p′

‖x‖lp .

¤
74



ДIЖКОВIСТЬ ПРОСТОРУ ПОСЛIДОВНОСТЕЙ...

На основi леми 2 можна сформулювати таку теорему:

Теорема 1. Нехай 1 < p < q < ∞. Тодi простiр (lp, ‖ · ‖lq) не є дiжковим.

Висновки
Таким чином, вдалося навести конструктивне доведення недiжковостi

просторiв (lp, ‖ · ‖lq), 1 < p < q < ∞. Вiдзначимо, що при p = q ми маємо
справу з класичними просторами lp, p > 1. Як вiдомо [7], цi простори є
повними, а тому [5, 6] також i дiжковими. Це дозволяє, як висновок роботи,
сформулювати теорему:

Теорема 2. Нехай 1 < p ≤ q < ∞. Простiр (lp, ‖ · ‖lq) дiжковий тодi i
лише тодi, коли p = q.
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ДОСЛIДЖЕННЯ СТIЙКОСТI УЗАГАЛЬНЕНИХ НЕЧIТКИХ
ГIБРИДНИХ АВТОМАТIВ

О. С. Бичков

Резюме. В роботi розглянуто дослiдження стiйкостi формалi-
зму моделювання невизначеної динамiки, що базується на тео-
рiї можливостi та гiбридних автоматах. Застосування гiбридних
автоматiв дозволяє моделювати складну динамiку за допомогою
певної кiлькостi простих систем. Використання для моделювання
нечiткого аналога стохастичного рiвняння Iто вирiшує проблему
вiдсутностi статистичних данних та дозволяє дослiджувати са-
ме нечiтку траекторiю. Для отримання достатнiх умов стiйкостi
пропонується використовувати мультикомпонентнi функцiї Ля-
пунова.

Вступ

Методи теорiї можливостей дозволяють оцiнити рiвень iстини певної по-
дiї по вiдношенню до iнших подiй на основi суб’єктивних думок експертiв.
Цi методи кориснi для дослiдження невизначених процесiв або явищ, у ра-
зi, коли недостатнiсть статистичної iнформацiї не дозволяє застосовувати
iмовiрнiснi методи. Розв’язання таких задач як прогнозування розвитку
соцiально-економiчного явища, моделювання складної динамiки польоту,
часто вимагає використання диференцiальних рiвнянь, якi мiстять деяку
невизначенiсть. У таких областях, статистичнi даннi ненадiйнi або вiдсутнi,
тому доцiльно використовувати теоретико-можливоснi пiдходи [1]–[3].

У цьому контекстi широко розповсюдженi нечiткs диференцiальнi рiв-
няння, що базуються на теорiї нечiтких множин Заде [4]–[7]. Цi рiвняння
часто розглядаються або як звичайнi диференцiальнi рiвняння з нечiткими
параметрами, або як рiвняння, що призначенi для опису еволюцiї функцiй
приналежностi. Цi пiдходи є корисними в багатьох випадках, але мають
деякi недолiки. Диференцiальнi рiвняння з нечiткими параметрами не до-
зволяють описувати динамiку змiни невизначенностi. Рiвняння, що опи-
сують еволюцiю функцiї приналежностi, не дають якiсної характеристики
фазової траекторiї. Тому виникають певнi питання стосовно змiсту поняття
стiйкостi розв’язку. Для дослiдження стiйкостi таких рiвнянь використо-
вують метод функцiй Ляпунова [8]–[11]. У приведених статтях, в якостi
стiйкостi, автори розглядають динамiку вiдхилення функцiї приналежно-
стi вiд тотожньо нульової функцiї.

У цiй статтi ми пропонуємо дослiдження стiйкостi iншого формалiзму
моделювання невизначеної динамiки, що базується на теорiї можливостi
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та гiбридних автоматах [12]–[14]. Застосування гiбридних автоматiв дозво-
ляє моделювати складну динамiку за допомогою певної кiлькостi простих
систем. Використання для моделювання нечiткого аналога стохастичного
рiвняння Iто вирiшує проблему вiдсутностi статистичних данних та дозво-
ляє дослiджувати саме нечiтку траекторiю, а не ставлення до неї експер-
тiв. Для отримання достатнiх умов стiйкостi пропонується використовува-
ти мультикомпонентнi функцiї Ляпунова [13]–[14].

Основний результат

Введемо такi позначення. Нехай ‖·‖ — евклiдова норма в просторi Rd,
R+ = [0, +∞), ∇fV (y0) = V ′(y0)f(y0), якщо V : Rd → R i f : Rd → Rd або
f : Rd → Rd×l.

Будемо дослiджувати стiйкiсть стацiонарного стану [17] узагальненого
нечiткого гiбридного автомату з нечiтким перемиканням (УНГАНП) [17].
Зафiксуємо деякий УНГАНП GHA = (Q,Y, PS, Inv, Jump, Orb) i стацiо-
нарний стан y∗ ∈ St(GHA) (в припущеннi, що St(GHA) 6= ∅).
Означення 1. Стацiонарний стан y∗ ∈ St(GHA) називається стiйким з
рiвнем ᾱ, де ᾱ : (0, +∞) → [0, 1) — функцiя, визначена в околi нуля, якщо
для довiльного числа ε > 0 iснує число δ > 0, таке, що для всiх фазових
орбiт χ = (τ, q̄, ȳ, x) ∈ Orb, де ȳ = (yi)i∈〈τ〉 i τ = (Ii)i∈〈τ〉, таких, що y0(τ0) ∈
B(y∗, δ) i P{x} > ᾱ(ε), виконується умова yi(t) ∈ B(y∗, ε) для всiх i ∈ 〈τ〉 i
t ∈ Ii.

Для кожної частково визначеної функцiї f : R→ R позначимо Infinv(f)
частково визначену функцiю g : R→ R, що задана умовами:

g(y) = inf{x ∈ R|f(x) ≤ y}, якщо y ∈ R i множина {x ∈ R|f(x) ≤ y}
непорожня i обмежена зверху.
g(y) не визначено в iншому випадку.

Визначимо HL(HA, y∗) як множину кортежiв (ᾱ, (Vq)q∈Q, (νq)q∈Q), в яких:

ᾱ : (0, +∞) → [0, 1) — функцiя, визначена в околi нуля.
(Vq)q∈Q — iндексована сiм’я неперервних частково визначених фун-
кцiй з Y в R+.
(νq)q∈Q — iндексована сiм’я частково визначених функцiй vq : R+ →
R+, i виконуються такi умови, де ψ = Infinv(ᾱ):

L1) {y∗} ∪ Inv(q) ⊆ domVq для всiх q ∈ Q, i якщо (q2, y2) ∈
Jump(q1, y1, x) для деяких q1, q2 ∈ Q, y1, y2 ∈ Y i x ∈ X+, то y1 ∈
domVq1 i y2 ∈ domVq2 ;

L2) iснує число υ > 0, таке, що [0,υ)∪Rangeψ ⊆ dom vq, vq(0) = 0
i vq(w) > 0 при w ∈ dom vq\{0};

L3) Vq(y∗) = 0 для всiх q ∈ Q;
L4) якщо Vq(y) ≤ νq(w) для деяких y ∈ domVq i w ∈ dom vq, то

ρ(y∗, y) ≤ w;
L5) якщо q ∈ Q, x ∈ X+, P{x} ∈ domψ, χ = (τ, q̄, ȳ, x) ∈ Orb, i ∈

〈τ〉, q̄(i) = q i для деякого (скiнченного) iнтервалу (t1, t2) ⊂ [τi, τ
′
i)
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виконується нерiвнiсть Vq(yi(t)) > νq(ψ(P{x})) при t ∈ (t1, t2), то
функцiя t 7→ Vq(yi(t)) не зростає на iнтервалi (t1, t2).

Зауважимо, що функцiя t 7→ Vq(yi(t)) визначена на iнтервалi (τi, τ
′
i),

оскiльки yi(t) ∈ Inv(q̄(i)) при t ∈ (τi, τ
′
i).

Змiст елементiв кортежiв (ᾱ, (Vq)q∈Q, (νq)q∈Q) ∈ HL(GHA, y∗) такий:
функцiї (Vq)q∈Q грають роль функцiй Ляпунова, визначених окремо для
кожного дискретного стану автомата GHA i адаптованих для встановлен-
ня стiйкостi стацiонарного стану y∗ з рiвнем ᾱ; функцiя νq знаходить лiнiю
рiвня функцiї Vq, яка мiститься у кулi заданого радiусу (з центром в точцi
y∗).

Введемо такi позначення для всiх q1, q2 ∈ Q,u ∈ (0, 1]:

J(q1, q2, u) = {(y1, y2) ∈ Y × Y | ∃x ∈ Xu : (q2, y2) ∈ Jump(q1, y1, x)};
E = {(q1, q2) ∈ Q×Q | ∃x ∈ X+∃(y1, y2) ∈ Y ×Y : (q2, y2) ∈ Jump(q1, y1, x)}.
Означення 2. Орiєнтованим графом, який лежить в основi GHA назива-
ється пара (Q,E) i позначається як Gr(GHA).

Означення 3. Множиною часткових дискретних фазових орбiт GHA на-
зивається множина PDPO(GHA) = {(q̄(0), q̄(1), ..., q̄(k)) | ∃k ≥ 1,∃τ, q̄, ȳ, x :
(τ, q̄, ȳ, x) ∈ Orb ∧ k ≤ 〈τ〉}.

Змiстовно, це є множина непорожних скiнченних послiдовностей дискре-
тних станiв, якi може проходити автомат на деякiй фазовiй орбiтi.

Означення 4. Нечiтким гiбридним автоматом з нечiтким перемиканням
(НГАНП) називається кортеж HA = (Q,Y, PS, g, w, h, Inv, Init, Jump), в
якому:

Q — скiнченна множина дискретних станiв;
Y = Rd — множина неперервних станiв;
PS = (X, 2X , P ) — простiр можливостей з нормованою мiрою мо-
жливостi;
w : R × X+ → Rl — процес нечiткого блукання (ПНБ) [12],[13] на
просторi PS;
g : Q× Rd → Rd, h : Q× Rd → Rd×l — частково визначенi функцiї,
за допомогою яких задається неперервна поведiнка автомату пiд
час перебування в дискретному станi; будемо позначати gq = y 7→
g(q, y) i hq = y 7→ h(q, y);
Inv : Q → Y \{∅} — вiдображення, яке задає множину незмiнностi
дискретного стану;
Init ⊆ Q× Y — множина початкових станiв;
Jump : Q× Y ×X → 2Q×Y — вiдображення, яке задає умову пере-
ходу мiж дискретними станами;

i виконується умова Inv(q) ⊆ Domgq ∩Domhq для всiх q ∈ Q.

Означення 5. Фазовою орбiтою яка допускається НГАНП HA називає-
ться кортеж χ = (τ, q̄, ȳ, x), в якому x ∈ X+, τ = (Ii)N

i=0 ∈ HT, q̄ : 〈τ〉 → Q —
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вiдображення i ȳ = (yi)i∈〈τ〉 — iндексована сiм’я неперервних вiдображень
yi : Ii → Y , таких, що:

1) yi(t) ∈ Inv(q̄(i)) для всiх t ∈ [τi, τ
′
i), якщо i ∈ 〈τ〉 i крiм того, yi(τ ′i) ∈

Inv(q̄(i)), якщо i = N(τ) i τ ′i ∈ U(τ);
2) (q̄(i + 1), yi+1(τi+1)) ∈ Jump(q̄(i), yi(τ ′i), x) для всiх i ∈ 〈τ〉 \{N(τ)};
3) функцiя yi локально абсолютно неперервна на Ii i задовольняє дифе-

ренцiальне рiвняння за процесом нечiткого блукання [12],[13]

ẏi(t) = g(q̄(i), yi(t)) + h(q̄(i), yi(t))ẇ(t, x)

для майже всiх t ∈ Ii;
4) (q(0), y0(0)) ∈ Init.

Зауважимо, що в пунктi 3, функцiї t′ 7→ gq̄(i)(yi(t′)) i t′ 7→ hq̄(i)(yi(t′)) є
визначеними на Ii\{τ ′i}, оскiльки yi(t) ∈ Inv(q̄(i)) для всiх t ∈ [τi, τ

′
i) за

пунктом 1.
Позначимо: Orb(HA) — множина фазових орбiт автомату HA, ϕw —

функцiя розподiлу процесу нечiткого блукання w, а Ξ — його коварiацiйна
матриця [12],[13], тобто додатно-визначена матриця, така, що перехiдна
можливiсть ПНБ має вигляд P{w(t) = y |w(t0) = y0} = ϕ( ||Ξ

−1/2(y−y0)||2
(t−t0)2

).
Нехай λm — найменше власне число матрицi Ξ−1/2.

Поставимо у вiдповiднiсть автомату HA автомат УНГАНП

GHA = (Q, Y, PS, Inv, Jump, Orb(HA)),

де Y — простiр (Rd, ρ) з метрикою ρ(x, y) = ‖x− y‖. Зауважимо, що мно-
жина Orb(HA) задовольняє умови означення множини фазових орбiт УН-
ГАНП в силу умов означення фазової орбiти НГАНП, тому GHA дiйсно є
УНГАНП.

Автомат GHA є абстракцiєю автомату HA, тому визначенi для нього
поняття стацiонарного стану i стiйкостi з рiвнем можна перенести на HA.

Означення 6. Стацiонарним станом НГАНП HA називається стацiонар-
ний стан вiдповiдного УНГАНП GHA.

Будемо позначати St(HA) — множина стацiонарних станiв HA.

Означення 7. Стацiонарний стан y∗ ∈ St(HA) називається стiйким з рiв-
нем ᾱ, де ᾱ : (0,+∞) → [0, 1) — функцiя, визначена в околi нуля, якщо y∗
є стiйким з рiвнем ᾱ стацiонарним станом GHA.

Означення 8. Орiєнтованим графом, що лежить в основi HA (позначає-
ться Gr(HA)) називається орiєнтований граф, який лежить в основi GHA.

Розглянемо фiксований НГАНП HA = (Q,Y, PS, g, w, h, Inv, Init, Jump)
i вiдповiдний йому УНГАПН GHA.

Позначимо DF (Rd) — клас усiх частково визначених неперервних фун-
кцiй f : Rd → R+, якi є неперервно диференцiйовними на внутрiшностi
своєї областi визначеностi.

Визначимо HLo(HA, y∗) (конкретизацiя HL(GHA, y∗) для НГАНП) як
множину кортежiв (ᾱ, (Vq)q∈Q, (νq)q∈Q), в яких:
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ᾱ : (0,+∞) → [0, 1) — функцiя, визначена в околi нуля;
(Vq)q∈Q — iндексована сiм’я функцiй класу DF (Rd);
(νq)q∈Q — iндексована сiм’я визначених функцiй vq : R+ → R+,
визначених в околi нуля (включаючи нуль), i виконуються умови,
в яких ψ = Infinv(ᾱ):

Lo1) {y∗}∪Oq ⊆ DomVq для всiх q ∈ Q, де Oq — деяка вiдкрита на
множенi Inv(q), i якщо (q2, y2) ∈ Jump(q1, y1, x) для деяких q1, q2 ∈
Q, y1, y2 ∈ Y i x ∈ X+, то y1 ∈ DomVq1 i y2 ∈ DomVq2 ;

Lo2) vq(0) = 0 i vq(w) > 0 для всiх w ∈ Domvq\{0};
Lo3) Vq(y∗) = 0 для всiх q ∈ Q;
Lo4) якщо Vq(y) ≤ νq(w) для деяких y ∈ DomVq i w ∈ Domvq, то

‖y∗ − y‖ ≤ w;
Lo5) для всiх елементiв q ∈ Q, x ∈ X+ i y ∈ Inv(q) таких, що

P{x} ∈ Domψ i Vq(y1) > νq(ψ(P{x})) визначена, виконується

∇gqVq(y) ≤ − 1
λm

√
ϕ−1

w (P{x}) ∥∥∇hqVq(y)
∥∥ .

Змiст кортежiв (ᾱ, (Vq)q∈Q, (νq)q∈Q) ∈ HLo(HA, y∗) аналогiчний змiсту кор-
тежiв з множини HL(GHA, y∗): функцiї (Vq)q∈Q грають роль функцiй Ля-
пунова, визначених окремо для кожного дискретного стану HA i адаптова-
них для встановлення стiйкостi стацiонарного стану y∗ з рiвнем ᾱ. Функцiя
νq задає лiнiю рiвня функцiї Vq, яка мiститься у кулi заданого радiусу.

Зауважимо, що значення∇gqVq(y),∇hqVq(y) визначенi для всiх y ∈ Inv(q),
оскiльки виконується умова Lo1 i Inv(q) ⊆ Domgq ∩Domhq.

Лема 1. Для кожного x ∈ X+ нерiвнiсть ‖ẇ(t, x)‖ ≤ 1
λm

√
ϕ−1

w (P{x})
виконується для майже всiх t ∈ R+.

Доведення. Для всiх t1 6= t2 i C > 0 виконується

P{||w(t1, x)− w(t2, x)|| ≥ C|t1 − t2|} =

= sup{P{w(t1, x)− w(t2, x) = a} | ||a|| ≥ C|t1 − t2|} =

= sup

{
ϕw

(
||Ξ

−1/2a||2
(t1 − t2)2

)}
≤ ϕw

(
λ2

mC2(t1 − t2)2

(t1 − t2)2

)
= ϕw(λ2

mC2).

Внаслiдок довiльностi C > 0, для кожного x ∈ X+ маємо

||w(t1, x)− w(t2, x)|| ≤ 1
λm

√
ϕ−1

w (P{x})|t1 − t2|.

За результатом [18, Лема 3], для кожного x ∈ X+, траєкторiя t 7→ w(t, x) є
майже скрiзь диференцiйовною. Звiдси для майже всiх t ∈ R+ виконується

‖ẇ(t, x)‖ ≤ 1
λm

√
ϕ−1

w (P{x}).
¤

Далi будемо використовувати термiнологiю теорiї формальних мов. Вве-
демо такi позначення:
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– A∗ — множина слiв в алфавiтi A (тобто скiнченних послiдовностей
елементiв множини A), або замикання Клiнi формальної мови A;

– A+ — множина непорожнiх слiв в алфавiтi A, або обмежене зами-
кання Клiнi формальної мови A;

– |p| — довжина слова p;
– p1p2 або p1.p2 — конкатенацiя слiв p1 i p2;
– p1 / p2 — p1 є (можливо, порожнiм) пiдсловом p2;
– beg(p) — перша лiтера слова p, якщо слово p не порожнє;
– end(p) — остання лiтера p, якщо слово p не порожнє;
– beg(L) = {beg(p)|p ∈ L}, де L ⊆ A+;
– end(L) = {end(p)|p ∈ L}, де L ⊆ A+;
– pref(p) — множина (непорожнiх) префiксiв слова p;
– SwL(L) = {p | ∃u ∈ L : p /u} — множина пiдслiв усiх слiв множини

L ⊆ A+;
– SwLk(L) = {p | |p| = k∧∃u ∈ L : p /u} — множина пiдслiв довжини

k усiх слiв L ⊆ A+;
– PCl(L) =

⋃
p∈L

% (p) — префiксне замикання множини L ⊆ A+ (без

порожнього слова);
– PrL(L) = {L1 ∈ ∆ = ∆\{∅} | L1 = PCl(L)} — множина непорожнiх

префiкно-замкнених пiдмножин множини L ⊆ A∗.
Для дослiдження стiйкостi стацiонарних станiв з рiвнем ᾱ будемо вико-

ристовувати такий результат.

Теорема 1. [17] (Про стiйкiсть стацiонарних станiв УНГАНП).
Припустимо, що для УНГАНП GHA i стацiонарного стану y∗ iснує

кортеж HL = (ᾱ, (Vq)q∈Q, (νq)q∈Q) ∈ HL(GHA, y∗). Нехай ψ = Infinv(ᾱ).
Нехай vmax > 0 — число i

((SD, ·,≤SD,ΘD,≤Θ, •,≺SD),W, λ) = aes′(GHA, HL, vmax),

де aes′(GHA,HL, vmax) — асоцiйована розширена s′-структура [17].
Нехай W∗ ∈ PrL(W ) — множина, така, що PDPO(GHA) ⊆ W∗, де

PDPO(GHA) — множина часткових дискретних фазових орбiт GHA.
Припустимо, що Ai, Bi, Ci, i = 1, 2, ..,m — скiнченнi пiдмножини Q∗,

такi, що W∗ ⊆
⋃m

i=1 AiB
∗
i Ci; E0 = SwL2 (

⋃m
i=1 (AiCi ∪AiBiCi)) та вико-

нуються умови:
для кожної пари елементiв q1, q2 ∈ Q, таких, що q1q2 ∈ E0 iснує
число δq1q2 > 0 i вiдображення ϑq1q2 : [0, δq1q2 ] → R+ таке, що
ϑq1q2(0+) = ϑq1q2(0) = 0 i для всiх елементiв u ∈ D i пар (y1, y2) ∈
J(q1, q2, u) виконуються нерiвностi
(a) Vq2(y2) ≤ vq2(ψ(u)), якщо Vq1(y1) ≤ vq1(ψ(u)),
(b) Vq2(y2) ≤ ϑq1q2(Vq1(y1)), якщо Vq1(y1) ∈ [0, δq1q2 ] i

Vq1(y1) > vq1(ψ(u));
λ(p.beg(p)) ≤SD λ(beg(p)) для всiх p ∈ ⋃m

i=1 Bi, таких, що
p.beg(p) ∈ W .

Тодi стацiонарний стан y∗ стiйкий з рiвнем ᾱ.
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Доведемо ряд допомiжних лем.

Лема 2. Нехай D ⊆ Rd — вiдкрита множина, (t1, t2), де t1 < t2 — (скiн-
ченний) iнтервал R. Нехай V : D → R — неперервно диференцiйовна фун-
кцiя i ȳ : (t1, t2) → D — локально абсолютно неперервна функцiя. Тодi
функцiя t 7→ V (ȳ(t)) локально абсолютно неперервна на (t1, t2).

Доведення. Оберемо довiльне t0 ∈ (t1, t2). Оскiльки функцiя ȳ локально
абсолютно неперервна, то iснує число γ1 > 0, таке, що для кожного числа
ε > 0 iснує число δ0(ε) > 0, таке, що для кожної iндексованої сiм’ї iнтервалiв(
(t(i)1 , t

(i)
2 )

)
i∈N

в R, такої, що
∑

i≥1 t
(i)
2 − t

(i)
1 < δ0(ε) i

⋃

i≥1

(t(i)1 , t
(i)
2 ) ⊆ (t0 − γ1, t0 + γ1),

виконується нерiвнiсть
∑

i≥1

∥∥∥ȳ(t(i)2 )− ȳ(t(i)1 )
∥∥∥ ≤ ε.

Нехай Ō — замкнена куля Rd з центром в точцi ȳ(t0), така, що Ō ⊆ D.
Покладемо γ ∈ (0, γ1) — число, таке, що ȳ(t) ∈ Ō для всiх t ∈ (t0−γ, t0 +γ)
(яке iснує в силу неперервностi функцiї ȳ). Покладемо M — число, таке,
що

M > max
y∈Ō

∥∥∥∥
dV (y)

dy

∥∥∥∥ .

Цей максимум визначений, оскiльки функцiя V неперервно диференцi-
йовна.

Оберемо довiльне число ε > 0 i покладемо δ = δ0(ε/M) > 0 (де δ0(ε)
вказано вище). Нехай

(
(t(i)1 , t

(i)
2 )

)
i∈N

— iндексована сiм’я iнтервалiв в R,

така, що
∑

i≥1 t
(i)
2 − t

(i)
1 < δ i крiм того,

⋃

i≥1

(t(i)1 , t
(i)
2 ) ⊆ (t0 − γ, t0 + γ).

Тодi для кожного i ≥ 1 вiдрiзок [ȳ(t(i)1 ), ȳ(t(i)2 )] в Rd включається в Ō,
тому

∣∣∣V (ȳ(t(i)2 ))− V (ȳ(t(i)1 ))
∣∣∣ ≤

∥∥∥ȳ(t(i)2 )− ȳ(t(i)1 )
∥∥∥ max

y∈[ȳ(t
(i)
1 ),ȳ(t

(i)
2 )]

∥∥∥∥
dV (y)

dy

∥∥∥∥ <

< M
∥∥∥ȳ(t(i)2 )− ȳ(t(i)1 )

∥∥∥ .

Тодi
∑

i≥1

∣∣∣V (ȳ(t(i)2 ))− V (ȳ(t(i)1 ))
∣∣∣ < M

∑

i≥1

∥∥∥ȳ(t(i)2 )− ȳ(t(i)1 )
∥∥∥ ≤ ε.

В силу довiльностi вибору t0 ∈ (t1, t2) i числа ε > 0, функцiя t 7→ V (ȳ(t))
є локально абсолютно неперервною на (t1, t2).

Лему доведено. ¤
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Лема 3. HLo(HA, y∗) ⊆ HL(GHA, y∗) для кожної точки y∗ ∈ St(HA).

Доведення. Нехай HL = (ᾱ, (Vq)q∈Q, (νq)q∈Q) ∈ HLo(HA, y∗). Оскiльки для
HL виконуються умови Lo1 - Lo4, то для HL виконуються умови L1 - L4 i
достатньо перевiрити виконання умови L5.

Нехай q ∈ Q, x ∈ X+, P{x} ∈ Domψ, χ = (τ, q̄, ȳ, x) ∈ Orb, i ∈ 〈τ〉,
q̄(i) = q i для деякого непорожнього, скiнченного iнтервалу (t1, t2) ⊂ [τi, τ

′
i)

виконується нерiвнiсть Vq(yi(t)) > νq(ψ(P{x})) при t ∈ (t1, t2). Позначимо
f : (t1, t2) → R+ — функцiя, визначена рiвнiстю f(t) = Vq(yi(t)). Зауважи-
мо, що оскiльки yi(t) ∈ Inv(q) для всiх t ∈ (t1, t2), то функцiя f визначена
на (t1, t2). Застосовуючи лему 2 до функцiї Vq на внутрiшностi своєї обла-
стi визначення (яка включає Inv(q)) i функцiї yi на (t1, t2), отримуємо, що
функцiя f є локально абсолютно неперервною на (t1, t2).

Оскiльки yi(t) ∈ Inv(q) для всiх t ∈ (t1, t2), то за умовою Lo5, для всiх
t ∈ (t1, t2) виконується нерiвнiсть

∇gqVq(yi(t)) ≤ − 1
λm

√
ϕ−1

w (P{x}) ∥∥∇hqVq(yi(t))
∥∥ .

За лемою 1, для майже всiх t ∈ (t1, t2) виконується нерiвнiсть

‖ẇ(t, x)‖ ≤ 1
λm

√
ϕ−1

w (P{x}).

Оскiльки для майже всiх t ∈ (t1, t2) виконується

ẏi(t) = gq(yi(t)) + hq(yi(t))ẇ(t, x),
тодi

df(t)
dt

=
dVq(yi(t))

dy

(
gq(yi(t)) + hq(yi(t))ẇ(t, x)

) ≤

≤ dVq(yi(t))
dy

gq(yi(t)) +
1

λm

√
ϕ−1

w (P{x})
∥∥∥∥
dVq(yi(t))

dy
hq(yi(t))

∥∥∥∥ =

= ∇gqVq(yi(t)) +
1

λm

√
ϕ−1

w (P{x})∥∥∇hqVq(yi(t))
∥∥ ≤ 0

для майже всiх t ∈ (t1, t2).
Враховуючи, що функцiя f є локально абсолютно неперервною на (t1, t2),

приходимо до висновку, що функцiя f незростає на iнтервалi (t1, t2), тобто
функцiя t 7→ Vq(yi(t)) не зростає на (t1, t2).

Таким чином, умова L5 виконується, а отже HL ∈ HL(GHA, y∗). Тодi
отримуємо включення HLo(HA, y∗) ⊆ HL(GHA, y∗).

Лему доведено. ¤
Для довiльного орiєнтованого графу G = (Q,E) позначимо

W (G) = Q ∪ {p ∈ Q+\Q | p = q1q2...qn ∧ qi ∈ Q ∧ ∀i ∈ 2, n (qi−1, qi) ∈ E}.
тобто це є множина слiв в алфавiтi Q, якi зображають маршрути в орiєн-
тованому графi G як послiдовностi вузлiв.

Нехай
Winit(HA) = W (Gr(HA)) ∩ Init.Q∗,
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тобто це є множина слiв в алфавiтi Q, якi зображають маршрути в графi,
якi починаються в станi з множини Init.

Зауважимо, що
Winit(HA) ∈ PrL(W (Gr(HA))) i PDPO(GHA) ⊆ Winit(HA).

Теорема 2. Припустимо, що для автомату HA i стацiонарного стану
y∗ ∈ St(HA) iснує кортеж HL = (ᾱ, (Vq)q∈Q, (νq)q∈Q) ∈ HLo(HA, y∗).
Нехай ψ = Infinv(ᾱ). Нехай Ai, Bi, i = 1, 2, ..., m — скiнченнi пiдмножини
Q∗, такi, що Winit(HA) ⊆ ⋃m

i=1 AiB
∗
i . Нехай E0 = SwL2 (

⋃m
i=1 (Ai ∪AiBi)).

Нехай vmax > 0 — деяке число i

((SD, ·,≤SD, ΘD,≤Θ, •,≺SD),W, λ) = aes′(GHA, HL, vmax).

Припустимо, що виконуються умови:
1) для кожної пари елементiв q1, q2 ∈ Q, таких, що q1q2 ∈ E0 iснує

число δq1q2 > 0 i вiдображення ϑq1q2 : [0, δq1q2 ] → R+ таке, що ϑq1q2(0+) =
= ϑq1q2(0) = 0 i для всiх елементiв u ∈ D i пар (y1, y2) ∈ J(q1, q2, u) вико-
нуються нерiвностi

Vq2(y2) ≤ vq2(ψ(u)), якщо Vq1(y1) ≤ vq1(ψ(u)),
Vq2(y2) ≤ ϑq1q2(Vq1(y1)), якщо Vq1(y1) ∈ [0, δq1q2 ] i Vq1(y1) > vq1(ψ(u));

2) λ(p.beg(p)) ≤SD λ(beg(p)) для всiх p ∈ ⋃m
i=1 Bi, таких, що p.beg(p) ∈

W ;
Тодi стацiонарний стан y∗ автомату HA стiйкий з рiвнем ᾱ.

Доведення. За лемою 3, HL ∈ HL(GHA, y∗). Крiм того, PDPO(GHA) ⊆
⊆ Winit(HA) i Winit(HA) ∈ PrL(W (Gr(HA))). Тому для доведення теоре-
ми достатньо використати теорему 1, поклавши Ci = {ε} для i = 1, 2, .., m,
де ε — порожнє слово i W∗ = Winit(HA).

Теорему доведено. ¤
Теорема 3. Припустимо, що для НГАНП HA i стацiонарного стану y∗ ∈
St(HA) iснує кортеж HL = (ᾱ, (Vq)q∈Q, (νq)q∈Q) ∈ HLo(HA, y∗), такий,
що Vq ∈ DF∞

0 (Rd, y∗) для всiх q ∈ Q. Нехай ψ = Infinv(ᾱ), i Ai, Bi —
скiнченнi пiдмножини Q∗ для i = 1, 2, .., m, такi, що

Winit(HA) ⊆ ⋃m
i=1 AiB

∗
i .

Нехай E0 = SwL2 (
⋃m

i=1 (Ai ∪AiBi)), vmax > 0 — деяке число i
((SD, ·,≤SD,ΘD,≤Θ, •,≺SD),W, λ) = aes′(GHA, HL, vmax).

Припустимо, що виконуються умови:
1) для кожної пари елементiв q1, q2 ∈ Q, такої, що q1q2 ∈ E0 i всiх

u ∈ D i (y1, y2) ∈ J(q1, q2, u), таких, що Vq1(y1) ≤ vq1(ψ(u)), виконується
Vq2(y2) ≤ vq2(ψ(u));

2) λ(p.beg(p)) ≤SD λ(beg(p)) для всiх p ∈ ⋃m
i=1 Bi, таких, що p.beg(p) ∈

W .
Тодi стацiонарний стан y∗ автомату HA стiйкий з рiвнем ᾱ.

Доведення. Застосуємо теорему 2, для чого достатньо довести виконання
другої нерiвностi умови 1 з її формулювання, тобто, що для кожної пари
елементiв q1, q2 ∈ Q, таких, що q1q2 ∈ E0 iснує число δq1q2 > 0 i вiдобра-
ження ϑq1q2 : [0, δq1q2 ] → R+ таке, що ϑq1q2(0+) = ϑq1q2(0) = 0 i для всiх
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елементiв u ∈ D i пар (y1, y2) ∈ J(q1, q2, u), таких, що Vq1(y1) ∈ [0, δq1q2 ] i
Vq1(y1) > vq1(ψ(u)), виконується нерiвнiсть Vq2(y2) ≤ ϑq1q2(Vq1(y1)).

Зафiксуємо пару q1, q2 ∈ Q, таку, що q1q2 ∈ E0 i покладемо δq1q2 =
= νq1(1) > 0. Визначимо вiдображення ϑq1q2 : [0, δq1q2 ] → R+ рiвнiстю

ϑq1q2(v) = sup{Vq2(y)|y ∈ DomVq1 ∩DomVq2 ∧ Vq1(y) ≤ v}.
Зауважимо, що це значення визначено, бо y∗ ∈ DomVq1 ∩DomVq2 i скiн-

ченне, оскiльки при Vq(y) ≤ νq(1)(1) виконується ‖y∗ − y‖ ≤ 1, а функцiя
Vq2(y) локально обмежена. Оскiльки Vq1(y) > 0 при y 6= y∗, то ϑq1q2(0) = 0.
Оскiльки ϑq1q2 монотонна, то значення ϑq1q2(0+) визначено. Перевiримо,
що ϑq1q2(0+) = 0. Дiйсно, inf

ε>0
ϑq1q2(νq1(ε)) = 0, оскiльки функцiя Vq1неперер-

вна на своїй областi визначення i Vq1(y∗) = 0. Але якщо ϑq1q2(0+) 6= 0, то
ϑq1q2(0+) > 0 i тодi inf

ε>0
ϑq1q2(νq1(ε)) > 0, бо νq1(ε) > 0 при ε > 0. Отже,

ϑq1q2(0+) = 0. Якщо (y1, y2) ∈ J(q1, q2, u) для деякого u ∈ D, то y1 = y2, бо
автомат неiмпульсний, i y1 ∈ DomVq1 ∩DomVq2 . Тому Vq2(y2) ≤
≤ ϑq1q2(Vq1(y1)) за визначенням ϑq1q2 .

Отже за теоремою 2, стацiонарний стан y∗ стiйкий з рiвнем ᾱ.
Теорему доведено. ¤

Висновки

Автором пропонуються достатнi умови стiйкостi нечiткого гiбридного ав-
томату iз нечiтким перемиканням. Перемикання станiв вiдбувається при
досягненнi фазовою траекторiєю поверхнi перемикань. В локальних ста-
нах динамiка складної невизначеної системи описується нечiтким анало-
гом стохастичного рiвняння Iто. Це дозволяє вирiшити проблему вiдсутно-
стi статистичних данних та дослiджувати саме нечiтку траекторiю, а не
ставлення до неї експертiв. Дослiдження проводиться за допомогою муль-
тикомпонентних функцiй Ляпунова.

Роботу виконано при пiдтримiцi ДФФД проект № № Ф28.1/033.
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ГОМОТОПIЧНА КЛАСИФIКАЦIЯ НЕКРИТИЧНИХ
М-ФУНКЦIЙ НА ТРИВИМIРНОМУ ДИСКУ

О. Н. Вятчанiнова, О. O. Пришляк, К. О. Пришляк

Резюме. Використовуючи розклади на m-ручки, дається кри-
терiй гомотопiчної еквiвалентностi функцiй на тривимiрних тi-
лах. Для трививимiрного диску доводиться, що двi m-функцiї без
внутрiшнiх критичних точок можна з’єднати шляхом у просторi
m-функцiй, якщо вони мають однаковi числа критичних точок
кожного iндексу.

Вступ

При дослiдженнi простору функцiй на многовидi часто видiляють пiд-
множини, якi складаються з функцiй загального положення (страти коро-
змiрностi 0). Це функцiї, якi при малому ворушiннi зберiгають свої топо-
логiчнi властивостi. На замкнутих многовидах такими функцiями є простi
функцiї Морса. Шлях в просторi функцiй Морса це неперервна сiм’я фун-
кцiй Морса. Будемо такий шлях називати гомотопiєю. В. Шарком [1] та
С. Максименком [2] було доведено, що двi функцiї Морса можна з’єднати
шляхом у просторi функцiй Морса на замкненому двовимiрному многовидi
тодi та тiльки тодi, коли функцiї мають однакове число критичних точок
кожного iндексу.

Для многовидiв з краєм аналогом функцiй Морса є m-функцiї. Це такi
функцiї, у яких всi критичнi точки є невиродженими та не лежать на краю,
а також такi, що обмеження функцiї на край є функцiєю Морса. Топологi-
чнi властивостi m-функцiй дослiджувалися у роботах [3–8]. С. Максименко
для топологiчної класифiкацiї m-функцiй використовував графи з iнволю-
цiєю [8]. В роботi [9] описанi всi простi орiєнтованi атоми на поверхнях з
краєм, а також дана повна пошарова класифiкацiя простих m-функцiй на
компактних орiєнтованих поверхнях з краєм.

Мета даної роботи — використовуючи m-ручки, дати критерiй iснува-
ння шляху мiж двома m-функцiями на тривимiрному тiлi без внутрiшнiх
критичних точок, а також гомотопiчна класифiкацiя таких функцiй на три-
вимiрному диску.

Нехай M — гладкий компактний n-вимiрний многовид з краєм.
Означення 1. Функцiя f : M → R називається m-функцiєю, якщо:
а) усi її критичнi точки — невиродженi i не лежать на краю ∂M ;
б) обмеження f∂ функцiї f на ∂M є функцiя Морса.
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Критичнi значення m-функцiї складаються з критичних значень фун-
кцiй f i f∂ . m-функцiї це узагальнення функцiй Морса для многовидiв на
многовиди з краєм.
Означення 2. Нехай x ∈ ∂M — критична точка f∂ . Iндексом ind x

цiєї критичної точки називається пара (λ, ε), де λ — звичайний iндекс, а
ε = +1, якщо вектор grad fx спрямований назовнi i ε = −1, якщо grad fx

спрямований усередину многовиду M . Якщо x /∈ ∂M — критична точка f ,
то iндекс визначається звичайним чином.

1. m-ручки

Для диска, напiвдиска, сфери i пiвсфери введемо такi позначення:
Dλ={x=(x 1, x 2, . . . , xλ‘)∈Rλ |

∑λ
i=1 x2

i ≤ 1}, Dλ
+={x∈ Dλ |xλ≥0},

Sλ−1=∂Dλ, Sλ−1
+ ={x∈ Sλ−1|xλ≥0}.

Простi ручки
Означення 3. Будемо говорити, що многовид W отримано з многови-

да М за допомогою приклейки ручки hλ = Dλ × Dn−λ iндексу λ, якщо
W = M

⋃
ϕ Dλ ×Dn−λ, де ϕ : ∂Dλ ×Dn−λ → Int∂+M — гладке вкладення.

Отриманий многовид W будемо розглядати як многовид з кутами
(W, ∂W, V−∪V+). Тут ∂W=∂−M ∪∂0M ∪∂+W i ∂+W — многовид з кра-
єм, отриманий в результатi перебудови Морса многовида ∂+M ; ∂−M , ∂0M ,
V− i V+ — початковi пiдмноговиди.
Означення 4. Диски Dλ×{0} i {0}×Dn−λ називаються середнiм i косе-

реднiм дисками, а їх границi Sλ−1×{0} i {0}×Sn−λ−1 — середньою i косе-
редньою сферами.
m-ручки iндексу (λ,−1)
Означення 5. Множина W отримана з многовиду М за допомогою

приклейки тонкої m-ручки hλ−
T = Dλ ×Dn−λ−1 iндексу (λ, −1), якщо

W = M ∪ϕ Dλ ×Dn−λ−1
,

де ϕ : ∂Dλ ×Dn−λ−1 → V+ — гладке вкладення.
m-ручки iндексу (λ,−1) є стовщенням тонкої m-ручки iндексу λ. Бiльш

точно: многовид W отримано з многовиду М за допомогою приклейки
m-ручки hλ− = Dλ × Dn−λ

+ iндексу (λ,−1) якщо W = M ∪ϕ Dλ ×Dn−λ
+ ,

де ϕ : ∂Dλ × Dn−λ
+ → ∂+M — гладке вкладення таке, що

ϕ(∂Dλ ×Dn−λ
+ )

⋂
V+ = ϕ(∂Dλ ×Dn−λ−1) i Dn−λ−1 = ∂Dn−λ

+ \IntSn−λ−1
+ .

При цьому ∂0W виходить з ∂0 M приклейкою ручки iндексу λ: ∂0W=∂0M
∪Dλ×Dn−λ−1, де ψ = ϕ|Sλ−1×Dn−λ−1 , а ∂+W дифеоморфно ∂+ M iз прикле-
єною ручкою iндексу λ: ∂+W=(∂+M \ϕ(∂Dλ×Sn−λ

+ )) ∪φDλ × Sn−λ−1
+ , де

φ = ϕ|Sλ−1×Sn−λ−1
+

. Кут V + замiняється (у результатi перебудови

Морса) на пiдмноговид V+\(ϕ(∂Dλ × Dn−λ−1))∪γ (Dλ × ∂Dn−λ−1 ), де
γ = ϕ|Sλ−1×Sn−λ−2 . Пiдмноговид ∂−M i V − при приклейцi m-ручки iндексу
(λ, −1) не змiнюються.
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Означення 6. Диски Dλ×{0} i {0}×Dn−λ
+ називаються середнiм диском

i косереднiм напiвдиском, а їх границi Sλ−1× 0 i 0× Sn−λ−1 — середньою i
косередньою сферами m-ручки.

За побудовою, приклейка m-ручки iндексу (λ,−1) рiвносильна (резуль-
тати дифеоморфнi) приклейцi комiру (∂+M

⋃
ϕ Dλ ×Dn−λ−1)× [0, 1] пiсля

приклейки тонкої m-ручки.
m-ручки iндексу (λ,+1)
Означення 7. Кажуть, що многовид W отриманий з многовиду М за

допомогою приклейки m-ручки hλ+ = Dλ+1
+ ×Dn−λ−1 iндексу (λ,+1), якщо

W = M ∪ ϕDλ+1
+ ×Dn−λ−1,

де ϕ : Dλ ×Dn−λ−1 → ∂+M — гладке вкладення таке, що

ϕ(Dλ ×Dn−λ−1)
⋂

∂+V = ϕ(∂Dλ ×Dn−λ−1).

Тут Dλ = ∂Dλ+1
+ \IntSλ

+. При цьому ∂0W виходить iз ∂0M приклейкою
ручки iндексу λ: ∂0W = ∂0M ∪ψ Dλ ×Dn−λ−1, де ψ = ϕ|Sλ−1×Dn−λ−1 , а
∂+ M дифеоморфно ∂+W iз приклеєною ручкою iндексу n− λ− 2:

∂+W=(∂+M \Intϕ(Dλ×Dn−λ−1 )) ∪φDλ+1
+ × Sn−λ−2 ,

де φ = ϕ|Dλ×Sn−λ−2 . Кут V + замiняється (у результатi перебудови Морса)
на пiдмноговид V+\(ϕ(∂Dλ × Dn−λ−1 ))∪γ (Dλ × ∂Dn−λ−1 ), де
γ = ϕ|Sλ−1×Sn−λ−2 . Пiдмноговиди ∂−M i V − при приклейцi m-ручки iн-
дексу (λ,+1) не змiнюються.
Зауваження. Многовиди W i M є дифеоморфними при приклеюваннi

ручки iндексу (λ,+1). Змiнюється лише розбиття їх країв на двi частини i
кут. Крiм того, якщо пiсля приклеювання ручки iндексу (λ,+1) приклеїти
комiр (це не змiнює многовиду i розбиття його краю), то це те ж саме, що
приклеїти комiр до ∂+M\ϕ(Dλ ×Dn−λ−1) , не приклеюючи ручки. Отже,
при приклеюваннi ручки iндексу (λ,+1) з ∂+ M видаляється тонка λ-ручка.
Означення 8. Диски Dλ+1

+ ×{0} i {0}×Dn−λ−1 називаються середнiм
напiвдиском i косереднiм диском, а їх границi Sλ×{0} i {0}×Sn−λ−2 —
середньою i косередньою сферами.

2. m-розклади на ручки

Означення 9. m-розкладом на ручки називається послiдовнiсть вкла-
день M0 ⊂ M1 ⊂ M2 ⊂ ... ⊂ MN = M таких, що M0 = ∂−M × [0, 1], Mi+1

отримано з Mi за допомогою приклейки звичайної чи m-ручки.
Означення 10. m-розкладом на ручки з комiрами називається послi-

довнiсть вкладень M ′
0 ⊂ M1 ⊂ M ′

1 ⊂ M2 ⊂ ... ⊂ M ′
N = M таких, що

M ′
0 = ∂−M×[0,1], Mi виходить з M ′

i−1 за допомогою приклейки звичайних
чи m-ручок, а M ′

i виходить з Mi за допомогою приклейки комiра Ni× [0, 1],
де Ni = ∂+Mi. На кожнiм комiрi задана проекцiя π : Ni × [0, 1] → [0, 1].
Означення 11. m-розклади на ручки з комiрами називаються iзомор-

фними, якщо iснує гомеоморфiзм мiж многовидами, що переводить ручки
в ручки, комiри в комiри, зберiгаючи розбивку комiрiв на шари.
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За кожною m-функцiєю f : M → R1 iз критичними значеннями {1,2,...,
N} задамо m-розклад на ручки з комiрами так, що при цьому внутрiшностi
комiрiв Ni×[0, 1] будуть пошарово гомеоморфними компонентам зв’язностi
множини M \f−1({1, 2, ..., N}). Це можна зробити так само, як i для фун-
кцiй Морса, якщо взяти в якостi ручок регулярнi околи критичних точок,
а внутрiшностi комiрiв — доповнення до цих околiв i критичних рiвнiв.

Розпишемо цю конструкцiю детальнiше для випадку тривимiрного тiла i
функцiї без внутрiшнiх критичних точок. Почнемо з ручок iндексу (λ,+1).
Для вiдповiдної критичної точки спочатку побудуємо ручку на межi ∂M
для функцiї f∂ . Середнiми дисками ручки для критичної точки x буде пре-
ретин стiйкого многовиду поля grad f∂ з множиною f−1(f (x)−δ, f (x)+δ),
а сама ручка це ε-окiл середнього диску в преретинi з цiєю множиною. M-
ручка буде об’єднанням частин траекторiй поля grad f , для точок яких
значення функцiї не менше f (x) − δ. М-ручка iндексу (λ,−1) може бути
побудована як ручка iндексу (n − λ,+1) для функцiї −f . Вирiжемо так
побудованi m-ручки i розрiжемо многовид за критичними рiвнями. Компо-
ненти зв’язностi отриманої множини будуть комiрами.

Для отримання розкладу на m-ручки розглянемо на кожному комiрi
градiєнтно-подiбне векторне поле, яке дотикається бокової поверхнi кожно-
го комiру (iснування такого поля доведено в [5]). Параметризувавши кожну
траєкторiю параметром з [0,1] пропорцiйно довжинi дуги, отримаємо стру-
ктуру прямого добутку на комiрi. Стиснемо дугу кожної траєкторiї мiж
верхньою i нижньою основами комiра в точку. Фактично ми позбудемось
комiрiв, а вiдповiдне приклеювання ручок буде задаватися структурами
прямих добуткiв на комiрах.

3. Гомотопiчна еквiвалентнiсть m-функцiй

Теорема 1. (Еквiвалентнiсть функцiй на комiрах). Якщо функцiї ма-
ють однаковi градiєнтно-подiбнi векторнi поля з локальними координата-
ми {0,0,1} на F × [0, 1], де F – поверхня, а функцiї сталi i мають однаковi
значення на основах цилiндра F ×{0} (мiнiмальне) i F ×{1} (максималь-
не), то iсную деформацiя однiєї функцiї в iншу, стала на основах.

Доведення. Нехай x, y — координати на M , а z — координата на [0,1].
Для функцiй f i g шукана деформацiя задається формулою

ft = (1− t) f + tg.

При цьому f0=f , f1=g, ft (x, y, 0)= (1−t) f (x, y, 0)+tg (x, y, 0)=f (x, y, 0) ,
ft (x, y, 1) = (1− t) f (x, y, 1) + tg (x, y, 1) = f (x, y, 1). За умовою теореми
∂f
∂z > 0 i ∂f

∂z > 0. Тодi ∂ft

∂z = (1− t) ∂f
∂z + t∂g

∂z > min
(

∂f
∂z , ∂g

∂z

)
> 0. Отже, поле

{0,0,1} є градiєнтно подiбним для ft при кожному t.
Наслiдок. Теорема залишиться справедливою, якщо в умовi однаковi

поля замiнити на iзотопнi.
Доведення. Якщо ht : M → M — iзотопiя, то ft = f(ht) — шукана

деформацiя функцiї.
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Оскiльки iзотопiя ручок задає структуру прямого добутку на комiрi, то
вона може бути реалiзована, як деформацiя функцiй.

Теорема 2. (Перестановка ручок або критичних точок). Якщо в розкладi
на ручки вони не перетинаються, то їх можна приклеювати в довiльному
порядку (зробити значення однiєї критичної точки бiльшим за iншi).

Доведення аналогiчне доведенню для звичайних функцiй [1].
Цi теореми дозволяють довiльний розклад на руки звести до такого, що

ручки приклеюються в такому порядку: спочатку ручки iндексу (0, –1),
далi ручки iндексу (0,+1), (1, –1), (1,+1), (2, –1) i останнiми ручки iндексу
(2,+1). При цьому ручки iндексу (1,±1) не перетинаються мiж собою. Ру-
чки iндексу (1, –1) будемо також називати зовнiшнiми 1-ручками, а iндексу
(1,+1) — внутрiшнiми 1-ручками.

Додавання ручок — це операцiя, при якiй одна (1,±1)-ручка ковзає по
iншiй (1,±1)-ручцi. При цьому, якщо внутрiшня (1,+1)-ручка ковзає по зов-
нiшнiй одним кiнцем середнього диску, то щоб позбутися перетину мiж ни-
ми треба також здiйснити ковзання по цiй самiй зовнiшнiй ручцi iншого
кiнця, або того самого кiнця в зворотньому напрямку.

Двi ручки називаються доповняльними, якщо середнiй диск однiєї пере-
тинає косереднiй диск iншої в однiй точцi i вони мають сусiднi iндекси та
однаковi знаки. Доповняльними можуть бути такi пари ручок: 1) (0, –1) i
(1, –1); 2) (0,+1) i (1,+1); 3) (1, –1) i (2, –1); 4) (1,+1) i (2,+1). Отже, однiєю
з доповняльних ручок є 1-ручка.

Скорочення ручок — це операцiя, яка знищує пару доповняльних ручок.
Це означає, що в розкладi на ручки будуть вiдсутнi цi двi ручки. При цьо-
му геометрично збiльшується на об’єднання пари доповняльних ручок та
(0,±1)- або (2,±1)-ручка, до якої належить iнший кiнець середнього або ко-
середнього диску (1,±1)-ручки, вiдповiдно. Обернена операцiя — уведення
пари доповняльних ручок.

Теорема 3. Двi функцiї на тривимiрному тiлi є гомотопiчно еквiвален-
тними тодi та тiльки тодi, коли вони мають однаковi числа ручок для
кожного iндексу i з розкладу на m-ручки однiєї можна отримати роз-
клад iншої за допомогою iзотопiй, перестановок, додавань, скорочень та
уведень пар доповняльних ручок.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай функцiї гомотопiчно еквiвалентнi. Ос-
кiльки невиродженiсть критичної точки забезпечує їй структурну стiй-
кiсть, то при гомотопiї зберiгаються критичнi точки i їх iндекси. Вектор
градiєнта не може дотикатися краю в критичних точках, а отже, при гомо-
топiї зберiгається також знак критичної точки. Якщо зафiксувати рiманову
метрику, то при гомотопiї з розкладами на ручки будуть вiдбуватися iзо-
топiї ручок, а також перестановка ручок (коли значення функцiї в однiй
критичнiй точцi збiльшується, або в iншiй зменшується) та додавання, коли
стiйкi та нестiйкi многовиди 1-ручок проходять положення, в якому вони
нетрансверсальнi.
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Достатнiсть. Iзотопiї, перестановки та додавання ручок можуть бути
реалiзованi за допомогою гомотопiї згiдно теорем 1 та 2. Пара доповняль-
них ручок гомеоморфна двовимiрному диску приклеєному по дузi свого
краю. Вона може бути зроблена як завгодно малою i перемiщена iзотопiєю
в будь-яке мiсце. Число доповняльних ручок, що скоротилися або були уве-
денi, задається рiзницею чисел ручок iндексу (0,±1) та (2,±1) початкового
i кiнцевого розкладiв на ручки. Це забезпечує рiвнiсть пар доповняльних
ручок. А отже, iснує iзотопiя набору пар доповняльних ручок першого роз-
кладу в такий набiр пар iншого розкладу. Ця iзотопiя, як i ранiше, реалi-
зується гомотопiєю функцiй.

4. Функцiї на тривимiрному диску.

Наша подальша мета — побудувати розклад з мiнiмальним числом ручок
кожного iндексу.

Оскiльки межа многовиду зв’язна, то для кожної, крiм першої,
(0, ±1)-ручки знайдеться доповняльна (1, ±1)-ручка. Якщо вони однако-
вого знаку, то ця пара ручок може бути скорочена. Двi (0, –1)-ручки не мо-
жуть бути з’єднанi (1,+1)-ручкою. Проте (0,+1)-ручка може бути з’єднана
(1, –1)-ручкою з iншими ручками. В цьому випадку ця пара ручок рiвно-
сильна однiй простiй 1-ручцi на 3-многовидi. Аналогiчно, (2, ±1)-ручки,
крiм однiєї (2,+1)-ручки, з’єднуються (1, ±1)-ручками. Пари однакового
знаку скорочуються, а пара (1,+1)-ручки з (2, –1)-ручкою рiвносильна про-
стiй 2-ручцi. Якщо пара (0,+1) та (1, –1)-ручок утворюють просту 1-ручку,
то незаклеєна частина краю (0,+1)-ручки буде дугою на краю поверхнi.
Тодi будь-яка (1,+1)-ручка, що приклеюється хоча б одним кiнцем до цi-
єї компоненти краю, може бути зроблена доповняльною до (0,+1)-ручки.
Аналогiчно, для простої 2-ручки.

Розклад на ручки, що не мiстить пар доповняльних ручок чи пар, що
можуть бути зробленi доповняльними пiсля iзотопiї, будемо називати мiнi-
мальним.

Теорема 4. Двi m-функцiї без внутрiшнiх критичних точок на триви-
мiрному диску можна з’єднати шляхом в просторi m-функцiй без вну-
трiшнiх критичних точок, якщо вони мають однаковi числа критичних
точок кожного iндекса.

Доведенння. Необхiднiсть випливає з теореми 3.
Достатнiсть. Нехай функцiї мають однаковi числа критичних точок

кожного iндекса. Це означає, що в розкладi на m-ручки у них однакове
число ручок кожного iндекса. Скоротимо всi пари доповняльних ручок.
Якщо пара (0,+1)- та (1, –1)-ручок утворюють просту 1-ручку, то її при-
клейка додасть твiрну до фундаментальної групи многовида. Оскiльки ця
група тривiальна, то знайдеться 2-ручка (утворена парою (1,+1)-ручки з
(2, –1)-ручкою) доповняльна до цiєї 1-ручки. Тодi (1,+1)-ручка вiд 2-ручки
буде доповняльною до (0,+1)-ручки з 1-ручки. Отже, поскорочуються всi
(0,±1)-ручки, крiм однiєї (0, –1)-ручки.
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Так само поскорочуються всi (2,±1)-ручки, крiм однiєї (2, +1)-ручки.
Тодi число (1,±1)-ручок буде визначати рiд поверхнi краю. Оскiльки для
тривимiрного диску цей рiд дорiвнює 0, то (1,±1)-ручок не буде. Отже, роз-
клад на ручки звiвся до двох ручок iндексу (0, –1) та (2, +1). Два будь-яких
таких розклади будуть iзотопнi оскiльки на двовимiрнiй сферi iзотопнi гра-
ницi (0, –1)-ручок. Використання теореми 3 завершує доведення.

Висновок.
Доведено критерiй гомотопiчної еквiвалентностi (теорема 3) без внутрi-

шнiх критичних точок на тривимiрних тiлах. На його основi отримана
гомотопiчна класифiкацiя таких m-функцiй на тривимiрному диску. Цей
критерiй важливий для отримання гомотопiчної класифiкацiї на довiльно-
му тривимiрному тiлi. Фактично вiн зводить задачу гомотопiчної класи-
фiкацiї до задачi побудови канонiчного розкладу на m-ручки та проблеми
iзотопiї таких розкладiв.
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ФАКТОРИЗАЦIЯ ОБЕРНЕНИХ МАТРИЦЬ
РОЗРIДЖЕНИМИ МАТРИЦЯМИ

В. Ю. Гончаренко

Резюме. У роботi доведена можливiсть представлення матри-
цi оберненої до розрiдженої, у виглядi добутку розрiджених ма-
триць. Отримана точна оцiнка довжини факторизацiї. Показа-
но зв’язок факторизацiї матриць з побудовою прикладного про-
грамного забезпечення розподiлених обчислювальних систем з
локальною взаємодiєю.

Вступ

Розглянемо просторово одновимiрне рiвняння тепломасопереносу зi слаб-
кою нелiнiйнiстю

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
+ f(u, x), x ∈ [0; 1], t ∈ [0;∞)

з початковими умовами

u(x, 0) = u0(x), u(0, t) = u1(t), u(1, t) = u2(t).

Припустимо, що u1(t), u2(t), та f(u, x) задовольняють всiм необхiдним
умовам.

Для дискретизацiї задачi скористаємось методом скiнченних рiзниць ([1],
с. 565).

Оберемо рiвномiрну сiтку ωh з кроком h, що має n внутрiшнiх вузлiв по
просторовiй змiннiй, та рiвномiрну сiтку ωτ з кроком τ по часовiй змiннiй.
Використовуючи неявну схему, запишемо систему рiвнянь вiдносно значень
сiткової функцiї на (k + 1)-му часовому шарi.

i           i+1i-1

k+1

k

Рис. 1. Шаблон явної схеми.
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yk
0 = u1((k + 1)τ),

yk+1
i −yk

i
τ = 1

h2 (yk
i+1 − 2yk

i + yk
i−1) + f(yk

i ), i = 1, n,

yk
n+1 = u2((k + 1)τ),

де yk
i — значення сiткової функцiї в просторовiй точцi (i, k). Пiсля елемен-

тарних перетворень значення сiткової функцiї в i -й точцi на (k+1)-му шарi
можна знайти за формулою

yk+1
i =

τ

h2
(yk

i+1 − (2− h2

τ
)yk

i + yk
i−1) + f(yk

i )τ. (1)

Отже, для переходу вiд часового шару з номером k до наступного ча-
сового шару з номером (k + 1) у i-й просторовiй точцi достатньо знати
значення сiткової функцiї у точках (i− 1, k), (i, k), (i + 1, k), тобто у самiй
точцi (i, k) та двох сусiднiх (i − 1, k), (i + 1, k). В операторному виглядi
перехiд на наступний шар реалiзується, як дiя вiдображення

F (ȳ) = Cȳ + f̄k, (2)

де С — трьохдiагональна матриця Якобi.
Це спостереження за часiв появи мiкропроцесорiв наштовхнуло голланд-

ського iнженера Я.Пакера (Y.Paker) на iдею створити спецiалiзований об-
числювач для розв’язання задач математичної фiзики явними методами,
яку вiн запатентував у 1977 роцi [2].

1                  2                  3                                n-2               n-1                n

Рис. 2. Структура обчислювальної системи.

На рисунку 2 наведена структура такої обчислювальної системи. Ква-
дратами позначаються процесори, стрiлками — дуплекснi канали зв’язку.
Для переходу на (k + 1)-й шар i-й процесор системи повинен по каналах
зв’язку обмiнятися iнформацiєю про значення сiткової функцiї з сусiднiми
процесорами та обчислити значення сiткової функцiї yk+1

i за формулою (1).
Отже, обчислювальна система може знаходитися в двох станах.
A. ”Обмiн” — коли i-та машина отримує iнформацiю про значення сiтко-

вої функцiї в машинах, що безпосередньо з нею зв’язанi.
Б. ”Обчислення” — обчислення значення сiткової функцiї в наступному

часовому шарi.
За один цикл ”обмiн”-”обчислення” на обчислювальнiй системi, що зобра-

жена на рисунку 2, можна реалiзувати дiю вiдображення вигляду
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F (x̄) =





f1(x1; x2),
· · ·,
fi(xi−1; xi; xi+1),
· · ·,
fn(xn−1;xn),

(3)

Робота такої обчислювальної системи може бути зображена у виглядi
суперпозицiї вiдображень вигляду (3)

ȳ = Fk(. . . (F3(F2(F1(x̄)))))
або

ȳ = Fk ◦ Fk−1 ◦ . . . ◦ F1(x̄).
Для обчислювальної системи, зображеної на рисунку 2 побудуємо орiєн-

тований граф мiжмашинних зв’язкiв G. Якщо двi машини зв’язанi дупле-
ксним каналом зв’язку, то їх сполучають двома рiзнонапрямленими дугами
(вiд однiєї до iншої i навпаки).

Машини мають локальну пам’ять. На графi це вiдображається наявнi-
стю петлi в кожнiй вершинi (рис. 3).

.   .   .

Рис. 3. Граф мiжмишинних зв’язкiв.

Матриця сумiжностi графа, зображеного на рисунку 3, має вигляд



1 1 0 0 · · · 0
1 1 1 0 · · · 0
0 1 1 1 · · · 0
0 0 1 1 · · · 0
. . . . . . .
0 · · · 1 1 1
0 · · · 0 1 1




.

Зауважимо, що матриця С у вiдображеннi (2) має нулi на тих самих
мiсцях, що i матриця сумiжностi графа мiжмашинних зв’язкiв в G. Стов-
пчики матрицi сумiжностi вказують, вiд яких машин може отримати данi
i-та машина, а отже, вiд яких змiнних можуть бути обчисленi координатнi
функцiї вiдображення (3).

Стiйкiсть явних схем накладає обмеження на вiдношення τ
h2 ([1], с. 674).

Вiдношення τ
h2 повинно бути достатньо малим. Зростання точностi апро-

ксимацiї по просторовiй змiннiй приводить до квадратного збiльшення ча-
сових шарiв.

96



В. Ю. ГОНЧАРЕНКО

Тому застосуємо до вихiдного рiвняння неявну рiзницеву схему з шабло-
ном, що наведений на рисунку 4

i           i+1i-1

k+1

k

Рис. 4. Шаблон неявної схеми.





yk+1
0 = u1((k + 1)τ),

yk+1
i −yk

i
τ = 1

h2 (yk+1
i+1 − 2yk+1

i + yk+1
i−1 ) + f(yk

i ), i = 1, n,

yk+1
n+1 = u2((k + 1)τ),

Пiсля елементарних перетворень отримаємо систему рiвнянь

−yk+1
i−1 + (2 +

h2

τ
)yk+1

i − yk+1
i+1 = h2f(yk

i ) +
1
τ
yk

i , i = 1, n.

Або в операторнiй формi

C1ȳ
k+1 = f̄k.

Трьохдiагональна матриця C1 є матрицею з дiагональною перевагою,
тому вона оборотна [4] (с. 52–53) i розв’язок системи можна представити у
виглядi

ȳk+1 = C−1
1 f̄k.

Але матриця C−1
1 , обернена до трьохдiагональної, буде заповненою. Вона

не є вiдображенням вигляду (3), отже, виникає питання чи можна матрицю
C−1

1 взагалi реалiзувати у виглядi послiдовностi вiдображень (3).
Iншими словами, чи можна матрицю C−1

1 представити у виглядi добутку
скiнченної кiлькостi трьохдiагональних матриць.

Узагальнена постановка задачi про факторизацiю

Розглянемо багатопроцесорну обчислювальну систему MIMD структури
з локальною взаємодiєю (за класифiкацiєю Флiна [3]). Iнтерпретуємо її як
орiєнтований граф G. Вершинами графа є унiверсальнi машини, а дугами
— однонапрямленi канали зв’язку. Якщо i-та машина може передати по-
вiдомлення машинi з j-тим номером, то граф має дугу, яка починається в
вершинi з номером i та закiнчується в вершинi з номером j. Якщо машина
має локальну пам’ять, то вiдповiдна вершина має петлю. Назвемо граф G
графом мiжмашинних зв’язкiв обчислювальної системи.

97



ФАКТОРИЗАЦIЯ ОБЕРНЕНИХ МАТРИЦЬ ...

Позначимо символом Θi множину номерiв тих вершин графа, з яких в
i-ту вершину веде дуга. Iншими словами, Θi — це множина номерiв вершин
зiркового графа заходу до вершини з номером i [5].

Нехай Xi — множина станiв i-ї машини, xi ∈ Xi, тодi вектор
x̄ = {x1;x2; ...; xn} описує стан системи. Позначимо символом D множи-
ну можливих станiв обчислювальної системи (D ⊆ ⊗n

i=1Xi). Розглянемо в
функцiонуваннi системи моменти змiни станiв. Природньо припустити, що
наступний стан машини з номером i є функцiєю вiд власного попередньо-
го стану та стану машин, безпосередньо зв’язаних з нею, тобто машин з
номерами з Θi. Тодi наступний стан системи буде вектором вигляду

ȳ = F (x̄) = {f1(x̄), ..., fi(x̄), ..., fn(x̄)}, (4)

де вiдображення F переводить множину D в себе, а його координатнi фун-
кцiї fi(x̄) залежать лише вiд тих координат вектора станiв, номери яких
належать Θi.
Означення. Вiдображення вигляду (4) називається погодженим зi стру-

ктурою графа G.
Функцiонування системи можна представити як послiдовнiсть станiв

x̄(j) = Fj(Fj−1(Fj−2(. . . F1(x̄(0))) . . .)), j ∈ N, (5)

де всi Fi — вiдображення, погодженi зi структурою графа, x̄(i),. . . ,x̄(j) —
вектори початкового та наступного за ним стану системи. Вiдображення
Φ = Fj ◦ Fj−1 ◦ . . . ◦ F0, що переводить x̄(i) в x̄(j), необов’язково є пого-
дженим зi структурою графа. Представлення вiдображення Φ у виглядi
композицiй вiдображень, що погодженi зi структурою графа, називається
факторизацiєю. Доведення можливостi факторизацiї вiдображення є пре-
дметом теорiї розпаралелювання алгоритмiв. Кiлькiсть вiдображень в фа-
кторизацiйному ланцюзi називається його довжиною. Iснує багато способiв
факторизацiї вiдображення. Найбiльш ефективний той, що приводить до
ланцюга найменшої довжини.
Визначення. Найменшою довжиною факторизацiї вiдображення Φ :

D → D вiдображеннями, погодженими зi структурою графа, називається
найменша можлива довжина факторизацiйного ланцюга

min
σ(F )

{j|F = Fj ◦ Fj−1 ◦ . . . ◦ F0}, (6)

де F — погоджене зi структурою графа вiдображення, σ(F ) — множина
всiх можливих способiв факторизацiї вiдображення Φ.

Найменша довжина факторизацiї конкретного вiдображення

Φ характеризує найвищу продуктивнiсть, якої може досягти обчислюваль-
на система при реалiзацiї дiї ȳ = Φx̄. Розвинути обчислення погоджених
зi структурою графа вiдображень можна надаючи D ⊆ ⊗n

i=1Xi власти-
востi конкретних математичних структур. Далi розглядається важливий
для чисельного аналiзу випадок, коли множина станiв для кожної машини
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є множиною дiйсних чисел, а множина станiв обчислювальної системи —
арифметичниим векторним простором Rn.

Нехай G — деякий орiєнтований граф, що мiстить n вершин, з петлею в
кожнiй вершинi (дуги та петлi однократнi), BG — його матриця сумiжностi.
Вкажемо вигляд матриць лiнiйних операторiв, що дiють на Rn i погодже-
нi зi структурою графа G. Для цього в множинi квадратних матриць MN

введемо вiдношення порядку. Назвемо матрицю A = {ai,j | = 1, n} переду-
ючою матрицi B = {bi,j | = 1, n}, якщо з того, що bi,j = 0 випливає, що
ai,j = 0 (позначається A ≺ B). Це означає, що на тих мiсцях, де у бiльшої
матрицi В стоять нулi, у меншої матрицi А також повиннi бути нулi. Iншi
елементи меншої матрицi можуть бути будь-якими.

Лiнiйний оператор С є узгодженим зi структурою графа G тодi i тiльки
тодi, коли його матриця C ≺ BT

G, де BT
G — транспонована матриця сумi-

жностi графа G.
Критерiй факторизацiї було вказано в роботi [6].
Теорема (критерiй факторизацiї). Будь-який невироджений лiнiйний

оператор в Rnможе бути представлений у виглядi композицiї операто-
рiв, погоджених зi структурою графа G, тодi i тiльки тодi, коли граф G
сильно зв’язний з петлею в кожнiй вершинi.

Довжина факторизацiї оцiнювалась числом 2dn(n − 1) + 1, де d ≥ 1 —
дiаметр графа.
Теорема. Для будь-якої невиродженої матрицi A ∈ Mn з ненульовими

елементами на головнiй дiагоналi iснує такий факторизацiйний ланцюг
для її оберненої матрицi A−1 =!m × Cm−1 × · · · × C1, що всi Ck ≺ A та її
довжина менша n.

Доведення.Нехай A — квадратна матриця розмiру n × n. Розглянемо її
характеристичний многочлен

Pn(λ) = det(λE −A) = λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + . . . + +an−1λ + an.

Якщо A — невироджена матриця, то вiльний член характеристичного
многочлена an = Pn(0) = det(−A) 6= 0 вiдмiнний вiд нуля. По теоремi
Гамiльтона-Келлi характеристичний многочлен Pn(λ) є тим, що анулює
матрицю A, тобто

An + a1A
n−1 + a2A

n−2 + ... + an−1A + anE = 0.

Представимо останнiй доданок цiєї матричної рiвностi у виглядi
anE = anA−1A, тодi

An + a1A
n−1 + a2A

n−2 + ... + an−1A = −anA−1A.

Домножимо справа на A−1 i роздiлимо на −an, отримаємо

A−1 = − 1
an

(An−1 + a1A
n−2 + ... + an−1E).
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Таким чином, пiдстановка матрицi A в многочлен

Bn−1(λ) :=
1
λ

(Pn(λ)− an)

дає з точнiстю до знаку матрицю, приєднану (взаємну) по вiдношенню до
A. Доведення випливає з того, що A + λE ≺ A, та можливостi розкладу
Bn−1(λ) на множники.

Результат є точним у тому сенсi, що iснують такi матрицi A ∈ Mn, для
яких довжина факторизацiйного ланцюга дорiвнює n− 1 (наприклад, ма-
триця C1).

Висновок
Нехай G — граф мiжмашинних зв’язкiв обчислювальної системи. Матри-

ця А — оборотна. Тодi на такiй обчислювальнiй системi можливий розв’я-
зок СЛАР Ax̄ = b̄ за не бiльш нiж (n− 1) циклiв ”обмiн-обчислення”.
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С. С. Зуб

Резюме. Основная цель этой статьи — привести конструктивное
доказательство существования устойчивых орбитальных движе-
ний в системах тел, взаимодействующих только магнитными си-
лами, то есть предъявить конкретную магнитную систему, для
которой строго аналитически доказывается устойчивость. Рас-
сматривается динамика малого магнитного тела — магнитного
диполя, совершающего квазиорбитальное движение в поле двух
неподвижных магнитных полюсов, расположенных на оси си-
стемы. Доказательство использует обобщенный метод энергии-
момента для нахождения условий устойчивости исследуемых от-
носительных равновесий. Впервые предложена модель магнитной
системы, для которой удается полностью аналитически получить
условия устойчивости и прояснить их физический смысл. По-
добраны физически реализуемые параметры системы, для кото-
рых проведено численное моделирование траекторий движения
со случайным выбором начальных данных (метод Монте-Карло)
в заданной окрестности.

Введение

Проблема устойчивости магнитных конфигураций имеет давнюю исто-
рию. В 1600 году вышел трактат У. Гильберта ”О магните, магнитных телах
и о большом магните Земле”, в котором автор предположил, что магниты
могут образовывать бесконтактные устойчивые системы.

С тех пор и по наше время в изучение этой проблемы внесли вклад ряд
ученых, имена некоторых из них, например, Ньютона, Ирншоу, Гейзенбер-
га, Капицы, Браунбека, Тамма, Гинзбурга хорошо известны всем.

Проблема устойчивости магнитного равновесия естественным образом
распадается на задачи статического и динамического равновесия.

К сожалению, и в той и в другой области возник ряд предубеждений и
заблуждений, не до конца проясненных и сегодня.

Что касается статического равновесия, то таким заблуждением стало
некритическое перенесение вывода теоремы Ирншоу о неустойчивости си-
стем из электростатики на область магнитных явлений. Отчасти это за-
блуждение было отброшено по результатам опытов Браунбека и Капицы-
Аркадьева по магнитной левитации (т.е. в комбинации как магнитной силы,
так и силы тяжести).
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Что касается статического равновесия тел, взаимодействующих исклю-
чительно магнитными силами, то решению этого вопроса посвящены ряд
работ и диссертация автора [1, 2].

Определенные предубеждения сложились и в проблеме устойчивости ди-
намического равновесия магнитных систем.

На заре ядерной эры в годы бурного исследования атомного ядра магни-
тное взаимодействие рассматривалось, как возможный механизм удержа-
ния частиц в ядре. В работах Тамма и Гинзбурга (1941-1947) было пока-
зано, что в случае взаимодействия двух магнитных диполей орбитальное
движение невозможно, т.к. имеет место падение частицы на центр как в
классической, так и в квантовой механике [3]. Этот факт в физике полу-
чил название ”проблемы 1/r3” и вместе с теоремой Ирншоу, распростра-
ненной на случай магнитостатики, на многие годы сформировал мнение ”о
глобальной неустойчивости магнитных систем”.

Но и после этих результатов интерес к магнитной модели материи про-
являли такие известные физики как Ю. Швингер [4].

Новый всплеск интереса к проблеме динамического равновесия в магни-
тных системах вызвало создание Роем Хэрригеном левитрона в 1983 году.
Интернет предоставил широкие возможности для популяризации этой не-
обычной игрушки, а также других опытов с магнитными телами [5].

На этом фоне представляется незаслуженной малая известность теоре-
тических и экспериментальных исследований В.В.Козореза, проведенных
почти десятью годами раньше в 1974 году [6, 7].

В. В. Козорез пытался реализовать известную идею решения проблемы
устойчивости магнитных систем, основанную на учете протяженности ма-
гнитной частицы, высказаную Гейзенбергом в 20-х годах прошлого века.

Ему удалось создать экспериментальную установку, в которой неболь-
шой магнит совершал квазиорбитальное движение продолжительностью
до 6 минут (эта установка, в отличие от левитрона не была запатентова-
на).

Как уже отмечалось в нашей работе [8], его теоретические исследова-
ния носят скорее оценочный характер, т.к. в то время еще не был создан
адекватный математический аппарат [9, 10, 11, 12] для исследования устой-
чивости систем типа [13].

В частности, полученное Козорезом условие устойчивости для системы,
аналогичной рассмотренной ниже в данной статье, является только одним
из трех достаточных условий устойчивости. Это условие дает просто точное
выражение того хорошо известного факта, что на значительном удалении
любая магнитная система выглядит как диполь.

Что касается эксперимента, то с философской точки зрения эксперимент
как натуральный, так и численный в принципе не может доказать динами-
ческую устойчивость, а может только дать определенные доводы в пользу
последней [13, 15, 14].

Впервые строго аналитическое доказательство устойчивости орбиталь-
ного движения в магнитных системах дано в работе [8]. Аналитические
условия устойчивости для системы из двух ”магнитных гантелей” имеют
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довольно сложный вид и значения параметров из области устойчивости
этой системы определялись численно.

Поэтому имеет смысл рассмотреть более простую магнитную систему,
условно названную нами Орбитроном, для которой в данной работе не
только доказывается аналитически существование устойчивых орбит, но
и условия устойчивости имеют простой физический смысл.

В этой системе подвижное тело является небольшим постоянным магни-
том с осевой симметрией. Его взаимодействие с магнитным полем описыва-
ется в приближении магнитного диполя, а движение подчиняется законам
движения твердого тела.

Это отличается от модели, принятой в работе [14]. Мы не используем ана-
логию, возникающую из попыток классического описания такой квантово-
механической величины, как спин частицы.

Уравнения движения магнитного диполя в заданном внешнем магни-
тном поле в рамках гамильтонового подхода были приведены в работе [15],
а в работе [16] дан гамильтонов формализм для системы магнитно взаи-
модействующих осесимметричных тел (как с постоянными магнитными
моментами, так и сверхпроводящих), что позволяет получить правильные
уравнения для магнитного диполя как частный случай.

В математической модели, которую мы будем называть Орбитроном, на
основе результатов работ [11, 17, 18] строго аналитически доказывается
существование устойчивого орбитального движения небольшого намагни-
ченного твердого тела, описываемого как магнитный диполь. Достаточные
условия устойчивости принимают в этой модели простой вид, допускаю-
щий ясную физическую интерпретацию.

1. Гамильтонов фомализм для магнитного диполя в
осесимметричном магнитном поле

Рассмотрим гамильтонову динамику ”небольшого” твердого тела, для ко-
торого справедливо приближение магнитного диполя, в осесимметричном
магнитном поле. Такое поле могут создавать цилиндрические магниты, со-
леноиды, токонесущие кольца и др. с осью симметрии вдоль оси z.

Вариант такого формализма может быть получена из формализма ра-
боты [16] путем предельного перехода к массе m1 → ∞. Т.о. мы считаем
первое тело неподвижным и ориентированным по оси z. Тогда его динами-
ческие переменные исчезают из рассмотрения либо становятся параметра-
ми модели. При этом группа симметрии задачи сужается до S1 = SO(2).

Для построения гамильтоновой динамики на основе пуассоновых стру-
ктур необходимо указать пуассоново многообразие, а также кинетическую
и потенциальную энергию системы.

Пуассоновым многообразием Орбитрона является прямое произведение
евклидовых пространств

P = R3
x ×R3

p ×R3
ν ×R3

n (1)

вместе со скобками Пуассона для соотвествующих образующих.

103



С. С. ЗУБ

Образующими для Орбитрона будут: xi - координаты диполя; pi - его
компоненты импульса (орбитального движения); ni - компоненты собствен-
ного момента импульса диполя; νi - компоненты направляющего орта оси
симметрии диполя.

Ненулевые скобки Пуассона между образующими на P имеют вид
{
{xi, pj} = δij ;
{ni, νj} = εijkνk; {ni, nj} = εijknk.

(2)

Переменные в (2) относятся к внешней инерциальной системе отсчета. По-
добный подход используется в работах [19, 20]. В работе [20] отмечается,
что полученные из (2) уравнения всегда обладают двумя первыми интегра-
лами, являющимися функциями Казимира, а именно, нетрудно проверить,
что они имеют следующий вид: ~ν 2 = 1 и (~ν, ~n) = const. Выражения (2)
приводят к скобкам Пуассона динамических переменных общего вида:

{f(~x, ~p, ~ν, ~n), g(~x, ~p, ~ν, ~n)} =

〈∇(x)f,∇(p)g〉 −
〈∇(p)f,∇(x)g〉+ (3)

〈~ν,∇(n)f ×∇(ν)g +∇(ν)f ×∇(n)g〉+

〈~n,∇(n)f ×∇(n)g〉.
Справедливость тождества Якоби для данной структуры проверялась пря-
мыми вычислениями.

Гамильтониан системы запишем в виде:

h = T + U(r, c
′
, c
′′
, c
′′′

), (4)

где
U = −(~µ · ~B), (5)

~B(~r) = Br(r, c′)~er + Bz(r, c′)~ez, (6)




r = |~r|;
~er = ~r/|~r|;
c′ = ~ez · ~er = x3/r;
c′′ = ~ν · ~er;
c′′′ = ~ez · ~ν = ν3.

(7)

Как обычно, кинетическая энергия подвижного тела (диполя) складывае-
тся из кинетической энергии поступательного и вращательного движений
[16, 8].

T (p2, ~n2) =
1

2M
p2 +

α

2
~n2,

где M — масса диполя; α = 1
I⊥

(как и ранее мы полагаем, что I1 = I2 = I⊥,
где I1, I2, I3 — собственные моменты инерции тела).
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Получаем систему уравнений движения для магнитного диполя в осе-
симметричном магнитном поле:





~̇r = ~p/M ;
~̇p = −∂rU~er − 1

r (∂c
′UP e

⊥(~ez) + ∂c
′′UP e

⊥(~ν));
~̇ν = α(~n× ~ν);
~̇n = −~ν × (~er∂c′′ + ~ez∂c′′′ )U,

(8)

где P e
⊥ — проектор на плоскость перпендикулярную вектору ~er, т.е. P e

⊥(~ez) =
~ez − c

′
~er и P e

⊥(~ν) = ~ν − c
′′
~er.

Известны выражения для силы и момента сил, действующих на диполь
во внешнем магнитном поле. Покажем, что второе и четвертое уравнение
системы (8) могут быть представлены в классическом виде.

Что касается второго уравнения системы (8), то оно получено из стан-
дартного для гамильтонового формализма соотношения

ṗi = {pi,H} = {pi, U} = ∂rU{pi, r}+ ∂c′U{pi, c
′
)}+ ∂c′′U{pi, c

′′
)}. (9)

Для потенциальной энергии вида (5) получаем классическое выражение
силы

~̇p = {~p,H} = {~p, U} = −∇U = ∇(~µ · ~B).
Что касается четвертого уравнения системы (8), то для потенциальной

энергии диполя, описываемой (5), в магнитном поле осесимметричного ти-
па, описываемого (6), имеет место

(~er∂c
′′ + ~ez∂c

′′′ )U = −µ~B. (10)

Тогда получаем последнее уравнение из (8) в привычном классическом ви-
де

~̇n = µ~ν × ~B = ~µ× ~B. (11)
Теперь система уравнений (8) может быть записана в виде:





~̇r = ~p/M ;
~̇p = ∇(~µ · ~B);
~̇µ = (~n× ~µ)/I⊥;
~̇n = ~µ× ~B.

(12)

По поводу систем уравнений движения (8, 12) необходимо сделать не-
сколько замечаний.

1. Как та, так и другая системы справедливы в приближении квазиста-
ционарного электромагнитного поля [21, 22]. Это приближение характери-
зуется тем, что в пределах системы пренебрегается конечностью скорости
распространения электромагнитных возмущений и током смещения, а ма-
гнитные поля расчитываются по формулам магнитостатики.

2. Система уравнений (8) использует понятие магнитной потенциальной
энергии, свойственное концепции дальнодействия в классической механике.
Как только что отмечено, это допустимо в квазистационарном приближе-
нии. Выбранная форма потенциальной энергии, как в (4), описывает не
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только диполи, но и достаточно широкий класс осесимметричных магни-
тных тел.

3. Система уравнений (12) соответствует концепции близкодействия в
теории электромагнитного поля. При этом очевидно, что эти уравнения
справедливы не только для осесимметричного магнитного поля, но и опи-
сывают движение диполя в произвольном внешнем магнитном поле.

4. Мы рассматриваем магнитный диполь, как малое намагниченое твер-
дое тело с осевой симметрией, например, как в левитроне. Уравнение (1)
работы [14] не может в этом случае заменить третье и четвертое уравнение
системы (12). Это и отличает нашу математическую модель от той, что
принята в работе [14].

2. Математическая модель Орбитрона

Не все осесимметричные магнитные поля могут создать возможность
для устойчивого орбитального движения магнитного диполя. Например,
поле магнитно-дипольного типа приводит к упомянутой во введении ”про-
блеме 1/r3”. Следовательно, имеет смысл воспользоваться гипотезой Гей-
зенберга о возможности устойчивых магнитных конфигураций с протяжен-
ными магнитными телами (см. также [7]).

Итак, предлагается следующая модель Орбитрона.
На оси z в точках ±h расположим два разноименных магнитных полюса.

Эти полюса создают осесимметричное магнитное поле, в котором и движе-
тся магнитный диполь. Предполагается, что при определенных параметрах
системы возможно устойчивое орбитальное движение.

Здесь следует дать пояснение. Уравнения магнитостатики не предпола-
гают существование уединенных магнитных зарядов. Однако, поле, напри-
мер, тонкого соленоида (то же и для тонкого цилиндрического магнита)
вне соленоида с большой точностью будет совпадать с полем двух полюсов
[23]. С другой стороны, поле внутри соленоида не только не совпадает с
полем зарядов, но и противоположно по знаку, так что поток через замкну-
тую поверхность, охватывающую только один полюс, равен нулю, как это
и требуют уравнения магнитостатики.

Предполагается, что диполь движется на достаточном удалении от по-
люсов магнита, являющегося источником поля, и модель двух магнитных
зарядов описывает поле с высокой точностью.

Таким образом, магнитное поле в системе имеет вид суммы кулоновских
полей двух зарядов:

~B(~r) =
∑

ε=±1

~Bε(~r), ~Bε =
µ0

4π
εκ

~r − εh~ez

|~r − εh~ez|3 , (13)

где каждое из полей ~Bε, а следовательно и суммарное поле может быть
представленно в виде (6).
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Тогда для потенциальной энергии диполя в магнитном поле получаем
следующее выражение

U(r, c′, c′′, c′′′) = −λ0

4π

∑

ε=±1

εUε(r, c
′
, c

′′
, c

′′′
), λ0 = µ0κµ, (14)

где

Uε(r, c
′
, c

′′
, c

′′′
) =

rc
′′ − εhc

′′′

Rε(r, c
′)3

(15)

и

Rε(r, c
′
) =

(
r2 − 2εhrc

′
+ h2

)1/2
. (16)

Приведем первые производные функции Uε:

∂rUε =
c
′′

Rε(r, c
′)3

−
3

(
rc
′′ − εhc

′′′
) (

r − εhc
′
)

Rε(r, c
′)5

, (17)

∂c′Uε =
3

(
rc
′′ − εhc

′′′
)

εhr

Rε(r, c
′)5

, (18)

∂c
′′Uε =

r

Rε(r, c
′)3

, (19)

∂c′′′Uε = − εh

Rε(r, c
′)3

. (20)

3. Пример устойчивого орбитального движения

Основная цель этой работы состоит в доказательстве существования
устойчивого орбитального движения в системах тел, взаимодействующих
исключительно магнитными силами. Примером такой системы является
описанный в п.2 Орбитрон, а устойчивой орбитой будет круговая орбита в
плоскости z = 0.

3.1 Относительные равновесия

Особую роль в вопросах устойчивости орбитальных движений гамиль-
тоновых систем играют так называемые относительные равновесия [18,
10, 11, 12], т.е. такие траектории динамики системы, которые одновремен-
но являются однопараметрическими подгруппами группы инвариантности
системы.

Как уже отмечалось, группой инвариантности Орбитрона является S1.
Каждая однопараметрическая подгруппа этой группы будет характеризо-
ваться своей угловой скоростью вращения ~ω = ω~ez. Скорость изменения
любой физической величины ~v нашей задачи вдоль орбиты данной под-
группы будет задаваться формулой ~̇v = ~ω × ~v.
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Поэтому, для относительного равновесия должны выполняться соотно-
шения 




~̇r = ω(~ez × ~r);
~̇p = ω(~ez × ~p);
~̇ν = ω(~ez × ~ν);
~̇n = ω(~ez × ~n).

(21)

Покажем, что существует динамическая орбита, для которой выполняются
эти соотношения. Рассмотрим орбиту, пространственно расположенную в
плоскости z = 0. Предположим также, что ~ν ‖ ~ez и ~n ‖ ~ez. Тогда вдоль
всей этой траектории c

′
= c

′′
= 0, c

′′′
= ±1 и из (14), (18-20) следует, что

∂c
′U = ∂c

′′U = ∂c
′′′U = 0.

Третье и четвертое уравнение системы (8) при этом выполняются тожде-
ственно, а первое и второе сводятся к уравнению второго порядка вида

M~̈r +
(

∂rU

r

)

|r=r0

~r = 0. (22)

При услови (∂rU)|r=r0
> 0 уравнение (22) имеет решение, соответсвующее

движению по окружности радиуса r0 с частотой, которая определяется
соотношением (

∂rU

r

)

|r=r0

= ω2M. (23)

Таким образом, можно считать доказанным, что приведенная орбита, дей-
ствительно, является относительным равновесием.

Подходящим инструментом для исследования устойчивости относитель-
ных равновесий на пуассоновых многообразиях является теорема 4.8. ста-
тьи [11]. Важным преимуществом теоретико-групповых методов представ-
ляется то, что исследование функционального пространства траекторий
заменяется на исследование конечномерного векторного пространства ва-
риаций динамических переменных в фиксированной точке траектории. При
этом схема исследования устойчивости во многом аналогична изучению
условного экстремума функции методом неопределенных множителей Ла-
гранжа.

3.2 Выбор опорной точки

Зададим такую точку на орбите относительного равновесия

ze =





~x0 = r0~e1;
~p0 = p0~e2;
~ν = −~e3;
~n = n0~e3.

(24)

Заметим, что знак механического момента n0 мы не фиксируем, он может
быть любым. Что же касается знака p0, то для положительной угловой
скорости он будет положительным.
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Покажем, что в опорной точке выполняются соотношения

∂c′U|ze
= 0; ∂c′′U|ze

= 0. (25)

Т.к. в опорной точке 



c′ = 0;
c′′ = 0;
c′′′ = −1,

(26)

то
Rε(r, c′)|ze

= (r2 + h2)1/2 (27)

Из выражений для производных потенциальной энергии (18-19)

(∂c′Uε)|ze
=

3h2r

(r2 + h2)5/2
, (∂c′′Uε)|ze

=
r

(r2 + h2)3/2
(28)

замечаем, что оба этих выражения не зависят от ε, а, значит, в сумме по ε
(с множителем ε) они дадут 0.

3.3 Необходимое условие устойчивости и множители
Лагранжа

В качестве интегралов движения мы возьмем




j3 = x1p2 − x2p1 + n3;
C1 = λ1

2 ~ν2;
C2 = λ2(~ν, ~n),

(29)

где 1-я строка представляет сохраняющуюся 3-ю компоненту полного мо-
мента тела, а 2 остальные являются функциями Казмира системы.

Выпишем соответствующие дифференциалы в точке ze




(dj3)|ze
= p0dx1 + r0dp2 + dn3;

(dC1)|ze
= −λ1dν3;

(dC2)|ze
= λ2(n0dν3 − dn3).

(30)

Целевая функция (присоединенный гамильтониан) имеет вид

H̃ = T + U − ωj3 + λ1C1 + λ2C2. (31)

Необходимым условием устойчивости в теореме 4.8. статьи [11] является
равенство нулю дифференциала целевой функции в опорной точке, т.е.
dH̃|ze

= 0.
Для дифференциала потенциальной энергии имеем

dU|ze
= ∂rUdx1 + ∂c′′′Udν3. (32)

Для дифференциала кинетической энергии имеем

dT|ze
=

p0

M
dp2 + αn0dn3. (33)
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Собирая дифференциалы целевой функции, получаем

dH̃|ze
= (∂rU|ze

− ωp0)dx1+

+
( p0

M
− ωr0

)
dp2 + (34)

+(∂c
′′′U|ze

− λ1 + λ2n0)dν3 +
+(αn0 − ω − λ2)dn3.

Приравнивая dH̃|ze
нулю выводим следующее выражения для множителей

Лагранжа 



p0/M = ωr0;
ωp0 = ∂rU|ze

= 3Kr0
R2 ;

λ2 = αn0 − ω;
λ1 = ∂c′′′U|ze

+ λ2n0 = K + n0(αn0 − ω),

(35)

где

K = ∂c′′′U|ze
=

λ0h

2πR3
. (36)

1-е из уравнений (35) — это обычная связь между линейной и угловой
скоростью при круговом орбитальном движении.

2-е из уравнений (35) — равенство центробежной (слева) и центростре-
мительной (справа) сил.

Из этих двух выражений получаем соотношение для угловой скорости,
а именно

Mω2 =
1
r0

∂rU|ze
=

3K

R2
. (37)

3.4 Допустимые вариации

Для применения достаточного условия устойчивости по теореме 4.8 ста-
тьи [11] необходимо выделить линейное подпространство допустимых ва-
риаций.

Рассмотрим вариации динамических переменных, аннулирующих диф-
ференциалы (30).

Из 2-й строки (30) следует δν3 = 0, тогда из 3-й строки следует δn3 = 0.
Т.о. получаем 




δν3 = 0;
δn3 = 0;
δp2 = −p0

r0
δx1.

(38)

Отсюда следует, что как независимые могут рассматриваться вариации ви-
да

δx1, δx2, δx3; δp1, δp3; δν1, δν2; δn1, δn2, (39)

при этом, мы еще должны исключить из этого подпространства направле-
ние, касательное к орбите.
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Из формулы (21) следует, что это направление в точке ze определяется
так 




δ~x = r0~e2;
δ~p = −p0~e1;
δ~ν = 0;
δ~n = 0.

(40)

Чтобы исключить вариацию вида (40), наложим на вариации еще одно
дополнительное условие, и тогда получим связи





δν3 = 0;
δn3 = 0;
δp1 = p0

r0
δx2;

δp2 = −p0

r0
δx1,

(41)

а независимым набором вариаций будет

δx1, δx2, δx3; δp3; δν1, δν2; δn1, δn2. (42)

3.5 Основная квадратичная форма

Достаточное условие минимума состоит в положительной определенно-
сти квадратичной формы вида d2H̃|ze

(δz, δz), где вектор вариации δz дол-
жен быть выражен через независимые вариации (42) с учетом связей (41).
Полученную квадратичную форму от независимых вариаций обозначим
через Q.

Вычисление гессиана целевой функции (присоединенного гамильтониа-
на) и основной квадратичной формы от независимых вариаций выполнены
в Maple.

Для лучшего структурирования выражений неопределенные множители
Лагранжа на первом этапе не раскрываются.

После незначительной перестановки столбцов (и соответствующих строк
с тем же номером) матрица основной квадратичной формы приобретает
вид 



Q11 0 0 0 0 0 0 0
0 Q22 0 0 0 0 0 0
0 0 Q44 0 0 0 0 0
0 0 0 Q33 Q35 0 0 0
0 0 0 Q35 Q55 Q57 0 0
0 0 0 0 Q57 Q77 0 0
0 0 0 0 0 0 Q66 Q68

0 0 0 0 0 0 Q68 Q88




. (43)

Выпишем ненулевые элементы матрицы квадратичной формы (построчно).
Подставляя выражение для Mω2 из (37) в Q11, Q22, получим

Q11 = 3
(

h2 − 4r2
0

R2

K

R2
+ Mω2

)
=

3K

R2

4h2 − r2
0

R2
, (44)
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Q22 = 3
(

K

R2
+ Mω2

)
=

12K

R2
, (45)

Q44 =
1
M

, (46)

Q33 =
3r2

0 − 2h2

R2

3K

R2
, Q35 = −3Kr0

R2
, (47)

Q55 = λ1, Q57 = λ2, (48)
Q77 = α, (49)

Q66 = λ1 = Q55, Q68 = λ2 = Q57, (50)
Q88 = α = Q77. (51)

3.6. Условия положительной определенности основной
квадратичной формы

Для положительной определенности матрицы Q необходимо, прежде все-
го, чтобы все диагональные элементы матрицы были положительными.

Заведомо положительными являются Q22, Q44, Q77, Q88. Оставшиеся
условия выглядят так





0 < Q11 = 3K
R2

4h2−r2
0

R2 ;

0 < Q33 = 3K
R2

3r2
0−2h2

R2 ;
0 < Q55 = Q66 = λ1 = K + n0(αn0 − ω).

(52)

Первые два условия сводятся к чисто геометрическим ограничениям

(Q11 > 0)& (Q33 > 0) −→
(√

2
3

<
r0

h

)
&

(r0

h
< 2

)
. (53)

Эти условия положительной определенности матрицы Q теперь следует
дополнить условими положительной определенности двух подматриц 3× 3
и 2× 2, а именно 


Q33 Q35 0
Q35 Q55 Q57

0 Q57 Q77


 (54)

и [
Q66 Q68

Q68 Q88

]
. (55)

С учетом выше сказаного для матрицы (55) достаточно проверить условие
положительности ее детерминанта Q66Q88−Q2

68. Таким образом к условиям
(53) добавляется следующее условие

0 < Q66Q88 −Q2
68 = αK + ω(αn0 − ω). (56)

Исследуем теперь условия положительной определенности матрицы (54).
1-е условие Q33 > 0 мы уже рассмотрели. Т.о. дополнительные условия
положительной определенности матрицы (54) сводятся к положительности
двух детерминантов

0 < Q33Q5,5 −Q2
35 (57)
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и
0 < Q33Q55Q77 −Q33Q

2
57 −Q77Q

2
35. (58)

Условие (58) может быть также записано в виде

Q77(Q33Q55 −Q2
35) > Q33Q

2
57 (59)

и, так как Q77 > 0, то (58) переходит в

Q33Q55 −Q2
35 >

Q33

Q77
Q2

57, (60)

которое заменяет условие (57), т.к. перекрывает его.
Итак, условие (57) является излишним и надо изучать только условие

(58). Напомним, что



Q33 = 3K
R2

3r2
0−2h2

R2 ;
Q35 = −3Kr0

R2 ;
Q55 = K + n0(αn0 − ω) = Q66;
Q57 = αn0 − ω = Q68;
Q77 = α = Q88.

(61)

Запишем теперь (58) в форме

Q55Q77 −Q2
57 >

Q77Q
2
35

Q33
, (62)

т.к. следует полагать, что Q33 > 0.
Учитывая (61), условие (62) эквивалентно

Q66Q88 −Q2
68 >

Q77Q
2
35

Q33
> 0. (63)

Т.о., условие (56) является следствием условия (58) и Q33 > 0 из (52). Это
означает, что условие (56) может быть опущено.

Имеем следующий сокращенный набор условий положительной опреде-
ленности матрицы Q




0 < Q11 = 3K
R2

4h2−r2
0

R2 ;

0 < Q33 = 3K
R2

3r2
0−2h2

R2 ;
0 < Q55 = Q66 = λ1 = K + n0(αn0 − ω);
0 < Q33Q55Q77 −Q33Q

2
57 −Q77Q

2
35.

(64)

Исследуем последнее из условий (64) в форме

0 < Q33(Q55Q77 −Q2
57)−Q77Q

2
35 =

= Q33(Q66Q88 −Q2
68)−Q77Q

2
35 =

=
3K

R4
[(3r2

0 − 2h2)ω(αn0 − ω)− 2αKh2].

Это условие эквивалентно
ω

α
(αn0 − ω) >

K
3
2( r0

h )2 − 1
. (65)
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В частности, т.к. Q33 > 0, имеем αn0 − ω > 0, а это значит, что условия
Q55 = Q66 = λ1 > 0 заведомо выполняется и может быть опущено.

Итак, выполнение условий



√
2
3 < r0

h < 2;
ω
α(αn0 − ω) > K

3
2
(

r0
h

)2−1

(66)

обеспечивает положительную определенность формы Q.

4. Физический смысл условий положительной определенности
В предыдущем разделе были найдены такие условия на параметры си-

стемы, которые обеспечивают положительную определенность основной
квадратичной формы (66).

1-е условие в (66) является чисто геометрическим, определяя допусти-
мый диапазон для радиуса орбиты, представляющей относительное рав-
новесие (24). 2-е условие является динамическим и определяет нижнюю
границу для собственного момента импульса тела. В частности, это озна-
чает, что тело должно достаточно быстро вращаться. Поэтому есть смысл
разрешить это неравенство относительно n0.

Используя соотношения (37), получим

n0 >
ω

α
+

1
3

1 + ( h
r0

)2

3
2( r0

h )2 − 1
(ωMr2

0). (67)

Величина ω/α соответствует собственному моменту, который имело бы
тело, если бы вращалось с угловой скоростью ω перпендикулярно своей оси
симметрии.

Величина ω(Mr2
0) является ни чем иным, как орбитальным моментом

импульса (Lz)|ze
.

Условию (67) можно придать такой физический смысл: собственный мо-
мент вращения тела должен быть порядка орбитального или больше не-
го.

Действительно, множитель перед ω(Mr2
0) является геометрическим фа-

ктором, который при r0/h = 1, 0 равен∼ 1, 33, а при r0/h = 1, 5 равен∼ 0, 2.
В этих оценках 1-м слагаемым в правой части выражения (67) можно

пренебречь.

5. Численное моделирование
В математическом плане полученные выше условия устойчивости допу-

скают широкий диапазон значений параметров задачи, однако не все они
могут быть реализованы физически. В физическом плане значение пара-
метров ограничивается свойствами имеющихся материалов.

Кроме того, очевидно, на практике трудно реализовать высокие скорости
вращений, особенно это касается собственной угловой скорости вращения
подвижного магнитного тела (диполя).

Поэтому представляется необходимым указать такие значения параме-
тров, которые могут быть реализованы в эксперименте. Для магнитов,
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изготовленных из Nd− Fe−B, имеем следующие физические характери-
стики: ρ = 7, 4 ·103(кг/м3) – плотность и Br = 0, 25(Тл) — остаточная инду-
кция. Тогда нетрудно получить магнитный ”заряд” полюса κ = 17, 6(А ·м).
Растояние между полюсами L = 2h = 0, 1(м).

Подвижный магнит выберем в форме цилиндра (диска) с диаметром
d = 0, 014(м) и высотой l = 0, 006(м). Тогда магнитный момент диска
µ = 0, 18(А · м2).

В результате для орбиты радиусом r0 = 1, 5h = 0, 075(м) получим угло-
вую скорость орбитального движения ω = 1, 54(рад/с), при этом минималь-
ная угловая скорость собственного вращения диска в этом случае составит
Ω = 72, 8(рад/с). Такие значения угловых скоростей представляются впол-
не разумными.

С использованием указаных значений параметров Орбитрона было про-
ведено численное моделирование орбитального движения при отклонениях
начальных значений динамических переменных от значений, соответству-
ющих относительному равновесию, в пределах 1%. Методом Монте-Карло
(т.е. случайно выбирая начальные значения в данной окрестности) было
совершено 1000 бросаний, которые продемонстрировали устойчивость ор-
битального движения. Более подробно это будет освещено в следующих
частях данной работы.

Выводы

Была предложена новая математическая модель магнитной системы,
для которой впервые существование устойчивых орбитальных движений
может быть доказано полностью аналитически.

Показано, что обобщенный метод энергии–момента обеспечивает необхо-
димый математический аппарат для исследования устойчивости орбиталь-
ных движений в рассмотренной модели.

Дана физически прозрачная интерпретация полученных условий устой-
чивости и подобраны физически реализуемые параметры исследуемой си-
стемы.

Проведены независимые (методом прямого численного моделирования)
исследования траекторий в окрестности найденных относительных равно-
весий. Для генерации начальных условий испытуемых траекторий исполь-
зовался метод Монте-Карло.
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SINGLE-OBJECTIVE LINEAR PROGRAMMING PROBLEMS
WITH FUZZY COEFFICIENTS AND RESOURCES

E. V. Ivokhin, Almodars Barraq Subhi Kaml

Rеsume. In this paper fuzzy single-objective linear programming
problem in which both technological coefficient and resources are
fuzzy with linear membership function was studied and solved. The
problem was solved using the approach proposed by Gasimov R. N.
and Yenilmez K. Further a real case study of a manufacturing plant
and the implementation of the proposed technique is presented.

Introduction

Fuzzy multi-objective linear programming (FMOLPP) problem has its many
applications in the different fields of real world. Several researchers suggested
different method to solve those problems. Generally, in a single-objective li-
near programming problem (FSOLPP), coefficients (of objective and constrai-
nt functions) as well as constraint goals are assumed to be fixed in value. But
there are many practical situations where this assumptions are not valid. These
coefficients as well as constraint goals may not be well defined due to lack of
information of data and/or uncertain market situations. For this reasons, the di-
fferent coefficients and constraint goals may be characterized by fuzzy numbers.

The idea of fuzzy set was first proposed by Zadeh [5] , as a mean of handli-
ng uncertainty that is due to imprecision rather than to randomness. After
that Bellman and Zadeh [5] proposed that a fuzzy decision might be defined
as the fuzzy set, defined by the intersection of fuzzy objective and constraint
goals. From this view point, Tanaka and Asai [2], Zimmermann [3] introduced
fuzzy linear programming problem in fuzzy environment Gasimov and Yeni-
lmez [6] among others, considered with all fuzzy parameters. Tong considered
the single objective mathematical programming problem with fuzzy constraints.
After defuzzification he solved the so-obtained crisp problem by fuzzy decisive
set method proposed by Sakawa and Yano[4]. Gasimov and Yenilmez consi-
dered fuzzy linear programming problem with less than type constraints. In
their paper coefficients of constraints were taken as fuzzy numbers. They solved
it by fuzzy decisive set method. Lai-Hawng [7] considered FMOLPP with all
parameters, having a triangular possibility distribution. They used an auxili-
ary model and it was solved by multi-objective linear programming methods.
Chanas [1] proposed a fuzzy programming in multi-objective linear programmi-
ng and it was solved by parametric approach. Zimmermann [3] proposed a fuzzy
multi-criteria decision making set, defined as the intersection of all fuzzy goals
and constraints.
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1. Linear programming problems with fuzzy technological
coefficients

We consider a linear programming problem with fuzzy technological coeffi-
cients

max

n∑

j=1

cjxj (1)

subject to
∑n

j=1 ãijxj ≤ bi, 1 ≤ i ≤ m, xj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n.

Assumption 1. ãij is a fuzzy number with the following linear membership
function Gasimov and Yenilmez [6]:

µãij (x) =





1, if x < aij

(aij + dij − x)/dij , if aij ≤ x < aij + dij

0, if x ≥ aij + dij

where x ∈ R and dij > 0 for all 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. For defuzzification
of this problem, we must calculate the lower and upper bounds of the optimal
values Zl and Zu by solving the standard linear programming problems

Z1 = max

n∑

j=1

cjxj (2)

subject to
∑n

j=1 aijxj ≤ bi, 1 ≤ i ≤ m, xj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n, and

Z2 = max

n∑

j=1

cjxj (3)

subject to
∑n

j=1 (aij + dij)xj ≤ bi, 1 ≤ i ≤ m,xj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n.
The objective function takes values between Z1 and Z2 while technological

coefficients vary between aij and aij + dij .
Let Zl=min (Z1, Z2) and Zu=max(Z1, Z2), then Zl and Zu are called the

lower and upper bounds of the optimal values, respectively.
Assumption 2. The linear crisp problems (2) and (3) have finite optimal

values. In this case the fuzzy set of optimal values, denoted G, which is a subset
of Rn; is defined as Gasimov and Yenilmez [6]:

µG (x) =





0, if
∑n

j=1 cjxj < Zl

(
n∑

j=1

cjxj − Zl)/(Zu − Zl), if Zl ≤
∑n

j=1 cjxj < Zu

1, if
∑n

j=1 cjxj ≥ Zu

. (4)
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The fuzzy set of the i -th constraint, denoted Fi , which is a subset of Rm, is
defined by

µFi (x) =





0, if bi <
∑n

j=1 aijxj

bi −
n∑

j=1

aijxj

n∑

j=1

dijxj

, if
n∑

j=1

aijxj ≤ bi <
n∑

j=1

(aij + dij )xj

1, if bi ≥ ∑n
j=1 (aij + dij)xj

, (5)

1 ≤ i ≤ m.
By using the definition of the fuzzy decision proposed by Bellman and Zadeh

[5] (see also Lai and Hwang [7]), the problem (1) becomes to the following
optimization problem

maxλ (6)

µG(x) ≥ λ, µFi(x) ≥ λ, 1 ≤ i ≤ m,

x ≥ 0, 0 ≤ λ ≤ 1.

By using (4) and (5), the problem (6) can be written as

maxλ (7)

λ(Zu − Zl)−
n∑

j=1

cjxj + Zl ≤ 0,

n∑

j=1

(aij + λdijxj)− bi ≤ 0, 1 ≤ i ≤ m,

where xj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n, 0 ≤ λ ≤ 1.
Notice that, the constraints in problem (7) containing the cross product terms

λxj , 1 ≤ j ≤ n , are not convex. Therefore the solution of this problem requi-
res the special approach adopted for solving general nonconvex optimization
problems.

2. Linear programming problems with fuzzy technological
coefficients and fuzzy right-hand-side numbers

In this section we consider a linear programming problem with fuzzy technologi-
cal coefficients and fuzzy right-hand-side numbers

max
n∑

j=1

cjxj , (8)

n∑

j=1

ãijxj ≤ b̃i, 1 ≤ i ≤ m,

xj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n, and at least one xj > 0.
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Assumption 3. ãij and b̃i are fuzzy numbers with the following linear
membership functions:

µaij (x) =





1, if x < aij

(aij + dij − x)/ dij , if aij ≤ x < aij + dij

0, if x ≥ aij + dij

and

µbi
(x) =





1, if x < bi

(bi + pi − x)/ pi, if bi ≤ x < bi + pi

0, if x ≥ aij + dij

,

1 ≤ i ≤ m.

We first calculate the lower and upper bounds of the optimal values. The
optimal values Zl and Zu can be defined by solving the following standard
linear programming problems, for which we assume that all they have the finite
optimal values,

Z1 = max

n∑

j=1

cjxj , (9)

m∑

j=1

aijxj ≤ bi, 1 ≤ i ≤ m,xj ≥ 0,

Z2 = max
n∑

j=1

cjxj , (10)

n∑

j=1

(aij + dij) xj ≤ bi, 1 ≤ i ≤ m,xj ≥ 0,

Z3 = max
n∑

j=1

cjxj , (11)

n∑

j=1

aijxj ≤ bi + pi, 1 ≤ i ≤ m,xj ≥ 0,

Z4 = max
n∑

j=1

cjxj , (12)

n∑

j=1

(aij + dij)xj ≤ bi + pi, 1 ≤ i ≤ m,xj ≥ 0.

Let Zl=min(Z1,Z2,Z3,Z4) and Zu = max(Z1,Z2,Z3,Z4). The objective functi-
on takes values between Zl and Zu while technological coefficients take values
between aij and aij + dij and the right-hand-side numbers take values between
bi and bi + pi .

Then, the fuzzy set of optimal values denoted as early G, which is a subset
of Rn is defined by
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µG (x) =





0, if
∑n

j=1 cjxj < Zl

(
n∑

j=1

cjxj − Zl)/(Zu − Zl) if Zl ≤
n∑

j=1

cjxj < Zu

1, if
∑n

j=1 cjxj ≥ Zu

. (13)

The fuzzy set of the i -th constraint denoted Fi, which is a subset of Rn is
defined by

µFi (x) =





0, if bi <
∑n

j=1 aijxj

bi −
n∑

j=1

aijxj

n∑

j=1

dijxj + pi

, if
n∑

j=1

aijxj ≤ bi <
n∑

j=1

(aij + dij)xj + pi,

1, if bi ≥
∑n

j=1 (aij + dij) xj + pi

1 ≤ i ≤ m. (14)
Then, by using the method of defuzzification for the problem (1), the problem

(8) is reduced to the following crisp problem:

maxλ (15)

λ(Zu − Zl)−
n∑

J=1

cjxj + Zl ≤ 0

n∑

j=1

(aij + λdij)xj + λpi − bi ≤ 0, 1 ≤ i ≤ m, xj ≥ 0, 0 ≤ λ ≤ 1.

Notice that, the problem (15) is also a nonconvex programming problem,
similar to the problem (7).

3. The algorithm of the fuzzy decisive set method
This method is based on the idea that, for a fixed value of λ, the problems (7)

and (15) are linear programming problems. Obtaining the optimal solution λ∗
to the problems (7) and (15) is equivalent to determining the maximum value
of λ so that the feasible set is nonempty.

The algorithm of this method for the problem (7) is presented below. The
algorithm for the problem (15) is similar.
Step 1. Set λ = 1 and test whether a feasible set satisfying the constraints

of the problem (7) exists or not using phase one of the simplex method. If a
feasible set exists, set λ = 1. Otherwise, set λL = 0 and λR = 1 and go to the
next step.
Step 2. For the value of λ = (λL + λR)/2 , update the value of λL and λR

using the bisection method as follows :
λL = λ if feasible set is nonempty for λ,
λR = λ if feasible set is empty for λ.
Consequently, for each λ, test whether a feasible set of the problem (7) exists

or not using phase one of the Simplex method and determine the maximum
value λ∗ satisfying the constraints of the problem (7).
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4. A numerical example produces and transports problem

The operations of a concrete manufacturing plant, which produces and trans-
ports concrete to building sites, have been analyzed. Fresh concrete is produced
at a central concrete plant and transported by seven transit mixers over the
distance ranging 1500–3000 m (depending on the location of the construction
site) to the three construction sites.

Concrete pumps and interior vibrators are used for delivering, placing and
consolidating the concrete at each construction site. Table 1 illustrates the
manufacturing capacities of the plant, operational capacity of the concrete mi-
xer, interior vibrator, pumps and manpower requirement at the three constructi-
on sites. A quick analysis will reveal the complexity of the variables and constrai-
nts of this concrete production plant and delivery system. The plant manager’s
task will be to optimize the profit by utilizing the maximum plant capacity whi-
le meeting the three-construction site’s concrete and other resource requirement
through a feasible schedule.
Table 1. Concrete plant capacity and construction site’s resource demands

Site A Site B Site C Capacity Tolerance
(resources)

Tolerance
(coefficients)

Transit
mixers

1
m3/h

1
m3/h

1
m3/h

15 5 1 1 1

Worker
requirement

7 5 3 80 40 4 3 1

Concrete
pumps

3
m3/h

4.4
m3/h

10
m3/h

100 30 1 2 4

(Tolerance) 47 m3 60 m3 72 m3 - -

4.1. Objective formulation

Success of any decision model will directly depend on the formulation of the
objective function taking into account all the influential factors. We modeled
the final objective function taking into account factor profit expressed as $/m3.

Profit: The expected profit as related to the volume of concrete to be manufac-
tured is modeled as the first objective and is shown in Table 2.

Table 2. Modeling profit as an objective

Site A Site B Site C
Expected profit (AU$/m3) 10 11 15

4.2. Variables that optimize the objective function

After knowing the objective function the next task is to determine the vari-
ables that optimizes the objective function. In our problem it is to find the
optimal value of unknowns xj , j = 1, 2, 3, that represent quantities of concrete
which have to be delivered to Site A, B and C respectively and corresponding
optimal values of the objective function Z.
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According to problem requirements and available data (see Table 1 and Table
2), the model formulated as

maxZ = 10x1 + 11x2 + 15x3 (16)

subject to
1̃x1 + 1̃x2 + 1̃ x3 ≤ 1̃5,

7̃x1 + 5̃x2 + 3̃x3 ≤ 8̃0,

3̃x1 + 4̃.4x2 + 1̃0x3 ≤ 1̃00,

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3,

(aij) =




1 1 1
7 5 3
3 4.4 10


 , (dij) =




1 1 1
4 3 1
1 2 4


 , (aij + dij) =




2 2 2
11 8 4
4 6.4 14




(bi) =




15
80
100


 , (pi) =




5
40
30


 , (bi + pi) =




20
120
130


 , i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3.

We shall apply our algorithm for this fuzzy task (16), calculate the lower and
upper bounds of the optimal values. The bounds of the optimal values Z∗l and
Z∗u are obtained by solving the standard linear programming problems

Z1 = maxZ = 10x1 + 11x2 + 15x3 (17)

subject to
x1 + x2 + x3 ≤ 15

7x1 + 5x2 + 3x3 ≤ 80
3x1 + 4.4x2 + 10x3 ≤ 100

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3,

Z2 = maxZ = 10x1 + 11x2 + 15x3 (18)
subject to

x1 + x2 + x3 ≤ 20
7x1 + 5x2 + 3x3 ≤ 120

3x1 + 4.4x2 + 10x3 ≤ 130
xj ≥ 0, j = 1, 2, 3,

Z3 = maxZ = 10x1 + 11x2 + 15x3 (19)
subject to

2x1 + 2x2 + 2x3 ⊂≤ 15
11x1 + 8x2 + 4x3 ≤ 80

4x1 + 6.4x2 + 14x3 ≤ 100
xj ≥ 0, j = 1, 2, 3,

Z4 = maxZ = 10x1 + 11x2 + 15x3 (20)
subject to

2x1 + 2x2 + 2x3 ≤ 20
11x1 + 8x2 + 4x3 ≤ 120

4x1 + 6.4x2 + 14x3 ≤ 130
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xj ≥ 0, j = 1, 2, 3.

Optimal value of these problems are Z=(189.3,250,110,145), and therefore
Z∗l = 110, Z∗u = 250.

By using these optimal values, the problem (16) can be reduced by the
following non-linear programming problem:

max λ

(10x1 + 11x2 + 15x3 − 110)/(250− 110) ≥ λ,

(15− (x1 + x2 + x3))/(2x1 + 2x2 + 2x3 + 5) ≥ λ,

(80− (7x1 + 5x2 + 3x3))/(4x1 + 3x2 + x3 + 40) ≥ λ,

(100− (3x1 + 4.4x2 + 10x3))/(x1 + 2x2 + 4x3 + 30) ≥ λ,

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 0 ≤ λ ≤ 1.

That is,
maxλ (21)

10x1 + 11x2 + 15x3 ≥ 140λ + 110,

(2λ + 1)x1 + (2λ + 1)x2 + (2λ + 1)x3 ≥ 15− 5λ,

(4λ + 7)x1 + (3λ + 5)x2 + (λ + 3)x3 ≥ 80− 40λ,

(λ + 3)x1 + (2λ + 4.4)x2 + (4λ + 10)x3 ≥ 100− 30λ,

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 0 ≤ λ ≤ 1.

Let us solve the problem (21) by using fuzzy decisive set method. For λ=1,
the problem can be written as

10x1 + 11x2 + 15x3 ≥ 250,

3x1 + 3x2 + 3x3 ≤ 10,

11x1 + 8x2 + 4x3 ≤ 40,

4x1 + 6.4x2 + 14x3 ≤ 70,

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3 .

Since the feasible set is empty, by taking λL=0 and λR = 1, we applied the
algorithm that explained in subsection 3 and obtained:

λ = 0.2188;λ = 0.2031;λ = 0.2109;λ = 0.2070;λ = 0.2089;

λ = 0.2080;λ = 0.2085;λ = 0.2083;λ = 0.2081;λ = 0.2081.
Consequently, we obtain the optimal value of λ at the fifteenth iteration by

using the fuzzy decisive set method. The optimal solution is x∗1=1.67, x∗2=0,
x∗3=80.12, Z∗ = 139.1 and λ∗ = 0.2081.

Conclusion
In this paper, fuzzy single-objective linear programming problem in whi-

ch both the resources and the technological coefficients are fuzzy with linear
membership function was studied the problem was solved by fuzzy decisive
set method. This procedure may be very helpful for any fuzzy single-criteria
decision making problem.
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УПАКОВКА КРУГОВЫХ ЦИЛИНДРОВ В
ЦИЛИНДРИЧЕСКИЙ КОНТЕЙНЕР С УЧЕТОМ

СПЕЦИАЛЬНЫХ ОГРАНИЧЕНИЙ ПОВЕДЕНИЯ СИСТЕМЫ

А. А. Коваленко, А. В. Панкратов, Т. Е. Романова,
П. И. Стецюк

Резюме. Рассматривается задача упаковки параллельных кру-
говых цилиндров в цилиндрическом контейнере минимального
радиуса с учетом ограничений, связанных c механическими ха-
рактеристиками поведения системы (динамическое равновесие,
моменты инерции, устойчивость). Строится математическая мо-
дель на основе метода phi-функций Стояна, предлагаются мето-
ды решения. Приводятся тестовые примеры.

Ключевые слова: упаковка кругов, ограничения механического поведе-
ния системы, математическая модель, phi-функции, приближенные мето-
ды.

Введение

Задачи размещения относятся к классу NP-сложных. 3D-задачи разме-
щения имеют широкий спектр применения в нанотехнологиях, робототе-
хнике, энергетике, машиностроении и т.д. Особый интерес представляют
3D-задачи упаковки, возникающие при проектировании кораблей, экрани-
рованных машин, платформ с буровой установкой, космических кораблей и
спутников. Для решения задач используются, как правило, эвристические
методы.

В основе предлагаемых алгоритмов: теоретический анализ, тестовая за-
дача с оптимальными решениями, инженерное применение. Однако алго-
ритм теоретического анализа является достаточно трудоемким, алгоритм
инженерного применения — еще более сложный для ряда случаев, поэто-
му чаще всего проводят оценку при помощи тестовой задачи. В статье [1]
представлены семь тестовых задач с известными оптимальными решени-
ями на основе оптимизационных задач компоновки упрощенного модуля
спутника, предназначенных для оценки алгоритмов решения трехмерных
задач упаковки с ограничениями поведения. В одной из последних моно-
графий [2] рассматриваются результаты избранных инновационных иссле-
дований, которые охватывают широкий спектр проблем, возникающих в
космической технике. В монографии обсуждаются классические и совре-
менные проблемы ракетно-космической техники — в том числе размещение
грузов и оборудования.
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В данной работе предлагается математическая модель, использующая
метод phi-функций Стояна [3] и метод решения 3D-задачи оптимальной
упаковки цилиндров в цилиндрическом контейнере с учетом ограничений
поведения механической системы (динамическое равновесие, моменты инер-
ции, устойчивость).

Постановка задачи
Пусть Ω – контейнер (контейнер спутника) (прямой круговой цилиндр

переменного радиуса R и высоты 2H), Ai, i ∈ IN = {1, 2, ..., N} – множе-
ство цилиндров радиуса ri < R и высоты 2hi, hi ≤ H. Далее объекты Ai

помещаются внутрь контейнера Ω. Объекты – твердые однородные тела,
массы которыхопределяются как mi = ρ · Vi, где Vi – объем, а ρ — пло-
тность объекта Ai. Контейнер Ω с упакованными в нем объектами назовем
(спутниковой) системой ΩA.

Задача. Упаковать объекты Ai, i = 1, 2, ..., N , в контейнер Ω минимально-
го радиуса с учетом ограничений, связанных с механическими характери-
стиками поведения системы ΩA (равновесием, моментами инерции, устой-
чивостью).

Рис. 1. Системы координат (а) объекта Ai, (б) контей-
нера Ω и системы ΩA

Пусть: Oxyz – неподвижная система координат, где O совпадает с цен-
тром масс контейнера Ω, z – ось симметрии контейнера Ω;

O′x′y′z′ – система координат системы ΩA, где O′ совпадает с центром
масс системы ΩA, z′ – главная ось системы ΩA;

O′′x′′y′′z′′ – собственная система координат объекта Ai, где O′′ совпада-
ет с центром масс объекта Ai, z′′ – продольная ось симметрии объекта,
параллельная оси z;

ui = (xi, yi, zi) – параметры размещения (вектор трансляции) объекта
Ai, i ∈ {1, 2, ..., N}, относительно Oxyz;
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(xe, ye, ze) – заданный центр масс системы ΩA, совпадающий с центром сим-
метрии O контейнера Ω. Не теряя общности, полагаем (xe, ye, ze)=(0, 0, 0).

Таким образом, вектор u переменных включает: радиус R (радиус осно-
вания контейнера Ω) и параметры размещения ui, т.е. u = (R, u1, u2, ..., uN ).

Математическая модель

Центр масс (xc, yc, zc) множества {Ai, i ∈ IN} определяется следующими
соотношениями:

xc =

N∑
i=1

mixi

N∑
i=1

mi

, yc =

N∑
i=1

miyi

N∑
i=1

mi

, zc =

N∑
i=1

mizi

N∑
i=1

mi

. (1)

Моменты инерции Jx(u), Jy(u), Jz(u) системы ΩA относительно осей Ox,
Oy, Oz неподвижной системы координат определяются как

Jx(u) =
N∑

i=1

(J ′′xi cos2 αi + J ′′yi sin
2 αi) +

N∑

i=1

mi(y2
i + z2

i )− (y2
c + z2

c )
N∑

i=1

mi,

Jy(u) =
N∑

i=1

(J ′′yi cos2 αi + J ′′xi sin
2 αi) +

N∑

i=1

mi(x2
i + z2

i )− (x2
c + z2

c )
N∑

i=1

mi, (2)

Jz(u) =
N∑

i=1

J ′′zi +
N∑

i=1

mi(x2
i + y2

i )− (x2
c + y2

c )
N∑

i=1

mi,

где αi – угол поворота объекта Ai вокруг своей центральной оси O′′z′′, J ′′xi,
J ′′yi, J ′′zi – моменты инерции объекта Ai относительно осей O′′x′′, O′′y′′, O′′z′′

системы координат O′′x′′y′′z′′. Поскольку Ai, i ∈ {1, 2, ..., N} – объекты
цилиндрической формы, то J ′′xi,J

′′
yi,J

′′
zi описываются так:

J ′′xi = J ′′yi =
1
12

mi(3r2
i + 4h2

i ), J
′′
zi =

1
2
mir

2
i (3)

а соотношения (2) примут вид

Jx(u) =
N∑

i=1

J ′′xi +
N∑

i=1

mi(y2
i + z2

i )− (y2
c + z2

c )
N∑

i=1

mi,

Jy(u) =
N∑

i=1

J ′′yi +
N∑

i=1

mi(x2
i + z2

i )− (x2
c + z2

c )
N∑

i=1

mi, (4)

Jz(u) =
N∑

i=1

J ′′zi +
N∑

i=1

mi(x2
i + y2

i )− (x2
c + y2

c )
N∑

i=1

mi.
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Углы отклонения ϕx(u), ϕy(u), ϕz(u) главной оси инерции системы ΩA

от осей Ox, Oy,Oz неподвижной системы координат определяются следу-
ющим образом:

ϕx(u) =
1
2
arctg

(
2Jxy(u)

Jy(u)− Jx(u)

)
,

ϕy(u) =
1
2
arctg

(
2Jyz(u)

Jz(u)− Jy(u)

)
, (5)

ϕz(u) =
1
2
arctg

(
2Jxz(u)

Jz(u)− Jx(u)

)
,

где Jxy(u), Jyz(u), Jxz(u) — центробежные моменты инерции системы ΩA

относительно системы координат Oxyz, которые определяются так:

Jxy(u) =
1
2

N∑

i=1

(J ′′xi + mi(y2
i + z2

i )− J ′′yi −mi(x2
i + z2

i )) sin 2αi+

+
N∑

i=1

mixiyi − xcyc

N∑

i=1

mi,

Jyz(u) =
N∑

i=1

miyizi − yczc

N∑

i=1

mi, (6)

Jxz(u) =
N∑

i=1

mixiyi − xcyc

N∑

i=1

mi.

Поскольку J ′′xi = J ′′yi, то соотношения (6) примут вид

Jxy(u) =
N∑

i=1

mixiyi − xcyc

N∑

i=1

mi,

Jyz(u) =
N∑

i=1

miyizi − yczc

N∑

i=1

mi, (7)

Jxz(u) =
N∑

i=1

mixiyi − xcyc

N∑

i=1

mi.

Математическую модель поставленной задачи можно представить в виде

F (u∗) = min
u∈W⊂R3N+1

R, u = (u1, u2, ..., uN , R), (8)

W = {u ∈ R3N+1 : Υ(u) ≥ 0, G1(u) ≥ 0, G2(u) ≥ 0,
G3(u) ≥ 0, R ≥ ri, i = 1, ..., N}, (9)

где Υ(u) ≥ 0 – ограничение на размещение объектов Ai, i = 1, ..., N , в
контейнере Ω:

Υ(u) = min{ΦCC
ij , i > j = 1, ..., N − 1,ΦΩ∗C

i , i = 1, ..., N},
ΦCC

ij – phi-функция цилиндров Ai и Aj ,
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ΦCC
ij = max{(xj − xi)2 + (yj − yi)2 − (ri + rj)2, z − (hi + hj),

−z − (hi + hj)}, i > j = 1, ..., N − 1,
(10)

ΦΩ∗C
i – phi-функция цилиндра Ai и объекта Ω∗, Ω∗ = R3\intΩ,

ΦΩ∗C
i = min{−x2

i−y2
i +(R−ri)2, −z+(H−hi), z+(H−hi)}, i = 1, ..., N ; (11)

G1(u) ≥ 0 – ограничение устойчивости,

G1(u) = min{g1(u), g2(u), g3(u)},
g1(u) = min{−(xe − xc) + ∆xc, (xe − xc) + ∆xc},
g2(u) = min{−(ye − yc) + ∆yc, (ye − yc) + ∆yc}, (12)

g3(u) = min{−(ze − zc) + ∆zc, (ze − zc) + ∆zc},
где (∆xc, ∆yc, ∆zc) – допустимые отклонения от центра масс системы ΩA;

G2(u) ≥ 0 — ограничение моментов инерции,

G2(u) = min{g4(u), g5(u), g6(u)},
g4(u) = min{−Jx(u) + ∆Jx, Jx(u) + ∆Jx},
g5(u) = min{−Jy(u) + ∆Jy, Jy(u) + ∆Jy}, (13)

g6(u) = min{−Jz(u) + ∆Jz, Jz(u) + ∆Jz},
где (∆Jx, ∆Jy, ∆Jz) – допустимые отклонения от моментов инерции систе-
мы ΩA;

G3(u) ≥ 0 – ограничение равновесия,

G3(u) = min{g7(u), g8(u), g9(u)},
g7(u) = min{−ϕx(u) + ∆ϕx, ϕx(u) + ∆ϕx},
g8(u) = min(−ϕy(u) + ∆ϕy, ϕy(u) + ∆ϕy}, (14)

g9(u) = min{−ϕz(u) + ∆ϕz, ϕz(u) + ∆ϕz},
где (∆ϕx, ∆ϕy, ∆ϕz) – допустимые погрешности угла наклона главной оси
системы ΩA от осей координат Ox, Oy, Oz.

Ограничения G1(u) ≥ 0, G2(u) ≥ 0, G3(u) ≥ 0 называются ограничения-
ми поведения системы ΩA [2].

Если положить H = hi (такая задача рассматривается в статье [1]), то
соотношения (10) и (11) можно упростить следующим образом:

ΦCC
ij = (xj − xi)2 + (yj − yi)2 − (ri + rj)2, i > j = 1, ..., N − 1, (15)

ΦC∗C
i = −x2

i − y2
i + (R− ri)2, i = 1, ..., N, (16)

где ΦCC
ij – phi-функция Ci и Cj (Ci и Cj – основания цилиндров Ai и Aj);

ΦC∗C
i – phi-функция Ci и C∗ (C – основание контейнера Ω).
Тогда задача (8)–(9) является задачей нелинейного программирования с

линейной функцией цели. Область допустимых решений описывается си-
стемой неравенств вида
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Методы решения
Метод 1. С помощью негладких штрафов задача (8)–(9) сводится к за-

даче минимизации негладкой функции вида

f(u) = R + P1

N∑
k=1

max{0,−Φk}+ P2

n+18∑
k=n+1

max{0,−gk}+
+P3 max{0,−R + max

i=1,...,N
ri},

(17)

где n = N(N+1)
2 , Pk — штрафные коэффициенты, k = 1, 2, 3, Φk — phi-

функции вида (15), (16), k = 1, 2..., N , gk — функции вида (12), (13), (14),
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k = n+1, ..., n+18. Для заданного набора стартовых точек осуществляется
поиск локальных минимумов функции f(u). При решении задачи min f(u)
используется эффективный алгоритм минимизации негладких выпуклых
функций — r(α)-алгоритм Шора [4]. Величина шага адаптивно настраива-
ется с помощью ряда параметров [5]. Наилучший из локальных минимумов
функции (17), для которого штрафная часть в функции f(u) равна нулю,
принимается за решение задачи (8)–(9). Стартовые точки генерируются
случайным образом.

Метод 2. Для решения задач нелинейной оптимизации используется
IPOPT [6]. Стартовые точки генерируются случайным образом.

Рассмотрим реализации математических моделей (8)–(9) и (17) на тесто-
вых примерах.

Пусть N = 5, H = 1, hi = 1, i = 1, ..., 5, r1 = 0.1, r2 = 0.2, r3=0.3, r4 = 0.5,
r5 = 0.8, m1 = 0.0785, m2 = 0.314, m3 = 0.7065, m4 = 1.9625, m5 = 5.024
(при ρ = 2, 5), (xe, ye, ze) = (0, 0, 0), (∆xc, ∆yc, ∆zc) = (0.0001, 0.0001, 0.0001),
(∆Jx, ∆Jy, ∆Jz) = (5, 5, 5).

Рис. 2. Размещение объектов с учетом ограничения
равновесия G1(u) ≥ 0, соответствующее точке локаль-
ного минимума u∗: (а) методом 1, (б) методом 2

Наилучшее решение с учетом ограничений равновесия, найденное r-ал-
горитмом Шора (рис. 2 а):

u∗=(1.316129, -0.996358, 0.697289, 0.000000, 0.187239, 1.100245, 0.000000,
-0.998733, 0.187146, 0.000000, -0.396235, 0.713487, 0.000000, 0.299239, -0.384839,
0.000000), F (u∗) = R∗=1.316129.

Наилучшее решение с учетом ограничений равновесия, найденное про-
граммой IPOPT (рис. 2 б):

u∗=(1.316108, 1.124725, 0.462506, 0.000000, 0.058511, 1.114573, 0.000000,
1.015461, -0.036266, 0.000000, 0.542956, 0.609287, 0.000000, -0.376283, -0.309951,
0.000000), F (u∗) = R∗=1.316108.
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Рис. 3. Размещение объектов, соответствующее точке
локального минимума u∗: (а) без учета ограничений по-
ведения, (б) с учетом ограничений поведения

Заметим, что оптимальное решение задачи (8)–(9) без учета ограничений
поведения получено в точке u∗=(1.3000000, 0.7626976, -0.6994965, 0.000000,
-0.1182920, 1.0736409, 0.000000, 0.3772566, 0.9238060, 0.000000, 0.7842687,
0.1578690, 0.000000, -0.4901677, -0.0986691, 0.000000), F (u∗) = R∗=1.3000000
(рис.3а), точка u∗ является точкой глобального минимума.

Наилучшее решение с учетом ограничений равновесия и моментов инер-
ции получено в точке u∗=(1.362501, 0.187796, -1.036294, 0.000000, 0.721202,
0.081223, 0.000000, -0.177798, -0.749687, 0.000000, 0.609890, -0.609871, 0.000000,
-0.261406, 0.354932, 0.000000), F (u∗) = R∗=1.362501 (рис. 3 б).

Работа выполнена при поддержке Научно Технологического Центра в
Украине и НАН Украины (проект № 5710).
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ПРОДОЛЖЕНИЕ РЕШЕНИЙ ОДНОГО КЛАССА
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

А. Г. Руткас, М. С. Филипковская

Резюме.Доказана теорема существования и единственности гло-
бального решения полулинейного дифференциально-алгебраичес-
кого уравнения с регулярным характеристическим пучком мат-
риц индекса один в конечномерном вещественном пространстве.
Нелинейная правая часть может не удовлетворять глобальному
условию Липшица. Используется метод продолжения решений
через дифференциальные неравенства с функциями Ляпунова и
Ла-Салля, а также доказанный в работе вариант глобальной тео-
ремы о неявной функции.

Введение

Дифференциально-алгебраические уравнения, не разрешенные относи-
тельно производных (см. ниже (4)), возникают в теории электрических
цепей, радиотехнике и электронике, математической экономике, робото-
технике, дескрипторных системах управления, экологии [1, 2, 3, 4, 5]. Осо-
бенностью этих уравнений, порождающей проблему для исследователя, яв-
ляется следующее: в расширенном фазовом пространстве Rn+1 существует
многообразие размерности n+1, точки (t, x) которого недоступны для тра-
екторий (t, x(t)) вырожденной динамической системы d

dt(Ax(t)) + Bx(t) =
= f(t, x), для которой det A = 0. Все возможные траектории этой системы
в пространстве Rn+1 принадлежат некоторому эволюционному многообра-
зию точек (t, x) размерности меньшей, чем n + 1, которое будет описано в
п. 3.

Вторая проблема — получение глобальных теорем существования и един-
ственности решений нелинейных дифференциально-алгебраических урав-
нений, которые необходимы для долгосрочного прогнозирования динамики
и управления соответствующими реальными системами. Известные в на-
стоящее время глобальные теоремы основаны на предположениях, эквива-
лентных глобальным условиям Липшица [5]. Однако реальные нелинейно-
сти в радиотехнике, электронике, математической экономике не являются
глобально липшицевыми.

В связи с этим в п. 3 мы доказываем глобальную теорему существования
и единственности решения задачи Коши для дифференциально-алгебраи-
ческого уравнения путем продолжения локальных решений с использова-
нием дифференциальных неравенств типа Ляпунова и Ла-Салля.
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1. Об одном методе продолжения решений

Предварительно рассмотрим задачу Коши для системы дифференциаль-
ных уравнений в вещественном пространстве Rn, векторная форма которой
имеет вид:

ẋ = F (t, x), t ≥ 0, (1)

x(t0) = x0, (t0 ≥ 0), (2)

где функция F (t, x) : [0,∞) × Rn → Rn непрерывна и имеет непрерывную
частную производную ∂F

∂x на [0,∞)× Rn.
Решением задачи (1), (2) называется непрерывно дифференцируемая

функция x(t), определенная на некотором интервале [t0, t1), удовлетворя-
ющая системе (1) и начальному условию (2).

Ниже используются следующие классические понятия и факты (см. [6,
7]).

Решение x(t) задачи (1), (2) называется неограниченно продолжаемым,
если оно может быть продолжено для всех t ≥ t0, то есть решение продол-
жаемо на весь луч t0 ≤ t < ∞ как решение задачи (1), (2). Если решение
x(t) имеет конечное время определения, то есть не продолжаемо на весь
луч t0 ≤ t < ∞, то существует такое c > t0, что lim

t→c−0
‖x(t)‖ = ∞.

Скалярнозначная функция W (x), x ∈ Rn положительно определена,
если выполнены условия: функция W (x) и ее частные производные пер-
вого порядка непрерывны в Rn; W (0) = 0; W (x) > 0, x 6= 0, x ∈ Rn.

Скалярнозначная функция V (t, x), t ≥ 0, x ∈ Rn положительно опре-
делена, если выполнены условия: функция V (t, x) и ее частные произво-
дные первого порядка непрерывны на [0,∞) × Rn; V (t, 0) ≡ 0 при всех
t ≥ 0; существует такая положительно определенная функция W (x), что
W (x) ≤ V (t, x) для всех x ∈ Rn и t ≥ 0.

Производная функции V в силу системы (1) определяется как

V̇
∣∣∣
(1)

=
∂V

∂x1
F1 + . . . +

∂V

∂xn
Fn +

∂V

∂t
=

∂V

∂t
+ (gradV, F ) .

Для произвольного T > 0 введем срезку FT (t, x) =
{

F (t, x),
F (T, x),

0 ≤ t ≤ T,
t > T

функции F (t, x) из (1), систему

ẋ = FT (t, x) (3)

и производную функции V в силу системы (3)

V̇
∣∣∣
(3)

=
∂V

∂t
+ (gradV, FT ).

Заметим, что гладкость функции FT (t, x) такая же, как и у функции
F (t, x).

Через Ωc будем обозначать дополнение произвольного множества Ω в
Rn. Следующая лемма из [8] обобщает соответствующие результаты из [7].
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Лемма 1. Пусть существуют функция K(t, v) ∈ C([0,∞) × (0,∞),R) и
положительно определенная функция V (t, x) ∈ C1([0,∞) × Rn,R) такие,
что:

1) V (t, x) → +∞, ‖x‖ → ∞ равномерно по t на каждом конечном ин-
тервале [a, b) (b > a ≥ 0);

2) для любого T > 0 найдется ограниченное множество ΩT в Rn, содер-
жащее начало координат, такое, что

V̇
∣∣∣
(3)
≤ K(t, V (t, x)), x ∈ Ωc

T , t ≥ 0;

3) дифференциальное неравенство v̇ ≤ K(t, v), t ≥ 0 не имеет ни одного
положительного решения v(t) с конечным временем определения.

Тогда каждое решение x(t) системы (1) неограниченно продолжаемо.

2. Постановка задачи и вспомогательные построения
Рассмотрим задачу Коши для полулинейного дифференциально-алгебраи-

ческого уравнения в вещественном n-мерном пространстве Rn

d

dt
(Ax(t)) + Bx(t) = f(t, x), t ≥ 0, (4)

x(t0) = x0 (t0 ≥ 0), (5)
где x, x0 ∈ Rn, f(t, x) : [0,∞)×Rn → Rn — непрерывная функция, A, B —
квадратные вещественные матрицы, вообще говоря, необратимые. Если
detA = 0, то уравнение (4) называется вырожденным.

Определение 1. Функция x(t) называется решением задачи (4), (5) на
некотором интервале (t0 − δ, t0 + δ), если x(t) ∈ C((t0 − δ, t0 + δ), Rn),
Ax(t) ∈ C1((t0 − δ, t0 + δ,Rn), x(t0) = x0, x(t) удовлетворяет (4) на
(t0 − δ, t0 + δ).

Влияние левой (линейной) части уравнения (4) естественно учитывать с
помощью свойств характеристического пучка матриц λA + B. Здесь рас-
сматривается регулярный пучок, когда det(λA + B) 6≡ 0.

Поскольку точки спектра пучка могут быть комплексными, то резоль-
венту R(λ) = (λA+B)−1 следует рассматривать в комплексной плоскости.
Стандартной комплексификацией пространства Rn является пространство
Cn с элементами (x, y) = x + iy, x, y ∈ Rn (см. [9]). Ассоциируя исход-
ные матрицы A, B с линейными операторами A, B в Rn, можно ввести
комплексные расширения [9, c. 482–486] — операторы Ã, B̃ в Cn. Соответ-
ствующий комплексный матричный пучок λÃ + B̃ является регулярным
(вместе с исходным вещественным пучком), поэтому его спектр ограничен,
т. е. существует константа C2 > 0 такая, что все собственные числа λ пучка
λÃ + B̃ находятся внутри круга |λ| < C2 в комплексной плоскости.

Наше основное ограничение на матрицы A, B для (4) состоит в том, что
резольвента R̃(λ) = (λÃ + B̃)−1 ограничена для больших λ:

∃C1 > 0 ∃C2 > 0 :
∥∥∥(λÃ + B̃)−1

∥∥∥ ≤ C1, |λ| ≥ C2. (6)
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В теории линейных дифференциально-алгебраических уравнений при-
нято говорить, что пучок λÃ + B̃, а также исходный пучок λA + B со
свойством резольвенты (6), является пучком индекса 1.

В дальнейшем мы будем использовать введенные в статье [10] спектраль-
ные проекторы пучка λÃ + B̃:

P1 =
1

2πi

∮

|λ|=C2

R̃(λ)dλÃ, P2 = E − P1, (7)

Q1 =
1

2πi

∮

|λ|=C2

ÃR̃(λ)dλ, Q2 = E −Q1, (8)

где E — единичная матрица, причем эти проекторы являются веществен-
ными операторами (см. [5, с. 50–51, 181]). Мы сохраняем обозначения P1,
P2, Q1, Q2 для соответствующих индуцированных операторов в Rn и их
матричных представлений в координатном базисе ē = {ei}n

i=1 (у вектора ei

i-ая компонента равна 1, а все остальные — нулевые) пространства Rn.
Две пары взаимно дополнительных проекторов P1, P2 и Q1, Q2 расще-

пляют пространство Rn в прямые суммы подпространств:

Rn = X1+̇X2, Xj = PjRn, j = 1, 2, (9)

Rn = Y1+̇Y2, Yj = QjRn, j = 1, 2. (10)

Относительно разложения (9) любой вектор x ∈ Rn единственным обра-
зом представим в виде суммы x = x1+x2, где x1 = P1x ∈ X1, x2 = P2x ∈ X2.

Суженные операторы Aj = A|Xj
, Bj = B|Xj

, j = 1, 2 отображают Xj

в Yj , причем A2 = 0, существуют обратные операторы A−1
1 : Y1 → X1,

B−1
2 : Y2 → X2 и выполнены равенства (см. [5]):

APj = QjA, BPj = QjB, j = 1, 2. (11)

В [11, 5] введен обратимый оператор в Rn

G = AP1 + BP2 = Q1A + Q2B, GXj = Yj , j = 1, 2,

обладающий свойствами

G−1AP1 = P1, G−1BP2 = P2, AG−1Q1 = Q1, BG−1Q2 = Q2. (12)

Так как Rn = X1+̇X2, то объединение базисов подпространств X1 и X2

является базисом пространства Rn. Пусть dimX1 = m, тогда dimX2 = d,
где d = n − m. В силу (9) rangPj = dim Xj , j = 1, 2. В (n × 2n)-матрице
P1, 2 = ( P1 P2 ) можно выбрать n линейно независимых столбцов {pi}n

i=1,
где {p1, ..., pm} — столбцы матрицы P1, а {pm+1, ..., pn} — столбцы ма-
трицы P2. Две системы векторов ē = {ei}n

i=1, p̄ = {pi}n
i=1 образуют, со-

ответственно, два базиса в Rn: «старый» координатный базис ē и «но-
вый» базис p̄, расщепляющий пространство Rn в том смысле, что набор
векторов {p1, ..., pm} образует базис подпространства X1, а набор векторов
{pm+1, ..., pn} — базис подпространства X2, где X1, X2 из разложения (9).
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Обозначим через xe, xp векторы-столбцы из координат вектора x ∈ Rn

в базисах ē, p̄ соответственно и заметим, что xe = x. Обратимая
(n× n)-матрица

P = (p1 · · · pn)
задает в базисе ē оператор P : Rn → Rn перехода от базиса ē к базису p̄:
Pei = pi, i = 1, n. Координаты вектора x в базисах ē, p̄ преобразуются с
помощью матриц P , P−1 [12, гл. III]: x = xe = Pxp, xp = P−1x.

Для любого вектора x ∈ Rn из разложения по базису p̄, имеющего

вид x =
m∑

i=1
zi pi +

n−m∑
k=1

vk pm+k, вытекает представление: xp =
(

z
v

)
, где

z =




z1
...

zm


 ∈ Rm, v =




v1
...
vd


 ∈ Rd, d = n − m,

(
z
0

)
= P−1P1x,

(
0
v

)
= P−1P2x. Значит оператор P : Rm × Rd → Rn действует так, что

P (Rm × {0}) = X1, P ({0} × Rd) = X2.
Относительно разложения Rn = Rm×Rd = Rm×{0} +̇ {0}×Rd в базисе

p̄ проекторы P1, P2 вида (7) имеют блочную структуру

P−1P1P =
(

ERm 0
0 0

)
: Rm × Rd → Rm × {0} ,

P−1P2P =
(

0 0
0 ERd

)
: Rm × Rd → {0} × Rd.

Определение 2. Аддитивным разложением единицы Ey в s-мерном ли-
нейном пространстве Y назовем любую систему одномерных проекторов
{Θk}s

k=1, Θk : Y → Y (Θ2
k = Θk) таких, что Θi Θj = 0 при i 6= j и

EY =
s∑

k=1

Θk.

Система векторов {gk ∈ Y : gk = Θk gk, gk 6= 0}s
k=1 образует базис в Y .

Определение 3. Оператор-функция Φ(x) : D → [X, Y ], D ⊂ X называет-
ся базисно обратимой на выпуклой оболочке conv{x1, x2} векторов
x1, x2 ∈ D, если для любого набора векторов {x̃k}s

k=1 ⊂ conv{x1, x2} и неко-
торого аддитивного разложения единицы {Θk}s

k=1 в s-мерном пространс-

тве Y оператор Λ =
s∑

k=1

ΘkΦ(x̃k) ∈ [X, Y ] является обратимым так, что

Λ−1 ∈ [Y,X] ([X,Y ] — множество непрерывных линейных операторов из X
в Y ).

Заметим, что факт базисной обратимости не зависит от выбора базиса
или аддитивного разложения единицы в Y .
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3. Основная теорема

В расширенном фазовом пространстве Rn+1 уравнения (4) введем мно-
гообразие

L0 = {(t, x) ∈ [0,∞)× Rn : BP2x = Q2f(t, x)}.
Здесь и далее мы пользуемся спектральными проекторами Pk, Qk и спе-

ктральными подпространствами Xk, Yk, k = 1, 2 характеристического пу-
чка λA + B уравнения (4), определенными в п. 2.

Теорема 1. Пусть функция f(t, x) со значениями в Rn непрерывна и име-
ет непрерывную частную производную ∂

∂xf(t, x) всюду на [0,∞)×Rn, хара-
ктеристический пучок λA+B уравнения (4) является регулярным пучком
индекса 1. Пусть

∀t ≥ 0∀x1 ∈ X1 ∃x2 ∈ X2 : (t, x1 + x2) ∈ L0 (13)

и для любых u1, u2 ∈ X2 таких, что (t, x1 + uk) ∈ L0, k = 1, 2, функция

Φ(u) =
[

∂

∂x
(Q2f(t, x1 + u))−B

]
P2 ∈ C(X2, [X2, Y2]) (14)

является базисно обратимым оператором на выпуклой оболочке
conv{u1, u2} ⊂ X2.

Предположим, что проекция Q1f допускает представление:

Q1f(t, x) = S1(t)P1x + ψ(t, x) + Π(x)e(t), (15)

где S1(t) ∈ C([0,∞), [X1, Y1]), ψ(t, x) ∈ C([0,∞) × Rn, Y1) и ∂ψ(t,x)
∂x непре-

рывна на [0,∞)× Rn, e(t) ∈ C([0,∞),Rn), функция Π(x) ∈ C1(Rn, [Rn, Y1])
ограничена для больших норм P1x так, что

∃r > 0∃C > 0∀x : ‖P1x‖ ≥ r ⇒ ‖Π(x)‖ ≤ C. (16)

Пусть существует постоянная (n × n)-матрица H = H∗ > 0 и для
каждого T > 0 найдется число R = RT > 0 такое, что

(HP1x,G−1ψ(t, x)) ≤ 0, ∀(t, x) ∈ L0 : 0 ≤ t ≤ T, ‖P1x‖ ≥ RT . (17)

Тогда для любой начальной точки (t0, x0) ∈ L0 существует единствен-
ное решение x(t) задачи Коши (4), (5) на всей временной полуоси
t0 ≤ t < ∞.

Доказательство. Применяя к уравнению (4) проекционные матрицы Q1,
Q2 и учитывая (11), получим эквивалентную (4) систему из двух уравнений

d

dt
(AP1x) + BP1x = Q1f(t, x), (18)

Q2f(t, x)−BP2x = 0. (19)

Далее, используя преобразование G−1 и учитывая (12), получим систему,
эквивалентную системе (18), (19):

{
d
dt(P1x) + G−1BP1x = G−1Q1f(t, x),

G−1Q2f(t, x)− P2x = 0.
(20)
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Введем суженные операторы

Pm = P |Rm : Rm → X1, Pd = P |Rd : Rd → X2,

для которых, очевидно, существуют обратные операторы P−1
m : X1 → Rm,

P−1
d : X2 → Rd. Очевидно, z = P−1

m P1x, v = P−1
d P2x, x = Pmz + Pdv.

Уравнения системы (20) умножим на P−1
m , P−1

d соответственно и получим
эквивалентную (20) систему

d

dt
z + P−1

m G−1BPmz = P−1
m G−1Q1f̃(t, z, v), (21)

P−1
d G−1Q2f̃(t, z, v)− v = 0, (22)

где f̃(t, z, v) = f(t, Pmz + Pdv).
Рассмотрим отображение

F (t, z, v) = P−1
d G−1Q2f̃(t, z, v)− v = [P−1G−1Q2f(t, x)− P−1P2x]

∣∣
Rd .

Оно непрерывно вместе с функцией f(t, x) и имеет непрерывные частные
производные:

∂

∂z
F (t, z, v) = P−1

m G−1 ∂

∂x
(Q2f(t, x))Pm,

∂

∂v
F (t, z, v) = P−1

d

[
G−1 ∂

∂x
(Q2f(t, x))− P2

]
Pd = P−1

d G−1Φ(Pdv)Pd,

где последнее равенство эквивалентно (14) при u = Pdv, а P−1
d P2Pd = ERd .

Согласно базисной обратимости функции Φ(u) (14) для любых ui ∈ X2

таких, что (t, x1 + ui) ∈ L0 (i = 1, 2), существует аддитивное разложение

единицы {Θk}d
k=1 в Y2 такое, что оператор Λ1 =

d∑
k=1

ΘkΦ(ũk) ∈ [X2, Y2] яв-

ляется обратимым для любого набора векторов {ũk}d
k=1 ⊂ conv{u1, u2}. С

помощью обратимого оператора N = P−1
d G−1 : Y2 → Rd введем в Rd систе-

му одномерных проекторов Θ̂k = NΘkN
−1, которые образуют аддитивное

разложение единицы {Θ̂k}d
k=1 в Rd. Выберем любые vi ∈ Rd такие, что

(t, z, vi) ∈ L̃0 =
{

(t, z, v) ∈ [0,∞)× Rm × Rd : P−1
d G−1Q2f̃(t, z, v)− v = 0

}
,

i = 1, 2, и любые ṽk ∈ conv{v1, v2}, k = 1, d, положим ui = Pdvi, ũk = Pdṽk.
При связи P1x = Pmz, P2x = Pdv получается, что (t, z, v) ∈ L̃0 ⇔ (t, P1x+
+P2x) ∈ L0, следовательно, для введенных векторов ui, ũk оператор Λ1

обратим, поэтому обратим и действующий в Rd оператор

Λ2 =
d∑

k=1

Θ̂k
∂

∂v
F (t, z, ṽk) =

d∑

k=1

Θ̂kP
−1
d G−1Φ(Pdṽk)Pd = NΛ1Pd.

Таким образом, для (t, z, v) ∈ L̃0 функция Ψ(v) = ∂
∂vF (t, z, v) является

базисно обратимым оператором на выпуклой оболочке conv{v1, v2}.
Из условия (13) и эквивалентности уравнений (19) и (22), следует, что

для любых точек t, z можно выбрать v так, что F (t, z, v) = 0. Из базисной
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обратимости Ψ(v) следует существование обратного оператора[
∂
∂vF (t, z, v)

]−1.
Пусть (t∗, z∗) — произвольная точка из [0,∞) × Rm. В силу теорем [13,

с. 294, 298] о неявной функции, существуют окрестности Uδ1(t∗)× Uδ2(z∗),
Uε(v∗) и единственная функция v = v(t, z) ∈ C(Uδ1(t∗) × Uδ2(z∗), Uε(v∗)),
непрерывно дифференцируемая по z, такая, что F (t, z, v(t, z)) = 0, (t, z) ∈
∈ Uδ1(t∗) × Uδ2(z∗) и v(t∗, z∗) = v∗. Определим глобальную функцию
v = η(t, z) : [0,∞) × Rm → Rd в точке (t∗, z∗) как η(t∗, z∗) = v(t∗, z∗).
Докажем, что

∀(t, z) ∈ [0,∞)× Rm ∃!v ∈ Rd : (t, z, v) ∈ L̃0. (23)

Существование v уже доказано, необходимо доказать единственность.
Рассмотрим точки (t, z, vi) ∈ L̃0, i = 1, 2, т. е. F (t, z, vi) = 0. Для функции

F (t, z, v) ее проекции Fk(t, z, v) = Θ̂kF (t, z, v), k = 1, d, являются функция-
ми со значениями в одномерном пространстве Rk = Θ̂kRd, изоморфном
R. По теореме о среднем (формула конечных приращений [13, с. 248]):
Fk(t, z, v2) − Fk(t, z, v1) = ∂

∂vFk(t, z, ṽk)(v2 − v1) = 0, ṽk ∈ conv{v1, v2},
k = 1, d, следовательно

Θ̂k
∂

∂v
Fk(t, z, ṽk)(v2 − v1) = 0, k = 1, d. (24)

Суммирование выражений (24) по k дает Λ2(v2 − v1) = 0, следовательно,
v2 = v1.

Так как в некоторой окрестности каждой точки (t∗, z∗) из [0,∞) × Rm

существует единственное решение v = ν(t, z) неявного уравнения (22), не-
прерывное по совокупности переменных t, z и непрерывно дифференциру-
емое по z, то функция v = η(t, z) в этой окрестности совпадает с ν(t, z)
и обладает соответствующими свойствами гладкости. Покажем, что функ-
ция v = η(t, z) единственная на всем [0,∞) × Rm. Действительно, если бы
существовала функция v = µ(t, z), обладающая в некоторой точке (t∗, z∗)
из [0,∞) × Rm теми же свойствами, что и v = η(t, z), то, в силу (23),
η(t∗, z∗) = µ(t∗, z∗) = v∗, следовательно, η(t, z) = µ(t, z) на [0,∞)× Rm.

Подставим v = η(t, z) в (21):

d

dt
z + P−1

m G−1BPmz = P−1
m G−1Q1f̃(t, z, η(t, z)). (25)

Очевидно, что функция Q1f(t, x) вида (15) и ее частная производная
∂
∂x(Q1f(t, x)) непрерывны на [0,∞) × Rn. В силу свойств функций η(t, z)
и Q1f(t, x), функция Q1f̃(t, z, η(t, z)) = Q1f(t, Pmz + Pdη(t, z)) непрерыв-
на по совокупности переменных t, z и непрерывно дифференцируема по
z на [0,∞) × Rm. Следовательно, для любой начальной точки (t0, z0) ∈
∈ [0,∞) × Rm такой, что (t0, z0, η(t0, z0)) ∈ L̃0, существует единственное
решение z(t) задачи Коши для уравнения (25) на некотором интервале
t0 ≤ t < ε с начальным условием z(t0) = z0. Заметим, что если началь-
ная точка (t0, x0) ∈ L0 и x0 = Pmz0 + Pdη(t0, z0), то начальная точка
(t0, z0, η(t0, z0)) ∈ L̃0.

142



ПРОДОЛЖЕНИЕ РЕШЕНИЙ ОДНОГО КЛАССА ...

Обозначим Π̂(t, z) = Π(Pmz + Pdη(t, z)). Поскольку Pdη(t, z) ∈ X2, то в
силу (16) выполнено

∃r̂ > 0∃C > 0∀t ≥ 0∀z : ‖z‖ ≥ r̂ ⇒
∥∥∥Π̂(t, z)

∥∥∥ ≤ C. (26)

Далее обозначим ψ̂(t, z) = ψ(t, Pmz + Pdη(t, z)). С учетом всех новых
обозначений уравнение (25) принимает вид

d

dt
z = P−1

m G−1
[
(S1(t)−B)Pmz + ψ̂(t, z) + Π̂(t, z)e(t)

]
. (27)

Для произвольного фиксированного числа T ∈ (0,∞) введем срезку

функции ψ̂(t, z) по переменной t: ψ̂T (t, z) =
{

ψ̂(t, z),
ψ̂(T, z),

0 ≤ t ≤ T,
t > T.

Рассмотрим систему
d

dt
z = P−1

m G−1
[
(S1(t)−B)Pmz + ψ̂T (t, z) + Π̂(t, z)e(t)

]
, t ≥ 0, (28)

и функцию V (x1) = 1
2(Hx1, x1) = 1

2(HPmz, Pmz) = 1
2 (P ∗

mHPmz, z) =

= 1
2

(
Ĥz, z

)
= V̂ (z), где Ĥ = P ∗

mHPm и H — матрица из (17). Оче-
видно, V (x1) положительно определена и V (x1) → +∞ при ‖x1‖ → ∞,
аналогичными свойствами обладает функция V̂ (z). Градиент функции V̂

равен grad V̂ (z) = Ĥz.
Согласно (17) для каждого T > 0 найдется число R = RT > 0 такое, что

(
HPmz, G−1ψ̂(t, z)

)
≤ 0, 0 ≤ t ≤ T, ‖Pmz‖ ≥ RT . (29)

Поскольку
(
HPmz,G−1ψ̂(t, z)

)
=

(
Ĥz, P−1

m G−1ψ̂(t, z)
)
, то из (29) следует,

что для каждого T > 0 найдется число R̂ = R̂T > 0 такое, что
(
Ĥz, P−1

m G−1ψ̂(t, z)
)
≤ 0, 0 ≤ t ≤ T, ‖z‖ ≥ R̂T . (30)

Коль скоро Ĥ = Ĥ∗ > 0 вместе с H, то существуют Ĥ−1 и Ĥ1/2, причем

‖z‖2 =
(

Ĥ−1
(
Ĥ1/2

)2
z, z

)
=

(
Ĥ1/2Ĥ−1Ĥ1/2z, z

)
≤

∥∥∥Ĥ−1
∥∥∥

∥∥∥Ĥ1/2z
∥∥∥

2
=

=
∥∥∥Ĥ−1

∥∥∥
(
Ĥz, z

)
. Тогда

∣∣∣
(
Ĥz, P−1

m G−1[S1(t)−B]Pmz
)∣∣∣ ≤

≤
∥∥∥Ĥ

∥∥∥
∥∥P−1

m G−1
∥∥ ‖[S1(t)−B]Pm‖

∥∥∥Ĥ−1
∥∥∥

(
Ĥz, z

)
.

Выбирая R̂ ≥ max
{√

‖Ĥ−1‖, r̂
}
, с учетом (26) имеем оценку:

∣∣∣
(
Ĥz, P−1

m G−1Π̂(t, z)e(t)
)∣∣∣ ≤ C

∥∥∥Ĥ
∥∥∥

1/2 ∥∥P−1
m G−1

∥∥ ‖e(t)‖
(
Ĥz, z

)
, ‖z‖ ≥ R̂.

Увеличивая, если необходимо, радиус R̂ = R̂T в условии (30) так, чтобы

выполнялось неравенство R̂ ≥ max
{√

‖Ĥ−1‖, r̂
}
, получаем оценку для
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производной функции V̂ (z) в силу системы (28), которая выполнена при
всех z таких, что ‖z‖ ≥ R̂ и всех t ≥ 0:

˙̂
V

∣∣∣
(28)

=
(
Ĥz, P−1

m G−1
[
(S1(t)−B)Pmz + ψ̂T (t, z) + Π̂(t, z)e(t)

])
≤

≤
∣∣∣
(
Ĥz, P−1

m G−1[S1(t)−B]Pmz
)∣∣∣ +

∣∣∣
(
Ĥz, P−1

m G−1Π̂(t, z)e(t)
)∣∣∣ ≤

≤ ∥∥P−1
m G−1

∥∥
(∥∥∥Ĥ

∥∥∥ ‖[S1(t)−B]Pm‖
∥∥∥Ĥ−1

∥∥∥ + C
∥∥∥Ĥ

∥∥∥
1/2
‖e(t)‖

) (
Ĥz, z

)
=

= k(t)V̂ (z),

где k(t) = 2
∥∥P−1

m G−1
∥∥

(∥∥∥Ĥ
∥∥∥ ‖[S1(t)−B]Pm‖

∥∥∥Ĥ−1
∥∥∥ + C

∥∥∥Ĥ
∥∥∥

1/2
‖e(t)‖

)
—

непрерывная функция при t ≥ 0.
Так как неравенство v̇ ≤ K(t, v), t ≥ 0, где K(t, V̂ ) = k(t)V̂ , не имеет ни

одного положительного решения v(t) с конечным временем определения [7,
с. 133] , то по лемме 1 каждое решение z(t) уравнения (27) неограниченно

продолжаемо. Значит, каждое решение x(t) = P

(
z(t)

η(t, z(t))

)
уравнения

(4) также неограниченно продолжаемо.
Проверим, что каждое локальное решение x(t), t ∈ [t0, ε) (t0 ≥ 0) урав-

нения (4) допускает единственное продолжение на всю временную полуось
t0 ≤ t < ∞. Из доказанного выше следует, что неограниченно продолжае-
мое решение x(t) задачи Коши (4), (5) единственно на некотором интервале
t0 ≤ t < ε. Предположим, что решение не единственно на t0 ≤ t < ∞. Тогда
существует t∗ ≥ ε и два различных неограниченно продолжаемых решения
x(t), x̃ (t) с общим значением x∗ = x (t∗) = x̃ (t∗). Возьмем точку (t∗, x∗)
в качестве начальной, тогда на некотором интервале t∗ ≤ t < ε1 должно
существовать единственное решение уравнения (4) с начальным значением
x(t∗) = x∗, что противоречит предположению. ¤

4. Заключение: перспективы и приложения

Во многих практических задачах, в которых возникают дифференциаль-
но-алгебраические уравнения вида (4), проверка условий теоремы 1 ока-
зывается вполне эффективной и эти условия выполняются в случае нели-
нейных функций f(t, x), не являющихся глобально липшицевыми. В сле-
дующей статье мы покажем, как теорема 1 позволяет гарантировать суще-
ствование глобальных решений уравнений динамики некоторых классов
нелинейных радиотехнических систем.

Представляет интерес также изучение глобальных решений нелинейных
систем с внешними импульсными возмущениями и эффектами запаздыва-
ния, для которых естественно использовать результаты работы [14].
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ПОСТРОЕНИЕ ТРИАНГУЛЯЦИИ МЕЖПОЛИТОПНОЙ
ОБЛАСТИ В d-МЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

В. M. ТЕРЕЩЕНКО

Резюме. В статье предложен метод решения задачи триангу-
ляцию области между выпуклыми многогранниками в d-мерном
пространстве с использованием триангуляцию Делоне, за O(N2)
времени. Следует отметить, что новизна работы заключается в
использовании модифицированного алгоритма триангуляции Де-
лоне с ограничениями.

Введение

Постановка проблемы. В работе рассматривается метод решения зада-
чи триангуляции области между политопами в d-мерном Евклидовом про-
странстве. Большое количество задач вычислительной геометрии и ком-
пьютерной графики, а также их приложений сводиться к такой задаче.
Особое распространение эта задача приобрела в геоинформационных си-
стемах при моделировании рельефа, в реконструкции изображений, распо-
знавании образов и компьютерных играх.

Анализ последних исследований. В последнее время ставиться вопрос о
возможности решения этой задачи за время O(n + k2) (n — общее количе-
ство точек, k — количество многогранников) [1]. При дальнейшем исследо-
вании было обнаружено, что сложность решения зависит от формы участка
между многогранниками [2]. Позже Б. Джо предлагает новый подход, свя-
занный с локальным преобразованием многогранника, что улучшает каче-
ство триангуляции (триангуляция Делоне) [4]. Однако время выполнения
такого алгоритма, O(n2 + k2), далеко от желаемого результата.

Один из подходов к решению задачи состоит из двух основных этапов:
построения самого участка и его триангуляции. Для каждого этапа исполь-
зуются различные методы. Например, часть методов поиска участка бази-
руется на построении выпуклого многогранника вокруг заданных много-
гранников и затем удаление из него точек, принадлежащих заданным мно-
гогранникам. На этапе построения участка также используются различные
алгоритмы построения выпуклой оболочки [3]. Для построения триангуля-
ции тоже существуют различные способы [4, 5]. В частности, эту проблему
можно решать как проблему триангуляции с ограничениями [6, 7] или про-
блему триангуляции невыпуклого многогранника [8]. Однако оптимального
подхода еще не предложено, и проблема остается открытой.
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Новизна и идеи. В данной работе предложена модификация подхода,
базирующегося на построении выпуклой области и триангуляции с огра-
ничениями.

Цель статьи. Предложить новый подход к решению задачи триангуля-
ции области между многогранниками.

1. Постановка задачи и метод решения
Постановка задачи триангуляции участка. Пусть в d-мерном про-

странстве заданы k выпуклых многогранника с общим количеством N вер-
шин, которые между собой не пересекаются. Необходимо триангулировать
область, образованную заданными многогранниками (тетраедраезировать
область).

Оределение 1. Область, ограниченная выпуклой оболочкой для множе-
ства многогранников и их взаимовыпуклыми гранями, образует участок,
который необходимо триангулювать. Разделим задачу триангуляции учас-
тка на две подзадачи: 1) построение участка, образованного заданными
многогранниками; 2) триангуляция построенного участка.

Рассмотрим метод решения задачи на примере трехмерного пространс-
тва.

Замечание 1. Все грани являются треугольными, однако две смежные
грани могут лежать на одной плоскости. На вход всех алгоритмов пода-
ются именно такие грани, поскольку любую грань можно триангулиро-
вать.

Замечание 2. Введем отношение порядка для вершин. Вершина v1 < v2,
тогда и только тогда, когда x-координата v1 меньше x-координаты v2,
или если x-координата v1 равна x-координате v2 и y-координата v1 мень-
ше y-координаты v2, или если x-координата v1 равна x-координате v2

и y-координата v1 равна y-координате v2 и z-координата v1 меньше z-
координаты v2.

Также дополнительно введем отношение порядка для граней. Пусть v11,
v12, v13 — вершины, которые задают f1, а v21, v22, v23 — вершины, которые
задают f2, причем v11 < v12 < v13, и v21 < v22 < v23.

Грань f1 < f2, тогда и только тогда, когда v11 < v21 или v11 = v21 и
v12 < v22 или v11 = v21, v12 = v22 и v31 < v23.

1.1. Решение задачи построения области
Для построения области, нам необходимо сначала построить выпуклую

оболочку на множестве входных многогранников. Для этого применим стра-
тегию ”Разделяй и властвуй” [9]. В результате получим выпуклую оболочку
множества заданных многогранников. Следующим шагом является удале-
ние множества точек, принадлежащих входным многогранникам:

1. Отсортируем грани входящих многогранников (обозначим это мно-
жество, как Fv).
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2. Отсортируем грани построенного выпуклого многогранника (Fm).
3. Fa-множество граней области.
4. Определяем наименьшую грань f среди всех граней, принадлежа-

щих Fv ∪ Fm.
5. Если грань f ∈ Fv ∩f ∈ Fm, то f не принадлежит области, и просто

удаляется из Fm и Fv. Иначе f прибавляется к Fa и удаляется из
Fv (если f ∈ Fv) или Fm(f ∈ Fm).

6. Если Fv ∪ Fm = ∅, то останавливаемся, иначе п.4
В результате множество Fa содержать все грани, принадлежащие обла-

сти, а следовательно, область построена.

1.2. Решение задачи триангуляции области

Триангуляцию полученной фигуры будем рассматривать как проблему
триангуляции с ограничениями в виде поверхностей.

Оределение 2. Триангуляция множества точек с ограничениями в виде
поверхностей — это построение триангуляции, в которой ребра построен-
ных тетраэдров не пересекают поверхности ограничений (вершины тетра-
эдров могут лежать на поверхностях ограничений).

Для решения задачи триангуляции с ограничениями применим изве-
стный алгоритм C. Hazlewood [6], который состоит из четырех шагов.

1. Триангуляция Делоне без ограничений.
2. Восстановление ребер ограничений.
3. Восстановления поверхностей ограничений.
4. Удаление тетраэдров, которые находятся вне заданной области.
Все эти шаги подробно описаны в [6]. Но, учитывая специфику постав-

ленной нами задачи, первый шаг будет иметь свои особенности. И поэто-
му, опишем модифицированный алгоритм построения триангуляции Дело-
не без ограничений с учетом участка ограниченного многогранниками.

1.2.1. Алгоритм построения триангуляции Делоне без
ограничений

В качестве узлов триангуляции будем использовать вершины области.
Алгоритм построения триангуляции состоит из следующих шагов.

1. Создание множества U — набор заданных узлов.
2. Создание ”суперструктуры” — тетраэдра, в средине которого лежат

все заданные узлы.
3. Формирование пустого множества G.
4. Поиск для суперструктуры центра и радиуса описанной сферы.
5. Выбор любого узла с U и перенос его в G. Удаляются все тетраэдры,

для которых q лежит внутри описанных вокруг них сфер. В результате,
в построенной сетке образуется многогранник, который в общем случае
имеет звездную форму, причем любой луч, который выходит из q, должен
пересекать контур этого многогранника только в одной точке. Если су-
ществуют тетраэдры (смежные с нашим многогранником), для которых q
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лежит в плоскости одной из граней, то такие грани также необходимо уда-
лить. Фактически ребро или грань удаляются только в том случае, если
удаляются все смежные с ним тетраэдры, при этом грани и ребра супер-
структуры не удаляются никогда. Новые тетраэдры образуются добавле-
нием ребер между q и вершинами полученного многогранника. Доказано
[10], что при этом получим триангуляцию Делоне.

6. Поиск центров и радиусов описанных сфер для новых тетраэдров.
7. Если множество U непустое, то переходим на шаг 5, иначе — конец

алгоритма.
Результатом работы алгоритма будет триангуляция Делоне вершин учас-

тка, находящегося в средине тетраэдра.

2. Сложность алгоритма

Теорема 1. Задачу триангуляции области на множестве многогранни-
ков (суммарное число вершин — N) предложенным методом можно ре-
шить за O(N2) времени.

Доказательство. Основные этапы построения триангуляции области ме-
жду многогранниками следующие:

1. Алгоритм построения выпуклой оболочки множества многогранни-
ков (алгоритм «разделяй и властвуй»).

2. Алгоритм построения триангуляции области (алгоритм построения
триангуляции Делоне с ограничениями).

На этапе 1 применяется стратегия «разделяй и властвуй», основными
шагами которой будут: алгоритм поиска первой грани процедуры слияния
(нижнего моста) и рекурсивное построение выпуклой оболочки [9]. Времен-
ная сложность алгоритма поиска нижнего моста будет равна O(N) так, как
все операции: построение проекции на плоскость XOY, построение отрез-
ков, поиск медианы [11] и удаления выполняются за линейное время. На
каждом шаге гарантированно удаляется N/4 вершин. Тогда время алгори-
тма нахождения моста определяется следующим образом:

O

(
N +

(
3
4

)
N +

(
3
4

)2

N + . . .

)
= O(N).

Что касается рекурсивного построения выпуклой оболочки, то сортиров-
ка вершин занимает время — O(NlogN), слияние двух выпуклых много-
гранников занимает время O(N). Сложность нахождения триангуляции —
O(количество ребер CH(A ∪ B)). Сложность удаления скрытых граней —
O(количество граней CH(A) + количество граней CH(B)). Из формулы
Эйлера для выпуклого многогранника следует N − M + L = 2, где N —
количество вершин, M — количество ребер, L — количество граней, следу-
ет, что сложность слияния двух выпуклых многогранников O(N). Так что
в общем случае сложность построения выпуклой оболочки — O(NlogN).
Формирование выпуклой области занимает O(NlogN) времени. Так, в ча-
стности, сортировка граней занимает время O(NlogN), а слияние двух спи-
сков производится за линейное время.
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На этапе 2 применяется алгоритм построения триангуляции Делоне с
ограничениями, сложность которого O(N2). Так, в частности, построение
суперструктуры занимает линейное время. Вставка одной точки занима-
ет линейное время от количества тетраэдров. Количество тетраэдров со-
ставляет O(N). Чтобы вставить все вершины в триангуляцию необходимо
потратить O(N2) времени. Время восстановления одного ребра триангуля-
ции — линейное от количества тетраэдров. Поэтому восстановление всех
ребер также займет O(N2) времени. Аналогично, время восстановления
поверхностей ограничений занимает O(N2). Проверка на принадлежность
точки многограннику занимает O(N) времени, поэтому общее время про-
верки для всех тетраэдров будет равно O(N2) времени. Таким образом,
суммарная сложность всех шагов будет следующей:

O(NlogN + NlogN + N2) = O(N2).

¤

3. Практическая часть

Программа реализована на языке программирования Java. Для отобра-
жения используется библиотека Java3D, а для представления данных исполь-
зуется структура данных — ”узлы”, ”ребра” и ”треугольники”. Ввод данных
осуществляется с помощью следующих средств:

1. Xml-файл, в котором каждый многогранник представляется списками
вершин и граней.

2. Генерация многогранников, которая позволяет сгенерировать до 10
многогранников с суммарным количеством вершин 10000.

Программа дает возможность просматривать процесс решения програм-
мы поэтапно (результат построения выпуклой области, ее вид, результат
триангуляции). Также есть возможность просмотреть элементы триангу-
ляции по очереди. На рис. 1–5 показан пример программной реализации
основных шагов алгоритма.

Заключение

В работе предложен метод решения задачи построения и триангуля-
ции области в d-мерном пространстве. Алгоритм можно модернизировать,
используя другую структуру данных, чтобы уменьшить затраты памя-
ти, но это может повлиять на быстродействие при выполнении некото-
рых шагов алгоритма. Также необходимо обратить внимание на то, что
алгоритм является достаточно чувствительным к точности, поскольку ре-
шаются плохо обусловленные задачи (поиск центра и радиуса описанной
сферы, точек пересечения и т.д.). Поэтому для повышения точности мо-
жно использовать точную арифметику, но за счет увеличения сложности
вычислений элементарных операций это повлияет на быстродействие всего
алгоритма.
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Рис. 1. Пример заданного множества многогранников

Рис. 2. Выпуклая оболочка области триангуляции

Рис. 3. Триангуляция области
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Рис. 4. Выделение триангулированой области между многогранниками

Рис. 5. Результирующая триангулированная область
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IТЕРАЦIЙНI МЕТОДИ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ
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Резюме. Запропоновано новi рiзницевi i параметричнi iтерацiйнi
методи для розв’язування нелiнiйних задач найменших квадра-
тiв. Обгрунтовано локальну збiжнiсть методiв i знайдено область
єдиностi розв’язку. Побудовано модифiкацiї методу Гаусса-Ньюто-
на з послiдовною та паралельною апроксимацiями оберненого
оператора та вивчено їхню збiжнiсть.

Вступ

Нелiнiйнi задачi найменших квадратiв часто потрiбно розв’язувати в
наукових та iнженерних задачах. Зокрема, вони виникають при розв’язу-
ваннi перевизначених систем рiвнянь, при оцiнюваннi параметрiв фiзичних
процесiв за результатами вимiрювань, при побудовi нелiнiйних регресiйних
моделей, при оцiнюваннi параметрiв i перевiрцi гiпотез в математичнiй ста-
тистицi, в керуваннi рiзними об’єктами, процесами тощо.

Для їх розв’язування можна використовувати добре вiдомi методи Гаусса-
Ньютона та Левенберга-Марквардта, якi мають квадратичну збiжнiсть у
спецiальному випадку нульового вiдхилу [1, 2, 3, 4, 5]. Цi методи викори-
стовують похiднi вiд функцiй. Однак на практицi значення функцiй часто
отримують з експериментiв або як результат обчислення на комп’ютерi,
тодi аналiтичних похiдних не iснуватиме. Якщо похiдна функцiї задається
складною формулою, її обчислення може бути обтяжливим. Тому актуаль-
ними є розробка i використання методiв, що використовують у своїх iтера-
цiйних формулах тiльки значення функцiй, i разом з тим володiють висо-
кою швидкiстю збiжностi. Найпростiшим методом такого типу є метод [6],
який збiгається з надлiнiйною швидкiстю збiжностi — з порядком 1,618...
у випадку нульового вiдхилу. Проте в даному випадку виникає проблема
вибору кроку скiнченних рiзниць. У цiй статтi запропоновано i дослiджено
за єдиною методикою, розробленою нами, методи з порядками збiжностi
1,618. . . , 1,839..., 2 та 1 +

√
2, якi використовують апроксимацiю якобiана

подiленими рiзницями. Також розроблено параметричнi модифiкацiї ме-
тодiв Гаусса-Ньютона та Левенберга-Маркварта i методи з апроксимацiєю
оберненого оператора для розв’язування нелiнiйної задачi про найменшi
квадрати.

Головнi результати цiєї працi детально викладенi в статтях [7, 8, 9, 10,
11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23].
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У статтях [11, 18] для розв’язування нелiнiйної задачi про найменшi
квадрати пропонуються новi iтерацiйнi методи без похiдних зi швидкiстю
збiжностi 1,618, 1,839. . . та 2. Розроблена схема доведення, за якою з єди-
ної точки зору проведено дослiдження класу iтерацiйно-рiзницевих методiв
з рiзними порядками збiжностi. За результатами проведеного чисельного
експерименту новий метод порiвнюється з вiдомими рiзницевими методами
та класичним методом Гаусса-Ньютона.

У статтях [17, 19] проведено дослiдження однокрокової модифiкацiї ме-
тоду Гаусса-Ньютона з використанням апроксимацiї похiдної подiленими
рiзницями. Вивчено локальну збiжнiсть методу у випадку, коли подiленi
рiзницi задовольняють узагальнену умову Лiпшиця. Встановлено умови та
швидкiсть збiжностi цього методу, знайдено область єдиностi розв’язку за-
дачi. Проведено аналогiчнi дослiдження за узагальнених умов Гьольдера.

У статтi [15] дослiджено iтерацiйно-рiзницевий метод з надквадратичною
збiжнiстю розв’язування нелiнiйної задачi про найменшi квадрати, який не
потребує обчислення матрицi похiдних. Доведено теорему, яка обгрунтовує
збiжнiсть, та визначено швидкiсть збiжностi розглянутого методу. Наве-
дено результати числового експерименту. У статтi [14] вивчено локальну
збiжнiсть цього методу у випадку, коли подiленi рiзницi задовольняють
узагальнену умову Лiпшиця. Знайдено область єдиностi розв’язку задачi.

У статтях [7, 20] запропоновано та дослiджено збiжнiсть однопарамет-
ричної модифiкацiї методу Гаусса-Ньютона та Левенберга-Маркварта i на-
ведено результати чисельних розрахункiв.

У статтi [8] застосовано метод з порядком збiжностi 1 +
√

2 до нелiнiй-
них задач найменших квадратiв та проведено чисельний експеримент, у
[12] запропоновано та вивчено швидкiсть збiжностi методiв з послiдовною
i паралельною апроксимацiями оберненого оператора,

Стаття [21] присвячена практичнiй реалiзацiї методiв розв’язування не-
лiнiйних задач найменших квадратiв, у [22, 23] побудовано алгоритм для
розв’язування нелiнiйних задач найменших квадратiв з обмеженнями типу
рiвностей i нерiвностей.

Опишемо коротко структуру статтi. У першому пунктi наведенi означе-
ння подiлених рiзниць та умов Лiпшиця для подiлених рiзниць, сформу-
льовано рiзницевi методи розв’язування нелiнiйних задач найменших ква-
дратiв. Другий пункт присвячений обгрунтуванню локальної збiжностi рi-
зницевих методiв. У третьому пунктi вивчено збiжнiсть методу типу хорд
за узагальнених умов Лiпшиця та Гьольдера для подiлених рiзниць першо-
го порядку. У четвертому пунктi вивчено збiжнiсть рiзницевого методу з
надквадратичною збiжнiстю за звичайних та узагальнених умов Лiпшиця,
встановлено область єдиностi розв’язку задачi. Всi теореми сформульованi
в термiнах подiлених рiзниць. У п’ятому пунктi розглянуто параметричнi
методи розв’язування нелiнiйних задач найменших квадратiв, якi викори-
стовують похiднi. Шостий пункт присвячений методам з апроксимацiєю
оберненого оператора. У сьомому пунктi зроблено короткi висновки.
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1. Постановка задачi. Подiленi рiзницi та рiзницевi iтерацiйнi
процеси

Розглянемо нелiнiйну задачу про найменшi квадрати:
Знайти

min
x∈IRn

1
2
F (x)T F (x), (1)

де F : IRn → IRm (m ≥ n) — нелiнiйна по x функцiя.
У цiй статтi ми з єдиної точки зору дослiдимо iтерацiйнi методи вигляду

xn+1 = xn − [AT
nAn]−1AT

nF (xn), n = 0, 1, ... , (2)

де An — лiнiйний оператор, який є подiленою рiзницею або лiнiйною ком-
бiнацiєю подiлених рiзниць першого порядку вiд функцiї F (x).

Зазначимо, що при An = F ′(xn) отримуємо добре вiдомий метод Гаусса-
Ньютона [1]. Локальна збiжнiсть цього методу дослiджена в [1, 24], а на-
пiвлокальна збiжнiсть вивчена у статтях [2, 5].

Для опису iтерацiйно-рiзницевих методiв попередньо введемо деякi озна-
чення.

Нехай X, Y — два банаховi простори, D — пiдмножина простору X, а x,
y та z — три точки з D. Лiнiйний оператор з X в Y , позначуваний F (x, y),
називається подiленою рiзницею першого порядку вiд F за точками x i y,
якщо вiн задовольняє умову [25, 26]

F (x, y)(x− y) = F (x)− F (y). (3)

Подiленою рiзницею другого порядку вiд функцiї F за точками x, y та z
називатимемо оператор F (x, y, z), який задовольняє умову

F (x, y, z)(y − z) = F (x, y)− F (x, z). (4)

Позначимо B(x0, r) = {x : ‖x − x0‖ < r} — кулю радiуса r з центром в
точцi x0.

Умову на оператор подiленої рiзницi F (x, y)

‖F (x, y)− F (u, v‖ ≤ L(‖x− y‖+ ‖u− v‖), ∀x, y, u, v ∈ D (5)

називаємо умовою Лiпшиця зi сталою L.
Якщо виконується умова∥∥F (x, y)− F ′(x0)

∥∥ ≤ L(‖x− x0‖+ ‖y − y0‖), ∀x, y ∈ B(x0, r), (6)

то її називаємо центральною умовою Лiпшиця в кулi B(x0, r) зi сталою L.
Вважатимемо, що для F (x, y) i F (x, y, z) виконуються умови типу Лi-

пшиця в такiй формi:

‖F (x, y)− F (x, z)‖ ≤ p ‖y − z‖ , x, y, z ∈ D, (7)

‖F (y, x)− F (z, x)‖ ≤ p̄ ‖y − z‖ , x, y, z ∈ D, (8)
‖F (x, y, z)− F (u, y, z)‖ ≤ q ‖x− u‖ , u, x, y, z ∈ D. (9)

Якщо подiлена рiзниця F (x, y) вiд F задовольняє (7) або (8), тодi F дифе-
ренцiйовний за Фреше на D i F ′(x) = F (x, x). Бiльше того, якщо (7) i (8)
виконуються, тодi похiдна Фреше неперервна за Лiпшицем на D зi сталою
Лiпшиця k = p + p̄ [27].
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У працi [28] при дослiдженнi методу Ньютона запропоновано узагальненi
умови Лiпшиця для оператора похiдної, в яких замiсть сталої L використа-
но деяку додатну iнтегровну функцiю.

У статтi [29] ми вводимо аналогiчнi узагальненi умови Лiпшиця для опе-
ратора подiленої рiзницi першого порядку i за цих умов обгрунтовуємо збi-
жнiсть методу хорд. У цьому випадку (5) i (6) будуть замiненi вiдповiдно
на

‖F (x, y)− F (u, v)‖ ≤
∫ ‖x−u‖+‖y−v‖

0
L(u)du, ∀x, y, u, v ∈ D (10)

та

‖F (x, y)− F ′(x0)‖ ≤
∫ ‖x−x0‖+‖y−x0‖

0
L(u)du, ∀x, y ∈ B(x0, r). (11)

Умови (10) i (11) називатимемо узагальненими умовами Лiпшиця або та-
кими, що мiстять L у середньому.

2. Локальна збiжнiсть рiзницевих методiв для нелiнiйних
задач найменших квадратiв

Розглянемо iтерацiйнi процеси вигляду (2). Вивчимо випадки:
(а) An = F (xn, xn−1), (b) An = F (xn, xn−1) + F (xn−2, xn) − F (xn−2, xn−1),
(c) An = F (2xn − xn−1, xn−1), де F (u, v) — подiлена рiзниця першого по-
рядку функцiї F (x), причому F (u, u) = F

′
(u). Представимо результати

теоретичних дослiджень умов i порядку збiжностi iтерацiйного процесу
(2) для рiзних варiантiв An. Зокрема, для An = F (xn, xn−1) встановле-
но локальну збiжнiсть процесу (2) зi швидкiстю (1 +

√
5)/2 = 1.618..., для

An = F (xn, xn−1)+ F (xn−2, xn)−F (xn−2, xn−1) — з порядком 1.839 . . . i для
An = F (2xn−xn−1, xn−1) — з квадратичним порядком у випадку нелiнiйної
задачi найменших квадратiв з нульовим вiдхилом.

Випадок (а) An = F (xn, xn−1).

Теорема 1. 1) Нехай функцiя F : IRn → IRm неперервно диференцi-
йовна в областi D ⊆ IRn. Припустимо, що задача (1) має розв’язок x∗

в областi D i iснує обернена операцiя (AT∗A∗)−1 = [F ′(x∗)T F ′(x∗)]−1 та
‖(AT∗A∗)−1‖ ≤ B;

2) в областi Ω = Ω(x∗, r∗) = {x : ‖x− x∗‖ ≤ r∗} ⊂ D, де

r∗ =
−5BMα +

√
(5BMα)2 + 24BM2 − 48B2M3η

12BM2
,

функцiя F має подiленi рiзницi першого порядку, i

‖F (x, y)− F (u, v)‖ ≤ M(‖x− u‖+ ‖y − v‖);
3) ‖F (x∗)‖ ≤ η, ‖F ′(x∗)‖ ≤ α;
4) BMr∗(α + 2Mr∗) + 2MBη < 1.
Тодi для x−1, x0 ∈ Ω iтерацiйний процес (2) коректно визначений i ге-

нерує послiдовнiсть {xn}, n = 0, 1, . . . , яка належить вiдкритiй областi
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Ω; вона збiгається до розв’язку x∗ зi швидкiстю, яка характеризується
нерiвнiстю

‖xn+1 − x∗‖ ≤ C1‖xn−1 − x∗‖+ C2‖xn − x∗‖ ‖xn−1 − x∗‖, (12)

де C1, C2 — невiд’ємнi обмеженi сталi.

Зауважимо, що нерiвнiсть (12) дає можливiсть зробити висновок про
збiжнiсть iтерацiйного процесу з вибором An = F (xn, xn−1) зi швидкiстю
(1 +

√
5)/2 ≈ 1, 618 (у випадку нульового вiдхилу, коли F (x∗) = 0, тодi

η = 0 i стала C1 = 0). У випадку малого вiдхилу ( η є мале) збiжнiсть
буде лише лiнiйна, i у випадку великого вiдхилу iтерацiйний процес (2) з
An = F (xn, xn−1) може взагалi розбiгатися.

Випадок (b) An = F (xn, xn−1) + F (xn−2, xn)− F (xn−2, xn−1).

Теорема 2. Нехай функцiя F : IRn → IRm — двiчi неперервно диферен-
цiйовна в областi D ⊆ IRn. Припустимо, що: 1) задача (1) має розв’язок
x∗ в областi D; 2) обернена операцiя (AT∗A∗)−1 = [F ′(x∗)T F ′(x∗)]−1 iснує
та ‖(AT∗A∗)−1‖ ≤ B; 3) в областi Ω = Ω(x∗, r∗) = {x : ‖x− x∗‖ < r∗} ⊂ D
функцiя F має подiленi рiзницi першого i другого порядкiв, i

‖F (x, y)− F (u, v)‖ ≤ M(‖x− u‖+ ‖y − v‖);
‖F (u, x, y)− F (v, x, y)‖ ≤ N‖u− v‖;
‖F (x∗)‖ ≤ η, ‖F ′(x∗)‖ ≤ α.

Тодi для x−2, x−1, x0 ∈ Ω, достатньо близьких до розв’язку x∗ задачi (1),
iтерацiйний процес (2) збiгається до розв’язку зi швидкiстю, яка хара-
ктеризується нерiвнiстю

‖xn+1 − x∗‖ ≤ C1‖xn − x∗‖+ C2‖xn − x∗‖‖xn−1 − x∗‖ ‖xn−2 − x∗‖, (13)

де C1, C2 — деякi обмеженi невiд’ємнi сталi.

Наслiдок 1. Порядок збiжностi iтерацiйної процедури (2)-(b) у випадку
нульового вiдхилу дорiвнює 1.839....

Випадок (c) An = F (2xn − xn−1, xn−1).

Теорема 3. Нехай виконуються умови 1)–3) теореми 2 в областi
Ω(x∗, 3r∗) = {x : ‖x − x∗‖ < 3r∗} ⊂ D , де r∗ єдиний додатний нуль
функцiї

q(r) = B(α + 4Nr2 + 2Mr) + B(4Nr + 2M)η+
+B(2α + 2Mr + 4Nr2)(2Mr + 4Nr2)− 1.

Тодi для x−1, x0 ∈ Ω(x∗, r∗) iтерацiйна послiдовнiсть {xn}, визначена за
(2), належить Ω(x∗, r∗) для всiх n ≥ 0 i збiгається до розв’язку x∗ та
справджується оцiнка похибки для всiх n ≥ 0

‖xn+1 − x∗‖ ≤ C1‖xn − x∗‖+ C2‖xn − xn−1‖2+
+C3‖xn − x∗‖2 + C4‖xn − x∗‖‖xn − xn−1‖2,

(14)

де C1, C2, C3, C4 — деякi обмеженi невiд’ємнi сталi.
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Наслiдок 2. Збiжнiсть дослiджуваного iтерацiйного процесу квадрати-
чна у випадку нульового вiдхилу (η = 0).

Зауважимо, що результати цього пункту отримали розвиток в статтях
iнших авторiв [30, 31].

3. Про один метод типу хорд для нелiнiйних задач найменших
квадратiв

Розглянемо нелiнiйну задачу найменших квадратiв (1). Для знаходже-
ння розв’язку цiєї задачi пропонуємо iтерацiйний метод типу хорд

xn+1 = xn − (AT
nAn)−1AT

nF (xn), n = 0, 1, ..., (15)

де An = F (xn, xn + αn(xn−1 − xn)), F (x, y) — подiлена рiзниця першого
порядку функцiї F (x) за точками x та y, αn ∈ [0, 1], x−1, x0 — заданi.

Зауважимо, що при αn = 1 з (15) ми отримаємо метод хорд [18], а при
αn = 0 — класичний метод Гаусса-Ньютона [1].

У цьому пунктi дослiджено збiжнiсть методу типу хорд (15) при уза-
гальнених умовах Лiпшиця для подiлених рiзниць першого порядку для
нелiнiйних задач найменших квадратiв. Вiдзначимо, що умова Лiпшиця
зi сталою Лiпшиця є частковим випадком узагальненої умови Лiпшиця.
Отримано радiус збiжностi методу. Проведено аналогiчнi дослiдження при
узагальненiй умовi Гьольдера.

Теорема 4. Нехай F : IRn → IRm — неперервна в областi D ⊆ IRn. При-
пустимо, що:

1) задача (1) має розв’язок x∗ в областi Ω(x∗, r) = {x ∈ D : ‖x−x∗‖ < r}
та iснує похiдна за Фреше F

′
(x∗) i вона має повний стовпцевий ранг;

2) в областi Ω(x∗, r) функцiя F (x) має подiлену рiзницю першого поряд-
ку F (x, y), яка має повний стовпцевий ранг i задовольняє умову Лiпшиця
з усередненим L:

‖F (x, y)− F (u, v)‖ ≤
∫ ‖x−u‖+‖y−v‖

0
L(u)du, (16)

де x, y, u, v ∈ Ω(x∗, r) i L — неспадна;
3) r > 0 задовольняє нерiвнiсть

β
∫ r
0 L(u)du

1− β
∫ 2r
0 L(u)du

+

√
2αβ2

∫ 2r
0 L(u)du

r(1− β
∫ 2r
0 L(u)du)

≤ 1. (17)

Тодi метод (15) збiгається для всiх x−1, x0 ∈ Ω таких, що
ρ(x−1) ≤ ρ(x0) i

‖xn+1 − x∗‖ ≤ q1

ρ(x0)
‖xn−1 − x∗‖‖xn − x∗‖+ q0‖xn−1 − x∗‖, (18)

де

ρ(x) = ‖x− x∗‖; α = ‖F (x∗)‖; β = ‖[F ′(x∗)T F ′(x∗)]−1F ′(x∗)T ‖ (19)

159



IТЕРАЦIЙНI МЕТОДИ ДЛЯ ЗАДАЧ НАЙМЕНШИХ КВАДРАТIВ

i величини

q0 =

√
2αβ2

∫ (2−α0)ρ(x0)+α0ρ(x−1)
0 L(u)du

ρ(x−1)(1− β
∫ (2−α0)ρ(x0)+α0ρ(x−1)
0 L(u)du)

;

q1 =
β

∫ (1−α0)ρ(x0)+α0ρ(x−1)
0 L(u)du

1− β
∫ (2−α0)ρ(x0)+α0ρ(x−1)
0 L(u)du

(20)

меншi за одиницю.

Наслiдок 3. Порядок збiжностi iтерацiйного процесу (15) у випадку ну-

льового вiдхилу дорiвнює
1 +

√
5

2
.

Область єдиностi розв’язку задачi (1) встановлює

Теорема 5. Нехай x∗ задовольняє (1), F (x) неперервна в Ω(x∗, r). Крiм
того, F

′
(x∗) = F (x∗, x∗) = A∗ має повний стовпцевий ранг, F (x) має

подiлену рiзницю першого порядку, яка задовольняє узагальнену умову Лi-
пшиця

‖F (x, y)− F (x∗, x∗)‖ ≤
∫ ρ(x)+ρ(y)

0
L(u)du, (21)

де x, y ∈ Ω(x∗, r), ρ(x) = ‖x − x∗‖ i L — неспадна. Нехай r задовольняє
нерiвнiсть

β

∫ r

0
L(u)du +

αβ0

r

∫ 2r

0
L(u)du ≤ 1, (22)

де α i β визначенi в (19),

β0 = ‖[AT
∗A∗]−1‖. (23)

Тодi задача (1) має єдиний розв’язок x∗ в Ω(x∗, r).

Ми дослiджували локальну збiжнiсть методу (15) за узагальнених умов
Лiпшиця. Також доведено, що послiдовнiсть {xn}, генерована методом (15),
збiгається до розв’язку x∗ задачi (1) надлiнiйно. Далi проведемо дослiдже-
ння збiжностi методу (15) з використанням узагальненої умови Гьольдера
у випадку, коли αn = O(‖xn − x∗‖).
Теорема 6. Нехай F : IRn → IRm — неперервна в областi D ⊆ IRn. При-
пустимо, що:

1) задача (1) має розв’язок x∗ в областi D та iснує похiдна за Фреше
F
′
(x∗) i вона має повний стовпцевий ранг;
2) в областi Ω(x∗, r) = {x ∈ D : ‖x − x∗‖ < r} функцiя F (x) має подi-

лену рiзницю першого порядку F (x, y), яка має повний стовпцевий ранг i
задовольняє умову Гьольдера з 0 < p ≤ 1

‖F (x, y)− F (u, v)‖ ≤
∫ ‖x−u‖p+‖y−v‖p

0
L(u)du, (24)

де x, y, u, v ∈ Ω(x∗, r) i L — неспадна;
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3) r > 0 задовольняє нерiвнiсть

β
∫ rp

0 L(u)du

1− β
∫ 2rp

0 L(u)du
+

√
2αβ2

∫ 2rp

0 L(u)du

1− β
∫ 2rp

0 L(u)du
≤ 1. (25)

Тодi метод (15) збiгається для всiх x−1, x0 ∈ Ω таких, що
ρ(x−1) ≤ ρ(x0) i

‖xn+1 − x∗‖ ≤ q1
(1− αn + O(1)ρ(xn−1))p

γp
0

‖xn − x∗‖p+1+

+q0
1 + (1− αn + O(1)ρ(xn−1))p

ρ(x0)p + γp
0

‖xn − x∗‖p,

(26)

де α i β визначенi в (19) i величини

q0 =

√
2αβ2

∫ ρ(x0)p+γp
0

0 L(u)du

1− β
∫ ρ(x0)p+γp

0
0 L(u)du

; q1 =
β

∫ γp
0

0 L(u)du

1− β
∫ ρ(x0)p+γp

0
0 L(u)du

(27)

меншi за 1.

4. Рiзницевий метод з надквадратичною збiжнiстю
Для знаходження розв’язку задачi (1) розглянемо рiзницеву модифiка-

цiю двокрокового методу Гаусса-Ньютона
xn+1 = xn − (AT

nAn)−1AT
nF (xn);

yn+1 = xn+1 − (AT
nAn)−1AT

nF (xn+1), n = 0, 1, ...
(28)

де An = F (xn, yn) — подiлена рiзниця першого порядку функцiї F (x) в
точках xn, yn; x0, y0 — заданi початковi наближення. Цей метод дослiджу-
вався в [32]. Однак обгрунтування збiжностi, наведене нижче, базується
на iншому пiдходi i за слабших умов, зокрема не вимагається iснування i
обмеженiсть подiлених рiзниць другого порядку.

Достатнi умови i швидкiсть збiжностi iтерацiйного процесу (28) визна-
ченi в такiй теоремi.

Теорема 7. Нехай F : IRn → IRm — неперервно диференцiйовна в областi
D ⊆ IRn. Припустимо, що задача (1) має розв’язок x∗ в деякiй областi
Ω = Ω(x∗, r0) = {x : ||x − x∗|| < r0} ⊂ D, iснує обернений оператор
(AT∗A∗)−1 = [F

′
(x∗)T F

′
(x∗)]−1 i ||(AT∗A∗)−1|| ≤ B. В областi Ω функцiя

F має подiлену рiзницю першого порядку i

||F (x, y)− F (u, v)|| ≤ M(||x− u||+ ||y − v||),
||F (x∗)|| ≤ η, ||F ′

(x∗)|| ≤ α, 3BMr0(α + 2Mr0) + 2MBη < 1,

q = max{C1r0 + 2C2; C1(C1r
2
0 + 2C2r0 + 2r0)(C1r0 + 2C2) + 2C2} < 1,

де
r0 = max{||x0 − x∗||, ||y0 − x∗||},

C1 = BM(α + 2Mr0)/[1− 4BMr0(α + Mr0)],
C2 = 2BMη/[1− 4BMr0(α + Mr0)].
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Тодi для x0, y0 ∈ Ω iтерацiйний процес (28) є коректно визначеним i ге-
нерованi ним послiдовностi {xn}, {yn}, n = 0, 1, ..., мiстяться у вiдкритiй
областi Ω i збiгаються до розв’язку x∗, причому справедливi оцiнки:

||xn+1 − x∗|| ≤ C1||xn − x∗||||yn − x∗||+ C2(||xn − x∗||+ ||yn − x∗||); (29)

||yn+1 − x∗|| ≤ C1(||xn+1 − xn||+ ||yn − x∗||)||xn+1 − x∗||+
+C2(||xn − x∗||+ ||yn − x∗||); (30)

rn+1 = max{||xn+1 − x∗||, ||yn+1 − x∗||} ≤ qrn ≤ ... ≤ qn+1r0. (31)

Як бачимо з оцiнок (29) i (30), збiжнiсть iтерацiйного процесу суттє-
во залежить вiд доданку, який мiстить величини η i M . Якщо η = 0, то
ми маємо нелiнiйну задачу найменших квадратiв з нульовим вiдхилом у
розв’язку. У разi M = 0 функцiї вiдхилу лiнiйнi. Для задач з малим вiд-
хилом у розв’язку (η — ”мале”) або слабо нелiнiйних задач (M — ”мале”)
збiжнiсть iтерацiйного процесу лiнiйна. При великих вiдхилах (η — вели-
ке) або для сильно нелiнiйних задач (M — велике) iтерацiйний процес (28)
може взагалi не збiгатися.

Для задач з нульовим вiдхилом у розв’язку, тобто таких, що F (x∗) = 0,
можна отримати кращi оцiнки швидкостi збiжностi iтерацiйного процесу
(28).

Розглянемо збiжнiсть двокрокової iтерацiйно-рiзницевої модифiкацiї ме-
тоду Гаусса-Ньютона [8, 15] на базi методу з порядком 1 +

√
2 за узагаль-

нених умов Лiпшиця для нелiнiйних задач найменших квадратiв. Отже,
дослiдимо збiжнiсть методу (28) до розв’язку задачi (1).

Теорема 8. Нехай F : IRn → IRm — неперервна в областi D ⊆ IRn. При-
пустимо, що:

1) задача (1) має розв’язок x∗ в областi D та iснує похiдна за Фреше
F
′
(x∗) i вона має повний стовпцевий ранг;
2) в областi Ω(x∗, r) = {x ∈ D : ‖x − x∗‖ < r} функцiя F (x) має подi-

лену рiзницю першого порядку F (x, y), яка має повний стовпцевий ранг i
задовольняє узагальнену умову Лiпшиця

‖F (x, y)− F (u, v)‖ ≤
∫ ‖x−u‖+‖y−v‖

0
L(z)dz, (32)

де x, y, u, v ∈ Ω(x∗, r) i L — неспадна функцiя;
3) r > 0 задовольняє нерiвнiсть

β
∫ 3r
0 L(z)dz

1− β
∫ 2r
0 L(z)dz

+

√
2αβ2

∫ 2r
0 L(z)dz

r(1− β
∫ 2r
0 L(z)dz)

≤ 1. (33)

Тодi метод (28) збiгається для всiх x0, y0 ∈ Ω(x∗, r) таких, що
ρ(y0) ≥ ρ(x0) i

‖xn+1 − x∗‖ ≤ q1

ρ(y0)
‖xn − x∗‖‖yn − x∗‖+ q0‖xn − x∗‖, (34)

‖yn+1 − x∗‖ ≤ q2

ρ(x1)
‖xn+1 − x∗‖‖xn − x∗‖+ q0‖xn − x∗‖, (35)
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де

ρ(x) = ‖x− x∗‖, α = ‖F (x∗)‖, β = ‖[F ′(x∗)T F ′(x∗)]−1F ′(x∗)T ‖ (36)

i величини

q0 =

√
2αβ2

∫ ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz

ρ(x0)(1− β
∫ ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz)

, q1 =
β

∫ ρ(y0)
0 L(z)dz

1− β
∫ ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz

,

q2 =
β

∫ ρ(x1)+ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz

1− β
∫ ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz

(37)
меншi за 1.

Наслiдок 4. Порядок збiжностi iтерацiйного процесу (28) у випадку за-
дачi з нульовим вiдхилом дорiвнює 1 +

√
2.

5. Параметричнi методи розв’язування нелiнiйної задачi
найменших квадратiв

У цьому пунктi для розв’язування нелiнiйної задачi найменших ква-
дратiв (1) пропонуємо метод

xk+1 = xk − [F
′
( x̄k)T F

′
( x̄k)]−1F

′
( x̄k)T F ( xk),

x̄k = (1− µ)xk + µϕ(xk), 0 ≤ µ ≤ 1, k = 0, 1, . . . ,
(38)

де ϕ : IRn → IRn — деякий допомiжний оператор, для якого

x∗ = ϕ(x∗). (39)

Легко бачити, що при µ = 0 ми отримуємо з (38) вiдомий метод Гаусса-
Ньютона [1]. За допомогою параметра µ можна вибрати метод з найбiль-
шою швидкiстю збiжностi серед методiв класу (38).

Розглянемо деякi варiанти вибору оператора ϕ(x).

1. Випадок з нульовим вiдхилом: F (x∗) = x∗ − ϕ(x∗) = 0.
Умови i швидкiсть збiжностi iтерацiй (38) встановлюються у такiй тео-

ремi.

Теорема 9. Нехай F : IRn → IRm(m ≥ n) i функцiя f(x) =
1
2
F (x)T F ( x)

двiчi неперервно диференцiйовна на вiдкритiй опуклiй множинi D ⊂ IRn.
Припустимо, що

‖F ′′
(x)− F

′′
(y)‖ ≤ N‖x− y‖,

‖ϕ′(x)‖ ≤ α , ‖ϕ′′(x)‖ ≤ L, ∀x, y ∈ D, а також що iснують x∗ ∈ D

i α ≥ 0, такi, що F
′
(x∗)T F ( x∗) = 0, α — найменше власне число для

F
′
(x∗)T F

′
( x∗).

Тодi iснує r0 таке, що для x0 ∈ Ω∗ = {x : ‖x− x∗‖ ≤ r0} послiдовнiсть,
породжена (38), коректно визначена, збiгається до x∗ i задовольняє не-
рiвностi

rk = ‖xk − x∗‖ ≤ (h0 r 0)(2
k−1)r0, (40)
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де

h 0 =
1 + α

2λ

(N

3
r 0 µ2(1 + α2) + L(|2µ− 1|+ 2µ)

)
<

1
r 0

,

r0 = ‖x0 − x∗‖, k = 0, 1, . . . .

Дослiдимо вплив параметра µ на швидкiсть збiжностi iтерацiйного про-
цесу (38). Швидкiсть збiжностi можна пiдвищувати двома шляхами: збiль-
шенням порядку збiжностi i зменшенням знаменника збiжностi h0r0. У зна-
менник h0r0 входить величина χ(µ) = |2µ− 1| + 2µα, найменше значення
якої досягається при µ = 0, 5 у випадку α < 1 i при µ = 0 у протилежному
випадку. Тодi iтерацiйний процес матиме найбiльшу швидкiсть збiжностi
i найменш жорсткi умови на вибiр початкового наближення x0 (ширша
область збiжностi). Як бачимо iз (40), при достатньо малих значеннях r0

процес (38) iз значенням µ = 0, 5 i α < 1 має вищу швидкiсть збiжностi,
нiж метод Гаусса-Ньютона.

2. Випадок F (x∗) 6= 0. Умовi (39) задовольняє оператор

ϕ(x) = x− βF
′
( x)T F ( x), β > 0,

який вiдповiдає градiєнтному методу мiнiмiзацiї функцiоналу

f(x) =
1
2
F (x)T F (x).

Теорема 10. Нехай виконуються умови теореми 9 i ‖F ′
(x)‖ ≤ α,

‖(F ′
(x)− F

′
(x∗))T F (x∗)‖ ≤ σ ‖x− x∗‖ (41)

для всiх x0 ∈ D, причому λ > σ(1 + δ) ≥ 0, δ = µβ(α2 + σ).
Тодi для довiльного C ∈ (1, λ(1 + δ)σ) iснує ε > 0 таке, що для всiх

x0 ∈ Ω(x∗, ε) послiдовнiсть (38) коректно визначена, збiгається до x∗ i
задовольняє нерiвностi

‖xk+1 − xk‖ ≤ Cσ(1 + δ)
λ

‖xk − x∗‖+

+
Cα

2λ

[
N

3
‖xk − x∗‖δ2 + L (1 + 2δ)

]
‖xk − x∗‖2;

(42)

‖xk+1 − xk‖ ≤ Cσ(1 + δ) + λ

2λ
‖xk − x∗‖ < ‖xk − x∗‖. (43)

Наслiдок 5. Нехай виконанi умови теореми 10. Якщо F (x∗) = 0, то
iснує ε > 0 таке, що для всiх x0 ∈ Ω(x∗, ε) послiдовнiсть {xk}, породжена
методом (38), коректно визначена i збiгається квадратично до x∗.

Iз (41) бачимо, що параметр σ є абсолютною мiрою нелiнiйностi i величи-

ни вiдхилу в розв’язку задачi, а з (42) — що
σ(1 + δ)

λ
можна розглядати як

вiдносну мiру нелiнiйностi i величини вiдхилу в розв’язку задачi. З теореми
10 випливає, що швидкiсть збiжностi методу (38) зменшується зi зростан-
ням вiдносної нелiнiйностi чи вiдносного вiдхилу в розв’язку задачi. Якщо
одна iз цих двох величин надто велика, то метод може взагалi розбiгатися.
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Недолiк методу (38) полягає в тому, що вiн не є коректно визначеним,
якщо матриця [F ′(xk)T F ′(xk)]−1 невизначена. Цей недолiк усунутий в ме-
тодi

xk+1 = xk −
[
F ′(xk)T F ′(xk) + γkE

]−1
F ′(xk)T F ′(xk), (44)

xk = (1− µ)xk + µϕ(xk), γk > 0, k = 0, 1, . . . ,
частковим випадком якого при µ = 0 є метод Левенберга-Марквардта [1].
Властивостi локальної збiжностi методу (44) аналогiчнi властивостям ме-
тоду (38) i наведенi в [7].

Вiдзначимо, що неточний метод Гаусса-Ньютона за узагальнених умов
Лiпшиця вивчався у [4].

6. Застосування методiв з послiдовною та паралельною
апроксимацiями оберненого оператора до нелiнiйних задач

найменших квадратiв

На кожнiй iтерацiї методу Гаусса-Ньютона, Левенберга-Маркварта [1]
та його модифiкацiй [7, 33] для розв’язування нелiнiйної задачi наймен-
ших квадратiв (1) потрiбно розв’язувати систему лiнiйних рiвнянь, що не
завжди легко здiйснити. Тому ми використаємо iдею послiдовної та па-
ралельної апроксимацiй оберненого оператора [9, 34] для побудови нових
методiв для розв’язування задачi (1), якi не потребують розв’язування си-
стем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.

Розглянемо метод з послiдовною апроксимацiєю, побудований на базi
методу Гаусса-Ньютона [1]

xk+1 = xk −AkJ(xk)T F (xk), (45)

Ak+1 = Ak[2E − J(xk+1)T J(xk+1)Ak], k = 0, 1, . . . . (46)
Тут E — тотожний оператор (одинична матриця), J(x) = F ′(x), x0, A0 —
вiдповiдно початковi наближення до точного розв’язку x∗ задачi (1) i до
оберненого оператора A∗ = [J(x∗)T J(x∗)]−1. Процес (45)–(46) складається
з двох гiлок, якi виконуються почергово.

Умови збiжностi iтерацiйного процесу (45)–(46) до розв’язку задачi (1)
для випадку нульового вiдхилу F (x∗) = 0 дає

Теорема 11. Нехай виконуються умови:
1) задача (1) має розв’язок x∗, F (x∗) = 0 i iснує A∗ = [J(x∗)T J(x∗)]−1,

причому ‖ A∗ ‖≤ B;
2) в околi Ω∗ = {x :‖ x − x∗ ‖≤ r0} справедливi оцiнки ‖ F ′′(x) ‖≤ L,

‖ J(x)T − J(x∗)T ‖≤ L ‖ x− x∗ ‖;
3) max{‖J(x∗)‖, ‖J(x∗)T ‖} ≤ C;

4) h0 = max{K0, C
2 + (B + r0)2LK0(2C + Lr0)} <

1
r0

,

де
r0 = max{‖x0 − x∗‖, ‖A0 −A∗‖},

K0 = C2 + (B + r0)[C(2 +
1
2
L) + L(1 +

1
2
L)r0].
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Тодi послiдовностi {xk} i {Ak} збiгаються вiдповiдно до x∗ i A∗, причому
справедливi оцiнки

rk = max{‖xk − xs‖, ‖Ak −A∗‖} ≤ (h0r0)2
k−1r0, k = 0, 1, . . . . (47)

Для розв’язування задачi (1) на паралельних обчислювальних процесо-
рах, якi працюють зi спiльною пам’яттю, розглянемо такий iтерацiйний
процес

xk+1 = xk −AkJ(xk)T F (xk), (48)

Ak+1 = Ak

[
2E − J(xk)T J(xk)Ak

]
, k = 0, 1, . . . , (49)

де також x0, A0 — вiдповiдно початковi наближення до точного розв’яз-
ку x∗ задачi (1) i до оберненого оператора A∗ = [J(x∗)T J(x∗)]−1. Метод
(48)–(49), як i метод (45)–(46), складається з двох гiлок, однак тут оби-
двi гiлки виконуються паралельно. Крiм того, обчислення в кожнiй гiлцi
можна розпаралелити, використовуючи методи лiнiйної алгебри.

Достатнi умови збiжностi методу(48)–(49) встановлює

Теорема 12. Нехай виконуються умови:
1) задача (1) має розв’язок x∗ ∈ D, F (x∗) = 0 i iснує A∗ = [J(x∗)T J(x∗)],

причому ‖A∗‖ ≤ B;
2) в околi Ω∗ = {x :‖ x− x∗ ‖≤ r0} ⊂ D справедливi оцiнки

‖F ′′(x)‖ ≤ L, ‖J(x)T − J(x∗)T ‖ ≤ L‖x− x∗‖;
3) max{‖J(x∗)‖, ‖J(x∗)T ‖} ≤ C;
4) h0 = max{K0r0, G} < 1,

де
r0 = max{‖x0 − x∗‖, ‖A0 −A∗‖},

K0 = C2 + (B + r0)
[
C(2 +

1
2
L) + L(1 +

1
2
L)r0

]
,

G = C2r0 + L(2C + Lr0)(B + r0)2.
Тодi послiдовностi {xk} i {Ak}, k = 0, 1, . . ., збiгаються вiдповiдно до x∗

i A∗, причому знайдуться такi сталi γ1 i γ2, при яких справедливi оцiнки

‖xk − x∗‖ ≤ hckr0, ‖Ak −A∗‖ ≤ hgkr0, (50)

де
ck = γ1t

k
1 + γ2t

k
2 − 2, gk = ck−1 + 1, c−1 = −1,

t1 =
1 +

√
5

2
≈ 1, 618, t2 =

1−√5
2

≈ −0, 618.

При наявних перевагах методу (48)–(49) у нього є i недолiки: швидкiсть
його збiжностi знизилась до 1, 618 . . . < 2. Крiм того, через рiзну кiль-
кiсть обчислень у формулах (48) та (49) один iз процесорiв буде заван-
тажений неповнiстю i може простоювати. Хоча за рахунок використання
паралельних обчислювальних пристроїв досягається скорочення загально-
го часу розв’язання задач, однак обчислювальнi ресурси використовуються
неефективно. Щоб усунути згаданi недолiки, можна здiйснити реалiзацiю
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обчислювального процесу, яка не передбачає синхронiзацiї обчислень у рi-
зних процесорах [35]. Такий пiдхiд приводить до асинхронного варiанту
методу (48)–(49):

xm+1
k+1 = xm

k+1 −AkJ(xmk−1
k )T F (xm

k+1), m = 0, 1, . . . , mk+1 − 1, (51)

Ak+1 = Akb2E − J(xmk−1
k )T J(xmk−1

k )Akc, k = 0, 1, . . . , (52)

де xmk
k — останнє наближення до точного розв’язку x∗ задачi (1), при ви-

значеннi якого застосовували апроксимацiю оберненого оператора Ak−1;
xmk

k = xk = x0
k+1; x0, A0 — початковi наближення до x∗ , [J(x∗)T J(x∗)]−1.

Метод (51)–(52) використовує асинхронну апроксимацiю оберненого опе-
ратора. Перевага методу (51)–(52) перед методом з синхронною апрокси-
мацiєю оберненого оператора (48)–(49) полягає в тому, що при реалiзацiї
методу (51)–(52) на двох паралельних процесорах останнi не будуть просто-
ювати. Крiм того, порядок збiжностi процесу (51)–(52) бiльший (2 проти
1,618. . . ). Достатнi умови квадратичної збiжностi iтерацiй (51)–(52) до то-
чного розв’язку x∗, A∗ встановлюються за схемою працi [35].

Аналогiчно можна побудувати модифiкацiї з послiдовною та паралель-
ною апроксимацiями на базi iнших методiв ньютонiвського типу для розв’я-
зування нелiнiйної задачi найменших квадратiв.

7. Висновки

У цiй статтi запропоновано новi iтерацiйно-рiзницевi методи та параме-
тричнi модифiкацiї методу Гаусса-Ньютона i Левенберга-Маркварта. Роз-
глянуто новi однокроковi та двокроковi рiзницевi iтерацiйнi процеси. Мето-
ди вивчались при класичних умовах Лiпшиця, при умовах Гьольдера, при
узагальнених умовах Лiпшиця, якi накладались на подiленi рiзницi пер-
шого або другого порядку. Також запропоновано та обгрунтовано варiан-
ти методу Гаусса-Ньютона з послiдовною та паралельною апроксимацiями
оберненого оператора.
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