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ЧИСЛОВИЙ МЕТОД КВАЗIКОНФОРМНИХ
ВIДОБРАЖЕНЬ МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСIВ ДВОФАЗНОЇ

ФIЛЬТРАЦIЇ

А. Я. Бомба, С. В. Ярощак

Резюме. Розглядається процес двофазної фiльтрацiї в пластi,
обмеженому непроникним зовнiшнiм контуром, контурами по-
чергово розмiщених криволiнiйними рядами нагнiтальних i екс-
плуатацiйних свердловин. В рамках теорiї Баклея-Леверетта на
основi iдей методiв квазiконформних вiдображень i поетапної фi-
ксацiї характеристик середовища та процесу розроблено число-
вий алгоритм розв’язання вiдповiдних задач (на побудову гiдро-
динамiчної сiтки, вiдшукання поля насиченостi, координат точок
«призупинки», фiльтрацiйних витрат, часу повного заводнення
тощо).

Вступ
При розв’язаннi задач фiльтрацiї в системi свердловин числовими ме-

тодами (наприклад, методами скiнченних рiзниць, скiнченних елементiв
тощо) у зв’язку iз значним переважанням розмiрiв пласта над радiуса-
ми свердловин виникають проблеми як апроксимацiї границi областi так i
вибору внутрiшнiх вузлiв сiтки [1]. Нами в роботах [2]–[5] запропоновано
пiдхiд (що автоматично вирiшує проблему вибору кроку сiтки) до розв’я-
зання задач фiльтрацiї (зокрема, двофазної), оснований на iдеях методiв
квазiконформного вiдображення (фiзичної областi на вiдповiдну область
комплексного квазiпотенцiалу, а також оберненого до нього вiдображення)
та поетапної фiксацiї характеристик процесу i середовища.

У цiй роботi в основу дослiдження процесу двофазної фiльтрацiї, по-
родженого серiєю свердловин, покладено нелiнiйну, вiдносно насиченостi,
модель Баклея-Леверетта. Модифiковано числовий метод квазiконформ-
них вiдображень до розв’язання вiдповiдних нелiнiйних крайових задач
(на побудову гiдродинамiчної сiтки, вiдшукання поля насиченостi, коорди-
нат точок «призупинки», фiльтрацiйних витрат, часу повного заводнення
тощо), який дозволяє передбачити характеристики пластової системи при
рiзних умовах впливу на неї та вивчити особливостi фiльтрацiї в призабiй-
них зонах.

1. Постановка задачi
Розглянемо пласт, обмежений непроникним зовнiшнiм контуром, що роз-

бурений «квазiсиметричними» рядами експлуатацiйних та нагнiтальних
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свердловин (див., рис. 1). Ряди розташованi так, що перетiк мiж «серiями
трiйок» експлуатацiйних та нагнiтальних свердловин — вiдсутнiй. Це дає
можливiсть область комплексного квазiпотенцiалу Gω зобразити у вигля-
дi «вертикального» прямокутника з горизонтальними «квазiперiодично»
розмiщеними розрiзами.

Зокрема, на рис. 2 зображено випадок, коли у вiдповiдних рядах на одну
експлуатацiйну свердловину припадає декiлька нагнiтальних, але за умов
певного роду симетрiї, що дозволяє видiлити елемент Gz, який мiстить
p нагнiтальних свердловин та одну експлуатацiйну (див., рис. 3а, де d =
2p(r+a), r0 — радiус свердловин, a — половина вiдстанi мiж нагнiтальними
свердловинами).

Вiдповiднi закон руху та рiвняння нерозривностi течiї, записанi вiдно-
сно квазiпотенцiалу швидкостi ϕ = ϕ(x, y, t) = −p(x, y, t) + p̃ (p(x, y, t) —
тиск, p̃ — деяке характерне його значення) та водонасиченостi s = s(x, y, t),
згiдно з [4–7] представимо у виглядi:

~υ1 =
kk̃1

µ1
gradϕ, ~υ2 =

kk̃2

µ2
gradϕ, σ

∂(1− s)
∂t

+ div~υ1 = 0, σ
∂s

∂t
+ div~υ2 = 0,

де t — час, σ, k — пористiсть та абсолютна проникнiсть ґрунту, k̃1 = (1−s)2,
k̃2 = s2 — вiдноснi фазовi проникностi, ~υ1, ~υ2 — вектори швидкостi, µ1,
µ2 — в’язкостi нафти та води. Звiдси, з урахуванням сумарної швидкостi
~υ = ~υ1 + ~υ2 фiльтрацiйної течiї та початкових i граничних умов, маємо:

div~υ = 0, ~υ = k̄ · gradϕ, σ ∂s
∂t + υx

∂f
∂x + υy

∂f
∂y = 0,

ϕ|Lg
= ϕ∗, ∂ϕ

∂n

∣∣∣
L̃

= ∂ϕ
∂n

∣∣∣
∼L

= ∂ϕ
∂n

∣∣∣
L̆

= 0, ϕ|L∗ = ϕ∗,

s|Lg
= s∗, s(x, y, 0) = s̃(x, y),

(1)

де Lg = {z = x + iy : x = r0 cos(τ), y = r0 sin(τ) + (2g − 1)(a + r0),
3π/2 ≤ τ ≤ 5π/2} = {z : fg(x, y) = 0, g = 1, p}, L∗ = { z : x = r0 cos(τ) + h,
y = r0 sin(τ) + b + r0, π/2 ≤ τ ≤ 3π/2} = {z : f∗(x, y) = 0},
∼L = A1∼H ∪ ∼HD ∪ DB0 = {z : ∼f(x, y) = 0}, A1∼H = {z : x = 0, 0 ≤ y ≤ a},
L̃ = A2pH̃ ∪ H̃C ∪ CBp = {z : f̃(x, y) = 0}, ∼HD = {z : y = 0, 0 ≤ x ≤ h},
DB0 = {z : x = h, 0 ≤ y ≤ b}, A2pH̃ = {z : x = 0, d − a ≤ y ≤ d},
H̃C = {z : y = d, 0 ≤ x ≤ h}, L̆ =

p⋃
u=2

A2u−2Hu−1A2u−1,

CBp = {z : x = h, b+2r ≤ y ≤ d}, f(s) = µ1k̃2(s)

µ2k̃1(s)+µ1k̃2(s)
, k̄(s) = kk̃1(s)

µ1
+ kk̃2(s)

µ2
,

A2u−2Hu−1A2u−1 = {z : x = 0, 2(u−1)(a+r0)−a ≤ y ≤ 2(u−1)(a+r0)+a},
s̃(x, y) — задана, достатньо гладка функцiя така, що s̃|Lg

= s∗.
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Рис. 1. Пласт та вiдповiдна область комплексного квазiпотенцiалу Gω

Аналогiчно до [3]–[5], ввiвши функцiю течiї ψ (комплексно спряжену
до ϕ) задача на побудову гiдродинамiчної сiтки, вiдшукання фiльтрацiй-
ної витрати та iнших характерних фiльтрацiйних параметрiв за знайденим
(фiксованим) полем насиченостi зводиться до задачi на квазiконформне
вiдображення ω = ω (z) = ϕ (x, y) + iψ (x, y) [2] однозв’язної областi Gz на

вiдповiдну область комплексного квазiпотенцiалу Gω =
p⋃

g=1
Gg ∪

p−1⋃
g=1

L̄g:

k̄ ∂ϕ
∂x = ∂ψ

∂y , k̄ ∂ϕ
∂y = −∂ψ

∂x , (x, y) ∈ Gz,

ϕ|Lg
= ϕ∗, ϕ|L∗ = ϕ∗, ψ|

∼L
= 0, ψ|L̃ = Qp,

ψ|A2u−2Hu−1A2u−1
= Qu−1,

(2)

∂s
∂t = − k̄

σ
∂f
∂s

(
∂ϕ
∂x

∂s
∂x + ∂ϕ

∂y
∂s
∂y

)
, s|Lg

= s∗, s(x, y, 0) = s̃(x, y), (3)

де Qg − Qg−1 =
∮
Lg
−υydx + υxdy, υ(x, y) =

√
υ2

x(x, y) + υ2
y(x, y),

Gg = {ω : ϕ∗ < ϕ < ϕ∗, Qg−1 < ψ < Qg, Q0 = 0},
L̄g = {ω : ϕHg < ϕ < ϕ∗, ψ = Qg}, Qg — невiдома витрата.
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Рис. 2. Схематичне зображення розмiщення свердловин в пластi з
видiленим елементом симетрiї

Рис. 3. Фiзична область Gz (а) та вiдповiдна їй область квазiпотенцiалу
Gω (б)

Обернена до (2) крайова задача на квазiконформне вiдображення
z = z (ω) = x (ϕ,ψ) + iy (ϕ,ψ) областi Gω на Gz та рiвняння для дiйсної
x = x (ϕ, ψ) i уявної y = y (ϕ, ψ) частини характеристичної функцiї течiї
запишеться у виглядi:

k̄ ∂y
∂ψ = ∂x

∂ϕ , k̄ ∂x
∂ψ = − ∂y

∂ϕ , (ϕ,ψ) ∈ Gω, (4)
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∼f(x(ϕ, 0), y(ϕ, 0)) = 0, f̃(x(ϕ,Qp), y(ϕ,Qp)) = 0,
ϕ∗ ≤ ϕ ≤ ϕ∗, fg(x(ϕ∗, ψ), y(ϕ∗, ψ)) = 0, Qg−1 ≤ ψ ≤ Qg,
x−(ϕ,Qg−1) = 0, 2(g − 1)(a + r)− a ≤ y−(ϕ,Qg−1) ≤ yHg−1 ,
x+(ϕ,Qg−1) = 0, yHg−1 ≤ y+(ϕ, Qg−1) ≤ 2(g − 1)(a + r) + a,
f∗(x(ϕ∗, ψ), y(ϕ∗, ψ)) = 0, 0 ≤ ψ ≤ Qp, g = 2, p, ϕ∗ ≤ ϕ ≤ ϕHg−1 ,

(5)

∂

∂ψ

(
k̄

∂x

∂ψ

)
+

∂

∂ϕ

(
1
k̄

∂x

∂ϕ

)
= 0,

∂

∂ψ

(
k̄

∂y

∂ψ

)
+

∂

∂ϕ

(
1
k̄

∂y

∂ϕ

)
= 0. (6)

Використавши вiдповiднi формули переходу J = ∂x
∂ϕ

∂y
∂ψ − ∂x

∂ψ
∂y
∂ϕ ,

∂
∂x = 1

J
∂y
∂ψ

∂
∂ϕ − 1

J
∂y
∂ϕ

∂
∂ψ ,

∂
∂y = − 1

J
∂x
∂ψ

∂
∂ϕ + 1

J
∂x
∂ϕ

∂
∂ψ , ∂ϕ

∂x = 1
J

∂y
∂ψ ,

∂ϕ
∂y = − 1

J
∂x
∂ψ ,

∂ψ
∂x = − 1

J
∂y
∂ϕ ,

∂ψ
∂y = 1

J
∂x
∂ϕ , умови (4) та формули для обчислення компонент

сумарної швидкостi υx = k̄
J(ϕ,ψ)

∂y
∂ψ , υy = − k̄

J(ϕ,ψ)
∂x
∂ψ , задачу для насиченостi

(3) перепишемо так:
∂s

∂t
= − υ2

σk̄

∂f

∂s

∂s

∂ϕ
, (7)

s(x(ϕ∗, ψ), y(ϕ∗, ψ), t) = s∗, s(x(ϕ,ψ), y(ϕ,ψ), 0) = s̃(x(ϕ,ψ), y(ϕ,ψ)), (8)
де рiвняння (7) є фактично просторово одновимiрним (адже змiннi t та ψ
тут фiгурують як параметри). Введення таким чином фiктивного компле-
ксного квазiпотенцiалу з таким використанням iдей методу квазiконформ-
них вiдображень та процедури поетапної фiксацiї рiзних характеристик
середовища i процесу суттєво спрощує загальну стратегiю розчеплення ал-
горитму розв’язання вихiдної задачi (представлення його у виглядi блокiв,
що виконуються один за одним циклiчно). А саме, за фiксованим розпо-
дiлом насиченостi s розв’язуємо задачу на квазiконформне вiдображення
(зокрема, будуємо гiдродинамiчну сiтку, характернi лiнiї роздiлу течiї, зна-
ходимо квазiпотенцiал ϕ, витрату i iншi невiдомi фiльтрацiйнi параметри);
за знайденими фiльтрацiйними характеристиками згiдно (7) знаходимо пе-
рерозподiл насиченостi та перевiряємо умови зупинки процесу обчислень
(однiєю з них може бути умова перевищення допустимої частки витiсняю-
чої рiдини в продукцiї експлуатацiйної свердловини).

Постановка задач (як прямих в термiнах ϕ, ψ так i обернених) для пла-
ста, зображеного на рис. 1, ускладнюється в зв’язку з необхiднiстю задання
умов для вiдшукання характерних лiнiй роздiлу течiї, точок «призупинки»,
величин рiзного роду перетокiв, а також конструювання схем процесу скле-
ювання мiж собою прямокутникiв, що утворюють область квазiпотенцiалу
тощо. При цьому, можливi, наприклад, такi типи конкретизацiї постановки
вихiдної задачi:
1. За вiдомими координатами центрiв свердловин i потенцiалами, заданими
на них, знаходимо гiдродинамiчну сiтку, фiльтрацiйнi витрати, координати
точок «призупинки», поля квазiпотенцiалу, насиченостi i положення кри-
вих, що роздiляють дiлянки впливу згаданих вище криволiнiйних рядiв.
2. За заданими вхiдними параметрами вказати умови розташування свер-
дловин в криволiнiйних рядах, що забезпечували б вiдсутнiсть перетокiв
мiж рядами.
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2. Рiзницевий аналог та алгоритм розв’язання задачi
Рiзницевий аналог та алгоритм розв’язання задачi запишемо для одного

iз характерних випадкiв формування течiї, коли ϕH1 ≥ ϕH2 ≥ ϕH3 ≥ ... ≥
ϕHp−1 .

Вузли (ϕi, ψj) сiтки визначаємо так:

ϕi =

{
ϕ∗ + i∆ϕg

1, i = 0, ng
1, ∆ϕg

1 = (ϕHg − ϕ∗)/(ng
1 + 1),

ϕH + (i− ng
1 − 1)∆ϕg

2, i = ng
1 + 1, n, ∆ϕg

2 = (ϕ∗ − ϕHg)/(ng
2 + 1),

ψg
j = j∆ψg, j =

∑g−1
l=0 ml + g − 1,

∑g
l=0 ml + g − 1, (ϕi, ψ

g
j ) ∈ Gg

ω,

∆ψg = (Qg −Qg−1)/mg, g = 1, p,Q0 = 0, m0 = 0,

n = ng
1 + ng

2 + 1, m =
∑p

l=1 ml + p− 1, ml, n
g
1, n

g
2 ∈ N . Рiвняння (6) апрокси-

муємо, використовуючи метод скiнченних об’ємiв [8, 9] таким чином:

xi,j = (anxi,j+1 + asxi,j−1 + aexi−1,j + asxi+1,j)/ap,
yi,j = (anyi,j+1 + asyi,j−1 + aeyi−1,j + asyi+1,j)/ap,

(9)

де xi,j = x(ϕi, ψj), yi,j = y(ϕi, ψj) , an = kn
∆ϕ

∆ψ+
, as = ks

∆ϕ
∆ψ− , ae = ∆ψ

ke∆ϕ+
,

as = ∆ψ
kw∆ϕ− , ap = an + as + ae + aw, ∆ϕ = (∆ϕ− + ∆ϕ+)/2,

∆ψ = (∆ψ− + ∆ψ+)/2 kn = 2ki,jki,j+1/(ki,j + ki,j+1),
ks = 2ki,jki,j−1/(ki,j + ki,j−1), k−1

e = 0, 5(k−1
i,j + k−1

i−1,j), k−1
w = 0, 5(k−1

i,j +
+k−1

i+1,j) (вибiр величин ∆ϕ−, ∆ϕ+,∆ψ−, ∆ψ+ визначається належнiстю ву-
зла (ϕi, ψ

g
j ) тiй чи iншiй пiдобластi сiткової областi Gω, наприклад, якщо

ϕi = ϕH1 , ψg
j = 0, то ∆ϕ− = ∆ϕ1, ∆ϕ+ = ∆ϕ2, ∆ψ+ = ∆ψ1, ∆ψ− = ∆ψ1).

Апроксимацiї крайових умов запишемо таким чином:

fg(x0,j , y0,j) = 0, j =
∑g−1

l=0 ml + g − 1,
∑g

l=0 ml + g − 1,
f∗(xn,j , yn,j) = 0, j = 0,m, xi,mg−1 = 0,
2(g − 1)(a + r)− a ≤ yi,mg−1 ≤ yHg−1 , mg =

∑g
l=1 ml + g − 1,

xi,mg = 0, yHg−1 ≤ yi,mg ≤ 2(g − 1)(a + r) + a, i = 0, n1,

f̃(xi,0, yi,0) = 0, ∼f(xi,mp , yi,mp) = 0, i = 0, n, j = 0,m, g = 2, p.

(10)

Тут, як i в [4, 5], комплексну спряженiсть гармонiчних функцiй
xi,j = x(ϕi, ψj), yi,j = y(ϕi, ψj) забезпечують умови ортогональностi, вздовж
границi областi Gz, приграничних нормальних векторiв до вiдповiдних до-
тичних. Їх рiзницевi аналоги на контурах свердловин мають вигляд:

(4x1,j − 3x0,j − x2,j)(x0,j+1 − x0,j−1) + (4y1,j − 3y0,j − y2,j)(y0,j+1−
−y0,j−1) = 0, j =

∑g−1
l=0 ml + g − 1,

∑g
l=0 ml + g − 1, g = 1, p,

(3xn,j + xn−2,j − 4xn−1,j)(xn,j+1 − xn,j−1) + (3yn,j + yn−2,j−
−4yn−1,j)(yn,j+1 − yn,j−1) = 0, j = 0,m,

(11)

Невiдомi витрати Qg та значення потенцiалу ϕHg в точках розходження
течiї в процесi iтерацiй шукаємо за формулами: ϕHg = ϕ∗ + (ng

1 + 1)∆ψ1γ
g
1 ,
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Qg = mg∆ψg, де ∆ψg = ∆ϕ1γg
2+∆ϕ2γg

1

2γg
1γg

2
, γg

l одержуємо на пiдставi умови
«квазiконформної подiбностi в малому» вiдповiдних елементарних чотири-
кутникiв двох областей, а саме:

γg
1 =

n1,m̃2−1∑

i=0,j=m̃1

γi,j

mg (n1 + 1)
, γg

2 =
n,m̃2−1∑

i=n2+1,j=m̃1

γi,j

mgn2
, m̃1 =

g−1∑

l=0

ml + g − 1,

m̃2 =
g∑

l=0

ml + g − 1, γi,j =
1

k̄i+1/2,j+1/2

ai,j + ai,j+1

bi,j + bi+1,j
, g = 1, p, (12)

ai,j =
√

(xi+1,j − xi,j)
2 + (yi+1,j − yi,j)

2,

bi,j =
√

(xi,j+1 − xi,j)
2 + (yi,j+1 − yi,j)

2.

Рiвняння (7) апроксимуємо рiзницевою схемою «проти потоку» [10] та-
ким чином:

ŝi,j = si,j − τυ2
i,j

σk̄i,j∆ϕg
l
f ′(si−1/2,j)(si,j − si−1,j), si−1/2,j = si,j+si−1,j

2 ,

j = 1,m, i = 1, ng
1 + 1, l = 1, i = ng

1 + 2, n, l = 2,
(13)

де τ — крок по часу, si,j , ŝi,j — насиченiсть у вiдповiднi моменти часу,
υi,j — швидкiсть (шукаємо аналогiчно, як i в роботi [3]). Граничну та по-
чаткову умови для насиченостi в сiтковiй областi запишемо так:

s0,j = s∗, j = 1,m, s(xi,j , yi,j , 0) = s̃(xi,j , yi,j).

Задавши крок τ , параметри розбиття ng
1, ng

2, mg, g = 1, p областi Gω та
точностi роботи алгоритму ε1, ε2, початковi наближення координат грани-
чних вузлiв x

(0)
i,j , y

(0)
i,j (так щоб виконувалися умови (10)) i початковi набли-

ження координат внутрiшнiх вузлiв (x(0)
i,j ,y

(0)
i,j ), знаходимо за формулами

(12) наближення величин γg
l . Далi проводимо уточнення координат вну-

трiшнiх вузлiв гiдродинамiчної сiтки шляхом розв’язання (9) вiдносно xi,j

та yi,j . Пiсля цього, як i в [3–5], пiдправляємо граничнi вузли за умов фi-
ксацiї навколишнiх граничних та приграничних вузлiв, використовуючи
умови ортогональностi та знаходимо наближення величин Qg, ϕHg . Серед
умов завершення алгоритму побудови гiдродинамiчної сiтки (вiдшукання
невiдомих фiльтрацiйних параметрiв зокрема, поля швидкостi) на даному
iтерацiйному етапi: стабiлiзацiя витрат Qg (

∣∣∣Q(κ+1)
g −Q

(κ)
g

∣∣∣ < ε1); стабiлiза-

цiя граничних вузлiв (max
i,j

√
(x(κ)

i,j − x
(κ−1)
i,j )2 + (y(κ)

i,j − y
(κ−1)
i,j )2 < ε2) тощо.

У випадку невиконання якоїсь iз цих умов, вiдмiчаємо на динамiчнiй сiтцi
дiлянки порушення квазiконформностi. Використовуючи поле швидкостей

9
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та поле насиченостi з попереднього iтерацiйного кроку по часу (з врахува-
нням граничної умови) згiдно (13) знаходимо новий розподiл насиченостi
у пластi, та повторюємо кроки алгоритму.

При побудовi рiзницевого аналогу вiдповiдної рис. 1 задачi до двох iндек-
сiв (i, j) координат (x, y) шуканих точок приписуємо ще один, що характе-
ризує належнiсть їх образiв до того чи iншого прямокутника Π (Π ∈ Gω).

3. Числовi розрахунки

Вище описаний алгоритм числового розв’язання поставленої задачi ре-
алiзований у виглядi комп’ютерної програми для ПК IBM PC/AT. Проде-
монструємо його можливостi на тестовому прикладi, коли r0 = 0.3, a = 1,
h = 3, d = 2p(a + r0), n2 = 30, ϕ∗ = 0, ϕ∗ = 1, σ = 0.5, µ1 = 2, µ2 = 1,
s∗ = 1, s̃(x, y) = 0, k = 1, τ = 0.0001. На рис.4 зображено гiдродинамiчну
сiтку та розподiл насиченостi в момент часу t = t0, при p = 3, n1

1 = 5,
n2

1 = 5, m1 = 20, m2 = 30, m3 = 20, b = 3a+2r0. Величини невiдомих пара-
метрiв Q1, Q2, Q3 та ϕH1 , ϕH2 в початковий момент часу t = 0 вiдповiдно
дорiвнюють Q1 = 0, 126, Q2 = 0, 233, Q3 = 0, 126, ϕH1 = ϕH2 = 0, 038, а при
t = 3, 199: Q1 = 0, 142, Q2 = 0, 216, Q3 = 0, 142, ϕH1 = ϕH2 = 0, 027.

Рис. 4. Гiдродинамiчна сiтка та поле насиченостi в момент часу
t0 = 3.199
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ЧИСЛОВИЙ МЕТОД КВАЗIКОНФОРМНИХ ВIДОБРАЖЕНЬ ...

Висновки

На основi iдей методiв квазiконформних вiдображень (зокрема, введен-
ня спецiального типу фiктивного комплексного квазiпотенцiалу для дале-
ко не квазiпотенцiальних фiзичних полiв) та поетапної фiксацiї характе-
ристик процесу i середовища побудовано алгоритм числового розв’язання
модельних задач двофазної фiльтрацiї типу Баклея-Леверетта (на побудо-
ву гiдродинамiчної сiтки, вiдшукання поля насиченостi, координат точок
«призупинки», фiльтрацiйних витрат, часу повного заводнення тощо). При
цьому вихiдна нелiнiйна задача розщеплена на послiдовнiсть простiших за-
дач: крайових задач на квазiконформнi вiдображення та нелiнiйних задач
для просторово одновимiрних диференцiальних рiвнянь в частинних похi-
дних першого порядку з параметрами.

З метою забезпечення можливостi керування фiльтрацiйним потоком
(адже, в залежностi вiд значень параметра b, що характеризує розмiще-
ння експлуатацiйної свердловини, можливими є рiзнi випадки формування
течiї у пластi, а отже, i областi комплексного квазiпотенцiалу) розроблено
вiдповiдний програмний комплекс, що реалiзує запропонований пiдхiд та
мiстить як алгоритм вибору так i алгоритми розв’язання задачi у кожно-
му iз конкретних випадкiв (див., напр., [2]). У перспективi є проведення
вiдповiдного системного аналiзу та постановка такого роду задач за умов
оптимiзацiї та керування.
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ПРОЦЕС УНIФIКАЦIЇ ДАНИХ

К. М. Голубєва

Резюме. В статтi запропоновано кiлька методiв унiфiкацiї да-
них, проведено їх порiвняння мiж собою, а також обґрунтовано
необхiднiсть проведення унiфiкацiї до застосування комп’ютер-
ного цитогенетичного методу дiагностики раку молочної залози.

Вступ

В багатьох моделях видiлення корисного сигналу f(t) на фонi випад-
кових перешкод y(t) вважають, що випадковий шум y(t) дiє адитивно на
корисний сигнал f(t) так, що можливо спостерiгати лише суперпозицiю
f(t) та y(t): x(t) = f(t) + y(t), t ∈ [0, T ].

Випадковий шум y(t), як правило, залежить вiд двох параметрiв: його
математичного сподiвання m[y(t)] = m та дисперсiї D[y(t)] = σ2. Випадко-
вий шум є стацiонарним випадковим процесом, але при рiзних спостережен-
нях, у наслiдок неконтрольованих випадкових факторiв, цi основнi пара-
метри шуму y(t) можуть змiнюватись так, що математичне сподiвання m1,
m2 та дисперсiя σ2

1 та σ2
2 при двох рiзних випробовуваннях можуть вiдрiз-

нятися мiж собою: m1 6= m2, σ2
1 6= σ2

2. Якщо час t змiнюється дискретно,
тобто t = t1, t2, . . . , tn, то при даному спостереженнi реалiзацiя процесу
x(t) перетворюється на вибiрку та в багатьох випадках можна вважати,
що її випадкова компонента (шум) y(t1), y(t2), . . . , y(tn) одержана внаслiдок
простого випадкового вибору, але при рiзних спостереженнях така гiпотеза
є хибною.

Процесом унiфiкацiї називається таке перетворення T випадкового шуму
y(t) ỹ(t) = T [y(t)] з неперервним або дискретним часом t, для якого випад-
ковий шум y(t) має стале математичне сподiвання m[y(t)] ≡ m та дисперсiю
D[y(t)] ≡ σ2 при рiзних випадкових випробуваннях (спостереженнях).

Таким чином, у результатi застосування процесу унiфiкацiї полiпшують-
ся оцiнки багатьох показникiв основного процесу x(t), зокрема оцiнки па-
раметрiв α1, . . . , αn корисного сигналу f(t) = f(t, α1, . . . , αn).

Процес унiфiкацiї в значнiй степенi залежить вiд того випадкового екс-
перименту, при якому спостерiгається реалiзацiя (траєкторiя) основного
процесу x(t), а також вiд розмiрностi змiнної t (в деяких випадках t не
обов’язково є часом, а може бути змiнною, що має двi або бiльше коорди-
нат).
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В цiй роботi буде описано процес унiфiкацiї сканограм iнтерфазних ядер
букального епiтелiю людини, що одержанi для комп’ютерної цитогенети-
чної дiагностики раку молочної залози (РМЗ) та фiброаденоматозу
(ФАМ) [1].

1. Предмет i методи дослiдження

Сканограми будуються за зображеннями ядер букального епiтелiю, при
чому розглядається яскравiсть лише зеленої компоненти, як найбiльш iн-
формативної для дiагностики. На рис. 1 приведенi типовi ядра.

Рис 1. Ядра букального епiтелiю

Складнiсть полягає у тому, що загальна середня яскравiсть самих зобра-
жень може бути рiзна. Ядро, а також сам фон на малюнку праворуч тем-
нiшi, нiж ядро та фон на малюнку лiворуч. Причиною можуть бути рiзнi
умови фарбування ядер або рiзнi умови, при яких були зробленi фотогра-
фiї ядер. В будь-якому випадку, перш нiж аналiзувати такi данi, необхiдно
провести їх унiфiкацiю.

При проведеннi унiфiкацiї будемо враховувати фон зображень. Унiфiка-
цiю будемо робити кiлькома способами. Знайдемо:

1) вiдношення до середньої яскравостi фону;
2) логарифм вiдношення до середньої яскравостi фону;
3) рiзницю з яскравiстю фона;
4) рiзницю з деяким еталонним зображенням.
Отриманi таким чином унiфiкованi данi будемо використовувати для по-

будови сканограм та їх подальшого аналiзу. Вже застосувавши всi способи
на конкретних даних, можна буде визначити, який з них краще виконує
поставлену задачу.

Нехай X — яскравiсть фону деякого зображення ядра, при чому пiд
яскравiстю тут i надалi будемо вважати яскравiсть лише зеленої компонен-
ти, а Z — яскравiсть ядра. X = (x1, x2, . . . , xn), де n — кiлькiсть пiкселей
фону, xi ∈ N , i = 1, n. Z = (z1, z2, . . . , zs), де s — кiлькiсть пiкселей ядра,
zj ∈ N , j = 1, s.
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1. Вiдношення яскравостi до середньої яскравостi фону. Для проведен-
ня унiфiкацiї, знайдемо середнє значення яскравостi фону зображення, а
потiм для кожної точки (пiкселя) зображення ядра обчислимо вiдношення
яскравостi в данiй точцi до середньої яскравостi фону.

Середнє значення яскравостi фону зображення:

xc =
1
n

n∑

i=1

xi.

Пiсля унiфiкацiї вектор Z = (z1, z2, . . . , zs) матиме вигляд

Z̃ =
(

z1

xc
,
z2

xc
, . . . ,

zs

xc

)
.

2. Логарифм вiдношення яскравостi до середньої яскравостi фону. При
аналiзi зображень цитологiчних препаратiв iнколи застосовують так звану
оптичну щiльнiсть зображення, яка обчислюється як десятичний логарифм
вiдношення яскравостi точки ядра до середньої яскравостi фону.

Таким чином, пiсля унiфiкацiї вектор Z = (z1, z2, . . . , zs) матиме вигляд

Z̃ =
(

lg
z1

xc
, lg

z2

xc
, . . . , lg

zs

xc

)
.

3. Рiзниця яскравостi з яскравiстю фона. В цьому випадку знайдемо
рiзницю мiж яскравiстю кожної точки ядра та середньою яскравiстю фона
зображення.

Пiсля унiфiкацiї вектор Z = (z1, z2, . . . , zs) матиме вигляд

Z̃ = (z1 − xc, z2 − xc, . . . , zs − xc).

4. Рiзниця яскравостi з деяким еталонним зображенням. Виберемо деяке
еталонне зображення, наприклад, в якого середня яскравiсть фону най-
менша серед всiх iнших зображень. Для кожного зображення знайдемо
вiдповiдну рiзницю з еталонним зразком та вiднiмемо її вiд кожної точки
зображення ядра.

Отже, нехай xem — середня яскравiсть фону еталонного зразка, тодi
вектор Z = (z1, z2, . . . , zs) матиме вигляд

Z̃ = (z1 − (xc − xem), z2 − (xc − xem), . . . , zs − (xc − xem)).

2. Попередня пiдготовка зображень
Перш нiж перейти до безпосередньої унiфiкацiї даних, необхiдно про-

вести попередню обробку зображень. Для аналiзу використовуються рiвнi
ядра без плям та пошкоджень, але фон, на якому розташовується ядро,
може бути неоднорiдним. Для того щоб уникнути великої похибки внаслi-
док наявностi артефактiв на зображеннi, обчислимо вектор частот P та
проаналiзуємо гiстограму, побудовану за отриманими даними. Яскравiсть
артефактiв буде вiдрiзнятись вiд яскравостi загального фону.

Отже, нехай X — яскравiсть фону зображення ядра, X = (x1, x2, . . . , xn),
де n — кiлькiсть пiкселей фону, xi ∈ N , i = 1, n. Побудуємо варiацiйний
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ряд: x(1) ≤ · · · ≤ x(n). Значення яскравостi фону змiнюється в межах iн-
тервалу (x(1), x(n)). Отже, для кожного y ∈ N : x(1) ≤ y ≤ x(n) знайдемо
частоту p : p = j/n, де j — кiлькiсть входжень значення y у вектор X.
Очевидно, що якщо ∀i : i = 1, n, y 6= x(i), то вiдповiдне p = 0. Таким чином,
отримаємо вектор частот P = (p1, p2, . . . , pk), де k = x(n) − x(1) + 1, який
вiдповiдає вектору яскравостi Y = (y(1), y(2), . . . , y(k)).

Рис. 2. Однорiдний фон

Рис. 3. Фон iз плямами

Рис. 4. Фон iз частиною ядра
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Розглянемо найбiльш розповсюдженi випадки зображень ядер та вiдпо-
вiднi гiстограми векторiв частот яскравостi фону. Аналiзується саме фон,
а не зображення ядра, оскiльки заздалегiдь вiдомо, що ядра вибираються
без стороннiх артефактiв. Фон може бути: 1) однорiдний (рис. 2); 2) iз сто-
роннiми плямами (рис. 3); 3) iз частиною iншого ядра (або кiлькох iнших
ядер) (рис. 4).

З гiстограм видно, що в будь-якому разi найбiльшою є частота значень
яскравостi фона. Для того щоб виключити iз розгляду значення яскраво-
стi артефактiв, досить знайти моду значень яскравостi, знайти злiва вiд
моди перший елемент, менший за рiвень значущостi β, та вiдкинути решту
елементiв злiва; так само вiдкидаються значення справа.

Отже, нехай y(m) — мода вибiрки Y : y(m) ∈ Y , вiдповiдна їй частота
pm = max{pi}, i = 1, k. Знаходимо злiва вiд y(m) перше y(l) : p(l) < β
та 1 ≤ l < m, справа вiд значення моди y(m) знаходимо перший елемент
вибiрки y(j) : p(j) < β, m < j ≤ k. Вiдкинувши всi артефакти, отримали
вектор яскравостi фону: Ỹ = (yl, yl+1, . . . , ym, . . . , yj−1, yj), для зручностi
перепозначимо його елементи: Ỹ = (ỹ1, ỹ2, . . . , ỹr), r = j − l + 1. Надалi пiд
вектором яскравостi фону будемо вважати вектор Ỹ .

3. Порiвняння методiв унiфiкацiї

Викладенi методики перевiримо на конкретних даних. Вiзьмемо двi ви-
бiрки a та b з однiєї генеральної сукупностi: a = (a1, a2, . . . , aN ) ∈ G та
b = (b1, b2, . . . , bN ) ∈ G, де ai, i = 1, N — середнє значення яскравостi ядра
i-ї сканограми, а bj , j = 1, N — середнє значення яскравостi ядра j-ї ска-
нограми. Обчислимо p-статистику p(a, b). Пiсля вiдповiдних перетворень
векторiв яскравостей ядер знов обчислимо p-статистики.

Перевiрялися сканограми двох пацiєнтiв з дiагнозом рак молочної зало-
зи, причому дiагноз пiдтверджений гiстологiчними дослiдженнями. В кож-
ного пацiєнта розглядалося близько 50 сканограм, з яких дослiджувалася
середня яскравiсть ядер. Результати дослiдження наведенi в таблицi 1.

Таблиця 1. Значення р-статистики для кожного типу унiфiкацiї

Порiвняння р-статистик
Тип унiфiкацiї p(a,b)
Вiдношення яскравостi до середньої яскравостi фону 0,9964
Логарифм вiдношення яскравостi до середньої яскравостi фону 0,9964
Рiзниця яскравостi з яскравiстю фона 0,9914
Рiзниця яскравостi з деяким еталонним зображенням 0,9914

Добре видно, що унiфiкацiя позитивно впливає на аналiз даних. Найкра-
щою серед усiх унiфiкацiй виявилося знаходження вiдношення яскравостi
до середньої яскравостi фону, оскiльки метод є дуже простим i ефективним.
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4. Практичне застосування

Розглянемо три групи: хворi на РМЗ — 20 пацiєнтiв, хворi на дифузний
фiброаденоматоз (ДФАМ) — 36 пацiєнтiв та хворi на очаговий фiброаде-
номатоз (ОФАМ) — 44 пацiєнта. Застосуємо до хворих на РМЗ комп’ю-
терний цитогенетичний метод дiагностики, що ґрунтується на усередненнi
p-статистик. Потiм проведемо унiфiкацiю даних методом знаходження вiд-
ношення яскравостi до середньої яскравостi фону i знов застосуємо вказа-
ний метод дiагностики. Отриманi результати наведенi в таблицi 2.

Таблиця 2. Мiри близькостi групи РМЗ до iнших груп

Мiра близькостi
з унiфiкацiєю без унiфiкацiї

№ до РМЗ до ДФАМ до ОФАМ до РМЗ до ДФАМ до ОФАМ
1 0,6177 0,5605 0,5493 0,5490 0,5128 0,4782
2 0,6809 0,6056 0,5898 0,5987 0,5444 0,5136
3 0,6134 0,5510 0,5339 0,5530 0,5072 0,4745
4 0,5769 0,5412 0,5120 0,5510 0,5099 0,4804
5 0,7781 0,7175 0,7211 0,6209 0,5926 0,5680
6 0,7338 0,7147 0,7114 0,6070 0,5790 0,5957
7 0,7403 0,6933 0,6812 0,6353 0,5958 0,5940
8 0,7925 0,6732 0,6825 0,6602 0,5941 0,5812
9 0,7799 0,6721 0,6823 0,6568 0,5988 0,5805
10 0,7662 0,6634 0,6771 0,6325 0,5806 0,5663
11 0,7744 0,6679 0,6763 0,6382 0,5794 0,5660
12 0,7754 0,7325 0,7295 0,6354 0,5999 0,6131
13 0,7577 0,7295 0,7225 0,6290 0,5912 0,6082
14 0,7286 0,6765 0,6791 0,5689 0,5810 0,5636
15 0,7745 0,6697 0,6823 0,5746 0,5611 0,5565
16 0,7740 0,6670 0,6858 0,5617 0,5639 0,5738
17 0,6913 0,7192 0,7148 0,5674 0,5834 0,5846
18 0,4717 0,5297 0,4982 0,4506 0,4894 0,4601
19 0,7772 0,6962 0,7080 0,5928 0,6098 0,5878
20 0,7112 0,6123 0,6285 0,5476 0,5442 0,5439

При дiагностицi не унiфiкованих даних пацiєнтам пiд номерами 14, 16,
17, 18 i 19 дiагноз було поставлено неправильно, у випадку застосування
комп’ютерного цитогенетичного методу дiагностики до унiфiкованих да-
них дiагноз було поставлено неправильно пацiєнтам пiд номерами 17 та 18.
Таким чином, похибка для не унiфiкованих даних складає 25%, а для унi-
фiкованих — 10%. Отже, при застосуваннi унiфiкацiї дiагностика дає бiльш
точний результат.
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STABILIZATION OF SOLUTIONS OF THE SYSTEM LINEAR
DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH SEMI-MARKOV
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I. A. Dzhalladova, M. Ruzickova

Abstract. In this paper consider the linear controllable systems
which defined differential equations with semi-Markov coefficients
and random transformation of solutions which occurred simultaneous
with jump semi-Markov process. Using equations for Lyapunov functi-
on we find minimal values for an functional. Finding necessary condi-
tion of optimal solutions, which reaches synthesis optimal control this
class system.

1. Statement of the problem
On probability bases (Ω,=,P,F ≡ {Ft, t ≥ 0}) consider the linear control

system
dX (t)

dt
= A (t, ξ (t))X (t) + B (t, ξ (t))U (t) (1)

with initial conditions X(0) = ϕ(ω) : Ω → Rn and semi-Markov coefficients
which defined intensities qαt (t) (α, k = 1, 2, ..., n) of transition from state
θk in state θα Supposed, that vectors U (t) belong set of control U. The function
qαt (t) (α, k = 1, 2, ..., n) satisfy condition:

qαk (t) ≥ 0;

∞∫

0

qk (t) dt = 1; qk (t) ≡
n∑

α=1

qαk (t) ,

On space C1(G)× U introduce functional

J =

∞∫

0

〈X∗ (t) Q (t, ξ (t))X (t) + U∗ (t) L (t, ξ (t))U (t)〉 dt, (2)

where Q (t, ξ (t)) and L (t, ξ (t)) symmetric positive defined matrix with semi-
Markov elements, which we called an quality criterion..

Definition 1. Vector
U (t) = S (t, ξ (t))X (t) , (3)

where S (t, ξ(t))-matrix with semi-Markov elements that minimizes an quality
criterion J(X,U) subject to (1) called of optimal control .

∗His research was done at support under NSP of Slovak Republic (№557) during
april 1 – 30, 2010.
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Introduced denoted

G (t, ξ(t)) ≡ A (t, ξ(t)) + B (t, ξ(t))B (t, ξ(t)) ,

H (t, ζ(t)) ≡ Q (t, ζ(t)) + S∗ (t, ζ(t))L (t, ζ(t))S (t, ζ(t)) ,

Obtained the system of linear differential equations
dX (t)

dt
= G (t, ξ (t))X (t) , (4)

Considering that finding values the functional

J =

∞∫

0

〈X∗ (t) H (t, ξ (t))X (t)〉 dt. (5)

Supposed also that every jump of random process ξ (t) in time tj solutions
of the system equations (4) have random transformation

X (tj + 0) = CskX (tj − 0) (s, k = 1, ..., n) ,

as conditions ξ (tj + 0) = θs, ξ (tj − 0) = θk.

Definition 2. Concept of semi-Markov functions a (t, ξ (t)) defined next.
Select this n difference determinant function ak (t) (k = 1, ..., n) at t ≥ 0. If
ξ (tj − 0) = θk, ξ (tj + 0) = θs (s, k = 1, ..., n), then at tj ≤ t < tj+1 functions
a (t, ξ (t)) have kind a (t, ξ (t) = θs) = as (t− tj).

Appling semi-Markov functions enablement using concept of stochastic
operators. Really semi-Markov functions a (t, ξ (t)) is operator from semi-Markov
processξ (t), because only definition of values t and ξ (t) not defined of value
semi-Markov functionsa (t, ξ (t)). You must also specify the function as (t) at
t ≥ 0 and the value of the jumptj , proceeding the moment of timet.

2. Auxiliary results: constructing lyapunovs function
Consider the systems of linear differential equations

dX (t)
dt

= A (t, ξ (t))X (t) , (6)

Introduce quadratic form

w (t, x, ξ (t)) = x∗B (t, ξ (t))x, B (t, ξ (t)) > 0,

where elements matrix B (t, ξ (t)) is semi-Markov process. For a defined matrix
B (t, ξ (t)) set n difference symmetric and positive defined at t ≥ 0 matrixBk (t)
(k = 1, ..., n). If at tj ≤ t < tj+1 holds equality ξ (t) = θs then

B (t, ξ (t)) = Bs (t− tj) (s = 1, ..., n) .

Finding of functional value

v =

∞∫

0

〈w (t,X (t) , ξ (t))〉 dt.
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For calculation that’s functional introduce particular Lyapunov functions

vk (x) =

∞∫

0

〈w (t,X (t) , ξ (t)) |X (t) = x, ξ (0) = θk 〉 dt (k = 1, ..., n) . (7)

If finding Lyapunov functions vk (x) = x∗Ckx (k = 1, ..., n), then value of functi-
onal v can find on formula

v =
∫

Em

n∑

k=1

vk (x) fk (0, x) dx =
n∑

k=1

∫

Em

Ck ◦ xx∗fk (0, x) dx =
n∑

k=1

Ck ◦Dk (0)

Theorem 1. Let for system equations (6) holds of next conditions: For that
zero solutions of system equations (6) was L2-stability, necessary and sufficient,
that holds one of next equivalent conditions:

1) The systems equations

Ck = Hk +

∞∫

0

n∑

s=1

qsk (t) N∗
k (t) C∗

skCsCskNk (t) dt (k = 1, ..., n) (8)

as Hk > 0 (k = 1, ..., n)have solutions Ck > 0 (k = 1, ..., n);
2) convergence method of sequences approximations

C
(j+1)
k = Hk +

∞∫

0

n∑

s=1

qsk (t) N∗
k (t) C∗

skC
(j)
s CskNk (t) dt,

C
(0)
k ≡ 0 (k = 1, ..., n; j = 0, 1, 2, ...) . (9)

For L2-stability of solutions (6) enough, to for some symmetric positive defi-
ned matrix Ck > 0 (k = 1, ..., n) holds inequalities

Ck −
∞∫

0

n∑

s=1

qsk (t) N∗
k (t) C∗

skCsCskNk (t) dt > 0 (k = 1, ..., n) . (10)

Proof. Constructing the system of equations which defined Lyapunov functions
vk (x) (k = 1, ..., n). Introduce auxiallary semi-Markov functions

uk (t, x) = 〈w (t,X (t) , ξ (t)) |X (0) = x, ξ (0) = θk 〉 (k = 1, ..., n) . (11)

Since as ξ (t) = θk (t ≥ 0) true equality

X (t) = Nk (t)x (X (0) = x) ,

Simultaneously with a jump ξ (t) occurred jump of solutions, то з формул (11)
finding equation

uk (t, x) = ψk (t) wk (t,Nk (t) x)+

+

t∫

0

n∑

s=1

qsk (τ) us (t− τ, CskNk (τ) x) dτ (k = 1, ..., n) . (12)
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Introduced denote

uk (t, x) ≡ x∗uk (t) x (k = 1, ..., n) , (13)

and finding for matrix uk (t) the system of integral equations

uk (t) = ψk (t) N∗
k (t) Bk (t) Nk (t)+

+

t∫

0

n∑

s=1

qsk (τ) N∗
k (τ)C∗

Skus (t− τ) CskNk (τ) dτ (k = 1, ..., n) . (14)

From formulas (7) and (11) obtained equations for matrix Ck (k = 1, ..., n)
and functions vk (x) (k = 1, ..., n):

Ck =

∞∫

0

uk (t) dt, vk (x) =

∞∫

0

uk (t, x) dt. (15)

Integrating the systems of equations (14), have systems of equations

Ck =

∞∫

0

ψk (t)N∗
k (t) Bk (t) Nk (t) dt+

+

∞∫

0

n∑

s=1

qsk (τ) N∗
k (τ) C∗

skCsCskNk (τ) dτ (k = 1, ..., n) . (16)

Similarly, integrating the systems equations (12), we find the systems equati-
ons for for the Lyapunov functions

vk (x) =

∞∫

0

ψk (t) wk (t,Nk (t) x) dt +

∞∫

0

n∑

s=1

qsk (t) vs (CskNk (t) x) dt.

Introduce denote

Hk ≡
∞∫

0

ψk (t) N∗
k (t) Bk (t) Nk (t) dt (k = 1, ..., n) .

If holds conditions

λ1E ≤ Bk (t) ≤ λ2E (λ1 > 0) ,

or equivalent conditions

λ1 ‖x‖2 ≤ x∗Bk (t) x ≤ λ2 ‖x‖2 (λ1 > 0) , (17)

then matrix Hk (k = 1, ..., n) symmetric and positive defined.
Writing the system equations (16) in kind

Ck = Hk +
n∑

s=1

L∗skCs (k = 1, ..., n) , (18)
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where we using denote (15). That system is conjugate to system equations (13).
Therefore existing positive defined solutions of system системи (18) Ck > 0
(k = 1, ..., n) equivalent existing positive defined solutions Bk > 0 (k = 1, ..., n)
and equivalents L2-stability solutions of equations (6). Simultaneous from exi-
st stochastic Lyapunovs function vk (x) (k = 1, ..., n) (7) follow L2-stability
of solutions the system equations (6), therefore from conditions (17) and the
convergence of the integral (15) implies the inequality

∞∫

0

〈w (t,X (t) , ξ (t))〉 dt ≥
∞∫

0

〈
‖X‖2

〉
dt.

Theorem is proved. ¤

Remark. For the system linear differential equations (6) with piecewise
constant coefficients in case when function w (t,X (t) , ξ (t)) have kind

w (t,X (t) , ξ (t)) = x∗B (ξ (t))x, Bk ≡ B (θk) (k = 1, ..., n) ,

the system equation (16) have kind

Ck =

∞∫

0

ψk (t) eA∗ktBke
Aktdt+

+

∞∫

0

n∑

s=1

qsk (t) eA∗ktC∗
skCsCske

Aktdt (k = 1, ..., n) . (19)

If semi-Markov process ξ (t) coincides with some Markov process then the
system equations (19) have kind

Ck =

∞∫

0

eakkteA∗ktBke
Aktdt +

∞∫

0

n∑

s = 1
s 6= k

aske
akkteA∗ktC∗

skCsCske
Aktdt

(k = 1, ..., n)

and its writing in next form :

Ck =

∞∫

0

eakkteA∗kt




Bk +
n∑

s = 1
s 6= k

askC
∗
skCsCsk



×

× eAkt (k = 1, ..., n) . (20)
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If convergence will be integrals, then the systems equations (20) is equivalents
to the system matrix equations

(Eakk + A∗k) Ck + CkAk + Bk +
n∑

s = 1
s 6= k

askC
∗
skCsCsk = 0 (k = 1, ..., n) ,

which can be written as

A∗kCk + CkAk + Bk +
n∑

s = 1
s 6= k

askC
∗
skCsCsk = 0 (k = 1, ..., n)

at Ckk = E (k = 1, ..., n). Theorem 1 can be used for investigating stability of
solutions of the systems (6).
Example. Let semi- Markov processξ (t), takes two states θ1 i θ2, coincides

with Markov process the set of system differential equations
dp1 (t)

dt
= −λp1 (t) + λp2 (t) ,

dp2 (t)
dt

= λp1 (t)− λp2 (t) .

Constructing the systems equations (19) for investigating L2 — stability of
solutions of differential equations

dx (t)
dt

= a (ξ (t))x (t) , a (θk) ≡ ak. (21)

The systems equations (19) takes forms

c1 = 1 +

∞∫

0

e2a2tλe−λtc2dt, c2 = 1 +

∞∫

0

e2a1tλe−λtc1dt

and have solutions

c1 =
(λ− a1) (λ− 2a2)
2a1a2 − λ (a1 + a2)

, c2 =
(λ− a2) (λ− 2a1)
2a1a2 − λ (a1 + a2)

.

At conditions c1 > 0 i c2 > 0 zero solutions of equations (21) L2-stability.
Let intensity of semi- Markov process ξ (t) satisfied condition

q11 (t) ≈ 0, q22 (t) ≈ 0, q21 (t)− λe−λt ≈ 0, q12 (t)− λe−λt ≈ 0.

Using the theorem 1, finding sufficient condition L2-stability of solutions of
equations (21):

1− c1

∞∫

0

q11 (t) e2a1tdt− c2

∞∫

0

(
q21 (t)− λe−λt

)
e2a2tdt > 0,

1− c1

∞∫

0

(
q12 (t)− λe−λt

)
e2a1tdt− c2

∞∫

0

q22 (t) e2a1tdt > 0.
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3. Auxiliary results: construction of optimal control for the
system of linear differential equation in determinante case

Consider in boundary area G deterministic systems of linear equations

dX (t)
dt

= A (t) X + B (t)U,X ∈ Rm, U ∈ Rl (22)

with initial conditions X(t) = x0. Assume that vector U (t) belong a control
set U. On space C1(G) × U set a quality criterion in the form of quadratic
functional

I (t) =
1
2

∞∫

0

[X∗ (τ) C (τ) X (τ) + U∗ (τ)D (τ) U (τ)] dτ,

C∗ (t) = C (t) , D∗ (t) = D (t) . (23)

Control

U (t) = S (t) X (t) , dimS (t) = l ×m, (24)
which reached a minimum quality criterion (23) is called optimal control .

Problems of optimization in finding optimal control (24) which is the set of
admissible controls U, or in fact in finding equation to determineS (t) ,
dimS (t) = l ×m.

Theorem 2. Let the system of equations (22) there exist an optimal control
(24). Then the optimal control synthesis of the equation керування визначає-
ться equations

S = −D−1 (t) B∗ (t)Ψ∗, Ψ∗ = K (t) X (t) ,

where matrix K (t) satisfying the equations Rikkati

dK (t)
dt

= −C (t)−K (t) A (t)−A∗ (t) K (t) + K∗ (t) B (t)D−1 (t) ·B∗ (t) K (t) .

Proof. Let the control in system (22) has the form (24), where matrix S (t)
unknown and at this control calculated the minimum value of the functional
(23)

v (t, X (t)) ≡ 1
2
X∗ (t) K (t) X (t) = min

S(t)
I (t) .

Introduce the row-vector

Ψ =
D v (t, x)

Dx
= X∗K (t) .

If known vectors X (t), then the minimum of functional (23) finding with a
formula

min
S(t)

I (t) =
1
2
Ψ (t) X (t) (τ ≥ t) ,
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using Pontryagin maximum principle [1,2]. This put Hamilton function [2]

H (t, x, U,Ψ) = Ψ (A (t) x + B (t) U) +
1
2

(x∗Cx + U∗DU) , U = Sx, (25)

And writing necessary condition for optimality

∂H

∂skj
= 0 (k = 1, . . . , l; j = 1, . . . , m) , (26)

where skj — elements of matrix S. To simplify the recording conditions (26),
introduce the matrix of derivatives of functions by elements of matrix S

DH

DS
=

∥∥∥∥
∂H

∂skj

∥∥∥∥ (k = 1, . . . , l; j = 1, . . . , m) ,

which will call for the derivative matrix S.
Using the concept of a scalar product of matrices of diminution N,S with

elementsvkj , skj (k = 1, . . . , l; j = 1, . . . , m) [3]

N ◦ S =
l∑

k=1

m∑

j=1

vkjskj

and its property [3]

D (N ◦ S)
DS

= N,

write a Hamilton function (25) as

H = ΨA (t) x +
1
2
x∗C (t) x + B∗ (t)Ψ∗x∗ ◦ S +

1
2
D (t) · Sxx∗ ◦ S. (27)

Differentiating matrix for matrix S obtained
DH

DS
= B∗ (t)Ψ∗x∗ + D (t) Sxx∗ = 0. (28)

Since the equality (28) holds for any values of х, then finding expression for
vector control

U = Sx = −D−1 (t) B∗ (t)Ψ∗ = −D−1 (t)B∗ (t) K (t) x.

Expected from the expression (27) matrix

S = −D−1 (t) B∗ (t)Ψ∗,

Obtained an expression for Hamiltonian function

H = ΨA (t) x +
1
2
x∗C (t)x− 1

2
ΨB (t) ·D−1 (t) B∗ (t)Ψ∗.

Canonical system of linear differential equations
dx

dt
=

DH

DΨ
,

dΨ
dt

= −DH

Dx
,

for x, Ψ have kind
dx

dt
= A (t) x−B (t)D−1 (t) B∗ (t)Ψ∗,

dΨ∗

dt
= −C (t) x−A∗ (t)Ψ∗. (29)
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To define matrix K (t) finding the integral manifolds for a system equations

Ψ∗ = K (t) X (t) . (30)

Differentiating the systems equations (30) by t with together system equati-
ons (29) and expected vector Ψ∗, obtained matrix differential equations (24).This
equations are known in literature as Riccati equations, for example [5,6].

Let finding solutions KT (t) of equations (24) which satisfied initial conditions

KT (T ) = 0 (T > 0) .

Matrix KT (t) determines from the minimum of functional

min
S(τ)

T∫

t

[X∗ (τ) C (τ) X (τ) + U∗ (τ)D (τ)U (τ)] dτ =

=
1
2
X∗ (t) KT (t) X (t) ,

where solutions K (t) of equations (24) finding from formula (26), and the
mininmum of functional (23) approximately finding from relation

K (t) = lim
T→+∞

KT (t) .

Remark 2. A similar results can be obtained from the Bellman equations
[7], which satisfied the function v (t, x)

min
S(t)

{
∂v (t, x)

∂t
+

Dv (t, x)
Dx

(A (t) + B (t) S (t))x +

+
1
2
x∗C (t) x +

1
2
x∗S∗ (t)D (t) S (t) x

}
= 0.

¤

4. Main results

Theorem 3. Let coefficients of the controllable system (1) is semi-Markov
function and defined next equality

dXk (t)
dt

= Gk (t) Xk (t) , Gk (t) ≡ Ak (t) + Bk (t) Sk (t) (k = 1, ..., n) (31)

Then set of optimal control is nonempty subset of space U, which coincide
with set of solutions systems equations

Us (t) = −L−1
s (t)B∗

s (t) Rs (t) Xs (t) (s = 1, ..., n) , (32)

28



I. A. DZHALLADOVA, M. RUZICKOVA

Where matrix Rs (t)defined from the system equations Riccati type

dRs (t)
dt

= −Qs (t)−A∗s (t) Rs (t)−Rs (t) As (t)+

+ Rs (t)Bs (t) L−1
s (t) B∗

s (t) Rs (t)− ψ′s (t)
ψs (t)

Rs (t)−

−
n∑

k=1

qks (t)
ψs (t)

C∗
ksRk (0)Cks (s = 1, ..., n) . (33)

Proof. Remember that at tj ≤ t < tj+1, ξ (t) = θs coefficiets the system equati-
ons (1), (4) and functionals (2), (5) next:

A (t, ξ (t)) = As (t− tj) , B (t, ξ (t)) = Bs (t− tj) ,

Q (t, ξ (t)) = Qs (t− tj) , L (t, ξ (t)) = Ls (t− tj) , S (t, ξ (t)) = Ss (t− tj) .

Analogously, we have

G (t, ξ (t)) = Gs (t− tj) ≡ As (t− tj) + Bs (t− tj) Ss (t− tj) ,

H (t, ξ (t)) = Hs (t− tj) ≡ Qs (t− tj) + S∗s (t− tj) Ls (t− tj) Ss (t− tj) .

For calculation functional (5) using formula

V =
n∑

k=1

Ck ◦Dk (0) =
n∑

k=1

∫

Em

vk (x) fk (0, x) dx, (34)

where vk (x) ≡ x∗Ckx (k = 1, ..., n) — particular Lyapunov’s functions

vk (x) ≡ x∗Ckx =

∞∫

0

〈X∗ (t) H (t, ξ (t))X (t) |X (0) =

= x, ξ (0) = θk〉 dt (k = 1, ..., n) . (35)

For particular Lyapunov’s function (35) finding expression

vk (x) ≡ x∗Ckx =

∞∫

0

(
X∗

k (t)

(
ψk (t) Qk (t) +

n∑

s=1

qsk (t)C∗
skCsCsk

)
×

× U∗
k (t) ψk (t) Lk (t) Uk (t)

)
dt (k = 1, ..., n) . (36)

Then systems equations (31) have kind

dXk (t)
dt

= Ak (t) Xk (t) + Bk (t) Uk (t) ,

Uk (t) ≡ Sk (t) Xk (t) (k = 1, ..., n) . (37)

Let for systems control (1) exist optimal control of kind (3), that no dependi-
ng from initial value X (0). From formula (34) follow, that optimal control
according minimal values of particular Lyapunov’s function vk (x) (k = 1, ..., n)
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(33). It also follow from the fact the functions vk (x) (k = 1, ..., n) are parti-
cular values functional (34). Finding the minimal values vk (x) (k = 1, ..., n) by
choosing optimal control Uk (x) is well studied problem, and the main results in
[5]. Significantly, that in expression in formula (36) all matrix Cs (s = 1, ..., n)
are constant, and hence, in solving optimization problem can be considered as
matrices of parameters.

Therefore, finding of optimal control (3) for systems (1) reduce to solutions n
problem of finding optimal control for deterministic system (37) for the systems
linear differential equations like (22). ¤

5. Other method of proof
Conduct independent proved of theorem 3. Finding optimal control U (t)

which reaches a minimum of quality criterion

x∗Cx =

T∫

0

(X∗ (t) QA) X (t) + U∗ (t) L (t) U (t))dt (38)

i introduce Lagrange function

I =

T∫

0

(X∗ (t) Q (t) X (t) + U∗ (t) L (t) U (t) + 2Y ∗ (t) ×

×
(

A (t) X (t) + B (t) U (t)− dX (t)
dt

))
dt,

where Y (t) - column-vector of Lagrange multiplies.
Equalizing to zero the firs variations of functional δIxi δIy obtained the

system of linear differential equations
dX (t)

dt
= A (t)X (t)−B (t) L−1 (t) B∗ (t) Y (t) ,

dY (t)
dt

= −Q (t) X (t)−A∗ (t) Y (t) . (39)

Then optimal control U (t) finding on formula

U (t) = −L−1 (t) B∗ (t) Y (t) , Y (T ) = 0.

For synthesis optimal control need finding integral manifolds of solutions
systems (39) of kind

Y (t) = K (t) X (t) , K (T ) = 0.

According to the theory of integral manifolds [12] finding for matrix K (t)
differential matrix equation Riccati type

dK (t)
dt

= −Q (t)−A∗ (t)K (t) A (t) + K (t) B (t) L−1 (t) B∗ (t) K (t) , (40)

Which integrating from time t = T to time t = 0 with initial conditions
K (T ) = 0.
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Then for obtained Lagrange functions receive expressions for optimal control

U (t) = −L−1 (t) B∗ (t) K (t) X (t) . (41)

Proved, that this

T∫

t

(X∗ (τ) Q (τ) X (τ) + U∗ (τ) L (τ) U (τ) τdτ) = X∗ (t) K (t) X (t) . (42)

Really, differentiating equality (42) by t obtained matrix equation

−X∗ (t) Q (t)X (t)− U∗ (t) L (t)U (t) = X∗ (t)
dK (t)

dt
X (t) + X∗ (t) K (t)×

× (A (t) X (t) + B (t) U (t)) + (X∗ (t) A∗ (t) + U∗ (t) B∗ (t))K (t) X (t) .

Expected U (t), obtained differential equation for K (t), which coincide with
(40). From positive defined matrix Q (t) , L (t) holds that matrix K (t) = K∗ (t)
at t < T . Therefore from equation (42) we have, that K (t) = 0, then from
equation (38) follow, that C = K (0). Using formula (40) i (41) to system
equations (36)with minimal functionals (37), finding expression for optimal
control

Us (t) = −ψ−1
s (t) L−1

s (t) B∗
s (t)Ks (t) Xs (t) (s = 1, ..., n) ,

where symmetric matrix Ks (t) satisfy at systems matrix differential equations

dKs (t)
dt

= −ψs (t)Qs (t)−A∗s (t)Ks (t)−
n∑

k=1

qks (t) C∗
ksCkCks+

+ Ks (t)Bs (t) ψ−1
s (t) L−1

s (t) Bs (t) Ks (t) (s = 1, ..., n) . (43)

Systems equations (37), (43) defined necessary condition of optimal solutions
of systems (2). This that matrix Sk (t) (k = 1, ..., n), which defined optimal
control, finding from the systems equations (36) and have form

Sk (t) = −ψ−1
k (t) L−1

k (t) B∗
k (t) Kk (t) (k = 1, ..., n) .

In the system equations (43) matrix Cs defined from equations

Cs = Ks (0) (s = 1, ..., n) .

Simplify the system equations (43), taking

Rs (t) = ψ−1
s Ks (t) , ψs (0) = 1, Cs = Rs (0) (s = 1, ..., n) .

Then systems equations (43) has of kind (33), а optimal control defined
formula (32).
Remark 3. If systems control (1) is determinant, then qks (t) ≡ 0, ψ′s (t) ≡ 0

(k, s = 1, ..., n) and systems equations (33) coincide with system equations like
Riccati (40).
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6. Particular case

Corollary.1 . Let systems control (1) has piecewise coefficiets:

dX (t)
dt

= A (ξ (t))X (t) + B (ξ (t))U (t) . (44)

Optimal control of kind

U (t) = S (t, ξ (t))X (t)

finding from condition minimal quadratics functional

V =

∞∫

0

〈X∗ (t) Q (ξ (t))X (t) + U∗ (t) L (ξ (t))U (t)〉 dt. (45)

Then at tj ≤ t < tj+1, ξ (t) = θk we have

S (t, ξ (t)) = Sk (t− tj) ,

where matrix Sk (t) (k = 1, ..., n) defined equation

Sk (t) = −L−1
k B∗

kRk (t) (k = 1, ..., n) , (46)

and matrix Rk (t) (k = 1, ..., n) is solutions of the systems equations Riccati
type:

dRk (t)
dt

= −Qk −A∗kRk (t)−Rk (t) Ak + Rk (t) BkL
−1
k B∗

kRk (t)−

− ψ′k (t)
ψk (t)

Rk (t)−
n∑

s=1

qsk (t)
ψk (t)

C∗
skRs (0)Csk (k = 1, ..., n) . (47)

Remark 4. Coefficiets systems equations (44) and functional (45) is a pi-
ecewise, but optimal control appears unsteady.
Corollary 2. Optimal control U (t) will be piecewise, тобто matrix Rk (t)

(k = 1, ..., n) in formulas (46) will be constant, if holds condition

ψ′k (t)
ψk (t)

= const,
qsk (t)
ψk (t)

= const (k, s = 1, ..., n) . (48)

Then systems equations (47) has of kind

Qk + A∗kRk + RkAk −RkBkL
−1
k B∗

kRk+

+
ψ′k (t)
ψk (t)

Rk +
n∑

s=1

qsk (t)
ψk (t)

C∗
skRkCsk = 0 (k = 1, ..., n) . (49)

That systems equations have constant solutions Rk (k = 1, ..., n), if holds
condition (48). If random process ξ (t) is Markov then condition (48) has of
kind

ψ′k (t)
ψk (t)

= akk = const,
qsk (t)
ψk (t)

= ask = const (k, s = 1, ..., n; s 6= k) ,
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systems equations (49) transform of kind

Qk + A∗kRk + RkAk −RkBkL
−1
k B∗

kRk +
n∑

s=1

askC
∗
skRsCsk = 0 (k = 1, ..., n)

with optimal control

U (t) = S (ξ (t))X (t) , S (θk) ≡ Sk, Sk = −L−1
k B∗

kRk (k = 1, ..., n) .

Corollary 3. Let non-Markov process ξ (t), не може перебувати у станi θs

понад час Ts > 0. Then systems equations (36) has of kind

vk (x) ≡ x∗Ckx =

Tk∫

0

(
X∗

k (t)

(
ψk (t) Qk (t) +

n∑

s=1

qsk (t) C∗
skCsCsk

)
×

×Xk (t) + U∗
k (t) ψk (t) Lk (t)Uk (t)) dt (k = 1, ..., n) ,

where in system equations (38)

Ks (Ts) = 0 (s = 1, ..., n) . (50)

Since as ψs (Ts) = 0 (s = 1, ..., n), then conditions (50) holds

Ks (t) = ψs (t) Rs (t) (s = 1, ..., n) .

As concrete examples finding matrix Ks (t) (s = 1, ..., n) reducing to integrati-
ng the systems of matrix differential equations (42) on interval [0, Ts] with ini-
tial conditions (50). Then every equation (42) can have a singular pointst = Ts,
therefore ψs (Ts) = 0 (s = 1, ..., n). If ψs (t)have in point t = Ts simple zero,
then from systems equations (42) finding necessary condition of boundary
matrix Rs (t) in singular points

ψ′s (Ts) Rs (Ts) +
n∑

k=1

qks (Ts)C∗
ksRs (0) Cks = 0 (s = 1, ..., n) .
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АВТОМАТИЧНЕ ВИЗНАЧЕННЯ ПАУЗ ТА ЗМЕНШЕННЯ
РIВНЯ ШУМУ В СИСТЕМI КОМП’ЮТЕРНОГО

СТЕНОГРАФУВАННЯ

О. С. Загваздiн

Резюме. У статтi розглядається пiдхiд до визначення пауз i
зменшення рiвня стороннiх шумiв у мовних голосових сигналах
в контекстi розробки системи комп’ютерного стенографування.
Запропоновано новий пiдхiд до визначення пауз а звуковому си-
гналi, що стабiльно працює у сигналах з нестацiонарним шумом.
Показано, як отримана за допомогою такого пiдходу iнформа-
цiя про паузи може бути використана для апроксимацiї шуму з
метою використання у методi спектрального вiднiмання.

1. Вступ.

У системi розподiленого комп’ютерного стенографування [1, 2] сегмента-
цiя вхiдного мовного голосового сигналу на короткi фрагменти, якi подаю-
ться на обробку операторам-стенографiстам вiдбувається за iнформацiєю
про паузи, наявнi у звуковому сигналi. Для того, щоб сегментацiя вiдбува-
лась точно i отриманi сегменти були рiвноцiнними та потрiбної довжини,
потрiбно визначати паузи у сигналi, зокрема, за умов, коли енергiя шу-
му i характер шуму, що заповнює дiлянки сигналу з паузами, змiнюється
(шум є нестацiонарним). Важливо щоб алгоритм визначення пауз не вима-
гав великих обчислювальних ресурсiв i мiг працювати в режимi близько-
му до реального часу. До того ж для збiльшення продуктивностi роботи
операторiв-стенографiстiв потрiбно пiдвищити якiсть вхiдного звукового
сигналу i зменшити рiвень впливу на нього стороннiх шумiв. Типово мовнi
голосовi звуковi сигнали, що використовуються при стенографуваннi ма-
ють характернi шуми, що походять вiд звукозаписуючого обладнання та
шуму оточуючого середовища. Рiвень спiввiдношення сигнал/шум є, за-
звичай невисоким, оскiльки для запису звуку можуть використовуватися
довiльнi, в тому числi i побутовi записуючi пристрої, i шуми можуть iсто-
тно впливати на зрозумiлiсть мови. Також, як показують експерименти,
типовi шуми, якi присутнi у таких сигналах можна вважати адитивними в
спектральнiй областi, i до них може бути використаний метод спектрально-
го вiднiмання. Для роботи такого методу необхiдна оцiнка спектру шуму,
характерного для дiлянки сигналу, що обробляється. У загальному випад-
ку його можна отримати з найближчої до поточної дiлянки сигналу, що
мiстить паузу, у припущеннi, що цi паузи у сигналi заповненi характерним
шумом.
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2. Постановка задачi та аналiз методiв її вирiшення
Отже задачу данного дослiдження можна сформулювати так: для обох

завдань — сегментацiї сигналу i зменшення рiвня стороннiх шумiв сторон-
нiх шумiв, треба побудувати алгоритм визначення пауз у вхiдному сигналi,
який зможе надiйно працювати в умовах нестацiонарного шуму i буде мати
невелику обчислювальну складнiсть. При цьому його можна реалiзувати на
звичайному комп’ютерному обладнаннi за умови, що вiн має працювати у
режимi майже реального часу.

Для сегментацiї сигналу за визначеними паузами iз заданою мiнiмаль-
ною довжиною сегменту достатньо за знайденими паузами визначити пози-
цiю паузи, найближчу до бажаної (за заданої умови, що довжина сегменту
повинна бути не менше деякого значення) паузу i там поставити границю
сегменту. Наступний сегмент починається з границi попереднього.

Розглянемо задачу зменшення рiвня стороннiх шумiв бiльш детально.
Нехай Y [n] — дискретне перетворення Фур’є вхiдного сигналу з шумом.
Тодi задача зменшення рiвня шуму при цифровiй обробцi сигналу — це
отримання оцiнки спектру сигналу, позбавленого стороннього шуму X[n]
зi спектру вхiдного сигналу Y [n]:

X̂[n] = f(Y [n]) (1)

Тут f(¦) — деяка функцiя, що очищує сигнал вiд стороннiх шумiв. Де-
тальнiше приклад такої функцiї буде розглянуто нижче.

У випадку адитивного шуму, фiльтр шуму можна задати як фiльтр Вай-
нера [3, 4], що мiнiмiзує середньо квадратичну похибку:

H(ω) =
SX(ω)

SX(ω) + SN (ω)
(2)

Тут SX(ω) — спектр сигналу, а SN (ω) — вiдповiдно, спектр шуму. Звiдси
функцiя фiльтрацiї сигналу вiд шуму для фрейму m може бути задана як:

f(Ym) =
SX(m)

SX(m) + SN (m)
Ym (3)

Вважаючи, що спектр шуму вiдомий, спектр очищеного вiд шуму сигна-
лу можна описати як:

SX(m) =
{
|Y (m)|2 − SN (m),
0,

|Y (m)|2 > SN (m)
else

(4)

Звiдси функцiя видалення шуму може бути задана у виглядi:

f(Y (m)) =

{
|Y (m)|2−SN (m)

|Y (m)|2 Y (m), |Y (m)|2 > SN (m)
0, else

(5)

Оцiнити спектр шуму в загальному випадку досить складно, особливо
у випадку нестацiонарного щуму, тобто шуму, який змiнюється з часом.
Якщо вважати, що дiлянки сигналу, де немає голосу мiстiть лише шум,
то за апроксимацiю спектру шуму можна взяти спектр сигналу в дiлянцi
сигналу, де немає голосу.
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Тобто задача визначення спектру щуму зводиться до визначення пауз
у голосовому сигналi i визначення їх спектру. Як вказано у роботi Hirsch
[5], «ця задача (визначення пауз у голосовому сигналi) є дуже складною
i в загальному сенсi не розв’язаною для реалiстичних ситуацiй зi змiнним
рiвнем шуму». На сьогоднiшнiй день iснує досить велика кiлькiсть алго-
ритмiв для визначення пауз у мовному потоцi, кожен з яких має певнi
переваги у швидкодiї, чутливостi, точностi чи обчислювальнiй складностi.
Розробленi алгоритми базуються на вiдстанi мiж коефiцiєнтами лiнiйного
передбачення Itakura [6], рiвнях енергiї, пiтчi, i частотi змiни знаку амплi-
туди сигналу (zero crossing rate) [7], кепстральних властивостях [8], тощо.
Деякi з цих алгоритмiв на сьогоднi успiшно використовуються, зокрема
у телекомунiкацiйних системах [9], проте, оскiльки бiльшiсть з них базу-
ється на стацiонарно визначеному пороговому рiвнi, що вiддiляє дiлянки
звукового сигналу де є пауза, якiсть визначення пауз такими алгоритмами
є не достатньо високою для сигналiв зi змiнним рiвнем шуму i невисоким
спiввiдношенням сигнал/шум.

Останнiм часом було розроблено досить багато адаптивних алгоритмiв,
що можуть адаптуватися до змiнного спiввiдношення сигнал/шум i можуть
впевнено визначати паузи у мовному сигналi з низьким спiввiдношенням
сигнал/шум. Так, в роботi [10] наводиться порiвняльний аналiз трьох алго-
ритмiв визначення пауз, що базуються на логарифмiчнiй енергiї сигналу i
порогових значеннях для енергiї дiлянок сигналу з голосовою активнiстю i
дiлянок сигналу лише з шумом (пауз). Показано, що точнiсть адаптивних
алгоритмiв, якi обраховують пороговi значення на кожному кроцi є вищою,
анiж алгоритму, де пороговi значення задано заздалегiдь, проте поведiнка
запропонованих алгоритмiв для сигналiв з реальним шумом не є достатньо
проiлюстрованою.

Один з достатньо точних пiдходiв до визначення пауз пропонують так
званi геометрично адаптивнi методи визначення порогової енергiї, що ба-
зуються на iмовiрнiсному розподiлi амплiтуди сигналу, а також комбiнацiї
класичних методiв визначення порогової енергiї з геометрично адаптивни-
ми. Проте такi алгоритми мають достатньо високу обчислювальну скла-
днiсть, що ускладнює їх використання у системах реального часу.

У бiльшостi класичних пiдходiв енергiя сигналу визначається логари-
фмiчно за спектральною енергiєю сигналу або за частотою змiни знаку
функцiєю амплiтуди сигналу, проте деякi автори пропонують використо-
вувати четвертого [11] порядку для визначення енергiї сигналу.

3. Визначення пауз i апроксимацiя шуму у голосовому
мовному сигналi

Для визначення пауз у голосовому мовному сигналi по сигналу проходи-
мо прямокутним вiкном довжиною 100 мс. таким чином, щоб кожне насту-
пне вiкно починалося на серединi попереднього. Тобто на кожному кроцi
алгоритму сигнал задається як:
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sk[i] =
{

s[i], 0.05 ∗D ∗ k ≤ i < 0.15 ∗D ∗ k
0, else

(6)

Тут D — частота дискретизацiї сигналу в Гц, а k — номер кроку алго-
ритму.

Вважаємо, що на дiлянцi сигналу тривалiстю 10 секунд має бути при-
наймнi одна пауза. Отже, на кожному кроцi алгоритму iнформацiя про
попереднi 10 с. звукового сигналу має бути врахована. Також вважаємо,
що енергiя сигналу у дiлянцi з паузою є меншою, нiж енергiя сигналу у
дiлянках, де присутня голосова активнiсть.

3.1. Визначення енергiї сигналу
Енергiю сигналу визначимо як дисперсiю амплiтуди сигналу у заданому

вiкнi:

Esk
=

1
N

N∑

i=1

sk[i]2 −
(

1
N

N∑

i=1

sk[i]

)2

. (7)

Можливiсть використання другого статистичного моменту в якостi мiри
енергiї сигналу показано в [11], а, отже, використання дисперсiї в якостi
мiри енергiї є розвитком пiдходу описаного в [11]. Дисперсiя в якостi мiри
енергiї сигналу має схожi властивостi до логарифмiчної енергiї i частоти
змiни знаку функцiєю амплiтуди, обчислювальна складнiсть для алгори-
тму обрахунку дисперсiї є невеликою i при високiй частотi дискретизацiї
кiлькiсть значень, що враховуються при обрахунку дисперсiї може буди
зменшена за рахунок iгнорування кожного другого значення амплiтуди
сигналу у вiкнi, що дозволяє зменшити обчислювальну складнiсть алго-
ритму ще бiльше без суттєвого погiршення точностi алгоритму. До того ж,
виходячи зi статистичних властивостей дисперсiї, вона характеризує вiд-
мiннiсть значень у вибiрцi, що для дiлянок сигналу з голосом має бути
вищою, нiж для дiлянок де присутнiй лише шум (пауз).

3.2. Визначення порогових значень для алгоритму
пошуку пауз

Як зазначається в роботi [12], при неперервному мовленнi в середньому
кожне 28 з 34 слiв має перед собою паузу тривалiстю >= 250 мс. Виходячи з
експериментальних даних, встановлено, що середня тривалiсть слова скла-
дає 0,25–1 с. Виходячи з цих даних, можна стверджувати, що на дiлянцi
сигналу тривалiстю 10 с. може бути в середньому 6–10 пауз. До того ж, як
вказано у [12] доросла людина в середньому робить 14 дихальних рухiв на
хвилину. Звiдси, на iнтервалi 10 с. людина робить принаймнi два вдохи, а
це значить, що на цiй дiлянцi буде принаймнi двi паузи для вдоху повiтря.
Враховуючи те, що при використаннi систем стенографування доводиться
мати справу з мовленням, швидшим за середню швидкiсть мовлення, тому
можна припустити, що на дiлянцi сигналу тривалiстю 10 с. буде присутня
принаймнi одна пауза, тривалiсть якої дозволить обчислити спектр сигналу
для використання у алгоритмi спектрального вiднiмання.
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Отже, перед початком роботи алгоритму аналiзуємо першi 10 секунд
мовного звукового сигналу. Для аналiзу проходимо по сигналу вiкнами (6)
i для кожного вiкна обраховуємо енергiю за формулою (7). Серед всiх вiкон
на данiй дiлянцi знаходимо вiкно, для якого значенння енергiї мiнiмальне.

Експериментально було встановлено, що у голосових сигналах, що вико-
ристовуються для стенографування, енергiя вокалiзованих i невокалiзова-
них дiлянок вiдрiзняється принаймнi в 4-6 разiв. Отже мiнiмальне значення
енергiї домножуємо на два i отримуємо стартове порогове значенння для
роботи алгоритму:

Et = 2 min(Esk
). (8)

Тут Esk
— енергiя сигналу для кожного з вiкон на першi 10 с. звучання,

тобто
k = 1, 2, ..., 200, (9)

враховуючи, що довжина вiкна — 100 мс i вiкна перекриваються на 50%.
Далi на кожному кроцi алгоритму порiвнюємо значення енергiї у вiкнi,

що аналiзується, з пороговим значенням i, якщо значення енергiї у вiкнi,
що аналiзується, менше, нiж порогове значення:

Esk
< Et, k = 1, 2, ..., 20 ∗ t, (10)

стверджуємо, що у данiй дiлянцi сигналу є пауза, де t — тривалiсть сигналу
в секундах.

Порогове значення уточнюється на кожному кроцi алгоритму, врахову-
ючи iнформацiю про попереднi 10 с. звучання сигналу: на кожному кроцi
алгоритму запам’ятовуємо у масивi значення енергiї для поточного вiкна,
i виключаємо з масиву найперше значення (що було включено в масив
ранiше за всi iншi). Аналогiчно першому кроку алгоритму, знаходимо мiнi-
мальне значення в масивi, домножуємо його на 2 i таким чином отримаємо
нове порогове значення.

4. Програмна реалiзацiя i експериментальна перевiрка

Запропонований алгоритм пошуку, а також метод спектрального вiднi-
мання для фiльтрацiї стороннiх шумiв було реалiзовано в рамках систе-
ми розподiленого комп’ютерного стенографування [1, 2]. При надходженнi
звукового сигналу на вхiд системи автоматично вiдбувається пошук па-
уз по всiй довжинi сигналу. Серед параметрiв системи заздалегiдь задано
мiнiмальну тривалiсть сегменту звукового сигналу, що як правило вiдпо-
вiдає 5–9 словам, якi оператор-стенографiст може легко запам’ятати, i вра-
ховуючи задану тривалiсть сегменту вiдбувається сегментацiя сигналу за
знайденими паузами. Одночасно iз пошуком пауз в сигналi вiдбувається
фiльтрацiя сигналу вiд стороннiх шумiв за допомогою методу спектраль-
ного вiднiмання. Така обробка сигналу (визначення пауз, фiльтрацiя вiд
шумiв, сегментацiя) проводиться одноразово, далi отриманий вихiдний си-
гнал зберiгається в системi, що виключає додаткове навантаження на си-
стему при повторному зверненнi до дiлянок сигналу, що особливо важливо
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пiд час розподiленого стенографування, коли швидкiсть отримання насту-
пного сегменту оператором є критичною.

Робота алгоритму визначення пауз i фiльтрацiї шумiв перевiрялась з
використанням системи розподiленого комп’ютерного стенографування на
записах фонограм засiдань спецiалiзованої вченої ради по захисту дисер-
тацiйних робiт Iнституту кiбернетики iм. В. М. Глушкова НАН України.
Такi записи характеризуються тим, що мовлення пiд час засiдання є до-
сить швидким, паузи — короткими, а їх кiлькiсть — порiвняно невеликою.
До того ж, спiввiдношення сигнал/шум у таких сигналах є невеликим за
рахунок того, що в сигналi присутнiй стороннi шуми вiд аудиторiї i шуми
вiд побутових звукозаписуючих пристроїв, якими створюються такi фоно-
грами, є також досить значними.

Для перевiрки роботи запропонованого адаптивного алгоритму визначе-
ння пауз було проведено два експерименти: один з використанням запропо-
нованого адаптивного алгоритму, а iнший — з використанням статичного
порогового значення, що було експериментально пiдiбрано перед початком
роботи алгоритму

Результати експерименту наведено в таблицi 1.

Таблиця 1. Результати експерименту з перевiрки алгоритму визначення
пауз у голосовому мовному сигналi

Алгоритм Реальна
кiлькiсть
пауз

Коректно
знайденi
паузи

Некоректно
знайденi
паузи

Пропущенi
паузи

Адапт. 17 14 4 3
Станд. 17 13 7 4

Змiну порогового значення при використаннi адаптивного алгоритму по-
казано на рис. 1, на рис. 2, проiлюстровано використання стандартного
алгоритму зi статичним значенням порогу.
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Рис 1. Змiнний порiг при використаннi адаптивного алгоритму
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Рис 2. Статичний порiг при використаннi стандартного алгоритму

Отже, використання адаптивного алгоритму з перерахунком порогового
значення дозволяє пiдвищити точнiсть визначення пауз порiвняно з алго-
ритмом, де використовується статичний порiг. Точнiсть роботи алгоритму,
наприклад, зменшення кiлькостi некоректно визначених пауз можна надалi
покращити, ввiвши обмеження, зокрема на тривалiсть паузи.

Перевiрка пiдходу до зменшення рiвня стороннiх шумiв за методом спе-
ктрального вiднiмання iз використанням iнформацiї про паузи, наявнi у
звуковому сигналi також проводилась на сигналах iз записами фонограм
засiдань вчених рад iнституту кiбернетики. На рис. 3 нижче наведено при-
клад осцилограми фрагменту сигналу iз шумом. На рис 4. наведено той
самий фрагмент, пiсля обробки його за допомогою алгоритму спектраль-
ного вiднiмання i апроксимацiєю спектру шуму за допомогою адаптивного
алгоритму визначення пауз, що наведено вище.

Для порiвняння до того самого сигналу було застосовано фiльтрацiю вiд
шуму за допомогою iнструменту Hiss Reduction пакету Adobe Audition iз
автоматичним визначенням шуму (рис. 5) i зi стандартними налаштуван-
нями (High hiss reduction, рис. 6). У першому випадку значно зменшилась
амплiтуда сигналу, порушилась неперервнiсть сигналу i появилась «шту-
чнiсть» при вiдтвореннi сигналу, що значно погiршує його зрозумiлiсть.
У другому випадку, при застосуваннi стандартних налаштувань, зрозумi-
лiсть сигналу вдалося покращити, i вдалося зменшити рiвень сторонньо-
го шуму, але не настiльки, як при використаннi запропонованого пiдходу.
Отже, проведенi експерименти показали, що за допомогою запропонова-
ного пiдходу можна достатньо точно визначати паузи у мовному сигналi,
i застосовувати iнформацiю про визначенi паузи для апроксимацiї шуму
в алгоритмах фiльтрацiї сигналу вiд стороннiх шумiв. Якiсть фiльтрацiї
сигналу при цьому є порiвнюваною (а в багатьох випадках i кращою) iз
iснуючими стандартними засобами.

5. Висновки
Запропонований алгоритм адаптивного визначення пауз дозволяє визна-

чати фрагменти сигналу, де мiститься лише шум в умовах нестацiонарного
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шуму з точнiстю, що дає можливiсть використовувати спектр фрагментiв
сигналу, де мiститься лише шум, для фiльтрацiї методом спектрального
вiднiмання. Застосування такого пiдходу дозволило пiдвищити продуктив-
нiсть як одиночної роботи операторiв-стенографiстiв, так i роботу групи
операторiв. Невисока обчислювальна складнiсть запропонованих пiдходiв
дозволяє використовувати такi пiдходи для створення стенограм в режимi
реального часу.

Рис 3. Сигнал зi стороннiм
шумом

Рис. 4. Сигнал зi зменшеним
рiвнем шуму за допомогою
запропонованого методу

Рис 5. Сигнал зi зменшеним
рiвнем шуму, оброблений в
пакетi Adobe Audition з

автоматичним визначенням
шуму

Рис 6. Cигнал зi зменшеним
рiвнем шуму, оброблений в
пакетi Adobe Audition зi

стандартними налаштуваннями

Серед недолiкiв описаного пiдходу до визначення пауз i фiльтрацiї вiд
стороннiх шумiв слiд вiдзначити:

1. Основним припущенням, з якого виходили пiд час розробки такого
пiдходу, було те, що паузи мiж словами заповненi лише шумом, ади-
тивним в спектральнiй областi. Насправдi, нерiдко зустрiчаються
випадки, коли в паузах мiж словами може бути присутня музика,
або шуми, що не є адитивними в спектральнiй областi.

2. Запропонований пiдхiд надiйно працює за умови, що енергiя шуму
є меншою вiд енергiї сигналу, що в деяких випадках може не мати
мiсця в реальних сигналах.

Незважаючи на зазначенi недолiки, запропонований пiдхiд надiйно пра-
цює в бiльшостi типiв сигналiв, якi звичайно використовуються в системах
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автоматизованого стенографування, навiть у досить сильно зашумлених
сигналах i сигналах з нестацiонарним шумом. Запропонованi пiдходи до-
повнюють iнструментарiй, що пропонується автоматизованою системою ком-
п’ютерного стенографування [1, 2] для пiдвищення продуктивностi роботи
операторiв-стенографiстiв для швидкого отримання стенограм в реальних
умовах.
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РАЗНОСТНЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ
ЗАДАЧИ ИДЕНТИФИКАЦИИ ДЛЯ ЛИНЕЙНОГО

НЕСТАЦИОНАРНОГО УРАВНЕНИЯ КВАЗИОПТИКИ

Н. С. Ибрагимов

Резюме. В данной работе изучается вопрос сходимости разност-
ного метода решения задачи идентификаци для линейного неста-
ционарного уравнения квазиоптики, возникающей при изучении
распространения световых волн в неоднородной среде. При этом
устанавливается оценка сходимости разностных аппроксимаций
по функционалу.

Введение

При численном решении задач идентификации для уравнения квази-
оптики, которые часто встречаются в нелинейной оптике при изучении
распространения световых волн в неоднородной среде [1], важное место
занимает вопрос сходимости разностного метода. С учетом этого в дан-
ной работе изучается вопрос сходимости разностного метода решения зада-
чи идентификаии для линейного нестационарного уравнения квазиоптики,
когда неизвестные коэффициенты ищутся в классе измеримых ограничен-
ных функций. Следует отметить ,что вопрос относительно задач иденти-
фикации для стационарного уравнения квазиоптики ранее изучены, на-
пример, в работах [2]–[9] и др. Ввиду того, что задача, изученная в этой
работе, отличается от ранее изученных, исследование вопроса сходимости
разностного метода решения рассматриваемой задачи представляет нема-
лый интерес.

1.Постановка и дискретизация задачи.

Пусть l > 0, T > 0, L > 0 — заданные числа, 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T,
0 ≤ z ≤ L, Ωt = (0, l)× (0, t), Ωz = (0, l)× (0, z), Ωtz = (0, l)× (0, t)× (0, z),
Ω = ΩTL; Ck([0, T ], B) — банахово пространство, состоящее из всех опре-
деленных и k ≥ 0 -раз непрерывно дифференцируемых функций на отрез-
ке [0, T ] со значениями в банаховом пространстве B; Lp(0, l) — лебегово
пространство функций, суммируемых на отрезке [0, l] со степенью p ≥ 1;
W k

p (0, l), W k,m
p (ΩL), W k,m

p (ΩT ), p≥1, k≥0, m≥0 — соболевы пространства,
которые определены, например, в [10]; W 0,1,1

2 (Ω) — гильбертово пространс-
тво, состоящее из всех элементов u=u(x, t, z) из L2(Ω), имеющих обобщен-
ные производные ∂u

∂t ,
∂u
∂z ∈ L2(Ω), скалярное произведение и норма в нем
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определяются в виде:

(u1, u2)W 0,1,1
2 (Ω)

=
∫

Ω

(
u1u2 +

∂u1

∂t

∂u2

∂t
+

∂u1

∂z

∂u2

∂z

)
dxdtdz,

‖u‖
W 0,1,1

2 (Ω)
=

√
(u, u)

W 0,1,1
2 (Ω)

;

W 2,0,0
2 (Ω) — гильбертово пространство, состоящее из всех элементов

u = u(x, t, z) пространства L2(Ω), имеющих обобщенные производные ∂u
∂x ,

∂2u
∂x2 ∈ L2(Ω). Скалярное произведение и норма в нем определяются в виде:

(u1, u2)W 2,0,0
2 (Ω)

=
∫

Ω

(
u1u2 +

∂u1

∂x

∂u2

∂x
+

∂2u1

∂x2

∂2u2

∂x2

)
dxdtdz,

‖u‖
W 2,0,0

2 (Ω)
=

√
(u, u)

W 2,0,0
2 (Ω)

;

W 2,1,1
2 (Ω) ≡ W 2,0,0

2 (Ω)∩W 0,1,1
2 (Ω);

◦
W

2,1,1
2 (Ω) — подпространство пространст-

ва W 2,1,1
2 (Ω), элементы которого обращаются в нуль на концах отрезка [0, l]

для (t, z) ∈ Q ≡ (o, T ) × (0, L); символ
◦
∀ означает, что данное свойство

имеет место для почти всех значений переменной величины. Ниже всю-
ду постоянные, не зависящие от оцениваемых величин, обозначим через
cj , j = 0, 1, 2, . . ..

Рассмотрим задачу идентификации о минимизации функционала:

J(v) = β0‖ψ(., T, .)− y0‖2
L2(ΩL) + β1‖ψ(., ., L)− y1‖2

L2(ΩT ) (1)

на V ≡
{

v=(v0, v1) : vm∈L2(0, l), 0 ≤ vm(x) ≤ bm,
◦
∀ x∈(0, l), m = 0, 1

}
при

условиях:

i
∂ψ

∂t
+ ia0

∂ψ

∂z
− a1

∂2ψ

∂x2
+ a(x)ψ + v0(x)ψ + iv1(x)ψ = f(x, t, z),

(x, t, z) ∈ Ω, (2)

ψ(x, 0, z) = ϕ0(x, z), (x, z) ∈ ΩL, ψ(x, t, 0) = ϕ1(x, t), (x, t) ∈ ΩT , (3)

ψ(0, t, z) = ψ(l, t, z) = 0, (t, z) ∈ Q, (4)
где i =

√−1 — мнимая единица, a0 > 0, a1 > 0, bm > 0, m = 0, 1 — заданные
числа, β0 ≥ 0, β1 ≥ 0 — заданные числа, такие, что β0 + β1 6= 0, a(x)
— заданная измеримая вещественнозначная функция, удовлетворяющая
условию:

0 ≤ a(x) ≤ µ0,
◦
∀ x ∈ (0, l), µ0 = const > 0; (5)

ϕ0(x, z), ϕ1(x, t), f(x, t, z), y0(x, z), y1(x, t) — заданные комплекснозначные
измеримые функции, удовлетворяющие условиям:

ϕ0 ∈
◦

W
2,1
2 (ΩL), ϕ1 ∈

◦
W

2,1
2 (ΩT ), f ∈ W 0,1,1

2 (Ω),

y0 ∈ W 1,1
2 (ΩL), y1 ∈ W 1,1

2 (ΩT ). (6)
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При каждом v ∈ V задачу об определении функции ψ = ψ(x, t, z) ≡
ψ(x, t, z; v) из условий (2)–(4) будем называть прямой задачей для линей-
ного нестационарного уравнения квазиоптики (2). Под решением прямой
задачи будем понимать почти всюду решение из пространства

◦
W

2,1,1
2 (Ω).

Используя метод Галеркина, можно установить справедливость утвержде-
ния:

Теорема 1. Пусть функции a(x), ϕ0(x, z), ϕ1(x, t), f(x, t, z) удовлетворяют
условиям (5), (6). Тогда при каждом v ∈ V прямая задача (2)–(4) имеет
единственное почти всюду решение и справедлива оценка:

‖ψ‖2
◦

W
2,1,1
2 (Ω)

≤ c0

(
‖ϕ0‖2

◦
W

2,1
2 (ΩL)

+ ‖ϕ1‖2
◦

W
2,1
2 (ΩT )

+ ‖f‖2
W 0,1,1

2 (Ω)

)
. (7)

Наряду с этой теоремой, используя методику работ [5], [11], можно до-
казать, что задача идентификации (1)–(4) имеет хотя бы одно решение.

Рассмотрим разностную аппроксимацию задачи идентификации (1)–(4).
С этой целью область Ω = [0, l]×[0, T ]×[0, L] заменим последовательностью
сеток:

{(xj , tk, zp)n}, xj = jhn − hn

2
, j = 1,Mn − 1,

x0 = x1 − hn

2
= 0, xMn = xMn−1 +

hn

2
= l,

tk = kτn, k = 0, Nn, zp = pθn, p = 0, Zn,

hn =
l

Mn − 1
, τn =

T

Nn
, θn =

L

Zn
, n = 1, 2, ... .

Пусть M = Mn, N = Nn, Z = Zn, h = hn, τ = τn, θ = θn,

δt̄Φ
p
jk =

Φp
jk − Φp

jk−1

τ
, δz̄Φ

p
jk =

Φp
jk − Φp−1

jk

θ
,

δx̄Φp
jk =

Φp
jk − Φp

j−1k

h
, δx̄xΦp

jk =
Φp

j+1k − 2Φp
jk + Φp

j−1k

h2
,

δx̄Φp
1k = 2

Φp
1k − Φp

0k

h
, δx̄Φp

Mk = 2
Φp

Mk − Φp
M−1k

h
.

При каждом n ≥ 1 рассмотрим задачу о минимизации функции:

In([v]n) = β0θh
Z∑

p=1

M−1∑

j=1

|Φp
jN − yp

0j |2 + β1τh
N∑

k=1

M−1∑

j=1

|ΦZ
jk − yk

1j |2 (8)

на Vn ≡ {[v]n = ([v0]n, [v1]n) : [vm]n = (vm1, vm2, ..., vmM−1), 0 ≤ vmj ≤ bm,

j = 1,M − 1,m = 0, 1
}
при условиях:

iδt̄Φ
p
jk + ia0δz̄Φ

p
jk − a1δx̄xΦp

jk + ajΦp
jk + v0jΦ

p
jk + iv1jΦ

p
jk =

= fp
jk, j = 1,M − 1, k = 1, N, p = 1, Z, (9)

Φp
j0 = ϕp

0j , j = 0,M, p = 1, Z, Φ0
jk = ϕk

1j , j = 0,M, k = 1, N, (10)

Φp
0k = Φp

Mk = 0, k = 1, N, p = 1, Z, (11)
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где сеточные функции aj , ϕp
0j , ϕ

k
1j , y

p
1j , y

k
1j , f

p
jk определены формулами:

aj =
1
h

xj+h/2∫

xj−h/2

a(x)dx, j = 1,M − 1, (12)

ϕp
0j =

1
θh

zp∫

zp−1

xj+h/2∫

xj−h/2

ϕ0(x, z)dxdz, j = 1,M−1, p = 1,Z,

ϕp
00=ϕp

0M = 0, p = 1,Z, (13)

ϕk
1j =

1
τh

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

ϕ1(x, t)dxdt, j = 1,M − 1, k = 1, N,

ϕk
10 = ϕk

1M = 0, k = 1, N, (14)

yp
0j =

1
θh

zp∫

zp−1

xj+h/2∫

xj−h/2

y0(x, z)dxdz, j = 1,M − 1, p = 1, Z, (15)

yk
1j =

1
τh

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

y1(x, t)dxdt, j = 1,M − 1, k = 1, N, (16)

fp
jk =

1
θτh

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

f(x, t, z)dxdtdz,

j = 1,M − 1, k = 1, N, p = 1, Z. (17)

С помощью метода сумматорных тождеств для решения разностной схе-
мы (9)–(11) можем доказать следующее утверждение:

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда для любого
[v]n ∈ Vn для решения разностной схемы (9)–(11) справедлива оценка:

θh
Z∑

p=1

M−1∑

j=1

|Φp
jm|2 + τh

N∑

k=1

M−1∑

j=1

|Φq
jk|2 ≤

≤ c1


θh

Z∑

p=1

M−1∑

j=1

|ϕp
0j |2 + τh

N∑

k=1

M−1∑

j=1

|ϕk
1j |2 + θτh

Z∑

p=1

N∑

k=1

M−1∑

j=1

|fp
jk|2


 , (18)

∀m ∈ {1, 2, ..., N}, ∀q ∈ {1, 2, ..., Z}.
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Отметим, что ввиду линейности уравнения (2) оценка (18) определяет и
оценку устойчивости для решения разностной схемы (9)–(11).

2. Погрешность аппроксимации разностной схемы.

Теперь изучим погрешность аппроксимации разностной схемы (9)–(11).
С этой целью рассмотрим следующую систему:

iδt̄W
p
jk + ia0δz̄W

p
jk − a1δx̄xW p

jk + ajW p
jk + v0jW

p
jk + iv1jW

p
jk =

= F p
jk, j = 1,M − 1, k = 1, N, p = 1, Z, (19)

W p
j0 = 0, j = 0,M, p = 1, Z,W 0

jk = 0, j = 0,M, k = 1, N, (20)

W p
0k = W p

Mk = 0, k = 1, N, p = 1, Z, (21)

где сеточная функция F p
jk определяется формулой:

F p
jk =

1
θτh

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

(
i
∂ψ

∂t
+ ia0

∂ψ

∂z
−

−a1
∂2ψ

∂x2
+ a(x)ψ + v0(x)ψ + iv1(x)ψ

)
dxdtdz− (22)

−iδt̄ψ
p
jk − ia0δz̄ψ

p
jk + a1δx̄xψp

jk − ajψp
jk − v0jψ

p
jk − iv1jψ

p
jk,

j = 1,M − 1, k = 1, N, p = 1, Z, W p
jk = Φp

jk−ψp
jk, Φp

jk — решение разностной
схемы (9)–(11), а ψp

jk определяется в следующем виде:

ψp
jk =

1
θτh

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

ψ(x, t, z)dxdtdz, j = 1,M − 1, k = 1, N, p = 1, Z,

ψp
j0 = ϕp

0j , j = 0, M, p = 1, Z, ψ0
jk = ϕk

1j , j = 0, M, k = 1, N, (23)

ψp
0k = ψp

Mk = 0, k = 1, N, p = 1, Z.

Пусть оператор Qn = Qn(v) на множестве V определяется формулой:

Qn(v) = ([w0]n, [w1]n) = (w01, ..., w0M−1, w11, ..., w1M−1), (24)

wmj =
1
h

xj+h/2∫

xj−h/2

vm(x)dx, j = 1,M − 1, m = 0, 1.

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда справедлива оцен-
ка:

θh
Z∑

p=1

M−1∑

j=1

|W p
jm|2 + τh

N∑

k=1

M−1∑

j=1

|W q
jk|2 ≤ c2

(
βθ

τh + ‖Qn(v)− [v]n‖2
)

(25)
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для ∀m ∈ {1, 2, ..., N}, ∀q ∈ {1, 2, ..., Z}, где βθ
τh > 0, βθ

τh → 0 при θ → 0,
τ → 0, h → 0;

‖Qn(v)− [v]n‖2 = h
M−1∑

j=1

1∑

m=0

|wmj − vmj |2. (26)

Доказательство. Используя методику доказательства оценки (18), имеем:

θh

Z∑

p=1

M−1∑

j=1

|W p
jm|2 + τh

N∑

k=1

M−1∑

j=1

|W q
jk|2 ≤ c3θτh

Z∑

p=1

N∑

k=1

M−1∑

j=1

|F p
jk|2 (27)

∀m ∈ {1, 2, ..., N}, ∀q ∈ {1, 2, ..., Z}. Сеточную функцию F p
jk представим в

виде:

F p
jk = F p1

jk + F p2
jk + F p3

jk + F p4
jk + F p5

jk + F p6
jk ,

j = 1,M−1, k = 1,N, p = 1,Z, (28)

где

F p1
jk =

1
θτh

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

i
∂ψ(x, t, z)

∂t
dxdtdz − iδt̄ψ

p
jk, (29)

F p2
jk =

1
θτh

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

ia0
∂ψ(x, t, z)

∂z
dxdtdz − ia0δz̄ψ

p
jk, (30)

F p3
jk = − 1

θτh

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

a1
∂2ψ(x, t, z)

∂x2
dxdtdz + a1δx̄xψp

jk, (31)

F p4
jk =

1
θτh

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

a(x)ψ(x, t, z)dxdtdz − ajψp
jk, (32)

F p5
jk =

1
θτh

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

v0(x)ψ(x, t, z)dxdtdz − v0jψ
p
jk, (33)

F p6
jk =

1
θτh

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

iv1(x)ψ(x, t, z)dxdtdz − iv1jψ
p
jk, (34)
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j = 1,M−1, k = 1,N, p = 1,Z. С помощью формул (23) для ψp
jk из (29)

имеем:

F p1
jk =

i

θτ2h

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

0∫

−τ

[
∂ψ(x, t, z)

∂t
− ∂ψ(x, t + γ, z)

∂t

]
dγdxdtdz,

j = 1,M − 1, k = 2, N, p = 1, Z.

Отсюда, применяя неравенство Коши-Буняковского, получим неравенство:

|F p1
jk |2≤

i

θτ2h

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

0∫

−τ

∣∣∣∣
∂ψ(x, t, z)

∂t
− ∂ψ(x, t + γ, z)

∂t

∣∣∣∣
2

dγdxdtdz (35)

для j = 1,M − 1, k = 2, N, p = 1, Z. При k = 1 имеем:

F p1
j1 =

i

θτh

zp∫

zp−1

t1∫

t0

xj+h/2∫

xj−h/2

∂ψ(x, t, z)
∂t

dxdtdz−

− i

θτ2h

zp∫

zp−1

t1∫

t0

xj+h/2∫

xj−h/2

t∫

t0

∂ψ(x, γ, z)
∂γ

dγdxdtdz.

Из этого нетрудно получить неравенство:

|F p1
j1 |2 ≤

4
θτh

zp∫

zp−1

t1∫

t0

xj+h/2∫

xj−h/2

∣∣∣∣
∂ψ(x, t, z)

∂t

∣∣∣∣
2

dxdtdz, j = 1,M−1, p = 1, Z. (36)

Действуя аналогично, как при получении (35), (36), из формулы (30) име-
ем:

|F p2
jk |2≤

a2
0

θ2τh

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

0∫

−θ

∣∣∣∣
∂ψ(x, t, z)

∂z
− ∂ψ(x, t, z + η)

∂z

∣∣∣∣
2

dηdxdtdz,

j = 1,M − 1, k = 1, N, p = 2, Z, (37)

|F 12
jk |2 ≤

4a2
0

θτh

z1∫

z0

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

∣∣∣∣
∂ψ(x, t, z)

∂z

∣∣∣∣
2

dxdtdz, j = 1,M−1, k = 1,N. (38)

Используя формулу (31) для F p3
jk , j = 2,M−2, k = 1,N, p = 1,Z и форму-

лу для сеточной функции ψp
jk из (23), нетрудно получить справедливость
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равенства:

F p3
jk = − 1

θτh3

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

h∫

0

0∫

−h

a1

[
∂2ψ(x, t, z)

∂x2
−

−∂2ψ(x + ξ + β, t + γ, z)
∂x2

]
dβdξdxdtdz.

Отсюда с помощью неравенства Коши-Буняковского имеем:

|F p3
jk |2 ≤

a2
1

θτh3

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

h∫

0

0∫

−h

∣∣∣∣
∂2ψ(x, t, z)

∂x2
−

−∂2ψ(x + ξ + β, t, z)
∂x2

∣∣∣∣ dβdξdxdtdz, (39)

j =2,M−2, k=1,N, p=1,Z. Теперь оценим F p3
1k , k=1,N, p=1,Z. С помощью

формулы (31) при j = 1 получим следующее равенство:

F p3
1k = − a1

θτh3

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

x1+h/2∫

x1−h/2

x+h∫

x

x1+h/2∫

ξ

∂2ψ(β, t, z)
∂β2

dβdξdxdtdz+

+
2a1

θτh3

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

x1+h/2∫

x1−h/2

x∫

x1−h/2

ξ∫

x1−h/2

∂2ψ(β, t, z)
∂β2

dβdξdxdtdz, k=1,N, p=1,Z.

Из этого равенства с помощью неравенства Коши-Буняковского имеем:

|F p3
1k |2 ≤

16a2
1

θτh

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

x1+h/2∫

x1−h/2

∣∣∣∣
∂2ψ(x, t, z)

∂x2

∣∣∣∣
2

dxdtdz, k=1,N, p=1,Z. (40)

Аналогично этому неравенству из формулы (31) при j=M−1 получим:

|F p3
M−1k|2≤

16a2
1

θτh

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

xM−1+h/2∫

xM−1−h/2

∣∣∣∣
∂2ψ(x, t, z)

∂x2

∣∣∣∣
2

dxdtdz, k=1,N, p=1,Z. (41)

Теперь оценим F p4
jk , j = 1, M − 1, k = 1, N, p = 1, Z. С помощью формул

(12), (23) из (32) получим следующее равенство:

F p4
jk =

1
θτh

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

a(x)(ψ(x, t, z)− ψp
jk)dxdtdz,

j = 1,M − 1, k = 1, N, p = 1, Z. (42)
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С помощью формулы (23) получим следующее равенство:

ψ(x, t, z)− ψp
jk =

1
θτh

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2




x∫

ξ

∂ψ(β, t, z)
∂β

dβ+

+

t∫

γ

∂ψ(ξ, α, z)
∂α

dα +

z∫

η

∂ψ(ξ, γ, χ)
∂χ

dχ


 dξdγdη, (43)

j = 1,M − 1, k = 1, N, p = 1, Z. С учетом этой формулы из (42) при условии
(5) имеем:

|F p4
jk |2 ≤

3µ2
0h

θτ

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

∣∣∣∣
∂ψ(β, t, z)

∂β

∣∣∣∣
2

dβdtdz+

+
3µ2

0τ

θh

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

∣∣∣∣
∂ψ(ξ, α, z)

∂α

∣∣∣∣
2

dξdαdz+

+
3µ2

0θ

τh

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

∣∣∣∣
∂ψ(ξ, γ, χ)

∂χ

∣∣∣∣
2

dξdγdχ, (44)

j =1,M−1, k =1,N, p=1,Z. Используя (23), (24), из (33) получим следую-
щее равенство:

F p5
jk = ψp

jk(w0j − v0j) +
1

θτh

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

v0(x)(ψ(x, t, z)− ψp
jk)dxdtdz,

j =1, M−1, k=1,N, p=1,Z.

Отсюда с помощью формулы (43) и условия 0 ≤ v0j ≤ b0, j = 1,M−1
получим:

|F p5
jk |2≤2|ψp

jk|2|w0j − v0j |2+6b2
0h

θτ

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

∣∣∣∣
∂ψ(β, t, z)

∂β

∣∣∣∣
2

dβdtdz+

+
6b2

0τ

θh

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

∣∣∣∣
∂ψ(ξ, α, z)

∂α

∣∣∣∣
2

dξdαdz+

+
6b2

0θ

τh

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

∣∣∣∣
∂ψ(ξ, γ, χ)

∂χ

∣∣∣∣
2

dξdγdχ, (45)
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j =1,M−1, k=1,N, p=1,Z. Аналогично этому из (34) имеем:

|F p6
jk |2≤2|ψp

jk|2|w1j − v1j |2+6b2
1h

θτ

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

∣∣∣∣
∂ψ(β, t, z)

∂β

∣∣∣∣
2

dβdtdz+

+
6b2

1τ

θh

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

∣∣∣∣
∂ψ(ξ, α, z)

∂α

∣∣∣∣
2

dξdαdz+

+
6b2

1θ

τh

zp∫

zp−1

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

∣∣∣∣
∂ψ(ξ, γ, χ)

∂χ

∣∣∣∣
2

dξdγdχ, (46)

j = 1,M−1, k = 1,N, p = 1,Z. Используя теорему Фубини (см. [12]) из (35)
получим следующее неравенство:

θτh
Z∑

p=1

N∑

k=2

M−1∑

j=1

|F p1
jk |2 ≤

≤ 1
τ

0∫

−τ




∫

Ω

∣∣∣∣
∂ψ(x, t, z)

∂t
− ∂ψ(x, t + γ, z)

∂t

∣∣∣∣
2

dxdtdz


 dγ. (47)

Согласно теореме о непрерывности в среднем ∀ε>0 найдется δ>0, что
∫

Ω

∣∣∣∣
∂ψ(x, t, z)

∂t
− ∂ψ(x, t + γ, z)

∂t

∣∣∣∣
2

dxdtdz < ε,

если только |γ| ≤ τ < δ. Поэтому для таких τ из (47) получим неравенство:

θτh

Z∑

p=1

N∑

k=2

M−1∑

j=1

|F p1
jk |2 ≤ ω0τ , (48)

где ω0τ > 0, ω0τ → 0 при τ → 0. Кроме того, из (36) имеем:

θτh
Z∑

p=1

M−1∑

j=1

|F p1
j1 |2 ≤ 4

τ∫

0

∥∥∥∥
∂ψ(., t, .)

∂t

∥∥∥∥
2

L2(ΩL)

dt.

Отсюда в силу абсолютной непрерывности интеграла получим:

θτh
Z∑

p=1

M−1∑

j=1

|F p1
j1 |2 ≤ ω̃0τ , (49)

где ω̃0τ > 0, ω̃0τ → 0 при τ → 0. Суммируя (48) и (49), имеем:

θτh
Z∑

p=1

N∑

k=1

M−1∑

j=1

|F p1
jk |2 ≤ ω1τ , (50)
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где ω1τ = ω0τ + ω̃0τ . Аналогично получению этого, из (37)–(41) получим:

θτh

Z∑

p=1

N∑

k=1

M−1∑

j=1

|F p2
jk |2 ≤ ω2θ, (51)

θτh
Z∑

p=1

N∑

k=1

M−1∑

j=1

|F p3
jk |2 ≤ ω3h, (52)

где ω2θ > 0, ω2θ → 0 при θ → 0; ω3h > 0, ω3h → 0 при h → 0. В силу оценки
(7) из неравенства (44) получим:

θτh
Z∑

p=1

N∑

k=1

M−1∑

j=1

|F p4
jk |2 ≤ c4(h2 + τ2 + θ2). (53)

Из неравенства (45) с помощью оценки (7) имеем:

θτh

Z∑

p=1

N∑

k=1

M−1∑

j=1

|F p5
jk |2 ≤ c5(h2 + τ2 + θ2)+

+2θτh
Z∑

p=1

N∑

k=1

M−1∑

j=1

|ψp
jk|2|w0j − v0j |2. (54)

Ясно, что имеет место неравенство:

θτh
Z∑

p=1

N∑

k=1

M−1∑

j=1

|ψp
jk|2|w0j − v0j |2 ≤

≤ max
1≤j≤M−1


θτ

Z∑

p=1

N∑

k=1

|ψp
jk|2





h

M−1∑

j=1

|w0j − v0j |2

 . (55)

С помощью формулы (22) имеем:

θτ
Z∑

p=1

N∑

k=1

|ψp
jk|2 ≤

1
h

xj+h/2∫

xj−h/2

‖ψ(x, ., .)‖2
L2(D)dx ≤

≤ max
x∈[0,l]

‖ψ(x, ., .)‖2
L2(Q), ∀j ∈ {1, 2, ..., M − 1}. (56)

Используя вложение C0([0, l], L2(Q)) в пространство
◦

W
2,1,1
2 (Ω) и оценку

(7), из (56) получим справедливость оценки:

max
1≤j≤M−1


θτ

Z∑

p=1

N∑

k=1

|ψp
jk|2


 ≤ c6.

С учетом этого и неравенства (55) из (54) имеем:

θτh
Z∑

p=1

N∑

k=1

M−1∑

j=1

|F p5
jk |2 ≤ c5(h2 + τ2 + θ2) + c7h

M−1∑

j=1

|w0j − v0j |2. (57)

54



Н. С. ИБРАГИМОВ

Аналогично получению этой оценки, из неравенства (46) получим справе-
дливость оценки:

θτh

Z∑

p=1

N∑

k=1

M−1∑

j=1

|F p6
jk |2 ≤ c8(h2 + τ2 + θ2) + c9h

M−1∑

j=1

|w1j − v1j |2. (58)

Таким образом, в силу оценок (50)–(53), (57), (58) и формул (26), (28) из
оценки (27) получим:

θh
Z∑

p=1

M−1∑

j=1

|W p
jm|2 + τh

N∑

k=1

M−1∑

j=1

|W q
jk|2 ≤

≤ c10(ω1τ + ω2θ + ω3h + h2 + τ2 + θ2 + ‖Qn(v)− [v]n‖2).

Если в этом примем обозначение βθ
τh = ω1τ + ω2θ + ω3h + h2 + τ2 + θ2 и

c2 = c10, то получим утверждение теоремы. Теорема 3 доказана. ¤

3. Сходимость разностных аппроксимаций по функционалу.

Теперь установим сходимость разностных аппроксимаций по функцио-
налу.

Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3 и условие согласования
шагов сетки: c11 ≤ τ

h2 ≤ c12, c13 ≤ θ
h2 ≤ c14. Пусть, кроме того, фун-

кции y0(x, z), y1(x, t) удовлетворяют условиям (6). Тогда для ∀v ∈ V и
∀[v]n ∈ Vn имеет место:

|J(v)− In([v]n)| ≤ c15

(√
β̃θ

τh + ‖Qn(v)− [v]n‖
)

, n = 1, 2, ..., (59)

где β̃θ
τh > 0, β̃θ

τh → 0 при θ → 0, τ → 0, h → 0.

Доказательство. С помощью формул (1), (8) и оценок (7), (18) имеем:

|J(v)− In([v]n)| ≤

≤ c16







Z∑

p=1

N∑

k=1

zp∫

zp−1

xj+h/2∫

xj−h/2

|ψ(x, T, z)− Φp
jN + yp

0j − y0(x, z)|2dxdz




1/2

+

+




N∑

k=1

M−1∑

j=1

tk∫

tk−1

xj+h/2∫

xj−h/2

|ψ(x, t, L)− ΦZ
jk + yk

1j − y1(x, t)|2dxdt




1/2

 =

= c17[J0 + J1]. (60)
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По формуле для J0 получим:

(J0)2 ≤ 3
Z∑

p=1

M−1∑

j=1

zp∫

zp−1

xj+h/2∫

xj−h/2

|ψ(x, T, z)− ψp
jN |2dxdz+

+3
Z∑

p=1

M−1∑

j=1

zp∫

zp−1

xj+h/2∫

xj−h/2

|ψp
jN − Φp

jN |2dxdz+

+3
Z∑

p=1

M−1∑

j=1

zp∫

zp−1

xj+h/2∫

xj−h/2

|yp
0j − y0(x, z)|2dxdz = 3(J01 + J02 + J03). (61)

По формуле для J02 и с учетом оценки (25) имеем:

J02 = θh
Z∑

p=1

M−1∑

j=1

|ψp
jN − Φp

jN |2 ≤ c2(βθ
τh + ‖Qn(v)− [v]n‖2). (62)

С помощью формулы для J03 и условия y0 ∈ W 1,1
2 (ΩL) установим нера-

венство:
J03 ≤ c18(h2 + θ2). (63)

Теперь оценим J01. Используя его формулу и формулу (23) имеем:

J01 =
Z∑

p=1

M−1∑

j=1

zp∫

zp−1

xj+h/2∫

xj−h/2

|ψ(x, T, z)− ψp
jN |2dxdz ≤

≤ 3τ
Z∑

p=1

M−1∑

j=1

zp∫

zp−1

xj+h/2∫

xj−h/2

tN∫

tN−1

∣∣∣∣
∂ψ(x, α, z)

∂α

∣∣∣∣
2

dαdxdz+

+3
h2

τ

Z∑

p=1

M−1∑

j=1

zp∫

zp−1

tN∫

tn−1

xj+h/2∫

xj−h/2

∣∣∣∣
∂ψ(β, γ, z)

∂β

∣∣∣∣
2

dβdγdz+

+3θ
Z∑

p=1

M−1∑

j=1

zp∫

zp−1

tN∫

tn−1

xj+h/2∫

xj−h/2

∣∣∣∣
∂ψ(ξ, γ, χ)

∂χ

∣∣∣∣
2

dξdγdχ.

Отсюда получим справедливость неравенства:

J01 ≤ 3τ

T∫

T−τ

∥∥∥∥
∂ψ(., t, .)

∂t

∥∥∥∥
2

L2(ΩL)

dt+

+3
h2

τ

T∫

T−τ

∥∥∥∥
∂ψ(., t, .)

∂x

∥∥∥∥
2

L2(ΩL)

dt + 3θ

T∫

T−τ

∥∥∥∥
∂ψ(., t, .)

∂z

∥∥∥∥
2

L2(ΩL)

dt.

56



Н. С. ИБРАГИМОВ

Из этого неравенства в силу согласования шагов сетки и оценки (7), а также
абсолютной непрерывности интеграла имеем:

J01 ≤ c19(τ + θ) + ω4τ , (64)

где ω4τ > 0, ω4τ → 0 при τ → 0. Таким образом, используя (62)–(64) и
условия согласования шагов сетки, из неравенства (61) получим справедли-
вость оценки:

(J0)2 ≤ c20(βθ
τh + ω4τ + ‖Qn(v)− [v]n‖2). (65)

Аналогично получению этой оценки из формулы для J1 получим оценку:

(J1)2 ≤ c21(βθ
τh + ω5θ + ‖Qn(v)− [v]n‖2), (66)

где ω5θ > 0, ω5θ → 0 при θ → 0. Суммируя (65), (66), и обозначая
β̃θ

τh = βθ
τh + ω4τ + ω5θ, из (60) получим утверждение теоремы.

Теорема 4 доказана. ¤
Для установления оценки сходимости разностных аппроксимаций по функ-

ционалу докажем еще две вспомогательные леммы.

Лемма 1. Пусть выполнены условия теоремы 4. Пусть, кроме того, опе-
ратор Qn определяется формулой (24) для любого v ∈ V. Тогда Qn(v) ∈ Vn

и имеет место оценка:

|J(v)− In(Qn(v))| ≤ c15

√
β̃θ

τh, n = 1, 2, . . . . (67)

Доказательство. Пусть v ∈ V любой элемент. Используя формулу (24) и
структуры множества V, имеем:

0 ≤ wmj ≤ bm, j = 1,M − 1, m = 0, 1. (68)

Из этого и структуры множества Vn получаем, что [w]n = Qn(v) ∈ Vn.
Тогда вместо элемента [v]n ∈ Vn выбирая Qn(v) ∈ Vn в теореме 4, получим
утверждение леммы. Лемма 1 доказана. ¤

Пусть оператор Pn определяется следующей формулой:

Pn([v]n) = ṽ(x), ṽ(x) = (ṽ0(x), ṽ1(x)) = vj = (v0j , v1j), (69)

xj − h/2 ≤ x ≤ xj + h/2, j = 1,M − 1,

где vmj , j = 1,M − 1 компоненты вектора [vm]n ∈ Vn,m = 0, 1.

Лемма 2. Пусть выполнены условия теоремы 4 и для [v]n ∈ Vn оператор
Pn определяется формулой (69). Тогда Pn([v]n) ∈ V и имеет место оценка:

|J(Pn([v]n))− In([v]n)| ≤ c15

√
β̃θ

τh, n = 1, 2, . . . . (70)

Доказательство. Пусть [v]n ∈ Vn любой элемент. С помощью формулы
(69) из структуры множества Vn имеем:

0 ≤ ṽm(x) ≤ bm, xj − h

2
≤ x ≤ xj +

h

2
, j = 1,M − 1,m = 0, 1.

Из этого соотношения получаем, что кусочно постоянное восполнение эле-
мента [v]n ∈ Vn определяет элемент ṽ(x) = Pn([v]n), x ∈ [0, l], который
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принадлежит множеству V. Тогда выбирая ṽ ∈ V вместо элемента v ∈ V в
теореме 4, получим утверждение леммы. Лемма 2 доказана. ¤

Наконец, сформулируем теорему о сходимости разностных аппроксима-
ций по функционалу.

Теорема 5. Пусть выполнены условия леммы 1 и леммы 2 и v∗ ∈ V и
[v]∗n ∈ Vn являются решениями задач (1)–(4) и (8)–(11), соответственно.
Тогда последовательность разностных задач (8)–(11) аппроксимирует за-
дачу (1)–(4):

lim
n→∞ In∗ = J∗

и справедлива оценка сходимости:

|In∗ − J∗| ≤ c15

√
β̃θ

τh, n = 1, 2, . . . ,

где J∗ = J(v∗) = inf
v∈V

J(v), In∗ = In([v]∗) = inf
[v]n∈Vn

In([v]n).

Доказательство этой теоремы проводится методикой работы [13].

Замечание 1. Следует отметить, что аналогичный результат уста-
навливается и для задачи идентификации о минимизации функционала
(1) на множестве V при условиях (2), (3) и при вторых краевых условиях:

∂ψ(0, t, z)
∂x

=
∂ψ(l, t, z)

∂x
= 0, (t, z) ∈ Q.
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АНАЛIЗ ДИНАМIКИ НЕЧIТКИХ СИСТЕМ ВЕЛИКОЇ
РОЗМIРНОСТI

Є. В. Iвохiн

Резюме. В роботi запропоновано пiдхiд до декомпозицiї та агрегу-
вання нечiтких динамiчних систем та розглянуто задачу якiсного
дослiдження динамiки багатомiрних нечiтких систем. Вважаючи,
що система складається з декiлькох пiдсистем, i припускаючи, що
iзольованi пiдсистеми є стiйкими за степенем належностi, отри-
мано умови стiйкостi розв’язкiв багатомiрної системи.

Використання нечiтких множин для опису ситуацiй з невизначенiстю
знаходить все бiльше застосувань у рiзних прикладних галузях. Однак,
слiд зазначити, що в основному розглядаються системи, розмiрнiсть яких
невелика. Дослiдження багатомiрних систем ускладнюється не лише пробле-
мами, пов’язаними з розмiрнiстю, а й з вiдсутнiстю специфiчних операцiй
декомпозицiї та агрегування нечiтких множин.

Розглянемо одну з можливих реалiзацiй процедур декомпозицiї нечiтких
систем на пiдсистеми та агрегування окремих нечiтких пiдсистем у загаль-
ну систему на основi запропонованої операцiї над нечiткими множинами.

Розглянемо нечiтку динамiчну систему S, множина станiв якої описує-
ться сукупнiстю нечiтких множин ÃS = {(x, µS(x)), x ∈ X}, де Х — деяка
унiверсальна множина. Припустимо, що в системi видiлено двi пiдсисте-
ми S1, S2, стани яких також мають бути представленi у виглядi нечiтких
множин ÃS1 = {(x1, µS1(x

1)), x1 ∈ X1} та ÃS2 = {(x2, µS2(x
2)), x2 ∈ X2}

унiверсальних множин X1, X2 вiдповiдно, X1
⋃

X2 = X.
Для визначення невiдомих функцiй належностi µS1(x

1) : X1 → [0, 1] та
µS2(x

2) : X2 → [0, 1] нечiтких множин ÃS1 та ÃS2 використаємо пiдхiд з
теорiї корисностi. Ототожнюючи µS1(x

1) та µS2(x
2) з кориснiстю пiдсистем

S1, S2, будемо представляти величини мiри належностi µS(x) у виглядi

µS(x1) = [µS1(x
1)]α, x1 ∈ X1, (1)

µS(x2) = [µS2(x
2)]β x2 ∈ X2,

де α, β ≥ 0.
Знаходження величин α, β можна провести на основi методики прийнят-

тя рiшення в багатокритерiальнiй ситуацiї з урахуванням важливостi кри-
терiїв [1].

Нехай елементи квадратної матрицi P = {pij}i,j=1,2, pii = 1, pij ≥ 0,

i,j = 1, 2, i 6= j, визначають важливостi пiдсистем S1, S2. Матриця з не-
вiд’ємними елементами називається М-матрицєю (позитивною матрицєю).
За теоремою Перрона-Фробенiуса [2] вона має максимальне дiйсне число
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λ(P ) ≥ 0 та невiд’ємний власний вектор v(P ) = (v1, v2), що вiдповiдає
власному числу λ(P ). Обираючи α = v1, β = v2, отримуємо показники
степенiв в (1). Пiсля цього, знаходження функцiй µS1(x

1), x1 ∈ X1 та
µS2(x

2), x2 ∈ X2 зводиться до розв’язання нелiнiйної системи рiвнянь

[µS1(x
1)]α = µS(x1), (2)

[µS2(x
2)]β = µS(x2),

з обмеженнями µS1(x
1) ≤ 1, x1 ∈ X1, µS2(x

2) ≤ 1, x2 ∈ X2.
Процедура агрегування нечiтких множин проводиться за аналогiчним

принципом. Припустимо, що є двi нечiткi множини ÃS1 та ÃS2 , що опису-
ють стани нечiтких систем S1, S2 розмiрностей m1 та m2 вiдповiдно. Фун-
кцiї µS1(x

1) та µS2(x
2) є значеннями мiр належностi елементiв x1, x1 ∈ X1

та x2, x2 ∈ X2 вiдповiдним нечiтким множинам, X1, X2 — унiверсальнi
множини значень станiв систем, X1

⋂
X2 = Ø.

Розглянемо простiр X1
⋃

X2 = X розмiрностi m = m1 + m2, що мiстить
значення станiв нечiткої системи S, складеної з пiдсистем S1, S2. Визначи-
мо правило побудови значень функцiї належностi µ (x) на основi величин
функцiй належностi µS1(x1) та µS2(x2) як мiр належностi станiв пiдсистем
S1, S2. Для кожного x = (x1, x2) ∈ X значення функцiї належностi будемо
визначати за допомогою спiввiдношень (1) µS(x1) = [µS1(x

1)]α, x1 ∈ X1,
µS(x2) = [µS2(x

2)]β, x2 ∈ X2, де α, β ≥ 0. Величини α, β визначимо на
основi наведеної вище методики прийняття рiшення в багатокритерiальнiй
ситуацiї з урахуванням важливостi критерiїв. Визначаючи власний вектор
v(P ) = (v1, v2) позитивної матрицi Р, елементи якої задають рiвнi важливо-
стi пiдсистем, отримаємо α = v1, β = v2 та обчислюємо значення функцiї
належностi µ (x) для довiльного x ∈ X.

Запропонованi процедури декомпозицiї та агрегування нечiтких систем
дозволяють розглянути задачу якiсного дослiдження динамiки багатомiр-
них нечiтких систем такого вигляду

X̃k+1 = Rk ◦ X̃k, (3)

де X̃k = X̃(tk) нечiткi множини, що використовуються для опису станiв
системи, X̃0 = X̃(t0) нечiтка множина, що визначає початковий стан си-
стеми, Rk = R(tk) — оператори переходу, що визначають динамiку системи,
tk = k, k = 0, 1, . . . — моменти часу, ◦ — операцiя композицiї.

Для дослiдження системи (3) застосуємо пiдхiд, який було використа-
но для аналiзу систем великої розмiрностi. Вважатимемо, як i ранiше, що
система складається з 2 пiдсистем. При цьому система (3) буде мати вигляд

X̃
(1)
k+1 = R

(1)
k ◦ X̃

(1)
k + F

(1)
k ◦ X̃

(2)
k ,

X̃
(2)
k+1 = R

(2)
k ◦ X̃

(2)
k + F

(2)
k ◦ X̃

(1)
k ,

(4)

де R
(1)
k , R

(2)
k — нечiткi вiдображення з Xi в Xi, i = 1, 2 вiдповiдно, що визна-

чають переходи станiв пiдсистем, k = 0, 1, 2, . . . , а F
(1)
k , F

(2)
k ,

k = 0, 1, 2, . . . — визначають взаємний вплив пiдсистем.
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Нехай нечiткi вiдображення R
(1)
k , R

(2)
k , k = 0, 1, 2, . . . задаються однорiд-

ними операторами [3], а дiю операторiв F
(1)
k (·), F

(2)
k (·) можна записати у

виглядi F
(1)
k ◦ X̃

(2)
k = f

(1)
k (X̃(2)

k ), F
(2)
k ◦ X̃

(1)
k = f

(2)
k (X̃(1)

k ), k = 0, 1, 2, . . .

вiдповiдно, де f
(i)
k (·), k = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2 — неперервнi оператори.

Припустимо, що iзольованi пiдсистеми є стiйкими (асимптотично стiй-
кими) за степенем належностi [4]. Це означає, що нечiткi множини

˜̄X(1)
k =

{
(x1, µ̄

(1)
k (x1)) : x1 ∈ X1

}
, ˜̄X(2)

k =
{

(x2, µ̄
(2)
k (x2)) : x2 ∈ X2

}
,

k = 0, 1, 2, . . . , визначають стiйкi (асимптотично) розв’язки пiдсистем
˜̄X(1)

k+1 = R
(1)
k ◦ ˜̄X(1)

k ,

˜̄X(2)
k+1 = R

(2)
k ◦ ˜̄X(2)

k

(5)

з початковими значеннями
˜̄X(1)

0 =
{

(x1, µ
(1)
0 (x1)) : x1 ∈ X1

}
, ˜̄X(2)

0 =
{

(x2, µ
(2)
0 (x2)) : x2 ∈ X2

}
.

Розглянемо динамiку системи (4) з початковими даними X̃
(1)
0 = ˜̄X(1)

0 ,

X̃
(2)
0 = ˜̄X(2)

0 . Для k = 0 маємо

X̃
(1)
1 = R

(1)
0 ◦ X̃

(1)
0 + f

(1)
0 (X̃(2)

0 ) = R
(1)
0 ◦ ˜̄X(1)

0 + f
(1)
0 ( ˜̄X(2)

0 ) = ˜̄X(1)
1 + f

(1)
0 ( ˜̄X(2)

0 ),

X̃
(2)
1 = R

(2)
0 ◦ X̃

(2)
0 + f

(2)
0 (X̃(1)

0 ) = R
(2)
0 ◦ ˜̄X(2)

0 + f
(2)
0 ( ˜̄X(1)

0 ) = ˜̄X(2)
1 + f

(2)
0 ( ˜̄X(1)

0 ).
Використаємо це представлення для знаходження наступного значення.

Отримуємо

X̃
(1)
2 = R

(1)
1 ◦ X̃

(1)
1 +f

(1)
1 (X̃(2)

1 ) = R
(1)
1 ◦ ˜̄X(1)

1 +R
(1)
1 ◦f

(1)
0 (X̃(2)

0 )+f
(1)
1 (X̃(2)

1 ) =

= ˜̄X(1)
2 + R

(1)
1 ◦ f

(1)
0 (X̃(2)

0 ) + f
(1)
1 (X̃(2)

1 ),

X̃
(2)
2 = R

(2)
1 ◦ X̃

(2)
1 +f

(2)
1 (X̃(1)

1 ) = R
(2)
1 ◦ ˜̄X(2)

1 +R
(2)
1 ◦f

(2)
0 (X̃(1)

0 )+f
(2)
1 (X̃(1)

1 ) =

= ˜̄X(2)
2 + R

(2)
1 ◦ f

(2)
0 (X̃(1)

0 ) + f
(2)
1 (X̃(1)

1 ).
Продовжуючи цей процес далi, маємо

X̃
(i)
k+1 = ˜̄X(i)

k+1 + z
(i)
k (X̃(3−i)

0 , X̃
(3−i)
1 , . . . , X̃

(3−i)
k ) , k = 0, 1, 2, . . . , (6)

де z
(i)
k (X̃(3−i)

0 , X̃
(3−i)
1 , . . . , X̃

(3−i)
k ) =

k∑
j=1

R
(i)
k ◦R(i)

k−1◦· · ·◦R(i)
k−j+1◦f (i)

k−j(X̃
(3−i)
k−j )+

+f
(i)
k (X̃(3−i)

k ), i = 1, 2.
Таким чином, вiдхилення розв’язкiв X̃

(1)
k =

{
(x1, µ

(1)
k (x1)) : x1 ∈ X1

}

та X̃
(2)
k =

{
(x2, µ

(2)
k (x2)) : x2 ∈ X2

}
системи (4) вiд вiдповiдних розв’язкiв

˜̄X(1)
k =

{
(x1, µ̄

(1)
k (x1)) : x1 ∈ X1

}
, ˜̄X(2)

k =
{

(x2, µ̄
(2)
k (x2)) : x2 ∈ X2

}
iзольова-

них пiдсистем (5) для кожного k = 0, 1, 2, . . . визначається нечiткими вели-
чинами z

(i)
k (X̃(3−i)

0 , X̃
(3−i)
1 , . . . , X̃

(3−i)
k ).

Далi використаємо пiдхiд, наведений в [5]. Неважко перевiрити, що змiну
величин z

(i)
k (X̃(3−i)

0 , X̃
(3−i)
1 , . . . , X̃

(3−i)
k ), k = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2 можна запи-

сати у виглядi рiзницевих рiвнянь
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z
(i)
k+1(X̃

(3−i)
0 , X̃

(3−i)
1 , . . . , X̃

(3−i)
k , X̃

(3−i)
k+1 ) = R

(i)
k+1◦z(i)

k (X̃(3−i)
0 , X̃

(3−i)
1 , . . . , X̃

(3−i)
k )+

+f
(i)
k+1(X̃

(3−i)
k ), (7)

z
(i)
0 (X̃(3−i)

0 ) = f
(i)
0 (X̃(3−i)

0 ), k = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2.

Позначивши через dH хаусдорфову вiдстань мiж нечiткими множинами,
отримуємо таке твердження.

Твердження 1. Припустимо, що для ∀k = 0, 1, 2, . . . ,

dH( ˜̄X(i)
k+1, f

(i)
k (X̃(3−i)

k )) ≤ g(i)(dH( ˜̄X(i)
k , X̃

(i)
k )), (8)

де g(i)(w(i)
k ), i = 1, 2, k = 0, 1, 2, . . . неперервнi додатнi функцiї на R1.

Нехай r
(i)
k (w(i)

0 ), k = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2 — максимальнi розв’язки скаляр-
них рiзницевих рiвнянь:

w
(i)
k+1 = λ

(i)
k w

(i)
k + g(i)(w(i)

k ), w
(i)
0 ≥ 0, 0 < λ

(i)
k ≤ 1, (9)

k = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2.
Тодi для кожного i = 1, 2 , k = 0, 1, 2, . . . маємо

dH( ˜̄X(i)
k+1, f

(i)
k (X̃(3−i)

k )) ≤ r
(i)
k (w(i)

0 ),

dH( ˜̄X(i)
1 , f

(i)
0 (X̃(3−i)

0 )) ≤ w
(i)
0 .

(10)

Доведення. Умови твердження для кожної пiдсистеми аналогiчнi, тому
їх можна отримати окремо. Оберемо для визначеностi i = 1. Позначимо
m

(1)
k = dH

(
˜̄X(1)

k , X̃
(1)
k

)
. Оцiнимо величину m

(1)
k+1. Маємо

m
(1)
k+1 = dH

(
˜̄X(1)

k+1, X̃
(1)
k+1

)
≤ dH

(
˜̄X(1)

k+1,
˜̄X(1)

k+1 + z
(1)
k

)
≤ dH

(
˜̄X(1)

k+1, z
(1)
k

)
=

= dH

(
R

(1)
k ◦ ˜̄X(1)

k , z
(1)
k

)
= dH

(
R

(1)
k ◦ ˜̄X(1)

k , R
(1)
k ◦ z

(1)
k−1 + f

(1)
k (X̃(2)

k )
)
≤

≤ dH

(
R

(1)
k ◦ ˜̄X(1)

k , R
(1)
k ◦ z

(1)
k−1

)
+ dH

(
R

(1)
k ◦ ˜̄X(1)

k , f
(1)
k (X̃(2)

k )
)

=

= dH

(
R

(1)
k ◦ ˜̄X(1)

k , R
(1)
k ◦ X̃

(1)
k

)
+ dH

(
R

(1)
k ◦ ˜̄X(1)

k , f1
k (X̃(2)

k )
)

.

Оператори R
(1)
k , k = 0, 1, 2, . . . визначають стiйкi (асимптотично стiйкi)

розв’язки пiдсистем (5), тому є стискаючими. Iншими словами, справедливi
спiввiдношення

dH

(
R

(1)
k ◦ ˜̄X1

k , R
(1)
k ◦ X̃1

k

)
≤ λ

(1)
k dH

(
˜̄X1

k , X̃1
k

)
, k = 0, 1, 2, . . . ,

де 0 < λ
(1)
k ≤ 1величини норм вiдповiдних операторiв R

(1)
k ,

k = 0, 1, 2, . . . .
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Враховуючи цю нерiвнiсть та припущення (8), отримуємо:

m
(1)
k+1 ≤ λ

(1)
k dH

(
˜̄X(1)

k , X̃
(1)
k

)
+ dH

(
R

(1)
k ◦ ˜̄X(1)

k , f
(1)
k (X̃(2)

k )
)
≤

≤ λ
(1)
k dH

(
˜̄X(1)

k , X̃
(1)
k

)
+ g(1)(dH( ˜̄X(1)

k , X̃
(1)
k )) = λ

(1)
k mk + g(1)(mk),

або
mk+1 ≤ λ

(1)
k mk + g(1)(mk), k = 0, 1, 2, . . . .

Для другої пiдсистеми доведення проводиться аналогiчно.
Таким чином, якщо виконуються умови твердження 1, взаємний вплив

пiдсистем може бути обмежений деякою послiдовнiстю
r
(i)
k (w(i)

0 ) ≥ 0, k = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2. За умов асимптотичної стiйкостi
iзольованих пiдсистем повна система рiзницевих рiвнянь (4) також буде
стiйкою (асимптотично стiйкою) за степенем належностi.

Остаточно, нечiтка багатомiрна система (3) може бути дослiджена на
стiйкiсть на основi декомпозицiї системи на двi пiдсистеми з подальшим
дослiдженням якiсної поведiнки розв’язкiв iзольованих пiдсистем.

У випадку, коли система (3) є автономною, тобто X̃k+1 = R ◦ X̃k,
k = 0, 1, 2, . . . i, вiдповiдно, R

(i)
k = R(i), F

(i)
k = F (i), f

(i)
k (·) = f (i)(·),

k = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2 iзольованi пiдсистеми мають вигляд
˜̄X(1)

k+1 = R(1) ◦ ˜̄X(1)
k ,

˜̄X(2)
k+1 = R(2) ◦ ˜̄X(2)

k ,
(11)

а динамiку станiв системи можно записати у виглядi

X̃
(i)
k+1 = ˜̄X(i)

k+1 + z
(i)
k (X̃(3−i)

0 , X̃
(3−i)
1 , . . . , X̃

(3−i)
k ), (12)

де z
(i)
k (X̃(3−i)

0 , X̃
(3−i)
1 , . . . , X̃

(3−i)
k ) =

k∑
j=1

(
j◦

s=1
R(i)

)
◦f (i)(X̃(3−i)

k−j )+f (i)(X̃(3−i)
k ),

k = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2.
Спiввiдношення (7), за яким формується послiдовнiсть нечiтких величин

z
(i)
k (X̃(3−i)

0 , X̃
(3−i)
1 , . . . , X̃

(3−i)
k ),

що визначають вiдхилення розв’язкiв системи (4) вiд розв’язкiв iзольованих
пiдсистем (5), буде мати вигляд

z
(i)
k+1(X̃

(3−i)
0 , X̃

(3−i)
1 , . . . , X̃

(3−i)
k , X̃

(3−i)
k+1 ) =

= R(i) ◦ z
(i)
k (X̃(3−i)

0 , X̃
(3−i)
1 , . . . , X̃

(3−i)
k ) + f (i)(X̃(3−i)

k ) =

= R(i) ◦R(i) ◦ z
(i)
k−1(X̃

(3−i)
0 , X̃

(3−i)
1 , . . . , X̃

(3−i)
k−1 )+

+R(i) ◦ f (i)(X̃(3−i)
k−1 ) + f (i)(X̃(3−i)

k ) = · · · = (13)

=
(

k+1◦
j=1

R(i)

)
◦ z

(i)
0 (X̃(3−i)

0 ) +
k∑

j=1

(
j◦

s=1
R(i)

)
◦ f (i)(X̃(3−i)

k−j+1) + f (i)(X̃(3−i)
k+1 ),

z
(i)
0 (X̃(3−i)

0 ) = f (i)(X̃(3−i)
0 ), k = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2,
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а скалярнi рiзницевi рiвняння (9) запишуться у виглядi

w
(i)
k+1 = λ(i)w

(i)
k + g(i)(w(i)

k ), w
(i)
0 ≥ 0, 0 < λ(i) ≤ 1, (14)

k = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2.
Якщо у випадку автономної системи (3) дiю кожного з операторiв пiдсис-

тем (4) R(i), i = 1, 2 формалiзувати у виглядi матрично-
векторних операцiй з дiагональними квадратними матрицями D(i), i = 1, 2,
вiдповiдно, можна записати спiввiдношення, аналогiчнi (11)–(13):

˜̄X(1)
k+1 = D(1) ◦ ˜̄X(1)

k , ˜̄X(2)
k+1 = D(2) ◦ ˜̄X(2)

k , (15)

X̃
(i)
k+1 = ˜̄X(i)

k+1 + z
(i)
k (X̃(3−i)

0 , X̃
(3−i)
1 , . . . , X̃

(3−i)
k ) , k = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2,

де z
(i)
k (X̃(3−i)

0 , X̃
(3−i)
1 , . . . , X̃

(3−i)
k ) =

k∑
j=1

[
D(i)

]j
f (i)(X̃(3−i)

k−j ) + f (i)(X̃(3−i)
k ),

z
(i)
k+1(X̃

(3−i)
0 , X̃

(3−i)
1 , . . . , X̃

(3−i)
k , X̃

(3−i)
k+1 ) =

[
D(i)

]k+1
z
(i)
0 (X̃(3−i)

0 ) +
k∑

j=1

[
D(i)

]j ◦

◦f (i)(X̃(3−i)
j ) + f (i)(X̃(3−i)

k ), k = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2,
а скалярнi рiзницевi рiвняння, що визначаються твердженням 1, як i ранi-
ше, будуть мати вигляд (14).

Розглянемо iнший випадок нечiтких систем. Припустимо, що задано набо-
ри нечiтких множин:
Ã1 = {(x1, µÃ1

(x1)), x1 ∈ X1} ,. . . , Ãm = {(xm, µÃm
(xm)), xm ∈ Xm},

що визначенi у вiдповiдних унiверсальних множинах X1,. . . ,Xm.
Розглянемо унiверсальну множину X у виглядi пiдмножини

декартового добутку X ⊂ m×
i=1

Xi.

Припустимо, що динамiка нечiткої системи S описується нечiткою рiзнице-
вою системою, множина станiв якої визначається сукупнiстю складених
нечiтких множин K(Ãm) у множинi X :

X̃m
k+1 = Rk ◦ X̃m

k , k = 0, 1, 2, . . . , (16)

де X̃m(tk) = X̃m
k , k = 0, 1, 2, . . . складенi нечiткi множини в X можли-

вих станiв системи в моменти часу tk = k, k = 0, 1, 2, . . . , що визнача-
ють розв’язки системи, X̃m(t0) = X̃m

0 множина початкових станiв системи,
R(tk) = Rk деякi нечiткi вiдображення з X в X, що визначають переходи
системи, k = 0, 1, 2, . . . .

Формально систему (16) можна представити у виглядi m взаємозв’язаних
пiдсистем S1, . . . , Sm, стани яких описуються нечiткими множинами Ã1,. . . ,Ãm

вiдповiдних унiверсальних множин Xi, i = 1,m.
Для аналiзу якiсної поведiнки системи (16) застосуємо пiдхiд, який було

використано для аналiзу нечiтких систем великої розмiрностi (3). Розбиття
системи (16) на пiдсистеми у даному випадку не потребує залучення дода-
ткових процедур декомпозицiї: система складається зi зкiнченної кiлькостi
пiдсистем, стани яких задаються нечiткими множинами. Покладемо для
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простоти, як i ранiше, m = 2. При цьому система (16) буде мати вигляд

X̃
m(1)
k+1 = R

(1)
k ◦ X̃

m(1)
k , (17)

X̃
m(2)
k+1 = R

(2)
k ◦ X̃

m(2)
k ,

де R
(1)
k , R

(2)
k нечiткi вiдображення з Xi в Xi, i = 1, 2, вiдповiдно, що визна-

чають переходи пiдсистем, k = 0, 1, 2, . . . , взаємний вплив в яких вiдсутнiй.
Запишемо розв’язок системи (16) у виглядi

X̃m0

k =
{

(xi, [µ0
Ãi

(xi)]k) : xi ∈ Xi, i = 1,m
}

, k = 0, 1, 2, . . . ,

X̃m(0) = X̃m
0 =

{
(xi, µ0

Ãi
(xi)) : xi ∈ Xi, i = 1,m

}
,початковi значення, [µ0

Ãi
(xi)]0 =

µ0
Ãi

(xi), xi ∈ Xi, i = 1,m.
Визначення 1. Складену нечiтку множину

X̃m
0 =

{
(xi, µ0

Ãi
(xi)) : xi ∈ Xi, i = 1,m

}
будемо називати стiйкою

(асимптотично стiйкою) за степенем належностi, якщо
∀T̄ > 0, ∀η > 0 ∃ γ(η, T̄ ) > 0 для довiльного розв’язку системи (16)
X̃m1

k =
{

(xi, [µ1
Ãi

(xi)]k) : xi ∈ Xi, i = 1,m
}
, k = 0, 1, 2, . . . , початковi зна-

чення якого задовольняє умовi:

max
i=1,m

∣∣∣µ0
Ãi

(xi)− µ1
Ãi

(xi)
∣∣∣ < γ, (18)

для ∀k : tk ≥ T̄ справедливе:

max
i=1,m

∣∣∣[µ0
Ãi

(xi)]k − [µ1
Ãi

(xi)]k
∣∣∣ < η, k = 0, 1, 2, . . . , (19)

(
lim

k→∞
max
i=1,m

∣∣∣[µ0
Ãi

(xi)]k − [µ1
Ãi

(xi)]k
∣∣∣ = 0, k = 0, 1, 2, . . .

)
.

Твердження 2. Для стiйкостi (асимптотичної стiйкостi) за рiвнем
належностi системи (16) необхiдно i достатньо, щоб стiйкими (асимп-
тотично стiйкими) були нечiткi пiдсистеми (17), з яких складається
система.

Доведення в даному випадку є очевидним. Дiйсно, якщо вiдомо, що си-
стема (16) має стiйку (асимптотично стiйку) складену нечiтку множину
X̃m

0 =
{

(xi, µ0
Ãi

(xi)) : xi ∈ Xi, i = 1,m
}

, для якої за означенням 1 iснують
параметри T̄ > 0, η > 0, γ(η, T̄ ) > 0, тодi цi величини будуть параметра-
ми стiйкостi (асимптотичної стiйкостi) за рiвнем належностi для кожної
пiдсистеми, що входить до системи в цiлому.

I, навпаки, припустимо, що нечiткi пiдсистеми (17) є стiйкими (асимпто-
тично стiйкими) за рiвнем належностi. Це означає, що для кожної з них
iснують параметри T̄i > 0, ηi > 0, γ(ηi, T̄i) > 0, i = 1, m, якi за означенням
1 характеризують стiйкiсть (асимптотичну стiйкiсть) нечiтких пiдсистем.
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Позначимо T̄ = max
i=1,m

T̄i, η = max
i=1,m

ηi, γ(η, T̄ ) = max
i=1,m

γ(ηi, T̄i). Тодi скла-

дена нечiтка множина

X̃m
0 =

{
(xi, µ0

Ãi
(xi)) : (xi, µ0

Ãi
(xi)) ∈ Ãi, i = 1,m

}

також буде стiйкою (асимптотично стiйкою) за рiвнем належностi з пара-
метрами T̄ > 0, η > 0, γ(η, T̄ ) > 0.

Таким чином, якiсне дослiдження складених нечiтких систем може бути
проведене у формi перевiрки стiйкостi окремих пiдсистем, що входять у
систему. При цьому, якiсний аналiз нечiтких пiдсистем може передбачати
представлення пiдсистем (17) у виглядi сукупностi нових окремих пiдси-
стем та їх подальше дослiдження з використанням твердження 1.
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ВАРIАЦIЙНИЙ ПIДХIД ДО МОДЕЛЮВАННЯ I
ОПТИМIЗАЦIЇ РОЗПОДIЛУ ЛIКIВ В РАКОВIЙ ПУХЛИНI

Д. А. Клюшин, Н. I. Ляшко, С. I. Ляшко,
Г. Г. Дяченко, К. В. Шевченко

Резюме. В роботi запропоновано модель внутрiшньопухлинно-
го переносу лiкiв iз точкових джерел, що є модифiкацiєю моделi
Бакстера–Джейна, а також розроблено ефективний варiацiйний
метод iдентификацiї потужностi точкових джерел лiкiв (мiкро-
капсул), що дозволяє отримати бажану концентрацiю дiючої ре-
човини в раковiй пухлинi.

Вступ

Однiєю з основних складових лiкування онкологiчних хворих в даний
час є передоперацiйна хiмiотерапiя ракових пухлин, спрямована на змен-
шення їхнiх розмiрiв i, вiдповiдно, оптимiзацiю обсягу хiрургiчного втру-
чання. Цi методи роздiляються на внутрiшньовеннi, внутрiшньоартерiальнi
й внутрiшньопухлиннi. На ефективнiсть обраного методу лiкування суттє-
во впливає хiмiчна стiйкiсть лiкiв та особливостi їх уведення в органiзм.
Дослiдження Jain, Jang та iнших [1, 2] показують, що внутрiшньовеннi та
внутрiшньоартерiальнi способи уведення лiкiв втрачають ефективнiсть за
рахунок фiзiологiчних перешкод, що заважають швидкому i повноцiнному
потраплянню лiкiв до пухлини: висока щiльнiсть пухлинних клiток, висо-
кий тиск iнтерстицiальної рiдини усерединi пухлини i пiдвищена прони-
кнiсть її мiкрокапiлярiв. Внаслiдок цього на переднiй план виходять мето-
ди внутришньопухлинного уведення лiкiв, зокрема, за допомогою гелевих
розчинних мiкрокапсул. Математичнi моделi фармакодинамiки, цитоста-
тикiв усерединi пухлин вивчалися в роботах Baxter i Jain [3–6], Lankelma
et al. [7], Goldberg et al. [8], Ward i King [9], Tzafriri et al. [10], Kaowumpai
et al. [11], Goh et al. [12] та iнших дослiдникiв. Крiм того, новi моделi для
моделювання та оптимiзацiї переносу лiкiв всерединi пухлин були запро-
понованi авторами в роботах [13, 14].

Бiльшiсть моделей переносу лiкiв всерединi пухлин є початково-крайо-
вими задачами конвективної дифузiї, що враховують фармакокинетичнi
властивостi лiкiв у мiкроскопiчному масштабi. Внаслiдок урахування мi-
кроскопiчних особливостей цi моделi є досить складними i тому доцiльно
розглянути можливiсть використання макроскопiчного масштабу, розгля-
даючи середню концентрацiю лiкiв в iнтерстицiальному просторi. В основу
такого дослiдження покладемо модель Бакстера-Джейна [2–5].

68



Д. А. КЛЮШИН ...

1. Пряма задача.
Згiдно iз моделлю Бакстера–Джейна ракова пухлина в макроскопiчному

масштабi розглядається як неоднорiдна сфера, ядро якої утворено некро-
тичними тканинами, що оточенi шарами напiвнекротичних та васкулярiзо-
ваних тканин вiдповiдно. За умови нехтування вiдстанню мiж капiлярами
порiвняно iз радiусом пухлини та припускаючи осеву симетрiю переносу i
постiйний коефiцiєнт дифузiї, приходимо до рiвняння переносу макромоле-
кул в iнтерстицiальному просторi в обмеженiй областi G = (0, T )× [r0, R]:

Lu ≡ ∂u

∂t
+ Au = φS − φR, x ∈ [r0, R] , 0 < t ≤ T, (1)

−D
∂u

∂r
+ vu = 0, r = r0, (2)

u (R, t) = uR (t) , (3)

u (r, 0) = 0, (4)
де Au ≡ 1

r2
∂
∂r

(
r2vu

) −D 1
r2

∂
∂r

(
r2 ∂u

∂r

)
, u (r, t) — концентрацiя розчину лiкiв

в iнстерстицiальному просторi (г/моль), v — швидкiсть iнстерстицiальної
рiдини, спрямованої вздвовж радуiсу назовнi сфери (см/с), D— коефiцiєнт
дифузiї (см2/с), φS (r) — розподiлене джерело лiкiв, що надходять через
стiнки капiлярiв (г/моль·с), φR (r) — функцiя екстраваскулярного зв’язу-
вання лiкiв за рахунок хiмiчних реакцiй (г/моль·с). Умова (2) описує умову
непроникненостi некротичного ядра пухлини, а умова (4) — розподiл лiкiв
у нормальнiй тканинi, що оточує пухлину.

Розглянемо модель, що описує розподiл лiкiв у пухлинi в результатi ди-
фузiї iз мiкрокапсул rβ або внаслiдок iн’єктивного уведення. Припусти-
мо, що координати мiкрокапсул вiдомi заздалегiдь. Включимо в модель
Бакстера–Джейна точковi джерела Q = (Q1 (t) , Q2 (t) , ..., Qp (t)), i уведемо
спецiальне позначення δ = (δ (r − r1) , δ (r − r2) , ..., δ (r − rp)), що враховує
точкову природу джерел, а також умови iдеального контакту на межi r1

мiж шарами напiвнекротичних i васкулярних тканин пухлини. Точки rβ

визначають розташування джерел лiкiв з невiдомими потужностями Qβ .
Треба визначити qβ (t) , β = 1, p, що мiнiмiзують стандартне квадратичне
вiдхилення вiд цiльової концентрацiї φ (r, t).

Lu ≡ ∂u

∂t
+ Au = φS − φR + Qδ (r) , x ∈ [r0, R] , 0 < t ≤ T, (5)

−D
∂u

∂r
+ vu = 0, r = r0, (6)

u (R, t) = uR (t) , (7)

(
−D

∂u

∂r
+ vu

)∣∣∣∣
r=r1+0

=
(
−D

∂u

∂r
+ vu

)∣∣∣∣
r=r1−0

, (8)
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u (r, 0) = 0. (9)
Застосуємо для розв’язання цiєї задачi варiацiйний пiдхiд, запропонова-

ний Самарським i Вабищевичем [15], i сформулюємо еквiвалентну задачу
оптимального керування. Будемо вважати, що оптимальне керування на-
лежить гiльбертовому простору (L2 (G))p, де G = (0, T )× [r0, R].

Функцiонал якостi доцiльно взяти у виглядi

Jα

(
Q

)
=

R∫

r0

T∫

0

(u (r, t)− φ (r, t))2 drdt + α‖Q‖2, (10)

де Q = (Q1 (t) , Q2 (t) , ..., Qp (t))T — вектор керування, α > 0 — параметр
регуляризацiї. Оптимальне керування визначається з умови мiнiмуму фун-
кцiонала, а саме

Jα

(
Q
∗) = min

Q∈(L2(G))p
Jα (Q) .

3. Iснування розв’язку граничної задачi.
Нехай H— поповнення простору гладких функцiй, що задовольняють

умовам (6)–(9) за нормою:

‖u‖2
H =

R∫

r0


u2

t +
n∑

i=1

u2
xi

+
n∑

i,j=1

u2
xixj


 dr

та нехай H+— аналогiчний простiр, що мiстить гладкi функцiї, якi задо-
вольняють граничним та початковим умовам спряженої задачi. Розширимо
оператор L на H за неперервнiстю, враховуючи граничнi умови. Маємо та-
ке операторне рiвняння:

Lu = f, (11)
де f = −δQ. Застосовуючи методологiю, розроблену С. I. Ляшком [16],
отримаємо такi результати.

Теорема 1. Для будь-якого елемента f ∈ (H+)∗, iснує єдиний слабкий
розв’язок задачi (11) в розумiннi (u, L∗v)L2(G) = 〈f, v〉+, ∀v ∈ H+, u ∈
L2 (G).

Теорема 2. Нехай стан системи визначається як слабкий розв’язок зада-
чi (11), та справджуються такi умови: критерiй якостi Φ : L2 (G) 7→ R1

є слабко напiвнеперервним знизу за станом системи u (r, t), функцiона-
лом, обмеженим знизу та строго опуклим, множина допустимих ке-
рувань U∂ ⊂ (L2 (G))p — обмежена, замкнена та опукла в гiльбертово-
му просторi U∂ ⊂ H. Тодi iснує єдине оптимальне керування системою
(5—9).
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4. Алгоритм
Продиференцiюємо функцiонал (10), та отримаємо

J ′α
(
Q

)
= Ψ(t) + 2αQ (t) , (12)

де Ψ(t) = (ψ1 (t, r1) , ψ2 (t, r2) , ..., ψp (t, rp))
T , вектор значень розв’язку обер-

неної задачi у вiдповiдних точках. Отже, рiвняння Ейлера для квадрати-
чного функцiонала має вигляд:

Ψ(t) + 2αQ (t) = 0. (13)
Алгоритм розв’язання задачi точкового оптимального керування скла-

дається з трьох стадiй: розв’язання прямої задачi, розв’язання спряженої
задачi, знаходження нового наближення для оптимального керування.

1. Розв’язання прямої задачi

∂u(k)

∂t
+ Au(k) = f (k), 0 < t ≤ T, (14)

u(k) (0) = 0. (15)
2. Розв’язання спряженої задачi

−∂ψ(k)

∂t
+ A∗ψ(k) = 2

R∫

r0

(u (r, t)− φ (r, t))2 dr, 0 < t ≤ T, (16)

ψ(k) (T ) = 0. (17)
3. Знаходження нового наближення для оптимального керування

Q
(k+1) −Q

(k)

τk+1
+ Ψ(k) + 2αQ

(k) = 0, k = 0, 1, ... (18)

Для розв’язання рiвняння конвекцiї-дифузiї застосуємо лагранжово-ей-
леровий пiдхiд [17, 18]. Запишемо рiвняння (11) в лагранжовiй формi:

∂u

∂τ
= Au + f, (19)

де ∂
∂τ субстанцiйна похiдна.

∂

∂τ
=

∂u

∂t
+ v

∂

∂r
.

Рiвняння траєкторiй руху лагранжових координат подамо у виглядi

∂r̃

∂τ
= vα (r̃) . (20)

Побудуємо в областi G регулярну ейлерову сiтку ω = ωh × ωτ , де ωh —
рiвномiрна рiзницева сiтка за просторовою змiнною, а ωτ — рiвномiрна рiз-
ницева сiтка за часом. На кожному часовому iнтервалi побудуємо лагран-
жеву сiтку ωh,τ , яка узгоджується з регулярною ейлеровою сiткою так, щоб
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у момент часу t = tn їх вузли збiгалися. Лiнiї лагранжевої сiтки утворюю-
ться траєкторiями руху лагранжевих координат

r̃ (t) = r − vt, τ = tn − t, t ∈ [tn−1, tn] .

Cубстанцiональну похiдну апроксимуємо на локальнiй лагранжевiй сiтцi,
а оператор дифузiї — на регулярнiй ейлеровiй сiтцi. Неявна рiзницева схема
для задачi (5–9) має вигляд

Un
i − I

(
Un−1, r̃

)

τ
= ΛUn + FW, (21)

U (r, 0) = 0, (22)

де Λ — рiзницевий оператор, що апроксимує оператор дифузiї на регуляр-
нiй ейлеровiй сiтцi iз урахуванням крайових умов, I

(
Un−1, r̃

)
— значення

iнтерполяцiйного полiнома, побудованого за станом Un−1 в момент tn−1

в точцi r̃, яка в момент tn приходить у вузол сiтки r̃. Якщо лагранже-
ва траєкторiя виходить на межу областi [r0, R], значення стану системи у
вiдстеженiй точцi визначається з крайових умов (8).

В результатi отримуємо систему лiнiйних рiвнянь, яка легко розв’язує-
ться за допомогою методу немонотонної прогонки.

5. Результати

Для моделювання був обраний процес дифузiї лiкiв з одиночної мiкро-
сфери, iмплантованої в середину пухлини. Для контролю концентрацiї ви-
користовувалася точка розташування мiкросфери. Цiльова концентрацiя
дорiвнювала φ = 0,00005. Параметри областi: r0 = 0, 1 см, R = 1 см. Ко-
ефiцiєнт дифузiї був заданий згiдно iз даними, наведеними в роботi [3]
D = 0, 00000002 см2/с. Параметри рiзницевої схеми: h = 0, 009 см, τ = 0, 01,
T = 0, 99 с. Процес уточнення оптимальної потужностi виявився монотон-
ним i швидко збiжним. Вiдносна похибка обчислення концентрацiї, що вiд-
повiдає оптимальнiй потужностi джерела дорiвнює 7 %.
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ФРОФ-МЕТОД ДИНАМIЧНОЇ КЛАСТЕРИЗАЦIЇ
СПЕЦIАЛIЗОВАНИХ ОБЧИСЛЮВАЛЬНИХ МЕРЕЖ, ЩО

ЗРОСТАЮТЬ

Г. М. Кременецький

Резюме. У статтi запропоновано метод розширення зони мiнi-
мальної взаємодiї у поверхневому шарi з поступовою кластериза-
цiєю – froth-метод. Метод розглянуто у мережах, що зростають,
якi використовують алгоритми клiткових структур та нейронно-
го газу, що зростають.

Вступ

Пiдвищення швидкостi та розповсюдження мережi Iнтернет, зростання
можливостей комп’ютерної технiки дає змогу втiлювати в життя рiзнома-
нiтнi речi, якi у минулому вважалися фантастичними. Наприклад, штучна
нейронна мережа, яка може розповсюджуватись мiж мiльйонами обчислю-
вальних вузлiв. Але iснує багато обмежень, якi потрiбно обходити.

1. Постановка задачi

Обмеження у обчислювальних потужностях можна вирiшувати розпара-
лелюванням. Також з’являються обмеження у швидкостi каналiв зв’язку.
Тому основним завданням є вирiшення питання як роздiлити (кластеризу-
вати) спецiалiзовану обчислювальну мережу i мiнiмiзувати потоки даних
мiж кластерами (рис. 1).

Рис. 1. Кластерна нейронна мережа
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Тобто функцiя оптимiзацiї має вигляд:

y =





NC

min
i=1

[L(ci)],
NR

min
l=1

[V (rl)], l = {j, k},
де rl — зв’язок мiж cj та ck кластерами, L(ci) — обчислювальне наван-
таження на i–й кластер, V (rl) — потрiбна швидкiсть каналу для зв’язку
rl, NC — кiлькiсть кластерiв, NR — кiлькiсть зв’язкiв мiж кластерами,
NR ≤ Nc∗(Nc−1)

2 .

Рис. 2. Вiзуальне представлення "тиску"у обчислювальному вузлi

Якщо Lci ≥ LNdk (Lci — навантаження, яке потрiбно для кластера, LNdk

— можливостi вузла), то мiграцiя частини обчислювань на вiльний вузол
— Ndm (m 6= k) (рис. 2)

Рис. 3. Вiзуальне представлення "тиску"у каналi звя’зку

Якщо V rij ≥ V Chl , де V rij — необхiдна пропускна здатнiсть для iснуваня
зв’язкiв мiж кластерами, V Chl — пропускна здатнiсть каналу (рис. 3), то мi-
грацiя частини обчислювань на вiльний вузол — Ndo, де Ndo /∈ {Nd(Chp)},
тобто на вузол, що не має зв’язкiв, якi використовують перевантаженi ка-
нали V Chp .
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2. Повздовжнє та поперечне роздiлення
Поперечне роздiлення у площинi, що паралельна площинi входiв, вiд-

бувається формуванням передатних адаптерiв в зонi прогнозованої стабi-
лiзацiї росту мережi, яка визначається або вiдсутнiстю росту взагалi, або
ростом мережi нижче визначеного коефiцiєнту.

Аналогiчний процес вiдбувається i в перпендикулярних площинах мiгру-
ючої частини.

Графiчно цей процес показано на рис. 4

Рис. 4. Процес формування автономних кластерiв у спецiалiзованих
обчислювальних мережах, що зростають

3. Алгоритм GCS (Growing Cell Structures)
Розглянемо алгоритм зростаючих клiткових структур, який адаптований

до багатошарової мережi [1].
1. Оберемо розмiрнiсть мережi k. Iнiцiалiзуємо множину

A = {c1, c2, ..., ck+1}, що складається з k+1 модулiв ci, та векторiв
зв’язкiв wci ∈ Rn, значення вагових коефiцiєнтiв яких обирається
випадково згiдно з p(ξ).

Множина зв’язкiв C буде така, що C ⊂ A × A, тобто ми маємо
зв’язки всiх до всiх. Цю топологiю називають k–вимiрним багато-
гранником.

2. Згенеруємо випадковi вхiднi сигнали ξ згiдно з p(ξ).
3. Визначимо переможця s:

s(ξ) = arg min
c∈A

‖ξ − wc‖ .

4. До локальної змiнної Es додамо значення середньоквадратичної по-
милки

∆Es = ‖ξ − ws‖2 .
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5. Адаптуємо зв’язки s та його прямих топологiчних сусiдiв ξ:

∆ws = eb(ξ − ws),

∆wi = en(ξ − wi), (∀i ∈ Ns),
де Ns — множина прямих топологiчних сусiдiв s.

6. Якщо кiлькiсть вхiдних сигналiв кратна λ, додамо наступний вузол
таким чином:

– Визначимо вузол q з максимальною накопиченою помилкою

q = arg max
c∈A

Ec.

– Додамо вузол r мiж вузлами q та f, якi мають зв’язок з найва-
гомiшим коефiцiєнтом. Додамо зв’язки (q,r) та (r,f ), видалимо
(q,f ). Побудуємо зв’язки Nq

⋂
Nf .

– Встановимо значення вагових коефiцiєнтiв r (q,r) та (r,f ):

wr =
(wq − wf )

2
.

– Зменшимо значення помилки для всiх сусiдiв r :

∆Ei = − a

|Nr|Ei, (∀i ∈ Nr).

– Встановимо значення помилки для r :

∆Er = − a

|Nr|
∑

i∈Nr

Ei.

7. Зменшимо значення помилки для всiх вузлiв:

∆Ec = −βEc (∀c ∈ A).

Якщо критерiй зупинки (наприклад, розмiр мережi або швидкодiя) ще
не досягнуто, то повернемося до кроку 2.

4. Алгоритм GNG (Growing Neural Gas)
Розглянемо алгоритм зростаючого нейронного газу, що адаптовано до

багатошарової мережi [2].
1. Визначимо переможця s1 та його сусiда s2, (s1, s2 ∈ A)

s1 = arg min
c∈A

‖ξ − wc‖ ,

s2 = arg min
c∈A\{s1}

‖ξ − wc‖ .

2. Якщо зв’язку мiж s1 та s2 не iснує, створимо його:

C = C
⋃
{(s1, s2)}.

Встановимо вiк 0 зв’язку s1 та s2 :

age(s1, s2) = 0.

3. Встановимо значення локальної змiнної:

∆Es1 = ‖ξ − ws1‖2 .
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4. Встановимо ваговi коефiцiєнти прямих сусiдiв переможця з вико-
ристанням коефiцiєнтiв eb та en, у вiдповiдностi до похибки:

∆ws1 = eb(ξ − ws1),

∆wi = en(ξ − wi)(∀i ∈ Ns1),
де Ns1 —- множина прямих сусiдiв s1.

5. Збiльшимо на одиницю вiк усiх зв’язкiв, що виходять з s1:

age(s1, i) = age(s1, i) + 1 (∀i ∈ Ns1).

6. Видалимо зв’язки, вiк яких бiльший amax. Якщо вузол не має жо-
дного зв’язку, видалимо його.

7. Пiсля λ циклiв навчання, додамо вузол таким чином:
– Визначимо вузол q з максимальною помилкою:

q = arg max
c∈A

Ec.

– Знайдемо вузол f з максимальною помилкою мiж сусiдами q :

f = arg max
c∈Nq

Ec.

– Додамо вузол r до мережi та встановимо значення ваги, як
середнє мiж вагою зв’язку q та f

A = A
⋃
{r}, wr =

(wq − wf )
2

.

– Додамо зв’язки мiж r, q i f, видалимо зв’язок мiж q та f :

C = C
⋃
{(r, q), (r, f)}C = C\{(q, f)}.

– Зменшимо значення похибок для вузлiв q та f :

∆Eq = −aEq, ∆Ef = −aEf .

– Пiдрахуємо значення похибки для r на основi q та f :

∆Er =
Eq + Ef

2
.

8. Зменшимо значення похибок для всiх вузлiв:

∆Ec = −β∆Ec, (∀c ∈ A).

9. Якщо критерiй зупинки (наприклад, розмiр мережi або цiльове зна-
чення похибки) не досягнуто, перейдемо до кроку 1.

5. Адаптований до багатошарової нейронної мережi алгоритм
зростання

1. Проведемо навчання iснуючою вибiркою. Якщо помилка вища не-
обхiдного рiвня, то перейти до кроку 2, iнакше завершити алгоритм.

2. Шукаємо у мережi нейрон q з найбiльшою помилкою

q = arg max
c∈A

Ec.

3. Додамо до цього шару ще вузол r.
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4. Додамо зв’язки мiж r та сусiдами q (вузлами, що мають зв’язки з
q).

5. Якщо в мережi iснує зв’язок (a, b), ваговий коефiцiєнт якого пере-
вищує обране значення wmax, додамо новий шар lc мiж шарами la та
lb таким чином, щоб кожному вузлу у lb вiдповiдав вузол у новому
шарi lc.

6. Додамо зв’язки мiж la та новим шаром lc таким чином, щоб вузли
нового шару мали тi ж самi зв’язки, що й вiдповiднi вузли lb.

7. Додамо зв’язки мiж новим шаром та lb таким чином, щоб вузли
послiдовники lb мали зв’язки з вузлами попередниками lb .

8. Додамо зв’язки мiж новим шаром та lb таким чином, щоб вузли по-
слiдовники вузлiв з мiнiмальною похибкою мали зв’язки з iншими
вузлами шару lb з достатньо малою помилкою.

9. Видалимо зв’язки з коефiцiєнтом меншим визначеного значення
wmin .

10. Якщо кiлькiсть iтерацiй менша заданої, повернемося до кроку 1.

6. Алгоритм до froth-методу монiторингу обмежень та мiграцiї
1. Якщо

Lci ≥ LNdk ,

або
V rij ≥ V Chl ,

то перейдемо до кроку 2, iнакше вихiд.
2. Оберемо шар з найбiльшим рiвнем зростання

ly = arg min[avg(A)], A{agel}, ∀l = 1..L.

3. Оберемо найактивнiшi дiлянки зростання у шарi

jy = arg min[avg(A)], A{agelj}, ∀j = 1..J.

4. Формуємо кластери, якi обмеженi обраними вузлами

Ck = {nij}, ∀i = ly..L, ∀j = jy−1..jy.

5. Встановлюємо нейроннi мережi-адаптери [3].
6. Перемiщуємо кластери до вiльних обчислювальних вузлiв з вiльни-

ми каналами зв’язку Ndk.

Висновки
Алгоритм до froth-методу монiторингу обмежень та мiграцiї призначе-

ний для використання у багатошарових штучних нейронних мережах. Вiн
не порушує структуру мережi, тому пiсля побудови кластерiв залишається
можливiсть використання алгоритмiв навчання багатошарових мереж, на-
приклад, алгоритм зворотного розповсюдження помилки [4]. Але його ви-
користання обмежується лише мережею, з якої виключенi мiжкластернi
адаптери.
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ДОСЛIДЖЕННЯ ВЛАСНИХ ЗНАЧЕНЬ I ФУНКЦIЙ ДЛЯ
ДОВIЛЬНИХ ФРАГМЕНТIВ СIТОК

А. С. Крилова, Г. В. Сандраков

Резюме. Розглядається спектральна задача для довiльних фра-
гментiв сiток на двовимiрному ”струнному хрестi”. Дослiджен-
ня власних значень i функцiй цiєї задачi виконується з умовами
контакту, балансу натягу струн у спiльному вузлi та граничними
умовами перiодичностi та а-перiодичностi. У результатi розра-
хункiв отримано розв’язок задачi, який формує одновимiрнi та
тривимiрнi простори при довiльних константах. Розмiрнiсть вла-
сних пiдпросторiв залежить вiд довжин струн хреста.

Вступ

Краєвi задачi для диференцiйних рiвнянь другого порядку на вiдрiзку
є ключовим поняттям при аналiзi моделей рiзноманiтних коливань. Такi
рiвняння виникають в задачах механiки й математичної фiзики. Останнiм
часом виникли вони й при аналiзi процесiв в складних системах, таких
як перiодична сiтка або решiтка [1]. Математики почали звертати увагу
на такi задачi зовсiм недавно (див., наприклад, [1], [2], [3]). Дослiдження
проводиться на маленькiй перiодично-повторюванiй частинi цiєї системи.
Для натягнутої однорiдної сiтки перiодичним фрагментом будемо вважати
модель ”струнний хрест”. Наступним етапом цього дослiдження ми вбачає-
мо у використаннi отриманих результатiв на перiодичнiй частинi для всiєї
системи, використовуючи метод усереднення, що розглянутий у [2] та [3].

Спектральна задача для фрагментiв сiток з позицiї моделi ”струнний
хрест” [1] вже розглядалась на двовимiрному струнному хрестi одиничної
довжини з умовами контакту, балансу натягу у спiльному вузлi та крайо-
вими умовами перiодичностi та а-перiодичностi у [4]. Продовжимо дослi-
дження цiєї моделi з тими ж самими умовами, проте довжини струн будуть
довiльними.

Спочатку розглядається перiодична спектральна задача з умовами пе-
рiодичностi, умовами контакту та балансу натягу у спiльному вузлi. До-
слiдження проводиться для власних значень λ > 0 та вiдповiдних власних
функцiй у виглядi v = A cos(x

√
λ) + C sin(x

√
λ) [5]. Пiсля перевiрки всiх

умов цiєї задачi випливають три власнi значення λ1 = 4π2n2, λ2 = 4π2n2

l2

та λ3 = 4π2n2

(1+l)2
, де l — значення довжини одного з плечей хреста. У подаль-

шому дослiдженнi доведено, що для значення l, яке можна представити у

81



А. С. КРИЛОВА, Г. В. САНДРАКОВ

виглядi дробу t1
t2

, t1, t2 ∈ Z, тобто l ∈ Q, маємо за розв’язок власне зна-
чення λ = 4π2n2, за умови n t1

t2
∈ Z, з вiдповiдними власними функцiями

(A cos(2πnx1) + C1 sin(2πnx1),±A cos(2πnx2) + C2 sin(2πnx2)), або власне
значення λ = 4π2n2

l2
, за умови n t2

t1
∈ Z, з вiдповiдними власними функцi-

ями (A cos(2πn
l x1) + C1 sin(2πn

l x1),±A cos(2πn
l x2) + C2 sin(2πn

l x2)). Якщо l
не пiдпадає пiд попереднi умови, або l ∈/ Q, тодi маємо одновимiрнi про-
стори власних функцiй на хрестi, тобто якщо вiзьмемо власне значення
λ = 4π2n2, то отримаємо власнi функцiї (C sin(2πnx), 0), x ∈ [0, 1], а якщо
беремо власне значення λ = 4π2n2

l2
, то маємо власнi функцiї (0, C sin(2πn

l x)),
x ∈ [0, l].

У статтi також розглядається а-перiодична спектральна задача аналогi-
чно до перiодичної задачi.

1. Постановка перiодичної задачi
Нехай довжина однiєї струни буде довiльною та дорiвнюватиме a, а дов-

жина iншої струни хреста дорiвнюватиме довiльному значенню b. Для по-
легшення розрахункiв роздiлимо довжини на значення a, що є ненульовим
за фiзичним змiстом, з чого отримаємо еквiвалентний хрест з вiдповiдни-
ми довжинами 1 та b

a . Позначимо отриману довжину b
a через l. Отримаємо

хрест, що зображено на малюнку (рис.1).

Рис 1. Струнний хрест

Розглянемо кожне плече хреста як окрему струну, тому струнний хрест
представимо як сукупнiсть чотирьох вiдрiзкiв. Необхiдно знайти усi вла-
снi значення спектральної задачi, що описана нижче, на цьому струнному
хрестi.

Розглянемо перiодичну спектральну задачу на струнному хрестi

−v′′1 = λv1,

−v′′2 = λv2,

−v′′3 = λv3,

−v′′4 = λv4,

(1)

з перiодичними граничними умовами
v1(0) = v2(1),

v3(0) = v4(l),
(2)
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v′1(0) = v′2(1),

v′3(0) = v′4(l),
(3)

умовами зв’язки вузлiв

v1(
1
2
) = v2(

1
2
) = v3(

l

2
) = v4(

l

2
), (4)

умовами балансу натягу

v′1(
1
2

+ 0)− v′2(
1
2
− 0) + v′3(

l

2
+ 0)− v′4(

l

2
− 0) = 0. (5)

Теорема 1. Нехай дана задача (1)-(5) на двомiрному струнному хрестi
з довжинами струн 1 та l, тодi розв’язком є такi власнi значення з
вiдповiдними власними функцiями, залежно вiд довжини струни l:

(а) λ = 4π2n2, якщо l ∈ Q, тобто l = t1
t2

, t1, t2 ∈ Z, та n t1
t2
∈ Z а власнi

функцiї

u1 = A cos(2πnx1) + C1 sin(2πnx1), x1 ∈ [0, 1],

u2 = (−1)n
t1
t2
−n

A cos(2πnx2) + C2 sin(2πnx2), x2 ∈ [0, l];

(б) λ = 4π2n2

l2
, якщо l ∈ Q та n t1

t2
∈/ Z та n t2

t1
∈ Z, а власнi функцiї

u1 = A cos(
2πn

l
x1) + C1 sin(

2πn

l
x1), x1 ∈ [0, 1],

u2 = (−1)n
t2
t1
−n

A cos(
2πn

l
x2) + C2 sin(

2πn

l
x2), x2 ∈ [0, l];

(в) якщо l ∈ Q та n t1
t2
∈/ Z та n t2

t1
∈/ Z або l ∈/ Q тодi

для власного значення λ = 4π2n2 маємо
u1 = C sin(2πnx1), x1 ∈ [0, 1],

u2 = 0, x2 ∈ [0, l]

або для власного значення λ = 4π2n2

l2
маємо

u1 = 0, x1 ∈ [0, 1],

u2 = C sin(
2πn

l
x2), x2 ∈ [0, l],

де n ∈ N та введенi позначення v1 = u1 при x ∈ [0, 1
2 ], v2 = u1 при x ∈ [12 , 1],

v3 = u2 при x ∈ [0, l
2 ], v4 = u2 при x ∈ [ l

2 , l].

Доведення. Вигляд загального розв’язку для задачi (1) вже вiдомий з теорiї
звичайних диференцiйних рiвнянь [5]. Вибiр власних значень λ > 0 ми вже
аргументували у статтi [4], яким вiдповiдають власнi функцiї у виглядi

vi = Ai cos(xi

√
λ) + Ci sin(xi

√
λ), i = 1, 4 (6)

для кожного плеча хреста.
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Для знаходження власних значень, спочатку розглянемо виконання умо-
ви (2)

A1 cos(0) + C1 sin(0) = A2 cos(
√

λ) + C2 sin(
√

λ),

A3 cos(0) + C3 sin(0) = A4 cos(l
√

λ) + C4 sin(l
√

λ),
звiдки отримаємо

A1 = A2 cos(
√

λ) + C2 sin(
√

λ),

A3 = A4 cos(l
√

λ) + C4 sin(l
√

λ).
(7)

З умови (3) маємо

−A1

√
λ sin(0) + C1

√
λ cos(0) = −A2

√
λ sin(

√
λ) + C2

√
λ cos(

√
λ),

−A3

√
λ sin(0) + C3

√
λ cos(0) = −A4

√
λ sin(l

√
λ) + C4

√
λ cos(l

√
λ),

з чого випливає
C1 = −A2 sin(

√
λ) + C2 cos(

√
λ),

C3 = −A4 sin(l
√

λ) + C4 cos(l
√

λ).
(8)

З умови зв’язки вузлiв (4), прирiвнюючи функцiї на однiй струнi, отри-
маємо такi тотожностi A1 cos(

√
λ

2 ) + C1 sin(
√

λ
2 ) = A2 cos(

√
λ

2 ) + C2 sin(
√

λ
2 )

та A3 cos( l
√

λ
2 ) + C3 sin( l

√
λ

2 ) = A4 cos( l
√

λ
2 ) + C4 sin( l

√
λ

2 ), з яких, використо-
вуючи перетворення на основi тригонометричної тотожностi половинного
аргументу, отримаємо для першої та другої тотожностi вiдповiдно

−2A2 sin(
√

λ) sin(

√
λ

2
) + 2C2 sin(

√
λ

2
) cos(

√
λ) = 0,

−2A4 sin(l
√

λ) sin(
l
√

λ

2
) + 2C4 sin(

l
√

λ

2
) cos(l

√
λ) = 0.

(9)

З першої тотожностi маємо або sin(
√

λ
2 ) = 0, розв’язком якого буде перше

власне значення задачi (1)–(5) λ1 = 4π2n2, або A2 sin(
√

λ)−C2 cos(
√

λ) = 0.
Звiдси випливає рiвнiсть A2 = C2

cos(
√

λ)

sin(
√

λ)
, яку пiдставивши у вирази (7)–(8)

маємо

A1 = C2
cos2(

√
λ)

sin(
√

λ)
+ C2 sin(

√
λ) =

C2

sin(
√

λ)
,

C1 = −C2 cos(
√

λ) + C2 cos(
√

λ) = 0.

(10)

З другої тотожностi (9) маємо або sin( l
√

λ
2 ) = 0, розв’язком якого буде

друге власне значення (1)-(5) λ2 = 4π2n2

l2
, або A4 sin(l

√
λ)−C4 cos(l

√
λ) = 0.

Звiдси випливає рiвнiсть A4 = C4
cos(l

√
λ)

sin(l
√

λ)
, яку пiдставивши у вирази (7)–(8)

маємо

A3 = C4
cos2(l

√
λ)

sin(l
√

λ)
+ C4 sin(l

√
λ) =

C4

sin(l
√

λ)
,

C3 = −C4 cos(l
√

λ) + C4 cos(l
√

λ) = 0.

(11)
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Якщо прирiвняти в умовi (4) функцiї на протилежних струнах, та маючи
на увазi отриманi результати (10)–(11) отримаємо

C2
cos(

√
λ) cos(

√
λ

2
)

sin(
√

λ)
+ C2 sin(

√
λ

2 ) = C4
cos( l

√
λ

2
)

sin(l
√

λ)
звiдки маємо

C4 = C2
sin( l

√
λ

2 )

sin(
√

λ
2 )

.

З огляду на отриманi результати можемо переписати систему узагаль-
нених розв’язкiв (6)

v1 = C2
1

sin(
√

λ)
cos(x1

√
λ), x1 ∈ [0,

1
2
],

v2 = C2

(
cos(

√
λ)

sin(
√

λ)
cos(x2

√
λ) + sin(x2

√
λ)

)
, x2 ∈ [

1
2
, 1],

v3 = C2
sin( l

√
λ

2 )

sin(
√

λ
2 ) sin(l

√
λ)

cos(x3

√
λ), x3 ∈ [0,

l

2
],

v4 = C2
sin( l

√
λ

2 )

sin(
√

λ
2 )

(
cos(l

√
λ)

sin(l
√

λ)
cos(x4

√
λ) + sin(x4

√
λ)

)
, x4 ∈ [

l

2
, l].

(12)

Розглянемо умову (5) та нехай для функцiй v1, ..., v4 у точцi зв’язки ву-
зла не має розриву, тодi матимемо умову v′1(

1
2)− v′2(

1
2) + v′3(

l
2)− v′4(

l
2) = 0.

Пiдставимо в цю умову функцiї з системи (12) та зважаючи на логiчне при-
пущення, що C2 6= 0 матимемо (якщо власне значення не дорiвнюватиме

нулю) − sin(
√

λ
2

)

sin(
√

λ)
+ cos(

√
λ) sin(

√
λ

2
)

sin(
√

λ)
− cos(

√
λ

2 )− sin2( l
√

λ
2

)

sin(
√

λ
2

) sin(l
√

λ)
+ sin2( l

√
λ

2
) cos(l

√
λ)

sin(
√

λ
2

) sin(l
√

λ)
−

− sin( l
√

λ
2

) cos( l
√

λ
2

)

sin(
√

λ
2

)
= 0.

Звiдки випливає або 1

2 cos(
√

λ
2

) sin(
√

λ
2

) cos( l
√

λ
2

)
= 0, якщо для цього дробу

λ 6= 0 та λ 6= π2(1+2n)2

l2
, або sin(

√
λ

2 ) cos( l
√

λ
2 ) + sin( l

√
λ

2 ) cos(
√

λ
2 ) = 0. З цього

виразу отримаємо трете власне значення λ3 = 4π2n2

(1+l)2
.

Перевiримо отриманi власнi значення, знайдемо значення вiдрiзку l, де
цi власнi значення iснують та сформуємо систему власних функцiй для
отриманих значень.

Для першого власного значення λ1 = 4π2n2 маємо систему власних фун-
кцiй

vi = Ai cos(2πnxi) + Ci sin(2πnxi), (i = 1, 4), (13)

для якої перевiримо усi умови, що описанi вище.
Перiодичнi граничнi умови (2)–(3) дають такi результати:

A1 = A2; A3 = A4 cos(2πnl) + C4 sin(2πnl);

C1 = C2; C3 = −A4 sin(2πnl) + C4 cos(2πnl).
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Умову зв’язки вузлiв перевiримо спочатку для перших двох власних
функцiй, потiм для третьої та четвертої, а потiм для другої та четвер-
тої. З огляду рiвностi коефiцiєнтiв функцiй v1 та v2, зробимо висновок про
їх тотожну рiвнiсть в спiльнiй точцi 1

2 . Для рiвностi v3( l
2) = v4( l

2) має-
мо −A4 sin(2πnl) sin(πnl) + C4 cos(2πnl) sin(πnl) = 0, звiдки випливає або
sin(πnl) = 0 з чого маємо

l =
k

m
, m, k ∈ Z (14)

або рiвняння
−A4 sin(2πnl) + C4 cos(2πnl) = 0. (15)

Перевiримо чи для всiх значень l = k
m , m, k ∈ Z виконується рiвнiсть

sin(πnl) = 0. Пiдставимо вiдповiдне значення довжини в цю рiвнiсть та
отримаємо sin(πn k

m) = 0, з чого маємо πn k
m = πt, n, m, k, t ∈ Z, тобто

розв’язок буде вiрний тодi i тiльки тодi, коли n k
m ∈ Z.

Якщо прирiвняти значення у вузлi другої та четвертої функцiї, то отри-
маємо (−1)nA2 = A4 cos(πnl) + C4 sin(πnl).

Продовжимо дослiдження власних функцiй з умовою (5), з якої випливає
рiвняння

A4 cos(2πnl) sin(πnl) + C4 sin(2πnl) sin(πnl) = 0.

Розв’язком цього рiвняння буде або sin(πnl) = 0, що є таким самим
розв’язком (14) попереднього рiвняння, або рiвняння

A4 cos(2πnl) + C4 sin(2πnl) = 0. (16)

Так як дослiдження системи зумовлює виконання всiх умов одночасно,
то розглянемо у системi рiвняння (15) та (16). Ми маємо систему лiнiйних
однорiдних рiвнянь, а як вiдомо з курсу лiнiйної алгебри, система лiнiй-
них однорiдних рiвнянь має нетривiальнi розв’язки, якщо визначник цiєї
системи буде дорiвнювати нулю. Перевiримо це:

∆ =
∣∣∣∣

cos(2πnl) sin(2πnl)
− sin(2πnl) cos(2πnl)

∣∣∣∣ = 1.

Звiдси видно, що маємо тривiальнi розв’язки системи, тобто A4 = 0 та
C4 = 0. З цього висновку та попереднiх розрахункiв маємо, що й A3 = 0 та
C3 = 0, а звiдси A1 = A2 = 0.

Зробимо висновок для власного значення λ = 4π2n2. Якщо l = k
m , де

m, k ∈ Z та такi що n k
m ∈ Z, то ми маємо такi значення коефiцiєнтiв у вла-

сних функцiях: A1 = A2, A3 = A4 cos(2πn k
m)+C4 sin(2πn k

m) = A4, C1 = C2,
C3 = −A4 sin(2πn k

m) + C4 cos(2πn k
m) = C4 та з умови контакту у спiль-

ному вузлi мiж першою та третьою функцiями матимемо A1 cos(πn) =
= A3 cos(πn k

m) з чого випливає тотожнiсть (−1)nA1 = (−1)n k
m A3. Тобто

якщо рiзниця показникiв ступенiв |n k
m − n| за модулем парна, то маємо

A1 = A3 = A, а якщо непарна, тодi матимемо A1 = −A3. Отже перепи-
шемо систему (13), роблячи деякi спрощення у позначеннях коефiцiєнтiв
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системи:

v1 = A cos(2πnx1) + C1 sin(2πnx1), x1 ∈ [0,
1
2
],

v2 = A cos(2πnx2) + C1 sin(2πnx2), x2 ∈ [
1
2
, 1],

v3 = ±A cos(2πnx3) + C2 sin(2πnx3), x3 ∈ [0,
l

2
],

v4 = ±A cos(2πnx4) + C2 sin(2πnx4), x4 ∈ [
l

2
, l],

де у випадку v3 та v4 ми пишемо +A, якщо значення |n k
m − n| парне, або

−A, якщо це значення непарне.
Якщо l 6= k

m , m, k ∈ Z та n k
m ∈/ Z, то ми отримуємо власнi функцiї

v1 = C sin(2πnx1), x1 ∈ [0,
1
2
],

v2 = C sin(2πnx2), x2 ∈ [
1
2
, 1],

v3 = 0, x3 ∈ [0,
l

2
],

v4 = 0, x4 ∈ [
l

2
, l].

Тепер розглянемо власне значення λ2 = 4π2n2

l2
з вiдповiдною системою

власних функцiй

vi = Ai cos(
2πn

l
xi) + Ci sin(

2πn

l
xi), (i = 1, 4). (17)

Аналогiчно до попереднього випадку, почнемо з перiодичних граничних
умов (2) та (3), з яких маємо A1 = A2 cos(2πn

l ) + C2 sin(2πn
l ), A3 = A4,

C1 = −A2 sin(2πn
l ) + C2 cos(2πn

l ) та C3 = C4.
Умова зв’язки вузлiв (4) для перших двох власних функцiй в результатi

виллється в рiвняння −A2 sin(2πn
l ) sin(πn

l ) + C2 cos(2πn
l ) sin(πn

l ) = 0, звiдки
маємо або sin(πn

l ) = 0, з чого отримуємо

l =
m

k
, m, k ∈ Z (18)

або рiвняння

−A2 sin(
2πn

l
) + C2 cos(

2πn

l
) = 0. (19)

Аналогiчно до дослiдження першого власного значення перевiримо для
яких значень m, k ∈ Z виконується рiвнiсть sin(πn

l ) = 0. Пiдставимо вiд-
повiдне значення довжини в цю рiвнiсть та отримаємо що розв’язок буде
вiрний тодi i тiльки тодi, коли n k

m ∈ Z.
З огляду на рiвнiсть коефiцiєнтiв функцiй v3 та v4 також зробимо висно-

вок про їх тотожну рiвнiсть в спiльнiй точцi l
2 . А з умови

зв’язки вузлiв мiж другою та четвертою функцiями матимемо
(−1)nA4 = A2 cos(πn

l ) + C2 sin(πn
l ).
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Далi пiдставимо власнi функцiї з отриманими коефiцiєнтами в умову
балансу натягу у спiльному вузлi (5) та отримаємо рiвняння

A2 cos(
2πn

l
) sin(

πn

l
) + C2 sin(

2πn

l
) sin(

πn

l
) = 0

звiдки маємо або розв’язок (18), який також отриманий пiд час дослiдже-
ння умови зв’язки вузлiв, або рiвняння

A2 cos(
2πn

l
) + C2 sin(

2πn

l
) = 0. (20)

Таким же чином, як i в попередньому випадку, будемо дослiджувати
систему двох рiвнянь (19) та (20) на нетривiальнiсть розв’язкiв. Знайдемо
визначник цiєї системи.

∆ =
∣∣∣∣

cos(2πn
l ) sin(2πn

l )
− sin(2πn

l ) cos(2πn
l )

∣∣∣∣ = 1.

Тобто маємо тривiальнi розв’язки лiнiйної однорiдної системи рiвнянь
A2 = 0 та C2 = 0, звiдси та попереднiх розрахункiв маємо, що A1 = 0,
C1 = 0 та A3 = A4 = 0.

Зробимо висновок. Для випадку l = m
k , m, k ∈ Z та n k

m ∈ Z маємо
власне значення λ = 4π2n2

l2
= 4π2(n k

m)2 та такi значення коефiцiєнтiв у
власних функцiях: A3 = A4, A1 = A2 cos(2πn k

m) + C2 sin(2πn k
m) = A2,

C3 = C4, C1 = −A2 sin(2πn k
m) + C2 cos(2πn k

m) = C2 та з вже розгляну-
тої умови зв’язки вузлiв мiж другою та четвертою функцiями матимемо
(−1)nA4 = = A2 cos(πnk

m ) + C2 sin(πnk
m ) отримаємо тотожнiсть (−1)nA4 =

= (−1)n k
m A2. Тобто маємо таку ж систему власних функцiй, що й для вла-

сного значення λ1, проте з аргументом власних функцiй 2πn
l xi, i = 1, 4.

Для випадку l 6= m
k , m, k ∈ Z та n k

m ∈/ Z маємо власне значення λ = 4π2n2

l2

та таку систему власних функцiй

v1 = 0, x1 ∈ [0,
1
2
],

v2 = 0, x2 ∈ [
1
2
, 1],

v3 = C sin(
2πn

l
x3), x3 ∈ [0,

l

2
],

v4 = C sin(
2πn

l
x4), x4 ∈ [

l

2
, l].

Тепер розглянемо третє власне значення λ3 = 4π2n2

(1+l)2
, для якого маємо

вiдповiднi власнi функцiї

vi = Ai cos(
2πn

l + 1
xi) + Ci sin(

2πn

l + 1
xi), (i = 1, 4), (21)
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якi з умовами(2)–(3) дають такi результати:

A1 = A2 cos(
2πn

l + 1
) + C2 sin(

2πn

l + 1
), A3 = A4 cos(

2πn

l + 1
) + C2 sin(

2πn

l + 1
),

C1 = −A2 sin(
2πn

l + 1
) + C2 cos(

2πn

l + 1
), C3 = −A4 sin(

2πn

l + 1
) = C4 cos(

2πn

l + 1
).

Розглянемо умову контакту у спiльному вузлi. Для перших двох фун-
кцiй маємо рiвнiсть −A2 sin(2πn

l+1 ) sin( πn
l+1) + C2 cos(2πn

l+1 ) sin( πn
l+1) = 0, звiдки

отримуємо або значення довжини струни l = n
k − 1, n, k ∈ Z або вираз

A2 = C2
cos( 2πn

l+1
)

sin( 2πn
l+1

)
, який пiдставляючи в отриманi з перiодичних граничних

умов результати, будемо мати A1 = C2
1

sin( 2πn
l+1

)
та C1 = 0.

Для рiвностi третьої та четвертої функцiй в точцi l
2 отримаємо вираз

−A4 sin(2πnl
l+1 ) sin(πnl

l+1) + C4 cos(2πnl
l+1 ) sin(πnl

l+1) = 0, звiдки l = (n
k − 1)−1, де

n, k ∈ Z або A4 = C4
cos( 2πnl

l+1
)

sin( 2πnl
l+1

)
, який пiдставляючи в отриманi з перiодичних

граничних умов результати, будемо мати A3 = C4
1

sin( 2πnl
l+1

)
та C3 = 0.

Виходячи з того, що для умови контакту у спiльному вузлi повиннi одно-
часно виконуватись рiвностi перших двох функцiй та третьої та четвертої
функцiй, то й значення l повиннi буди однаковими, тобто l = l−1, а це мо-
жливо лише, коли l = 1, що вже було розглянуто у статтi [4], або l = 0, що
не має фiзичного сенсу для цiєї задачi. Тому розглянемо iншi результати,
що були отриманi з виразiв. Виходячи з них перепишемо (21)

v1 = C2
1

sin(2πn
l+1 )

cos(
2πn

l + 1
x1),

v2 = C2

cos(2πn
l+1 )

sin(2πn
l+1 )

cos(
2πn

l + 1
x2) + C2 sin(

2πn

l + 1
x2),

v3 = C4
1

sin(2πnl
l+1 )

cos(
2πn

l + 1
x3),

v4 = C4

cos(2πnl
l+1 )

sin(2πnl
l+1 )

cos(
2πn

l + 1
x4) + C4 sin(

2πn

l + 1
x4).

Вже з новою системою пiдставимо першу та третю власнi функцiї до
умови зв’язки вузлiв, та отримаємо вiдношення мiж коефiцiєнтами C2 та
C4

C2 = C4

cos( πnl
l+1) sin(2πn

l+1 )

sin(2πnl
l+1 ) cos( πn

l+1)
.

Використовуючи це вiдношення ми можемо знайти значення довжини l
з умови балансу натягу у спiльному вузлi, адже всi власнi функцiї будуть
записанi через один коефiцiєнт C4, який пiд час спрощення ми можемо
вiдкинути з огляду на те, якщо C4 буде дорiвнювати нулю, то всi власнi
функцiї теж будуть дорiвнювати нулю, а цей випадок нас не цiкавить. От-
же, пiсля деяких перетворень, допущення неперервностi власних функцiй

89



А. С. КРИЛОВА, Г. В. САНДРАКОВ

у спiльнiй точцi та C4 6= 0, маємо такий вигляд умови (5)

sin( πn
l+1)(−1 + cos(2πn

l+1 )− 2 cos2( πn
l+1))

sin(πnl
l+1) cos( πn

l+1)
− 1− cos(2πnl

l+1 ) + 2 cos2(πnl
l+1)

cos( πnl
l+1)

= 0.

Звiдки маємо тотожнiсть

tg(
πn

l + 1
) = − tg(

πnl

l + 1
),

яка виконується тiльки, якщо l = −1. А це не можливо з двох сторiн:
в фiзичному сенсi цiєї задачi, адже довжина не може бути вiд’ємною, та
математичному, адже ми в аргументi функцiї маємо у знаменнику нуль.
Тому власне значення λ3 = 4π2n2

(1+l)2
ми вiдкидаємо i подальше дослiдження

задачi для цього випадку проводити не будемо.
Зробимо висновок щодо цiєї перiодичної спектральної задачi. Для спро-

щення висновкiв введемо такi позначення, з огляду рiвностi констант:
v1 = u1 при x ∈ [0, 1

2 ], v2 = u1 при x ∈ [12 , 1], v3 = u2 при x ∈ [0, l
2 ],

v4 = u2 при x ∈ [ l
2 , l] та будемо мати три константи A, C1 та C2. Якщо

l ∈ Q тобто довжину можемо завжди уявити у виглядi l = t1
t2

, t1, t2 ∈ Z та
n t1

t2
∈ Z, то власне значення буде мати вигляд λ = 4π2n2, а власнi функцiї

запишемо у виглядi двох функцiй
v1 = A cos(2πnx1) + C1 sin(2πnx1), x1 ∈ [0, 1],

v2 = ±A cos(2πnx2) + C2 sin(2πnx2), x2 ∈ [0, l],

де для v2 ми пишемо +, якщо |n t1
t2
− n| парне значення, або −, якщо воно

непарне.
Якщо l ∈ Q та n t1

t2
∈/ Z та n t2

t1
∈ Z, то власне значення буде мати вигляд

λ = 4π2n2

l2
та вiдповiднi власнi функцiї

v1 = A cos(
2πn

l
x1) + C1 sin(

2πn

l
x1), x1 ∈ [0, 1],

v2 = ±A cos(
2πn

l
x2) + C2 sin(

2πn

l
x2), x2 ∈ [0, l],

де для v2 ми пишемо +, якщо |n t2
t1
− n| парне значення, або −, якщо воно

непарне.
Якщо l ∈ Q та n t1

t2
∈/ Z та n t2

t1
∈/ Z або l ∈/ Q тодi для власного значення

λ = 4π2n2 маємо одномiрний простiр власних функцiй
v1 = C sin(2πnx1), x1 ∈ [0, 1],

v2 = 0, x2 ∈ [0, l]

або для власного значення λ = 4π2n2

l2
маємо iнший одновимiрний простiр

власних функцiй
v1 = 0, x1 ∈ [0, 1],

v2 = C sin(
2πn

l
x2), x2 ∈ [0, l].

¤
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2. Постановка а-перiодичної задачi
Тепер розглянемо а-перiодичну спектральну задачу на тому ж струнно-

му хрестi
−v′′1 = λv1,

−v′′2 = λv2,

−v′′3 = λv3,

−v′′4 = λv4.

(22)

Для цiєї задачi змiнюються граничнi умови (2) та (3) на такi:
v1(0) = −v2(1),

v3(0) = −v4(l),
(23)

v′1(0) = −v′2(1),

v′3(0) = −v′4(l).
(24)

Умови зв’язки вузлiв та балансу натягу залишаються незмiнними

v1(
1
2
) = v2(

1
2
) = v3(

l

2
) = v4(

l

2
). (25)

v′1(
1
2

+ 0)− v′2(
1
2
− 0) + v′3(

l

2
+ 0)− v′4(

l

2
− 0) = 0. (26)

Теорема 2. Нехай дана задача (22)-(26) на двовимiрному струнному хре-
стi з довжинами струн 1 та l, тодi розв’язком є такi власнi значення з
вiдповiдними власними функцiями, залежно вiд довжини струни хреста
l:

(а) λ = π2(2n + 1)2, якщо l ∈ Q, тобто l = 2t1+1
2t2+1 , t1, t2 ∈ Z, та

(2n + 1)2t1+1
2t2+1 ∈ Z, з власними функцiями

u1 = A1 cos((2n + 1)πx1) + C sin((2n + 1)πx1), x1 ∈ [0, 1],

u2 = A2 cos((2n + 1)πx2) + (−1)kC sin((2n + 1)πx2), x2 ∈ [0, l],

де k = ||n + t1 − t2| − n|;
(б) λ = π2(1+2n)2

l2
, якщо l ∈ Q та (2n+1)2t1+1

2t2+1 ∈/ Z та (2n+1)2t2+1
2t1+1 ∈ Z,

а власнi функцiї

u1 = A1 cos(
(2n + 1)π

l
x1) + C sin(

(2n + 1)π
l

x1), x1 ∈ [0, 1],

u2 = A2 cos(
(2n + 1)π

l
x2) + (−1)kC sin(

(2n + 1)π
l

x2), x2 ∈ [0, l],

де k = ||n + t1 − t2| − n|;
(в) , якщо l ∈ Q та (2n + 1)2t1+1

2t2+1 ∈/ Z та (2n + 1)2t2+1
2t1+1 ∈/ Z або l ∈/ Q,

тодi
для власного значення λ = π2(2n + 1)2 маємо

u1 = A cos((2n + 1)πx1), x1 ∈ [0, 1],

u2 = 0, x2 ∈ [0, l],
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а власному значенню λ = π2(2n+1)2

l2
вiдповiдають власнi функцiї

u1 = 0, x1 ∈ [0, 1],

u2 = A cos(
π(2n + 1)

l
x2), x2 ∈ [0, l],

де n ∈ N та введенi позначення v1 = u1 при x ∈ [0, 1
2 ], v2 = u1 при x ∈ [12 , 1],

v3 = u2 при x ∈ [0, l
2 ], v4 = u2 при x ∈ [ l

2 , l].

Доведення. За аналогiєю з перiодичною спектральною задачею будемо роз-
в’язувати а-перiодичну. Пiдставимо власнi функцiї у виглядi (6) до умов
(23) та (24)

A1 = −A2 cos(
√

λ)− C2 sin(
√

λ),

A3 = −A4 cos(l
√

λ)− C4 sin(l
√

λ),

C1 = A2 sin(
√

λ)− C2 cos(
√

λ),

C3 = A4 sin(l
√

λ)− C4 cos(l
√

λ).

(27)

Далi попарно розглянемо умову контакту (25). Для першої та другої
функцiї матимемо (A2 cos(

√
λ) + C2 sin(

√
λ)) cos(

√
λ

2 ) − (A2 sin(
√

λ)−
−C2 cos(

√
λ)) sin(

√
λ

2 ) + A2 cos(
√

λ
2 ) + C2 sin(

√
λ

2 ) = 0, з чого отримаємо рiв-
нiсть A2 cos(

√
λ) cos(

√
λ

2 )+C2 sin(
√

λ) cos(
√

λ
2 ) = 0. Ця рiвнiсть має за розв’я-

зок або значення λ4 = π2(1 + 2n)2 або вираз A2 = −C2
sin(

√
λ)

cos(
√

λ)
, який пiд-

ставляючи до (27) маємо A1 = 0, C1 = −C2
1

cos(
√

λ)
.

Для третьої та четвертої функцiї матимемо (A4 cos(l
√

λ) + C4 sin(l
√

λ)) ·
cos( l

√
λ

2 )−(A4 sin(l
√

λ)−C4 cos(l
√

λ)) sin( l
√

λ
2 )+A4 cos( l

√
λ

2 )+C4 sin( l
√

λ
2 ) = 0,

з чого отримаємо рiвнiсть A4 cos(l
√

λ) cos( l
√

λ
2 ) + C4 sin(l

√
λ) cos( l

√
λ

2 ) = 0.

Ця рiвнiсть має за розв’язок або значення λ5 = π2(1+2n)2

l2
або вираз A4 =

= −C4
sin(l

√
λ)

cos(l
√

λ)
, який пiдставляючи до (27) маємо A3 = 0, C3 = −C4

1
cos(l

√
λ)
.

Для рiвностi другої та третьої функцiй умови (25) матимемо тотожнiсть

C4 = C2
sin(

√
λ

2
) cos(l

√
λ)

cos(
√

λ) sin( l
√

λ
2

)
.

Перепишемо систему (6) з отриманими значеннями

v1 =− C2
1

cos(
√

λ)
sin(x1

√
λ),

v2 =− C2

(
sin(

√
λ)

cos(
√

λ)
cos(x2

√
λ)− sin(x2

√
λ)

)
,

v3 =− C2
sin(

√
λ

2 )

sin( l
√

λ
2 ) cos(

√
λ)

sin(x3

√
λ),

v4 =− C2
sin(

√
λ

2 )

sin( l
√

λ
2 ) cos(

√
λ)

(
sin(l

√
λ) cos(x4

√
λ)− cos(l

√
λ) sin(x4

√
λ)

)
,
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де x1 ∈ [0, 1
2 ], x2 ∈ [12 , 1], x3 ∈ [0, l

2 ] та x4 ∈ [ l
2 , l].

За аналогiєю до попередньої задачi пiдставимо отриману систему фун-
кцiй в умову балансу натягу у спiльному вузлi (26) з припущеннями, що
v1, ..., v4 у точцi зв’язки вузла не має розриву та C2 6= 0 матимемо (якщо
власне значення не дорiвнюватиме нулю)

1

sin( l
√

λ
2 )

(cos(

√
λ

2
) sin(

l
√

λ

2
) + sin(

√
λ

2
) cos(

l
√

λ

2
)) = 0.

Звiдси отримаємо або sin( l
√

λ
2 ) 6= 0 з чого λ 6= 4π2n2

l2
,що зрозумiло, адже

це є одним з розв’язкiв попередньої задачi, або таке власне значення для
а-перiодичної задачi λ6 = 4π2n2

(l+1)2
, яке ми за аналогiєю до попереднього ви-

сновку з приводу цього власного значення будемо вiдкидати.
Перевiримо отриманi власнi значення що до вiдрiзку l.
Для першого власного значення цiєї задачi λ4 = π2(1 + 2n)2 маємо си-

стему власних функцiй

vi = Ai cos((2n + 1)πxi) + Ci sin((2n + 1)πxi), (i = 1, 4), (28)

для якої перевiримо усi умови, що описанi вище.
З а-перiодичних граничних умов (23)-(24) випливає: A1 = A2, A3 =

= −A4 cos((2n + 1)πl) − C4 sin((2n + 1)πl), C1 = C2 та константа C3 =
= A4 sin((2n + 1)πl)− C4 cos((2n + 1)πl).

Умову зв’язки вузлiв перевiримо спочатку для перших двох власних
функцiй. З огляду рiвностi коефiцiєнтiв функцiй v1 та v2 зробимо висно-
вок про їх тотожну рiвнiсть в спiльнiй точцi 1

2 . Для рiвностi v3( l
2) = v4( l

2)
маємо A4 cos( (2n+1)πl

2 ) cos((2n + 1)πl) + C4 cos( (2n+1)πl
2 ) sin((2n + 1)πl) = 0,

звiдки випливає або cos( (2n+1)πl
2 ) = 0 з чого маємо

l =
2k + 1
2m + 1

, m, k ∈ Z (29)

або рiвняння

A4 cos((2n + 1)πl) + C4 sin((2n + 1)πl) = 0. (30)

Перевiримо для яких значень l = 2k+1
2m+1 , m, k ∈ Z виконується рiвнiсть

cos( (2n+1)πl
2 ) = 0. Пiсля спрощень отримаємо (2n + 1) 2k+1

2m+1 =
= 2t + 1, m, k, n, t ∈ Z, з чого видно, що лiва частина тотожностi завжди
непарна, тому можна казати, що ця тотожнiсть виконується тодi i тiльки
тодi, коли (2n + 1) 2k+1

2m+1 ∈ Z.
З тiєї ж умови зв’язки вузлiв (25) мiж першою та третьою функцiями

маємо A1 cos( (2n+1)π
2 ) + C1 sin( (2n+1)π

2 ) = A3 cos( (2n+1)πl
2 ) + C3 sin( (2n+1)πl

2 ).
В результатi розрахункiв ця тотожнiсть перетворюється на таку

(−1)nC1 = A3 cos(
(2n + 1)πl

2
) + C3 sin(

(2n + 1)πl

2
). (31)
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Продовжимо дослiдження власних функцiй з умовою (26), з якої випли-
ває рiвняння

A4 cos(
(2n + 1)πl

2
) sin((2n + 1)πl)− C4 cos(

(2n + 1)πl

2
) cos((2n + 1)πl) = 0.

Розв’язком цього рiвняння буде або cos( (2n+1)πl
2 ) = 0, що є таким самим

розв’язком (29) попереднього рiвняння, або

A4 sin((2n + 1)πl) + C4 cos((2n + 1)πl) = 0. (32)

Так само як i в попереднiй задачi дослiдимо систему рiвнянь (30), (32).
Ми маємо систему лiнiйних однорiдних рiвнянь та знайдемо визначник цiєї
системи

∆ =
∣∣∣∣

cos((2n + 1)πl) sin((2n + 1)πl)
sin((2n + 1)πl) − cos((2n + 1)πl)

∣∣∣∣ = −1.

Звiдси видно, що маємо тривiальнi розв’язки системи, тобто A4 = 0 та
C4 = 0. З а-перiодичних граничних умов (23)–(24) отримаємо що й A3 = 0
та C3 = 0, а з (31) та попереднiх висновкiв маємо C1 = C2 = 0.

Узагальнимо, якщо l = 2k+1
2m+1 , m, k ∈ Z та (2n+1) 2k+1

2m+1 ∈ Z, то ми маємо
власне значення λ = π2(1 + 2n)2 та такi значення коефiцiєнтiв у власних
функцiях:

A1 = A2, A3 = −A4 cos((2n + 1)π
2k + 1
2m + 1

)− C4 sin((2n + 1)π
2k + 1
2m + 1

) = A4,

C1 = C2, C3 = A4 sin((2n + 1)π
2k + 1
2m + 1

)− C4 cos((2n + 1)π
2k + 1
2m + 1

) = C4,

та з тотожностi (31) маємо (−1)nC1 = C3 sin( (2n+1)(2k+1)π
2m+1 ), з чого випливає

(−1)nC1 = (−1)|n+k−m|C3. Отже перепишемо систему (28), роблячи деякi
спрощення у позначеннях коефiцiєнтiв системи:

v1 = A1 cos((2n + 1)πx1) + C sin((2n + 1)πx1), x1 ∈ [0,
1
2
],

v2 = A1 cos((2n + 1)πx1) + C sin((2n + 1)πx1), x2 ∈ [
1
2
, 1],

v3 = A2 cos((2n + 1)πx1)± C sin((2n + 1)πx1), x3 ∈ [0,
l

2
],

v4 = A2 cos((2n + 1)πx1)± C sin((2n + 1)πx1), x4 ∈ [
l

2
, l],

де у випадку v3 та v4 ми пишемо +, якщо значення ||n + k−m| −n| парне,
або −, якщо це значення непарне.
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Якщо l 6= 2k+1
2m+1 , m, k ∈ Z, то ми отримуємо власнi функцiї

v1 = A cos((2n + 1)πx1), x1 ∈ [0,
1
2
],

v2 = A cos((2n + 1)πx2), x2 ∈ [
1
2
, 1],

v3 = 0, x3 ∈ [0,
l

2
],

v4 = 0, x4 ∈ [
l

2
, l].

Для другого власного значення цiєї задачi λ5 = π2(1+2n)2

l2
, що має систему

власних функцiй

vi = Ai cos(
(2n + 1)π

l
xi) + Ci sin(

(2n + 1)π
l

xi), (i = 1, 4)

знайдемо довжину l за таким самим алгоритмом, що й для власного зна-
чення λ = π2(1 + 2n)2. У результатi розрахункiв отримали

l =
2m + 1
2k + 1

, m, k ∈ Z. (33)

Таким самим чином ми робимо висновок, що тотожнiсть cos( (2n+1)π
2l ) = 0

виконується тодi i тiльки тодi, коли (2n + 1) 2k+1
2m+1 ∈ Z. Звiдси ми отри-

муємо результат схожий на систему власних функцiй власного значення
λ4 = π2(1 + 2n)2 при таких самих умовах, проте з аргументом власних
функцiй π(1+2n)(2k+1)

(2m+1) xi, i = 1, 4.

Якщо ж значення довжини струни хреста не дорiвнює (33) або
(2n + 1) 2k+1

2m+1 ∈/ Z, тодi такi коефiцiєнти будуть мати нульовi значення:
A2 = 0 та C2 = 0, з а-перiодичних граничних умов A1 = 0 та C1 = 0, а
з попереднiх висновкiв C3 = C4 = 0. Тодi отримуємо одномiрний простiр
власних функцiй.

Зробимо висновок щодо цiєї а-перiодичної спектральної задачi. Для спро-
щення висновкiв введемо такi позначення, з огляду рiвностi констант:
v1 = u1 при x ∈ [0, 1

2 ], v2 = u1 при x ∈ [12 , 1], v3 = u2 при x ∈ [0, l
2 ],

v4 = u2 при x ∈ [ l
2 , l] та будемо мати три константи A1, A2 та C. Якщо

l ∈ Q тобто довжину можемо завжди уявити у виглядi l = 2t1+1
2t2+1 , t1, t2 ∈ Z

та (2n + 1)2t1+1
2t2+1 ∈ Z, то власне значення буде мати вигляд λ = π2(2n + 1)2,

а власнi функцiї запишемо у виглядi двох функцiй

v1 = A1 cos((2n + 1)πx1) + C sin((2n + 1)πx1), x1 ∈ [0, 1],

v2 = A2 cos((2n + 1)πx2)± C sin((2n + 1)πx2), x2 ∈ [0, l],

де для v2 ми пишемо +, якщо ||n+ t1− t2|−n| парне значення, або −, якщо
це значення непарне.
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Якщо l ∈ Q та (2n + 1)2t1+1
2t2+1 ∈/ Z та (2n + 1)2t2+1

2t1+1 ∈ Z, то власне значення

буде мати вигляд λ = π2(1+2n)2

l2
, а власнi функцiї

v1 = A1 cos(
(2n + 1)π

l
x1) + C sin(

(2n + 1)π
l

x1), x1 ∈ [0, 1],

v2 = A2 cos(
(2n + 1)π

l
x2)± C sin(

(2n + 1)π
l

x2), x2 ∈ [0, l],

де для v2 ми пишемо +, якщо ||n+ t1− t2|−n| парне значення, або −, якщо
це значення непарне.

Якщо (2n + 1)2t1+1
2t2+1 ∈/ Z та (2n + 1)2t2+1

2t1+1 ∈/ Z або l ∈/ Q, тодi всi просто-
ри власних функцiй одновимiрнi. Тобто якщо обираємо власне значення
λ = π2(2n + 1)2, то отримуємо

v1 = A cos((2n + 1)πx1), x1 ∈ [0, 1], v2 = 0, x2 ∈ [0, l].

А якщо обираємо власне значення λ = π2(2n+1)2

l2
, то власнi функцiї будуть

виглядати таким чином

v1 = 0, x1 ∈ [0, 1], v2 = A cos(
π(2n + 1)

l
x2), x2 ∈ [0, l].

¤
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FINITE ELEMENT METHOD FOR THE
GRAVITY-GYROSCOPIC WAVE EQUATION

M. N. Moskalkov, D. Utebaev

Abstract. In this paper, the spatial and time schemes of the high-
accuracy finite element method are proposed and analyzed. These
schemes are designed for solving the combined boundary value problem
associated with the equation for gravity-gyroscopic waves in strati-
fied liquid. For the problem under consideration, the estimates of
accuracy of the corresponding schemes are obtained.

Problems associated with internal wave motions are characteristic for many
fields of science, such as the atmospheric physics, geophysics, oceanology, and
revolving liquid analysis [1, 2]. It is difficult to obtain the exact analytical soluti-
ons of these problems. In order to circumvent these difficulties, the processes in
internal wave motions are analyzed by using numerical techniques, specifically
the net-point method [3] and the finite element method [4, 5].

In this paper, the finite element method is applied relative to spatial and
time variables. The use of cubic finite elements provides the possibility to obtain
the approximate solution of the problem with higher order of accuracy, so the
number of fragments of the set of independent variables as well as computational
costs can be reduced.

1. Formulation of the Problem

Consider the problem discussed in [1] as follows:

∂2

∂t2
[
∆3u− ρ2u

]
+ ω2

0∆2u + θ2
[
∆1u− ρ2u

]
= f(x, t), (x, t) ∈ QT , (1)

u = 0, x ∈ Γ1;
∂u

∂n
= 0, x ∈ Γ2, t ∈ [0, T ],

u(x, 0) = u0(x),
∂u

∂ t
(x, 0) = u1(x),

(2)

where

∆1 =
∂2

∂x2
3

, ∆2 =
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

, ∆3 =
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂x2
3

,

ω0 is the Vyaysyal-Brent frequency, ρ, θ are constants with values > 0, Ω =
{0 < xk < lk, k = 1, 2, 3},

QT = {(x, t) : x ∈ Ω, t ∈ (0, T ]} , Г1 ∪ Г2 = Г = ∂Ω.
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The generalized solution of the problem (1, 2) is the function u(x, t) with
values in the set H =

{
u ∈ W 1

2(Ω), u = 0 x ∈ Γ1

}
for all t ∈ (0, T ]. This

function has a derivative d2u
dt2

∈ W 1
2 (Ω), and for all t ∈ [0, T ], satisfies the

following conditions:

a3(
d2u(t)
dt2

, ϑ) + a2(u(t), ϑ) + a1(u(t), ϑ) = (f(t), ϑ), (3)

(u(0)− u0, ϑ) = 0,
(

du

dt
(0)− u1, ϑ

)
= 0, ∀ϑ(x) ∈ H, (4)

where

a3(u, ϑ) =
∫

Ω

(
3∑

k=1

uxk
ϑxk

+ ρ2uϑ

)
dx, a2(u, ϑ) =

= ω2
0

∫

Ω

2∑

k=1

uxk
ϑxk

dx, a1(u, ϑ) = θ2

∫

Ω

(
ux3ϑx3 + ρ2uϑ

)
dx,

u = u(t) is the function of an abstract argument t ∈ [0, T ] with values in H.

Denote the norm function in H as ‖u‖1 =

√
∫
Ω

(
3∑

k=1

(uxk
)2 + u2

)
dx. It is evi-

dent that 0 ≤ a1(u, u) ≤ C1 ‖u‖2
1, 0 ≤ a2(u, u) ≤ C2 ‖u‖2

1, c3 ‖u‖2
1 ≤ a3(u, u) ≤

C3 ‖u‖2
1, where C1, C2, C3 and C3 are positive constants that depend on the

parameters ρ, ω0, and θ.
The existence, continuity, and uniqueness of the solution of this problem are

discussed in [1].

2. Spatial and Time Discretization of the Problem

For the discretization of the problem by spatial variables, the finite element

method is used. Let Hh ⊂ H be a set of elements such as ϑh =
M∑

m=1
amΦm(x),

where {Φm = Φm(x)}M
m=1 is the basic set of piecewise polynomial functions,

every of which is a polynomial of degree p for every finite element [6, 7].
Consider the example of the basic set consisting of cubic polynomials. Divide

the domain Ω into M = N1 ∗N2 ∗N3 parallelepipeds:

Ωijk = {(i− 1)h1 ≤ x1 ≤ ih1, (j − 1)h2 ≤ x2 ≤ jh2, (k − 1)h3 ≤ x3 ≤ kh3} ,

i = 1, N1, j = 1, N2, k = 1, N3, hs = ls/Ns, s = 1, 2, 3.

Choose the system of basis functions:

Φijk(x1, x2, x3) = ϕi(x1)ϕj(x2)ϕk(x3), i = 1, N1, j = 1, N2, k = 1, N3,

where ϕI(x) is the basic function formed on the basis of the B3 spline [6]. In
this case, p = 3. Associate the following semidiscrete problem for t ∈ [0, T ] with
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(3, 4):

a3

(
d2uh(t)

dt2
, ϑh

)
+ a2 (uh, ϑh) + a1 (uh, ϑh) = (f(t), ϑh) , (5)

(uh(0)− u0, ϑh) = 0,

(
duh

dt
(0)− u1, ϑh

)
= 0, ∀ϑh ∈ Hh. (6)

This problem (5, 6) is associated with the Cauchy problem:

D
d2uh(t)

dt2
+ Auh(t) = fh(t), uh(0) = u0,h,

duh

dt
(0) = u1,h. (7)

The operators D and A are active from Hh to Hh. These operators are associ-
ated with the stiffness matrices D = (a3(ϕl, ϕm))M

l,m=1 and
A = (a2(ϕl, ϕm))M

l,m=1 + (a1(ϕl, ϕm))M
l,m=1, where uk,h = Phuk(x), k = 0, 1,

and Ph is the projection operator Ph : H → Hh.
Let ω̄τ = {tn = n τ, n = 0, 1, 2, ...} be a uniform net at the section t ∈ [0, T ].

For every interval (tn, tn+1) ∈ [0, T ] from (7), the following expression is true:
tn+1∫

tn

(−Du̇hϑ̇h + Auhϑh)dt + Du̇hϑh|tn+1
tn =

=

tn+1∫

tn

f(t)ϑh(t)dt, ∀ϑh(t) ∈ Hh.

(8)

The approximate solution of the problem (7) is determined as a Hermitian
spline of degree 3 [8]:

y(t) = ynϕn
00(t) + ẏnϕn

10(t) + yn+1ϕn
01(t) + ẏn+1ϕn

11(t), (9)

where

yn = y(tn), ẏn =
dy

dt
(tn), ϕn

00(t) = 2ξ3 − 3ξ2 + 1, ϕn
01(t) = 3ξ2 + 2ξ3,

ϕn
10(t) = τ(ξ3 − 2ξ2 + ξ), ϕn

11(t) = τ(ξ3 − ξ2), ξ = (t− tn)/τ.

When choosing various weighting functions ϑ(t), such as ϑ1(ξ) = 0.5 and
ϑ2(ξ) = s1τ (ξ − 0.5) + s2τ

(
ξ3 − 1.5ξ2 + 0.5ξ

)
, where s1 = 180β − 40α and

s2 = 1680β− 280α, the following two-parameter vector difference scheme [4, 5]
is obtained from (8):

(
D − γτ2A

) ∧ẏ−ẏ

τ
+ A

∧
y +y

2
= ϕ1,

(
D − ατ2A

) ∧y−y

τ
− (

D − βτ2A
) ∧ẏ +ẏ

2
= ϕ2,

(10)

y0 = u0,h, ẏ0 = u1,h,

where γ = 1/12, ϕk =
1∫
0

f(tn + τξ)ϑk(ξ)dξ, k = 1, 2.
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The parameters α and β comply with the condition for the fourth-other
approximation [4]:

α− β = 1/12. (11)

Additionally, these parameters are determined with consideration for accuracy
and simplicity of the computational algorithm used for the implementation of
the scheme [5]. For example, α = 1/8, β = 1/24.

3. Analysis of the Spatial Discretization

Theorem 1. Assume that u(x, t), ∂u
∂t (x, t) ∈ C

(
[0, T ]; W p+1

2 (Ω)
⋂

H
)
. If a

reduction of the set Hh by one finite element is defined as a polynomial of degree
k, the estimated accuracy of the solution of the problem (3) is determined as
follows:

‖u(x, t)− uh(x, t)‖1 ≤ Mhp


max

t′

∥∥∥∥
∂u

∂t
(x, t′)

∥∥∥∥
p+1

+

√√√√√
t∫

0

∥∥∥∥
∂u

∂t
(x, t′)

∥∥∥∥
2

p+1

dt′ +

+

√√√√√
t∫

0

‖u(x, t′)‖2
p+1dt′


 , ∀t ∈ [0, T ], M = M(T, ρ, θ, ω0) > 0.

Proof of the theorem. Integrate (3), (4), (5), and (6) over t from tn to
tn+1 = tn +τ . Upon integrating the initial expressions by parts and subtracting
the one obtained expression from the other, the following result is obtained:

tn+1∫

tn

[
−a3(u̇− u̇h, ϑ̇h) + a2(u− uh, ϑh) + a1(u− uh, ϑh)

]
dt+

+ a3(u̇− u̇h, ϑh)|tn+1
tn = 0, ∀ϑh(x) ∈ Hh.

(12)

Denote eh = u − uI , ξh = uI − uh, zh = u − uh = eh + ξh, where

uI = Phu(x, t). Choose ϑh(t) = −
s∫
t

ξh(t′)dt′ ∈ Hh, t < s; ϑh(t) = 0, t ≥ s. It

is evident that ϑ̇h(t) = ξh(t).

Introduce the function wh(t) =
t∫
0

ξh(t′)dt′ ∈ Hh, t < s, wh(t) = 0, t ≥
s, which is associated with the other functions as follows: ẇh(t) = ξh(t),
ϑh(t) = wh(t)− wh(s).

With consideration for (ξ̇h, ξh) = 1
2

d
dt(ξh, ξh), ak(ϑ̇h, ϑh) = 1

2
d
dtak(ϑh, ϑh),

k = 1, 2 , 3, and ξh(0) = 0, ϑh(s) = 0, ϑh(0) = wh(s), by summing the values
of (12) through n = 0, m− 1, where m corresponds to the instant of time

100



FINITE ELEMENT METHOD FOR THE GRAVITY...

s = mτ , the following expression is obtained:
1
2
a3(ξh, ξh)(s) +

1
2
a2(wh, wh)(s) +

1
2
a1(wh, wh)(s) = −a3(ėh(0), wh(s))−

−
s∫

0

[a3(ėh, ξh)− a2(eh, wh(t)− wh(s))− a1(eh, wh(t)− wh(s))] dt.

After estimating the right side of this expression by using the ε inequation,
with consideration for the Gronuol lemma, the following expression is obtained:

a3(ξh, ξh)(s) + a2(wh, wh)(s) + a1(wh, wh)(s) ≤

≤ M


a3(ėh(0), ėh(0)) +

s∫

0

a3 (ėh, ėh)dt +

s∫

0

a2(eh, eh)dt +

s∫

0

a1(eh, eh)dt


 ,

where M is a constant. As 0 ≤ ak(u, u) ≤ Ck ‖u‖2
1 , k = 1, 2, this expression is

presented as follows:

‖ξh(s)‖2
1 ≤ M


‖ėh(0)‖2

1 +

s∫

0

‖ėh(t)‖2
1 dt +

s∫

0

‖eh(t)‖2
1 dt


 . (13)

For the solution u(x, t), u̇(x, t) ∈ W p+1
2 (Ω), ∀t ∈ [0, T ], there are the

following estimates [6, 7]:

‖eh(t)‖1 ≤ Mhp ‖u(t)‖p+1 , ‖ėh(t)‖1 ≤ Mhp ‖u̇(t)‖p+1 .

Theorem 1 is proved on account of (13) and the triangle inequality
‖zh‖ ≤ ‖eh‖+ ‖ξh‖. ¤

4. Analysis of the Time Discretization

Theorem 2. Assume that D∗ = D > 0, A∗ = A > 0, and additionally, the
condition of approximation (11) and the condition of stability

D − µτ2A ≥ εD, ∀ε ∈ (0, 1), µ = max {α, β, γ, 0} (14)
are met. In this case, for determining the solution for the scheme (10) so
that this solution approximates the solution of the problem (7), with d4uh

dt4
(t) ∈

C [0, T ], the following estimate of accuracy is true:

‖uh(t)− y(t)‖1 ≤ Mτ3

√√√√√
t∫

0

∥∥∥∥
d4uh

dt4
(t′)

∥∥∥∥
2

1

dt′.

Proof of the theorem. It is evident that the convergence of the scheme is ensured
if the conditions for the stability and approximation of the scheme are satisfi-
ed [9]. The stability of the scheme (10) is analyzed in [4]. The approximation
of the scheme is analyzed below.

Assume that y(t) ∈ Hτ , where Hτ is a set of functions of an argument t, every
of which is a third-order polynomial (9) over the interval t ∈ (tn, tn+1) and a
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cubic Hermitian spline for t ∈ [0, T ]. Additionally, y(t) for every t ∈ (tn, tn+1)
is an element of the subset Hh. Really, y = y(x, t) ∈ Hτ

h = Hh ⊗Hτ .
Denote eτ = y − uτ , ξτ = uτ − uh, ζτ = y − uh = eτ + ξτ , where

uτ (t) = un
hϕn

00(t) + u̇n
hϕn

10(t) + un+1
h ϕn

01(t) + u̇n+1
h ϕn

11(t).

With consideration for ζτ (t) = ξτ (t) + eτ (t), upon performing the same

operations for ϑτ (t) = −
s∫
t

ξτ (t)dt′, t < s;ϑτ (t) = 0, t ≥ s as in proving

Theorem 1, the following expression is obtained:
1
2
a3(ξτ , ξτ )(s) +

1
2
a2(ϑτ , ϑτ )(0) +

1
2
a1(ϑτ , ϑτ )(0) =

= a3(ėτ , ϑτ )(0) +

s∫

0

[a3(ėτ , ξτ )− a2(eτ , ϑτ )− a1(eτ , ϑτ )] dt.

Denote wτ (t) =
t∫
0

ξτ (t′)dt′, t < s, wτ (t) = 0 t ≥ s, where ėτ (0) = u̇h(0)−
u̇τ (0) = u1,h − u1,h = 0. Then, the following expression for the error ξτ (t) is
obtained from the preceding expression:

1
2
a3(ξτ , ξτ )(s) +

1
2
a2(wτ , wτ )(s) +

1
2
a1(wτ , wτ )(s) =

=

s∫

0

[a3(ėτ , ξτ )− a2(eτ , wτ (t)− wτ (s))− a1(eτ , wτ (t)− wτ (s))] dt.

As in Section 3, the following estimate is obtained from this expression:

‖ξτ (s)‖2
1 ≤ M




s∫

0

‖ėτ (t)‖2
1 dt +

s∫

0

‖eτ (t)‖2
1 dt


 .

The linear and limited functionals ėτ (t) and eτ (t)are zero for polynomials
up to the third order for the variable t. From the preceding estimate, on the
basis of the Bramble-Hilbert lemma [7], it follows:

s∫

0

∥∥eτ (t′)
∥∥2

1
dt′ ≤ M2τ8

s∫

0

∥∥∥∥
d4uh

dt4
(t)

∥∥∥∥
2

1

dt.

With consideration for
s∫
0

‖ėτ (t′)‖2
1 dt′ ≤ M2τ6

s∫
0

∥∥∥d4uh
dt4

(t)
∥∥∥

2

1
dt and

‖y − uh‖ ≤ ‖eτ‖+ ‖ξτ‖, it follows that the theorem is proved. ¤

5. Convergence of the Scheme

For the estimate according to Theorem 2, the error is dependent on the
solution uh(t) of the semidiscrete problem (7), but it is desirable to define
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requirements for the continuity of the solution of the initial problem (1). For
this purpose, use the following estimate (see [7], page 97):

‖uh‖k = ‖u− u + uh‖k ≤ ‖u‖k + ‖u− uh‖k ≤ ‖u‖k + Ch |u|k+1 ≤ C̄ ‖u‖k+1 ,

k = 0, 1.

The constant C̄ is not dependent on h.
Consequently, the estimate according to Theorem 2 is the following:

‖uh(t)− y(t)‖1 ≤ Mτ3

√√√√√
t∫

0

∥∥∥∥
∂4u

∂t4
(x, t′)

∥∥∥∥
2

2

dt′.

On the basis of Theorems 1 and 2, the following Theorem 3 is formulated.

Theorem 3. Assume that the conditions of Theorem 2 are met. In this case,
for the solution of the scheme (10), which approximates the solution of the
problem (1) and is such that u(x, t), ∂u

∂t (x, t) ∈ C([0, T ]; W p+1
2 (Ω)

⋂ ◦
W 1

2(Ω))
and ∂4u

∂t4
(x, t) ∈ C

{
[0, T ] ; W 2

2 (Ω)
}
, the following estimate of accuracy is true:

‖u(x, t)− y(x, t)‖1 ≤ M





hp


max

t

∥∥∥∥
∂u

∂t
(x, t)

∥∥∥∥
p+1

+

√√√√√
t∫

0

‖u(x, t′)‖2
p+1 dt′


 +

+ τ3

√√√√√
t∫

0

∥∥∥∥
∂4u

∂t4
(x, t′)

∥∥∥∥
2

2

dt′





∀t ∈ [0, T ], M = M(T, ρ, θ, ω0) > 0.

When choosing a polynomial of the order no less then three for every spatial
finite element, the third order of accuracy is ensured for both the steps h and
τ .

Check the fulfillment of the stability condition (14). Define the operators of
the scheme(10) as follows:

D = A1 + A2 + A3 + ρ2E, A = ω2
0A1 + ω2

0A2 + θ2A3 + ρ2θ2E,

where the stiffness matrices A k = (bk(ϕl, ϕm))M
l,m=1, with the bilinear form

bk(u, ϑ) =
∫
Ω

(uxk
ϑxk

) dx, correspond to the operator Ak ≥ 0. The condition

(14) is presented as follows:

(1− ε)
(
A1 + A2 + A3 + ρ2E

)− µτ2
(
ω2

0A1 + ω2
0A2 + θ2A3 + ρ2θ2E

) ≥ 0.

For the fulfillment of this condition, it is sufficiently to satisfy the following
condition:

τ2 ≤ 1− ε

µ
max

(
1
ω2

0

,
1
θ2

)
, where 0 < ε < 1.

The last condition is particularly remarkable by that the time increment is
not associated with the spatial increment and is dependent on the parameters
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of the problem such as the doubled angular frequency (θ) and the Vyaysyal-
Brent frequency (ω0). For the parameters α = 1/8 and β = 1/24 of the scheme
(10), µ = 1/8. Finally,

τ ≤ 2
√

2(1− ε)
min(ω0, θ)

.

The implementation of the scheme (10) is discussed in [4, 5].
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ОПТИМIЗАЦIЯ IНТЕНСИВНОСТI ОБСЛУГОВУВАННЯ В
СИСТЕМАХ З ПОВТОРАМИ I СКIНЧЕННИМ ЧИСЛОМ

ДЖЕРЕЛ ВИМОГ

В. Д. Пономарьов

Резюме. В роботi розглядається задача оптимального керуван-
ня iнтенсивнiстю обслуговування в системi M |M |n з повторними
викликами i обмеженим числом джерел первинних вимог на осно-
вi порогових стратегiй. Для даного типу керування представле-
но ефективний алгоритм пiдрахунку стацiонарних ймовiрностей
i знайдено явний вигляд функцiоналу якостi в стацiонарному ре-
жимi, що дає алгоритм розв’язку вiдповiдної оптимiзацiйної за-
дачi. Також розглядаються деякi чисельнi приклади.

1. Вступ

В класичнiй теорiї масового обслуговування, зазвичай, припускається,
що вимога на обслуговування, яка не може бути виконана одразу, або стає
у чергу (i обслуговується потiм у вiдповiдностi з деякими правилами), або
втрачається назавжди. Iнодi, нетерплячi вимоги залишають чергу, але та-
кi вимоги розглядаються, як втраченi. Насправдi, припущення про втрату
вимог є лише першою апроксимацiєю реальної ситуацiї. Клiєнт, який не
отримав обслуговування, через деякий випадковий промiжок часу повер-
тається до системи i знову намагається отримати обслуговування. Напри-
клад, в мережах мобiльного зв’язку внесок користувачiв, якi не отримали
обслуговування i повторно звертаються до системи, в загальну кiлькiсть
вимог на обслуговування є досить вагомим i нехтування ним призводить
до втрати точностi моделi. Також припускається, що вхiдний потiк вимог
на обслуговування є пуассонiвським. Це означає, що кiлькiсть незалежних
джерел (потенцiйних клiєнтiв) є нескiнченною i кожне з них звертається до
системи досить рiдко. Але на практицi таке припущення дає лише верхню
границю для характеристик системи, що знову ж таки погiршує точнiсть
моделi.

Системи з повторними викликами i обмеженим числом джерел врахо-
вують описанi вище недолiки класичних систем масового обслуговування
i можуть ефективно застосовуватися на практицi. Використання систем з
повторними викликами та обмеженим числом джерел для моделювання
мереж мобiльного зв’язку та дослiдження впливу повторних вимог на об-
слуговування викладено в [1]. Бiльш детальний порiвняльний аналiз стан-
дартних систем i систем масового обслуговування з повторними викликами
проведено в [2].
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В данiй роботi розглядається задача оптимiзацiї iнтенсивностi обслугову-
вання системи M |M |n з повторними викликами i обмеженим числом дже-
рел.

2. Модель
Розглянемо ланцюг Маркова з неперервним часом X(t) = (C(t);N(t)),

де C(t) ∈ {0, 1, . . . , n}, N(t) ∈ {0, 1, . . . ,m − n}, який задається iнфiнiтези-
мальними характеристиками a(i,j)(i′,j′), (i, j), (i′, j′) ∈ S(X) = {0, 1, . . . , n}×
{0, 1, . . . , m− n}:

1. якщо i = {0, 1, . . . , n− 1}, j = {0, 1, . . . , m− n}, то

a(i,j)(i′,j′) =





(m− i− j)λ, при (i′, j′) = (i + 1, j);
jµ, при (i′, j′) = (i + 1, j − 1);
iνj , при (i′, j′) = (i− 1, j);
−[(m− i− j)λ + jµ + iνj ], (i′, j′) = (i, j);
0, в iншому випадку.

(1.1)

2. якщо i = n, j = {0, 1, . . . , m− n}, то

a(i,j)(i′,j′) =





(m− n− j)λ, при (i′, j′) = (n, j + 1);
nνj , при (i′, j′) = (n− 1, j);
−[(m− n− j)λ + nνj ], при (i′, j′) = (i, j);
0, в iншому випадку.

(1.2)

Описаний ланцюг Маркова задає процес обслуговування в такiй системi.
Вимоги на обслуговування надходять вiд m користувачiв i обслуговуються
на n однакових пристроях. Умова m > n завжди виконується на практицi.
Кожен користувач через випадковi промiжки часу, якi мають показниковий
розподiл з параметром λ звертається до системи i обслуговується негайно,
якщо є хоча б один вiльний прилад. Час обслуговування — показниково
розподiлена випадкова величина з параметром νj , який залежить вiд кiль-
костi j користувачiв в системi в поточний момент часу. Якщо усi прила-
ди зайнятi, то вимога залишає систему i повторно намагається отримати
обслуговування через випадковий час, який має показниковий розподiл з
параметром µ. Кiлькiсть зайнятих приладiв в будь-який момент часу за-
дається першою компонентою процесу X(t), а кiлькiсть джерел повторних
викликiв — другою.

3. Процес обслуговування при заданiй пороговiй стратегiї
Розглянемо пороговi стратегiї керування iнтенсивнiстю обслуговування.

В цьому випадку, якщо кiлькiсть джерел повторних викликiв в системi не
перевищує H, то система функцiонує в першому режимi i iнтенсивнiсть
обслуговування дорiвнює ν(1). Якщо кiлькiсть джерел повторних викликiв
стає бiльшою за H, то система переходить у другий режим з iнтенсивнiстю
обслуговування ν(2). Порiг H приймає значення {−1, 0, . . . , m − n}. При
H = −1 система весь час функцiонує у другому режимi, ν = ν(2). Якщо
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H = m−n, то при будь-якому значеннi N(t) система знаходиться в першому
режимi, ν = ν(1).

Формально керування X(t) на основi порогової стратегiї означає, що iн-
тенсивнiсть обслуговування має такий вигляд:

ν(j) =

{
ν(1), при j = 0, 1, . . . , H;
ν(2), при j = H + 1, . . . , m− n.

Нехай πij(H), i = 0, . . . , n, j = 0, . . . , m − n стацiонарнi ймовiрностi си-
стеми: πij(H) = lim

t→∞P{C(H, t) = i, N(H, t) = j}.
Введемо такi позначення.

ei(n) = (δi0 δi1 . . . δin−1)
T , δij =

{
1, i = j;
0, i 6= j;

e(n) = (1 1 . . . 1)T ,

Aj =
∥∥∥aj

ik

∥∥∥
n−1

i,k=0
, aj

ik =





−(m + 1− i− j)λ, k = i− 1,

(m− i− j)λ + jµ + iνj , k = i,

−(i + 1)νj , k = i + 1,

0, в iншому випадку;

Bj =
∥∥∥bj

ik

∥∥∥
n−1

i,k=0
, bj

ik =





(j + 1)µ, k = i− 1, i 6= n− 1,
n(j+1)µνj

(m−n−j)λ , k 6= n− 2, i = n− 1,
(j+1)µ[(m−n−j)λ+nνj ]

(m−n−j)λ , k = n− 2, i = n− 1,

0, в iншому випадку;

Cj =
∥∥∥cj

ik

∥∥∥
n−1

i,k=0
, cj

ik =

{
1, k = 0, i = 0,

am−n
i−1k , в iншому випадку;

Φj =




m−n−1∏

i=j

A−1
i Bi


C−1e0(n).

Перевiримо, що вектори Φj останнiм спiввiдношенням задаються коре-
ктно.

Лема 1. Матрицi Aj , j = 0, 1, . . . , m− n− 1, C невиродженi.

Iмовiрностi πij(H), (i, j) ∈ S(X) можна подати через параметри системи
в явному виглядi.

Теорема 1. Стацiонарнi iмовiрностi системи мають такий вигляд:

πj(H) = Φjπ0m−n(H), j = 0, . . . ,m− n,

πnj(H) =
(j + 1)µ

(m− n− j)λ
e(n)T Φj+1π0m−n(H), j = 0, . . . , m− n− 1,

πnm−n(H) =
[λ + (m− n)µ + (n− 1)νm−n] eT

n−1(n)− 2λeT
n−2(n)

nνm−n
×
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×C−1e0(n)π0m−n(H),

де πj(H) = (π0j(H) π1j(H) . . . πn−1j(H))T ,

π−1
0m−n(H) =





m−n∑

j=0

(m− n + 1− j)λ + jµ

(m− n + 1− j)λ
e(n)T

m−n−1∏

i=j

A−1
i Bi+

+
[λ + (m− n)µ + (n− 1)νm−n] eT

n−1(n)− 2λeT
n−2(n)

nνm−n

}
C−1e0(n).

Доведення. Для пошуку πij(H) використаємо теорему про рiвнiсть пото-
ку ймовiрностей через границю замкненої областi в стацiонарному режимi
([3] стор. 49). Для кожного j = 1, 2, . . . , m − n побудуємо розбиття фазо-
вого простору S(X) = S

(1)
j (X)

⋃
S̄

(1)
j (X), S

(1)
j (X) = {(p, q) ∈ S(X) : q ≤ j}.

Прирiвнюючи потоки ймовiрностей через границю областi S
(1)
j (X), знахо-

димо

(m− n + 1− j)λπnj−1(H) = jµ

n−1∑

i=0

πij(H), j = 1, . . . , m− n. (2.2)

Тепер для i = 0, 1, . . . , n − 1, j = 1, 2, . . . ,m − n + 1 побудуємо розбиття
фазового простору S(X) = S

(2)
ij (X)

⋃
S̄

(2)
ij (X), S(2)

ij (X) = {(i, j)}. Прирiвню-

ючи потоки ймовiрностей через границю областi S
(2)
ij (X), отримаємо таку

систему рiвнянь:

[(m + 1− i− j)λ + (j − 1)µ + iνj−1] πij−1(H) =

= jµπi−1j(H) + (m + 2− i− j)λπi−1j−1(H) + (i + 1)νj−1πi+1j−1(H),
j = 1, ..., m− n + 1, i = 0, ..., n− 1, (2.3)

m−n∑

j=0

n∑

i=0

πij(H) = 1. (2.4)

Останнє рiвняння — це запис умови нормування.
Подамо рiвняння (2.3) у такому виглядi:

−(m+1−i−j)λπi−1j(H)+[(m− i− j)λ + jµ + iνj ] πij(H)−(i+1)νjπi+1j(H) =

= (j + 1)µπi−1j+1(H), j = 0, ..., m− n− 1, i = 0, ..., n− 2. (2.5)
Знайдемо з рiвняння (2.2) iмовiрнiсть πnj(H) i пiдставимо у (2.3) при i =
n− 1. Матимемо:

−(m− n + 2)λπn−2j(H) + [(m− n + 1− j)λ + jµ + (n− 1)νj ] πn−1j(H) =

=
(j + 1)nµνj

(m− n− j)λ

n−1∑

i=0,i6=n−2

πij+1(H)+
(j + 1)µ [(m− n− j)λ + nνj ]

(m− n− j)λ
πn−2j+1(H),

j = 0, ..., m− n− 1. (2.6)
Систему рiвнянь (2.5), (2.6) запишемо у векторно-матричнiй формi:

Ajπj(H) = Bjπj+1(H), j = 0, . . . , m− n− 1.
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З останнього рiвняння знаходимо, що

πj(H) =




m−n−1∏

i=j

A−1
i Bi


πm−n(H), j = 0, . . . , m− n− 1. (2.7)

Доповнимо систему рiвнянь (2.3) при i = 0, 1, . . . , n − 2, j = m − n + 1
рiвнянням π0m−n(H) = π0m−n(H) i запишемо у такiй векторно-матричнiй
формi:

Cπm−n(H) = e0(n)π0m−n(H).
Звiдки знаходимо, що

πm−n(H) = C−1e0(n)π0m−n(H). (2.8)

Остаточно, з рiвнянь (2.7), (2.8) маємо:

πj(H) =




m−n−1∏

i=j

A−1
i Bi


C−1e0(n)π0m−n(H), j = 0, . . . ,m− n.

Пiдставляючи вираз iмовiрностi πj+1(H) в рiвняння (2.2), знаходимо πnj(H),
j = 0, . . . , m− n− 1. Iмовiрнiсть πnm−n(H) отримуємо з рiвняння (2.3) при
i = n− 1, j = m− n + 1.

Iмовiрнiсть π0m−n(H) знаходимо з умови нормування (2.4). ¤

Зауваження 1. Вектор Φj можна записати у такому виглядi:

Φj =




m−n−1∏

i=j

(i + 1)µνi

λ
Di


 c,

Dj =
∥∥∥dj

ik

∥∥∥
n−1

i,k=0
,

dj
ik =

(m− 1− k − j)!ϕj
k

i!λkνi+1
j ϕj

i

n−1∑

l=i

l! (λνj)
l

(m− l − j)!

l∏

g=i+1

ϕj
g−2

ϕj
g

+

+
n!νn−i−1

j ϕj
n−2

i!(m− n− j)ϕj
i

n−1∏

l=i+1

ϕj
l−2

ϕj
l

, i = 0, ..., n− 1, k = 0, ..., n− 3,

dj
in−2 =

(n− 1)!
[
(m− n− j)λ + nνj

]
νn−i−2

j ϕj
n−2

i!(m− n− j)ϕj
i

n−1∏

l=i+1

ϕj
l−2

ϕj
l

,

i = 0, ..., n− 1,

dj
in−1 =

n!νn−i−1
j ϕj

n−2

i!(m− n− j)ϕj
i

n−1∏

l=i+1

ϕj
l−2

ϕj
l

, i = 0, ..., n− 1,

c = (c0 c1 . . . cn−1)
T , ci =

ϕm−n
i−1

i!νi
m−n

, i = 0, ..., n− 1,

ϕj
i = [(m− i− j)λ + jµ + iνj ]ϕ

j
i−1−i(m+1−i−j)λνjϕ

j
i−2, ϕj

−1 = 1, ϕj
−2 = 0.
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Доведена теорема мiстить ефективний алгоритм рекурентного типу для
пошуку стацiонарних ймовiрностей. У випадку n = 1, 2 вiн зводиться до
явних формул скалярного типу (дивись [4], [5]).
Наслiдок 1. Для системи з одним обслуговуючим приладом стацiонарнi

ймовiрностi мають такий вигляд:

π0j(H) = αjπ0m−1(H), j = 0, . . . , m− 1,

π1j(H) =
(j + 1)µ

(m− 1− j)λ
αj+1π0m−1(H), j = 0, . . . , m− 2,

π1m−1(H) =
λ + (m− 1)µ

νm−1
π0m−1(H),

π−1
0m−1(H) =

m−1∑

j=0

(m− j)λ + jµ

(m− j)λ
αj +

λ + (m− 1)µ
νm−1

,

αj =
m−2∏

i=j

(i + 1)µνi

λ(m− 1− i) [(m− i)λ + iµ]
.

Наслiдок 2. Для системи з двома приладами стацiонарнi ймовiрностi
мають такий вигляд:

π0j(H) = αjπ0m−2(H), j = 0, 1, . . . , m− 3,

π1j(H) =
(m− j)λ + jµ

νj
αjπ0m−2(H), j = 0, 1, . . .m− 2,

π2j(H) =
(j + 1)µ

(m− 2− j)λνj+1
[(m− j − 1)λ + (j + 1)µ + νj+1]αj+1π0m−2(H),

j = 0, 1, . . .m− 3,

π2m−2(H) =
[λ + (m− 2)µ] [2λ + (m− 2)µ] + (m− 2)µνm−2

2ν2
m−2

π0m−2(H),

де

π−1
0m−2(H) =

m−2∑

j=0

[(m− 1− j)λ + jµ] [(m− j)λ + jµ + νj ]
(m− 2− j)λνj

αj+

+
[λ + (m− 2)µ] [2λ + (m− 2)µ] + (m− 2)µνm−2

2ν2
m−2

,

αj =
m−3∏

i=j

(i + 1)µνi

(m− 2− i)λνi+1
×

×(m− 1− i)λ(2νi + νi+1) + 2νi(νi+1 + (i + 1)µ)− λνi+1

[(m− 1− i)λ + iµ] [(m− i)λ + iµ] + iµνi
.

Застосуємо доведену теорему до задачi оптимiзацiї прибутку в системi з
повторними викликами, коли вибiр порогу знаходиться у нашому розпо-
рядженнi.

Нехай
Fi(t, H) — число вимог, обслуговування яких завершено до моменту t

при роботi системи в i-му режимi, i = 1, 2;
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F3(t, H) — число вимог, якi отримали вiдмову в обслуговуваннi i стали
повторними викликами;

F4(t, H) — число перемикань iнтенсивностi обслуговування.
Границi lim

t→∞ t−1Fi(t,H) позначимо через Fi(H), i = 1, . . . , 4.
Розглянемо оптимiзацiйну задачу:

C1F1(H) + C2F2(H)− C3F3(H)− C4F4(H) → max,

H = {−1, 0, 1, ..., m− n} , (2.9)

де Ci, i = 1, 2 — прибуток, пов’язаний з обслуговуванням однiєї вимоги
при роботi системи у i-ому режимi;

C3 — штраф за вiдмову в обслуговуваннi;
C4 — штраф за перемикання iнтенсивностi обслуговування.
Розв’язком задачi (2.9) є такий порiг H, який максимiзує середнiй при-

буток вiд роботи системи. Подiбнi оптимiзацiйнi задачi для класичних мо-
делей одноканальних систем з повторними викликами розглядалися в ро-
ботi [6].

Граничнi функцiонали Fi(H), i = 1, . . . , 4 можуть бути виписанi через
стацiонарнi ймовiрностi:

F1(H) = ν(1)
H∑

j=0

n∑

i=1

iπij(H), F2(H) = ν(2)
m−n∑

j=H+1

n∑

i=1

iπij(H),

F3(H) = λ
m−n−1∑

j=0

(m− n− j)πnj(H),

F4(H) = (m− n−H)λπnH(H) + (H + 1)µ
n−1∑

i=0

πiH+1(H),

що разом з результатом теореми 1 дає алгоритм розв’язку задачi (2.9).

4. Приклад

В якостi прикладу розв’язано задачу оптимiзацiї для системи з такими
характеристиками: n = 4, m = 60, λ = 0, 13, ν(1) = 5, ν(2) = 7, µ = 1.
Вартiснi коефiцiєнти функцiоналу якостi: C1 = 500, C2 = 100, C3 = 10,
C4 = 100.

На рисунку 1 представлено графiк залежностi функцiоналу якостi (2.9)
вiд порогової стратегiї керування H для заданої системи. Як видно з ри-
сунку, максимальне значення функцiоналу якостi досягається при H = 2 i
дорiвнює 6520, 67.

Результати розрахункiв також наведенi на рис. 1.
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Рис 1. Графiк залежностi функцiоналу якостi (2.9) вiд стратегiї
керування

Як видно iз прикладу, стратегiя, оптимальна на класi порогових страте-
гiй, дає бiльше значення функцiоналу якостi нiж у випадку використання
лише першого чи лише другого режимiв обслуговування.
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ТОПОЛОГIЧНI ВЛАСТИВОСТI ФУНКЦIЙ НА
ТРИВИМIРНИХ ТIЛАХ

О.O. Пришляк1, К.О. Пришляк, О.Н. Вятчанинова

Резюме. Дослiджуються топологiчнi властивостi гладких фун-
кцiй без критичних точок на обмежених тривимiрних тiлах. Бу-
дується повний топологiчний iнварiант функцiй, обмеження яких
на межу має один локальний мiнiмум, один локальний максимум
та скiнченне число сiдлових критичних точок.

Вступ
Розглянемо тiло в тривимiрному просторi, межею якого є гладка поверх-

ня. Легко побудувати функцiю без критичних точок в тiлi. Прикладом мо-
же бути проекцiя на координатну вiсь. Однак, у обмеження цiєї функцiї на
поверхню будуть критичнi точки. Якщо функцiю можна представити як
проекцiю на координатну вiсь при вкладеннi поверхнi в R3, то вона при-
родним чином продовжується на область. Слабшi умови занурення були
отриманi в [2]. Якщо функцiя на поверхнi є функцiєю Морса загального
положення, то шукане вкладення поверхнi може бути отримано, як межа
околу графа Конрода-Рiба ([1], [9]) при його вкладеннi в R3. Для довiль-
них функцiй Морса умови iснування таких вкладень отриманi в [7]. Пiд
iндексом Пуанкаре критичної точки функцiї будемо мати на увазi модуль
iндексу Пуанкаре її поля градiєнта.

Постановка задачi
Нехай T – обмежене тiло в R3, F = ∂U – гладка поверхня, g : T → R

– гладка функцiя, що не має критичних точок як у T , так i у ∂T . Нехай
f : F → R – обмеження функцiї g на межу. Ми будемо розглядати такi
функцiї f , у яких один максимум, один мiнiмум, а iншi критичнi точки -
сiдловi, тобто iзольованi i не є точками локального екстремуму, i значення
функцiї в рiзних критичних точках рiзнi.

Мета цiєї статтi дати топологiчну класифiкацiю таких функцiй та дослi-
дити питання про те, якi функцiї на F можуть бути продовженi до функцiй
без критичних точок на T при деякому вкладеннi поверхнi в тривимiрний
простiр.

1Цi дослiдження частково пiдтриманi Українсько-Словенським науково дослi-
дним проектом "Топологiя многовидiв та її застосування договiр No М/150-2009.
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1.Топологiчнi властивостi функцiй без критичних точок на
тривимiрних тiлах

В [5] дослiджено як змiнюються рiвнi функцiї g при збiльшеннi значення
функцiї. Зокрема доведенi такi леми:

Лема 1. Нехай вiдрiзок [v1, v2] не мiстить критичних значень, тодi
g−1([v1, v2]) гомеоморфно g−1(v1)× [0, 1].

Лема 2. Якщо пiвiнтервал [v1, v2) мiстить одне критичне значення, а
вiдповiдна критична точка є мiнiмумом, то g−1([v1, v2]) = g−1((−∞, v2]
гомеоморфно тривимiрному напiвдиску D3− = {(x, y, z)|x2 +y2 +z2 ≤ 1, z ≤
0}, а функцiя g при цьому вiдповiдає функцiї gh(x, y, z) = z.

Сiдловi точки функцiї на поверхнi F подiляються на два типи:
1) додатнi, в яких поле градiєнта функцiї g направлено всередену тiла;
2) вiд’ємнi, в яких поле градiєнта функцiї g направлено назовнi тiла.

Лема 3. Нехай вiдрiзок (v1, v2) мiстить одне критичне значення, що вiд-
повiдає додатнiй сiдловiй точцi, тодi g−1(v2) гомеоморфно g−1(v1) ∪ h+,
а g−1((−∞, v2]) гомеоморфно g−1((−∞, v1]) ∪ H+. Тут h+ – криволiнiй-
ний 2n-кутник, що перетинається з межею ∂g−1(v1) за n сторонами,
серед яких нема сусiднiх, iндекс Пуанкаре критичної точки дорiвнює n−1,
Inth+∩Intg−1(v1) = ®. При цьому H+ – той напiвокiл h+, який перетина-
ється з g−1((−∞, v1].

Наслiдок. Нехай вiдрiзок (v1, v2) мiстить одне критичне значення, яке
вiдповiдає вiд’ємнiй критичнiй точцi. Тодi g−1(v2) гомеоморфно g−1(v1) \
h−. Тут h− ⊂ g−1(v1) – двовимiрний диск, що перетинається з межею
∂g−1(v1) за n дугами з його межi, де n – iндекс Пуанкаре критичної то-
чки. При цьому g−1((−∞, v2] гомеоморфно g−1((−∞, v1].

Розглянемо випадок додатньої точки iндексу Пуанкаре 1. Тодi при її
проходженнi до межi рiвня приклеюється чотирикутник за парою проти-
лежних сторiн, тобто смужка. Можливi 3 випадки такого приклеювання:

1) до однiєї компонентi краю. У цьому випадку число компонент рiвня
не змiнюється, а число компонент краю збiльшується на 1, рiд компонент
не змiнюється;

2) до рiзних компонентiв краю, але однiєї компоненти рiвня. У цьому
випадку рiд цiєї компоненти рiвня збiльшується на 1, iнших не змiнюється,
число компонент рiвня не змiнюється, а компонент краю зменшується на
1;

3) до рiзних компонентiв рiвня. У цьому випадку число компонент рiв-
ня зменшується на 1, i число компонент краю також зменшується на 1,
сумарний рiд компонент не змiнюється.

При проходженнi додатньої критичної точки iндексу n вiдбувається при-
клейка (2n + 2)-кутника, що рiвносильно приклейцi n чотирикутникiв. Та-
ким чином, вiдбувається n змiн числа компонент i сумарного роду, описа-
них у випадках 1) -3).

При проходженнi вiд’ємної точки вiдбуваються зворотнi змiни. Оскiль-
ки проходячи додатню точку не можна зменшити рiд або збiльшити число
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компонент рiвня або зменшити число компонент краю, не змiнюючи сумар-
ного роду i числа компонент рiвня, то загальне число змiн 1) -3), зроблених
додатнiми точками, дорiвнює числу зворотних змiн, зроблених вiд’ємними
точками. Таким чином, суми iндексiв Пуанкаре вiдповiдних точок однако-
вi.

У [5] показано, що якщо iснує продовження функцiї f на тривимiрну
область без критичних точок всерединi областi, то множину сiдлових кри-
тичних точок можна розбити на двi частини так, що суми iндексiв Пуан-
каре критичних точок у кожнiй з частин однаковi.

У функцiї з одним сiдлом, у якого iндекс Пуанкаре не дорiвнює 0, не
iснує продовження.

У функцiї з двома сiдлами продовження iснує, якщо їх iндекси одна-
ковi. Топологiчна класифiкацiя таких продовжень отримана в роботi [4].
Iснує функцiя на межi з трьома сiдловими точками iндексiв 2, 4, 2, у якої
регулярнi рiвнi зв’язнi та яка не має продовження всередину тiла. Для
функцiй Морса всi iндекси Пуанкаре сiдлових точок дорiвнюють 1. Однак,
iснує функцiя з 4 сiдлами, якi лежать на одному рiвнi, яка не може бути
продовжена всередину тiла.

2. Повний iнварiант функцiї

Побудуємо спочатку повний топологiчний iнварiант функцiї на замкне-
нiй поверхнi, який нам буде зручно доповнити до iнварiанта функцiї на
тривимiрному тiлi. Для цього задамо iнварiанти функцiї в околах крити-
чних рiвнiв, а потiм вкажемо як цi околи требе склеювати, щоб отримати
початкову поверхню. Фактично це узагальнення атомiв та молекул, уведе-
них А.Т.Фоменком для функцiй Морса. Iншi повнi топологiчнi iнварiанти
функцiй з iзольованими критичними точками побудованi в [3, 6, 8].

Якщо y – критичне значення функцiї, то окiл критичного рiвня f−1([y−
ε, y+ε]) гомеоморфний цилiндрам f−1(y−ε)×[0, 1] з приклеєними 2n−кутни-
ками по непарним сторонам. Позначимо компоненти рiвня f−1(y− ε) через
a1, a2, ..., am. Для кожного кола ai виберемо напрямок обходу (якщо мно-
говид орiєнтований, то згiдно орiєнтацiї). Тодi занумеруємо послiдовно всi
середини непарних сторiн 2n-кутникiв, що преклеюються до цього кола,
позначивши їх середини буквами ai

1, a
i
2, ..., a

i
n.

Кола, що утворилися пiсля приклейки 2n−кутникiв, як компоненти ме-
жi, позначимо через b1, b2, ..., bl. Вони вiдповiдають компонентам рiвня

f−1(y+ε). Виберемо на них орiєнтацiю та позначимо вiдповiднi середини
парних сторiн 2n−кутникiв через bi

j .
Для кожного 2n−кутника випишемо слово, що складається з лiтер ai

j та
bi
j , обходячи послiдовно середини його сторiн. Тодi цi слова будуть зада-
вати окiл критичного рiвня i, з точнiстю до топологiчної еквiвалентностi,
функцiю в ньому. Цi слова мають такi властивостi:

1) букви ai
j та bi

j чергуються;
2) кожна буква мiститься тiльки в одному словi;
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3) якщо в словах мiстяться фрагменти ai
kb

j
r та bp

qai
k+1, то p = j i а)

q = r− 1 або б) q = r + 1. Випадок а) має мiсце, якщо орiєнтацiї ребер, що
мiстять ai

k та bj
r, узгодженi, iнакше має мiсце випадок б).

Для побудови глобального iнварiанта функцiї треба увести однаковий
порядок на регулярних рiвнях при впорядкуваннi bj попереднього крити-
чного значення та ai наступного критичного значення. Це означає, що цi
bj та ai задають один i той самий регулярний рiвень, якщо i = j. Тодi на-
бiр слiв для кожного критичного рiвня буде задавати повний топологiчний
iнварiант функцiї на поверхнi.

Для побудови повного iнварiанта функцiї на тiлi треба для кожного регу-
лярного рiвня вiдповiднi букви розбити на групи. В одну групу попадають
тi букви, що вiдповiдають компонентам межi однiєї компоненти рiвня фун-
кцiї на тiлi. Крiм того, цiй групi припишемо число, що дорiвнює роду даної
компоненти, взятому зi знаком "+ якщо вона орiєнтована та "− "в iншому
випадку. Зауважимо, що букви bj та ai можна задавати як ребра графа
Рiба.
Визначення 1. Графом функцiї називається її орiєнтований граф Рiба,

для кожної вершини якого записано набiр слiв з ребер, iнциндентних цiй
вершинi, що задовольняють умовам 1)-3) i крiм того, для кожного регу-
лярного значення (яке дорiвнює пiвсумi двох сусiднiх критичних значень)
множина ребер, що покриває це регулярне значення, розбита на групи та
кожнiй групi приписано цiле число – її рiд.
Визначення 2. Два графи функцiй називаються еквiвалентними, якщо

iснує iзоморфiзм мiж їх графами Рiба, що зберiгає орiєнтацiю ребер, роз-
биття на групи та їх рiд i при замiнi букв в словах при вершинi першого
графа на образи цих букв отримуються слова в образi вершини.
Визначення 3. Двi функцiї f1 : M1 → R, f2 : M2 → R називаються то-

пологiчно еквiвалентними, якщо iснують гомеоморфiзми ϕ : M1 → M2, ψ :
R→ R такi, що ψ ◦ f1 = f2 ◦ ϕ.

Теорема 1. Двi функцiїї на тiлах топологiчно еквiвалентнi тодi та
тiльки тодi, коли їх графи iзоморфнi.

Доведення. Необхiднiсть. Якщо функцiї топологiчно еквiвалентнi, то го-
меоморфiзм φ породжує еквiвалентнiсть графiв функцiй.

Достатнiсть. Нехай графи функцiй еквiвалентнi. Тодi за побудовою гра-
фiв функцiй вiдповiднi компоненти регулярних рiвнiв будуть поверхнями з
однаковим родом, типом орiєнтованостi та числом компонент межi. Отже,
вони є гомеоморфними. Виберемо гомеоморфiзми мiж ними, узгодженi з
iзоморфiзмом графiв. Еквiвалентнiсть слiв у вершинах забезпечує те, що цi
гомеоморфiзми регулярних рiвнiв i можуть бути продовженi на критичнi
рiвнi, а отже, i до шуканого гомеоморфiзма всього многовида.

3. Реалiзацiя функцiї графом

Для завершення топологiчної класифiкацiї функцiй залишилося дослi-
дити питання про те, яких значень може набувати побудований iнварiант.
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Розглянемо спочатку ситуацiю коли на критичному рiвнi лежать всi вну-
трiшнi або всi зовнiшнi критичнi точки. Такi рiвнi будемо називати внутрi-
шнiми та зовнiшнiми, вiдповiдно.

Теорема 2. Нехай G – орiєнтований граф, для кожної вершини якого за-
писано набiр слiв з ребер, iнциндентних цiй вершинi, що задовольняють
умовам 1)-3), i крiм того, для кожного регулярного значення (яке дорiв-
нює пiвсумi двох сусiднiх критичних значень) множина ребер, що покри-
ває це регулярне значення, розбита на групи та кожнiй групi приписано
цiле число (рiд групи). Граф G є графом функцiї тодi та тiльки тодi, коли
для кожного критичного рiвня виконується умова: якщо критичнi точки
є додатними, то при зростаннi значень функцiї всi пiдмножини, у яких є
елементи вiдповiднi ребрам, що входять у вершину vj, пiсля її проходже-
ння об’єднуються в одну пiдмножину. Нехай g1, ..., gm – роди початкових
пiдмножин, а k1, ..., km – число елементiв в них. Тодi рiд утвореної пiд-
множини

g =
m∑

i=1

gi +
1
2
(ind(vj) +

m∑

i=1

ki − k −m).

Якщо точки є вiд’ємними, то при спаданнi значення функцiї викону-
ються тi ж умови. При цьому пiдмножинам, що об’єднуються, будуть
вiдповiдати тi ребра, якi виходять з вiдповiдної вершини.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай G є графом функцiї. Тодi, як i ранiше,
aj = 1 у додатнiх точках та aj = −1 – у вiд’ємних. В одну пiдмножину
входять тi компоненти, якi утворюють край однiєї компоненти поверхнi
рiвня функцiї. Розглянемо додатну сiдлову точку. Якщо її iндекс дорiвнює
числу поверхонь, що об’єднуються, то утворюється одна нова поверхня, рiд
якої дорiвнює сумi родiв, а число компонент краю – сумi чисел компонент
кожної пiдмножини мiнус число пiдмножин плюс один. Якщо ж iндекс
бiльший за число поверхонь, то до об’єднання поверхонь приклеюються
додатковi смужки. Кожна така смужка або збiльшує число компонент краю
на 1, не змiнюючи роду, або зменшує число компонент на 1, збiльшуючи при
цьому рiд на 1. Сформульоване правило задовольняє всiм цим вимогам.

Достатнiсть. Побудуємо деяке тривимiрне тiло i функцiю, граф якої збi-
гається iз заданим. Будуватимемо тiло послiдовно, проходячи критичнi зна-
чення функцiї вiд найменшого до найбiльшого. При проходженнi мiнiмуму
маємо тривимiрний напiвдиск, як у лемi 2. Далi, при русi до наступного
критичного значення, приклеюємо цилiндр D2×[0, 1]. Якщо наступна точка
додатня сiдлова, то приклеюємо H+, як у лемi 3, якщо вiд’ємна, то про-
сто перерозiб’ємо межу отриманого об’єднання, як у наслiдку з лем. Потiм
знову клеїмо цилiндр i т.д. Наприкiнцi приклеюємо верхнiй напiвдиск, що
вiдповiдає точцi максимуму.

На кожному етапi ми отримуємо тривимiрне тiло. Приклейка H+ збiль-
шує рiд, решта приклейки не змiнює його топологiчного типу. В околах
критичних точок функцiя задається стандартним чином, а на кожному
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цилiндрi – це проекцiя на другий доданок у сумi з вiдповiдною констан-
тою. Згладивши функцiю на межi склеювань, отримаємо шукану функцiю
на тривимiрному тiлi. 2

Розглянемо випадок, коли на одному рiвнi лежать як внутрiшнi, так i
зовнiшнi критичнi точки. Збiльшимо значення функцiї у зовнiшнiх крити-
чних точках на однакову досить малу величину. Тодi мiж новим та старим
критичним рiвнем виникне регулярний рiвень i ситуацiя зведеться до по-
передньої. Обернена процедура (злиття рiвнiв) завжди можлива оскiльки
зовнiшнi критичнi точки можна опустити до рiвня внутрiшнiх.
Наслiдок. Нехай G – орiєнтований граф, для кожної вершини якого

записано набiр слiв з ребер, iнциндентних цiй вершинi, що задовольняють
умовам 1)-3), i крiм того, для кожного регулярного значення (яке дорiвнює
пiвсумi двох сусiднiх критичних значень) множина ребер, що покриває це
регулярне значення, розбита на групи та кожнiй групi приписано цiле чи-
сло (рiд групи). Граф G є графом функцiї тодi та тiльки тодi, коли для
кожного критичного значення, що мiстить внутрiшнi та зовнiшнi критичнi
точки, можна вiдповiднi вершини замiнити парами вершин та ребрами, що
їх з’єднують так, що утворений граф буде задовольняти умовам теореми
2.

Висновки

У роботi дослiдженi закономiрностi змiн топологiчних властивостей про-
образу функцiї при проходженнi критичних точок на межi тривимiрного
тiла. Отримана топологiчна класифiкацiя функцiй без критичних точок
на тривимiрному тiлi, обмеження яких на межу мають однин локальний
мiнiмумом i один локальний максимумом.

Отриманi результати можуть бути застосованi як в топологiї, так i при
вирiшеннi рiзних задач математичної фiзики. Автори сподiваються, що
отриманi результати можна буде узагальнити на випадок функцiї з до-
вiльним числом локальних мiнiмумiв i максимумiв.
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О СХОДИМОСТИ МЕТОДОВ РЕШЕНИЯ
ДВУХУРОВНЕВЫХ ВАРИАЦИОННЫХ НЕРАВЕНСТВ

С МОНОТОННЫМИ ОПЕРАТОРАМИ

В. В. Семенов

Резюме. Доказана слабая сходимость проксимального алгори-
тма решения двухуровневых вариационных неравенств с моно-
тонными операторами. Для алгоритма типа аппроксимации Бра-
удера-Тихонова доказана теорема о сильной сходимости к нор-
мальному решению двухуровневого вариационного неравенства.

Введение

Вариационные неравенства с монотонными операторами в последние
40 лет — один из центральных объектов изучения в прикладном нели-
нейном анализе. Принципиальные результаты здесь получены Ф. Брау-
дером, Г. Минти, Ж.-Л. Лионсом, Р. Т. Рокафелларом, Р. И. Качуров-
ским, М. М. Вайнбергом, М. И. Вишиком и другими математиками [1]–[6].
Многие задачи исследования операций, математической экономики, мате-
матической физики и др. могут быть записаны в форме вариационных
неравенств, для численного решения которых к настоящему времени пре-
дложено и исследовано большое количество алгоритмов [7]–[18].

Двухуровневые (двухэтапные) вариационные неравенства возникают как
естественное обобщение задач лексикографической (последовательной) оп-
тимизации с двумя критериями [19]–[22], а также при анализе обычных
оптимизационных задач с ограничением в форме вариационного неравен-
ства [23]. Как самостоятельный математический объект, двухуровневое ва-
риационное неравенство в конечномерном случае рассматривалось в [24].
Разрешимости более общих n-уровневых вариационных неравенств и по-
строению одноэтапных алгоритмов их решения посвящены работы [25, 26,
27]. Предложенные в цитируемых работах методы идейно связаны с мето-
дом скаляризации векторного критерия в классической задаче лексикогра-
фической оптимизации и методом штрафных функций.

Цель работы — доказательство при минимальных требованиях сходимо-
сти методов типа проксимального и А. Н. Тихонова решения двухуровне-
вых вариационных неравенств.
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1. Постановка задачи и проксимальный алгоритм
Всюду далее H — действительное гильбертово пространство со скаляр-
ным произведением (·, ·) и порожденной им нормой ‖·‖. Пусть X — выпу-
клое замкнутое подмножество гильбертова пространства H, A, B — моно-
тонные хеминепрерывные операторы [2], действующие в пространстве H,
D(A) ∩D(B) ⊇ X.

Рассмотрим вариационное неравенство

найти x ∈ XB : (A(x), y − x) ≥ 0 ∀y ∈ XB, (1)

где XB — множество решений вариационного неравенства

найти y ∈ X : (B(y), z − y) ≥ 0 ∀z ∈ X. (2)

Замечание 1. При указаных условиях множество XB и множество реше-
ний вариационного неравенства (1) — выпуклы и замкнуты (возможно пу-
сты) [2].

Замечание 2. Пусть f , g — заданые на H, диффернцируемые по Гато и
выпуклые функционалы, A = f ′, B = g′ — производные Гато функциона-
лов f и g. Тогда неравенство (1) равносильно экстремальной задаче

f(x) → inf, x ∈ X0,

где X0 — множество решений задачи

g(x) → inf, x ∈ X. (3)

В частности, при f(x) = ‖x‖2 имеем задачу поиска нормального (с мини-
мальной нормой) решения задачи (3).

Зафиксируем последовательности положительных чисел (αn), (λn) и (εn).
Для решения задачи (1) используем следующую процедуру.

Алгоритм 1.
1. Задаем начальное приближение x1 ∈ X, n := 1.
2. Находим элемент xn+1 ∈ X:

λn (αnA(xn+1) + B(xn+1), y − xn+1) + (xn+1 − xn, y − xn+1) ≥ −εn ∀y ∈ X.

3. Полагаем n := n + 1, переходим на шаг 2.

Замечание 3. Введение последовательности (εn) моделирует неточность ре-
шения итерационных задач. При εn = 0 вариационное неравенство из шага
2 имеет единственное решение, причем оператор x 7→ λnαnA(x)+λnB(x)+x
— коэрцитивный [2].

Замечание 4. Алгоритм 1 относится к классу проксимальных методов ре-
шения вариационных задач [7, 28, 29, 30, 31, 32, 33]. Для задачи из заме-
чания 2 алгоритм 1 при εn = 0 имеет вид

xn+1 = argminx∈X

(
αnf(x) + g(x) +

1
2λn

‖x− xn‖2

)
. (4)

В случае f(x) = ‖x‖2 сходимость схемы (4) исследована в [29].
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Описанный алгоритм имеет неявный характер. Используя для реализа-
ции шага 2 один из известных методов решения вариационных неравенств
c монотонным оператором, приходим к явным методам.

2. Сходимость проксимального алгоритма

Следующие ниже теоремы дают условия, гарантирующие справедливость
соотношения

xn → x̄ слабо в H,

где x̄ — решение вариационного неравенства (1).

Теорема 1. Пусть XB 6= ∅, функционал x 7→ (A(x), y − x) ограничен на X
для всех y ∈ XB. Предположим, что последовательности положитель-
ных чисел (αn), (λn) и (εn) удовлетворяют условия

lim inf
n→∞ λn > 0 ,

∞∑

n=1

λnαn < +∞ ,
∞∑

n=1

εn < +∞ , lim
n→∞

εn

αn
= 0. (5)

Тогда порожденная алгоритмом 1 последовательность (xn) слабо сходи-
тся к некоторому решению вариационного неравенства (2), причем

∞∑

n=1

‖xn+1 − xn‖2 < +∞.

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и ‖xn+1 − xn‖ = o (αn).
Тогда (xn) слабо сходится к решению вариационного неравенства (1).

Замечание 5. Условие
‖xn+1 − xn‖ = o (αn)

носит технический характер (см. доказательство теоремы 2). Представля-
ют интерес достаточные условия его выполнимости или нахождение иных
более явных условий слабой сходимости (xn) к решению вариационного
неравенства (1).

3. Аппроксимация Браудера-Тихонова решений неравенства (1)

Решения вариационного неравенства (1) будем приближать элементами
xn ∈ X, удовлетворяющими неравенства

(B(xn), y − xn) + αn (A(xn), y − xn) + βn (xn, y − xn) ≥ −εn ∀y ∈ X. (6)

где (αn), (βn) и (εn) — последовательности положительных чисел.
Неравество (6) при εn = 0 имеет единственное решение [2].
Для решения экстремальных задач подобная аппроксимация была пре-

дложена А. Н. Тихоновым [34] при построении регуляризующих алгори-
тмов. Ф. Браудер [35] применял cхему (6) (при A = 0) для устойчивой
аппроксимации нормального решения вариационного неравенства (2).
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Теорема 3. Пусть вариационное неравенство (1) разрешимо, функционал
x 7→ (A(x), y − x) ограничен на X для всех y ∈ XB. Предположим, что по-
следовательности положительных чисел (αn), (βn) и (εn) удовлетворяют
условия

lim
n→∞αn = 0 , lim

n→∞
βn

αn
= 0 , lim

n→∞
εn

βn
= 0.

Если для определенной в (6) последовательности (xn) и произвольного ре-
шения y вариационного неравенства (1) выполняется оценка

lim inf
n→∞

αn

βn
(A(y), y − xn) ≤ 0, (7)

то (xn) сильно сходится к решению (1) с минимальной нормой.

Замечание 6. Условие (7) имеет место, когда (xn) содержит подпоследова-
тельность, принадлежащую множеству XB.

Пусть PX — оператор метрического проектирование на множество X,
(γn) — последовательность положительных чисел. Для решения задачи (1)
естественно использовать процедуру:

xn+1 = PX (xn − γn (B(xn) + αnA(xn) + βnxn)) . (8)

Любопытно, при каких условиях порожденная (8) последовательность силь-
но сходится к нормальному решению (1). Здесь полезным инструментом
исследования является методика доказательства сходимости процедур ите-
ративной регуляризации А. Б. Бакушинского [36].

Замечание 7. Для двухуровневых задач выпуклой оптимизации в гильбер-
товом пространстве несколько алгоритмов типа (8) предложено в сообще-
нии [22] (конечномерная ситуация изучена в [21]).

4. Доказательства основных результатов

Доказательство теоремы 1. Для произвольного y ∈ XB имеем

λn (αnA(xn+1) + B(xn+1), y − xn+1) + (xn+1 − xn, y − xn+1) ≥ −εn (9)

и
(B(xn+1), xn+1 − y) ≥ 0. (10)

Складывая (9) и (10), получим

λnαn (A(xn+1), y − xn+1) + (xn+1 − xn, y − xn+1) ≥ −εn.

Откуда
‖xn+1 − y‖2 − ‖xn − y‖2 + ‖xn+1 − xn‖2 ≤ 2εn+ (11)

+2λnαn (A(xn+1), y − xn+1) .

Здесь мы использовали элементарное алгебраическое тождество

2 (xn+1 − xn, xn+1 − y) = ‖xn+1 − y‖2 − ‖xn − y‖2 + ‖xn+1 − xn‖2 .

Применив к неравенству (11) лемму 1 из приложения, получим существо-
вание предела limn→∞ ‖xn − y‖ и сходимость ряда

∑ ‖xn+1 − xn‖2.
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Последовательность (xn) ограничена. Следовательно существует слабо
сходящаяся к некоторому элементу x̄ ∈ X подпоследовательность (xnk

).
Из монотонности операторов A и B следует неравенство

αnk−1 (A(x), x− xnk
) +

1
λnk−1

(xnk
− xnk−1, x− xnk

) +
εnk−1

λnk−1
≥

≥ αnk−1 (A(xnk
), x− xnk

) +
1

λnk−1
(xnk

− xnk−1, x− xnk
) +

εnk−1

λnk−1
≥

≥ (B(xnk
), xnk

− x) ≥ (B(x), xnk
− x) ∀x ∈ X. (12)

Учитывая слабую сходимость подпоследовательности (xnk
) к точке x̄,

lim infn→∞ λn > 0, limn→∞ εn = 0 и limn→∞ ‖xn+1 − xn‖ = 0 перейдем в
неравенстве (12) к пределу при k →∞. Получим

0 ≥ (B(x), x̄− x) ∀x ∈ X.

Из леммы Минти (см. лемму 2 Приложения) следует, что x̄ ∈ XB.
Докажем, что и вся последовательность (xn) слабо сходится к точке x̄.

Рассуждаем от противного1. Предположим, что (xn) содержит подпосле-
довательность (xmk

), слабо сходящуюся к x̃ 6= x̄. Ясно, что x̃ ∈ XB. Из
существования пределов limn→∞ ‖xn − x̄‖, limn→∞ ‖xn − x̃‖, тождества

2 (xn − x̄, x̄− x̃) = ‖xn − x̃‖2 − ‖xn − x̄‖2 − ‖x̄− x̃‖2

и слабой сходимости (xnk
) к x̄ следует

lim
n→∞ (xn − x̄, x̄− x̃) = 0.

Таким образом, имеем

‖x̄− x̃‖2 = lim
n→∞ ‖xn − x̃‖2 − lim

n→∞ ‖xn − x̄‖2

и
‖x̃− x̄‖2 = lim

n→∞ ‖xn − x̄‖2 − lim
n→∞ ‖xn − x̃‖2

Откуда следует ‖x̃− x̄‖ = 0. Теорема доказана. ¤

Доказательство теоремы 2. В теореме 1 показано, что xn → x̄ ∈ XB сла-
бо. Для произвольного y ∈ XB имеем

(A(y), y − xn+1)+
1

αnλn
(xn+1 − xn, y − xn+1)+

εn

αnλn
≥ (A(xn+1), y − xn+1)+

+
1

αnλn
(xn+1 − xn, y − xn+1) +

εn

αnλn
≥ 1

αn
(B(xn+1), xn+1 − y) ≥ 0.

Откуда

(A(y), y − xn+1) ≥ − 1
αnλn

‖xn+1 − xn‖ · ‖y − xn+1‖ − εn

αnλn
. (13)

Переходя к пределу в (13), получаем

(A(y), y − x̄) ≥ 0 ∀y ∈ XB.

1Mы используем классическое рассуждение З. Опяла [37].
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Следовательно, x̄ — решение вариационного неравенства (1). Теорема до-
казана. ¤
Доказательство теоремы 3. Для произвольного решения y ∈ X неравен-
ства (2) и xn ∈ X имеем

αn

βn
(A(y), y − xn) + ‖xn‖ ‖y‖ ≥ αn

βn
(A(xn), y − xn) + (xn, y) ≥ ‖xn‖2 − εn

βn
.

Откуда следует cуществование ограниченной, а значит и слабо сходящейся
к некоторому элементу x̄ ∈ H подпоследовательности (xnk

). В силу слабой
замкнутости X имеем x̄ ∈ X.

Покажем, что x̄ ∈ XB. Из монотонности операторов A и B следует не-
равенство

(B(x), x− xnk
) + αnk

(A(x), x− xnk
) ≥

≥ (B(xnk
), x− xnk

) + αnk
(A(xnk

), x− xnk
) ≥

≥ −βnk
(xnk

, x− xnk
)− εnk

∀x ∈ X.

Переходя к пределу получим

(B(x), x− x̄) ≥ 0 ∀x ∈ X,

то есть, x̄ — решение вариационного неравенства (2).
Рассмотрим для y ∈ XB неравенство

(A(y), y − xnk
) ≥ (A(xnk

), y − xnk
) ≥

≥ − 1
αnk

(B(xnk
), y − xnk

)− βnk

αnk

(xnk
, y − xnk

)− εnk

αnk

.

Откуда

(A(y), y − xnk
) ≥ −βnk

αnk

(xnk
, y − xnk

)− εnk

αnk

. (14)

Переходя в (14) к пределу, убеждаемся, что x̄ — решение вариационного
неравенства (1).

Покажем, что x̄ — решение вариационного неравенства (1) с минималь-
ной нормой. Пусть y — произвольное решение неравенства (1). Тогда

(y, y − xnk
) +

αnk

βnk

(A(y), y − xnk
) ≥ (xnk

, y − xnk
)+

+
αnk

βnk

(A(xnk
), y − xnk

) ≥ − 1
αnk

(B(xnk
), y − xnk

)− εnk

αnk

≥ εnk

αnk

.

Переходя к пределу с учетом lim infn→∞ αn
βn

(A(y), y − xn) ≤ 0, получаем

(y, y − x̄) ≥ 0,

то есть x̄ — решение вариационного неравенства (1) с минимальной нормой.
Из единственности решения с минимальной нормой следует

xn → x̄ слабо в H.

Cильная сходимость последовательности (xn) к x̄ следут из неравенства

‖xn − x̄‖2 ≤ εn

βn
+ (x̄, x̄− xn) +

αn

βn
(A(x̄), x̄− xn) +

1
αn

(B(x̄), x̄− xn) ≤
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≤ εn

βn
+ (x̄, x̄− xn) +

αn

βn
(A(x̄), x̄− xn) .

и уже доказаной слабой сходимости. Теорема доказана. ¤

5. Приложение
Здесь приведены два вспомогательных факта.

Лемма 1. Пусть последовательности неотрицательных чисел (an), (bn)
и (cn) таковы, что an+1 − an + bn ≤ cn (n ∈ N) и

∑∞
n=1 cn < +∞. Тогда

существует limn→∞ an ∈ R и
∑∞

n=1 bn < +∞.

Доказательство. Для произвольных m, n (m > n) имеем
am ≤ an +

∑m−1
k=n ck. Следовательно, lim supn→∞ an ≤ lim infn→∞ an. Из

неравенства
∑m−1

k=n bk ≤
∑m−1

k=n ck − am+1 + an следует фундаментальность
последовательности частичных сумм ряда

∑
bn. ¤

Лемма 2 (Mинти, [2]). Пусть X — выпуклое множество в H, оператор
B : X → H монотонный и хеминепрерывный. Для фиксированного x ∈ X
следующие утверждения эквивалентны:

1. (B(x), y − x) ≥ 0 ∀y ∈ X;
2. (B(y), y − x) ≥ 0 ∀y ∈ X.
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СВЯЗАННАЯ С ГИС ФИЛЬТРАЦИОННАЯ МОДЕЛЬ ДЛЯ
БОЛЬШИХ ТЕРРИТОРИЙ

О. Б. Стеля

Резюме. Приведено описание программно-моделирующего ком-
плекса для изучения планового потока грунтовых вод. Программ-
ный комплекс состоит из: блока, реализующего численные мето-
ды решения краевых задач для моделирования потока грунтовых
вод; графического пользовательского интерфейса для введения
исходных данных и их хранения в файлах специальной структу-
ры; блока для связи с географической информационной систе-
мой. Приведен пример использования для оросительной системы
юга Украины.

1. Введение

В настоящее время значительную экологическую проблему в Украине
представляет подтопление сельскохозяйственных угодий и населенных пун-
ктов. Одной из причин, которые вызывают подтопление, является подъем
грунтовых вод в районах с интенсивным орошением. Значительное под-
топление наблюдается также вдоль каскада днепровских водохранилищ.
Мерами борьбы с подтоплением является дренаж и оптимизация иррига-
ционной практики. Мировой опыт решения подобных задач основывается
на использовании математического моделирования [1]. Методы математи-
ческого моделирования позволяют рассчитывать многолетнюю динамику
грунтовых вод и оптимизировать схемы дренажа в сложных гидрогео-
логических условиях. В данной работе приведено описание программно-
моделирующего комплекса, основанного на математической модели пото-
ка грунтовых вод в плане для связанных перетоками водоносных горизон-
тов. Сравнение различных моделей течения грунтовых вод содержится в
работе [2].

В настоящее время существуют различные пакеты программ для гео-
фильтрационного моделирования. Наиболее популярными на рынке про-
граммного обеспечения являются пакеты Visual Modflow и Feflow. Основой
для Visual Modflow [3] является программа, реализующая метод конечных
разностей для фильтрационной модели Modflow [4]. В основу Feflow по-
ложен метод конечных элементов для трехмерной модели влагопереноса
[5]. Разработанная компанией Геолинк Консалтинг программная система
ModTech [6] для моделирования процессов геофильтрации и массопереноса
в подземной гидросфере кроме своих разработок использует также вычи-
слительные методы пакета Modflow.
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Вместе с тем сложность рассматриваемых задач и их постоянно возра-
стающая практическая востребованность приводит к необходимости новых
исследований в области разработки методов и алгоритмов решения мате-
матических задач и создания программных средств, ориентированных на
широкий круг пользователей.

Особенностью данной разработки есть ее направленность на решение
плановых задач потока грунтовых вод для больших территорий со сло-
жными гидрогеологическими условиями, требующими введения значитель-
ных объемов информации, представленной в картографическом и табли-
чном виде. Для удобного введения исходной информации разработан гра-
фический пользовательский интерфейс.

В статье приведен пример использования программного комплекса
KRISFLOW для моделирования динамики грунтовых вод на территории
Краснознаменской оросительной системы, расположенной в Херсонской
области.

2. Постановка задачи

Положенная в основу моделирующего комплекса математическая модель
должна учитывать всю сложность питания водоносных горизонтов, исто-
чниками которого являются потери на фильтрацию из каналов различно-
го назначения, питание грунтовых вод за счет орошения, осадки, отбор
грунтовых вод дренажными скважинами, возможный переток между гори-
зонтами. Также должны учитываться такие объекты, как расположенные
внутри области водоемы и различные условия на границе области.

Используемая математическая модель основана на системе уравнений,
которые описывают нестационарный плановый поток грунтовых вод в свя-
занных между собой водоносных горизонтах:

S1(x)
∂ u1(x, t)

∂ t
=

2∑

i=1

∂

∂ xi

(
k1(x)b1(x, u1(x, t))

∂ u1(x, t)
∂ xi

)
−

−
p∑

m=1

qm(t)δ(x− rm) + σ(x)(u2(x, t)− u1(x, t)) + W (x, t),

x = (x1, x2) ∈ Ω1\
n1∑

l=1

Ξl,0 < t ≤ T,

(1)

S2(x)
∂ u2(x, t)

∂ t
=

2∑

i=1

∂

∂ xi

(
k2(x)b2(x)

∂ u2(x, t)
∂ xi

)
+

+σ(x)(u1(x, t)− u2(x, t)),

x = (x1, x2) ∈ Ω2,0 < t ≤ T,

(2)

где u1(x, t) – гидравлический напор безнапорного горизонта, k1(x) – коэф-
фициент фильтрации безнапорного горизонта, S1(x) – коэффициент водо-
отдачи или эффективная пористость (коэффициент влагоемкости),
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b1(x, u1(x, t)) – толщина насыщенной части пласта, qm – объем води, ко-
торый отбирается m-той дренажной скважиной (0 ≤ qm(t) ≤ Q), δ (x− rm)
– дельта-функция Дирака в точке rm, точки x = rm, m = 1, p определя-
ют положение дренажных скважин в области, W (x, t) определяет суммар-
ное поступление влаги на свободную поверхность грунтовых вод, σ(x) =
k0(x)/b0(x) (k0(x) – коэффициент фильтрации слабопроницаемого разделя-
ющего слоя, b0(x) – его толщина), u2(x, t) – гидравлический напор напор-
ного горизонта, S2(x) – коэффициент влагоемкости, k2(x) – коэффициент
фильтрации напорного горизонта, b2(x) – мощность водоносного горизонта.

На границе области Ω1 задаются условия u1(x, t) = g(x, t),
k1(x)b1(x, u1(x, t))∂ u1(x,t)

∂ n = R(x, t, u1), где n – вектор внешней нормали
к границе области. Аналогичные условия задаются на границе области Ω2.
Для уравнений (1), (2) задаются следующие начальные условия

u1(x, t) = ϕ1(x, t), x ∈ Ω1, u2(x, t) = ϕ2(x, t), x ∈ Ω2, t = 0.

Внутренние поверхностные водоемы, содержащиеся в области моделиро-
вания, обозначены Ξl, а их границы - ∂ Ξl, l = 1, n1. На этих границах
задаются условия u1(x, t) = gl(t), x ∈ ∂ Ξl, l = 1, n1, где gl(t) соответ-
ствует отметке поверхности воды в l-м водоеме.

Для решения краевой задачи используется метод конечных разностей
[7,8].

3. Общая характеристика программного комплекса и
пользовательского интерфейса

При построении программного комплекса использован опыт создания
алгоритмов и программного обеспечения для задач подземного массопере-
носа [9]. Работа является развитием исследований по построению матема-
тических моделей и программного обеспечения для задач гидрогеологии
[10, 11]. Разработанный программный комплекс KRISFLOW предназначен
для решения плановых задач со значительными объемами вводимой ин-
формации. Введение такой информации требует согласования исходных
данных различного характера, представленных в табличном и картогра-
фическом виде. Данный программный комплекс ориентирован на исполь-
зование на больших ирригационных системах для оптимизации их функци-
онирования. В связи с этим, модель требует введения данных по распреде-
лению орошаемых площадей с нормами полива на них, данных о располо-
жении каналов различного назначения с объемами потерь на фильтрацию
из них, о расположении дренажных скважин с объемами откачки, данных
о расположение наблюдательных скважин с результатами наблюдений за
уровнем грунтовых вод и др.

Характер и структура информации необходимой для функционирования
модели определили архитектуру программного комплекса, состоящего из
трех блоков:

1. Блока, реализующего численные методы решения краевых задач
для моделирования потока грунтовых вод.
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2. Графического пользовательского интерфейса для введения исхо-
дных данных и их хранения в файлах специальной структуры.

3. Программного блока для связи с географической информационной
системой (ГИС).

Программные средства графического интерфейса позволяют настраи-
вать модель на исследуемый объект. Работа с графическим интерфейсом
является интуитивно понятной и описана в руководстве пользователя. С
помощью экранных форм вводимые данные структурируются и записыва-
ются в файлы для дальнейшего использования блоком решения краевых
задач и ГИС для их отображения на карте. Данные, хранимые в файлах,
непосредственно привязываются к дискретной модели (расчетной разно-
стной сетке) на цифровой карте объекта. Пример экранной формы приве-
ден на рис. 1. Форма предназначена для задания оросительных каналов, их
административной принадлежности и информации по объемам потерь во-
ды на фильтрацию. Каналы задаются номерами узлов сетки. Номера узлов
могут задаваться как вручную, так и автоматизированно с помощью нажа-
тия стрелок в направлении смещения на карте в нужный узел дискретной
модели.

Рис 1. Узлы дискретной модели на карте объекта и экранная форма для
задания потерь на фильтрацию из оросительных каналов.

После ввода с помощью экранной формы и записи данных в файл они
могут автоматически отображаться на цифровой карте в ГИС. Таким обра-
зом ГИС используется, как на начальном этапе для привязки модели к ис-
следуемой области, введения координатно-привязанных данных в модель
и их контроля, так и на этапе отображения результатов моделирования
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и автоматизированного построения тематических карт по результатам ра-
счетов.

Данные для динамического построения карт хранятся в файлах специ-
альной структуры, формируемых с помощью пользовательского интерфей-
са. В ГИС в автоматизированном режиме строятся такие слои цифровой
карты, как узлы разностной сетки, граница области моделирования, дре-
нажные скважины, наблюдательные скважины системы мониторинга, оро-
сительные каналы, орошаемые поля, поверхностные водоемы и др.

Программный комплекс позволяет в автоматическом режиме отобра-
жать результаты моделирования на цифровой карте в виде абсолютных
отметок поверхности грунтовых вод или в виде тематических карт глубин
залегания грунтовых вод, данные мониторинга, а также графическую и
атрибутивную информацию используемую в модели. Такие карты удобны
с точки зрения анализа ситуации на объекте моделирования и принятия
решений.

4. Применение модели и результаты моделирования

Изучаемая с помощью модели территория расположена в Херсонской
области Украины на территории Краснознаменской оросительной системы.
Для моделирования выбрана западная ее часть общей площадью около 460
квадратных километров. Такой выбор обоснован тем, что применяемая на
ней сельскохозяйственная и ирригационная практика характерна для юга
Украины, а область моделирования имеет хорошо выраженные гидрогео-
логические границы представленные Краснознаменским каналом (с севера
и северо-востока) и берегом Черного моря (с юга). С другой стороны изу-
чаемая область имеет слабую естественную дренированность земель и тре-
бует постоянных мероприятий по искуственному водопонижению. Целью
исследования являлось моделирование уровня грунтовых вод в зависимо-
сти от распределения орошения по полям и работы дренажной системы.
Результаты моделирования использовались для оценки эффективности су-
ществующего дренажа, оценки целесообразности введения в эксплуатацию
дополнительных дренажных скважин, анализа развития ситуации в дол-
госрочном прогнозе.

Для ввода исходных данных в модель использовались такие слои ци-
фровой карты как: дренажные скважины, орошаемые поля, поверхностные
водоемы, каналы различного назначения с делением по типу покрытия, а
также скважины системы мониторинга.

С картографическими объектами связаны файлы с различной атрибу-
тивной информацией. Так, например, для дренажных скважин в файле
содержится для каждой скважины: номер скважины, наименование на-
селенного пункта, в котором она расположена, индексы узла разностной
сетки, с которым она совпадает, ежесуточный дебит.

Для визуализации результатов моделирования и принятия решения
использовались слои карты с населенными пунктами, коммуникациями,
береговой линией Черного моря, границей области моделирования.
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При решении задачи применялась равномерная сетка с величиной ячей-
ки 100x100 метров, что привело к 46525 расчетным узлам. Размеры ячейки
сетки выбирались исходя из точности используемых для моделирования
данных. Слой карты с узлами разностной сетки строится динамически и
используется для введения исходных данных и отображения результатов
моделирования в цифровом виде. При расчетах использовался временной
шаг 0.5 суток. На вертикальных участках, ограничивающих область с за-
пада и востока, заданы однородные условия второго рода, на участках
границы вдоль магистрального канала и берега моря – условия первого
рода, интерполированные по данным наблюдений за уровнем грунтовых
вод. Были заданы: пространственное и временное распределение ороше-
ния по хозяйствам, осадки, расположение каналов и объемы потерь из них,
а также объемы и режим откачки дренажными скважинами. Калибровка
модели осуществлялась на протяжении трех лет. В процессе калибровки с
помощью математического моделирования влагопереноса были уточнены
объемы питания грунтовых вод за счет орошения, а также потери на филь-
трацию из каналов [12]. Утечки из каналов могут давать значительный
вклад в повышение уровня грунтовых вод территории. Для определения
потерь на фильтрацию из каналов использована модель влагопереноса на
основе уравнения Ричардса

∂ θ (x, u )
∂ t

=
∂

∂ x1

(
k(x, u)

∂ u(x, t)
∂ x1

)
+

∂

∂ x2

(
k(x, u)

∂ u(x, t)
∂ x2

)
,

где u(x, t) – напор, θ(x, u) – влажность ґрунта, k(x, u) – коэффициент влаго-
проводности, x1, x2 изменяются в плоскости перпендикулярной оси канала.

Уравнение влагопереноса решалось при начальном и краевых услови-
ях, учитывающих фильтрационные характеристики дна и стенок канала и
уровень воды в канале. Алгоритм численного решения краевых задач ба-
зируется на их конечноразностной аппроксимации с дальнейшим примене-
нием итерационных методов для решения нелинейных систем разностных
уравнений. Были проведены расчеты для различных типов грунтов и при
различном расстоянии от дна канала до свободной поверхности грунтовых
вод.

Полученный модельным путем уровень грунтовых вод (УГВ) сравни-
вался с измеренным в наблюдательных скважинах системы мониторинга.
Результаты калибровки приведены на рис. 2. Время моделирования состав-
ляло один год, при этом рассчитанные уровни грунтовых вод использова-
лись в качестве исходных данных при моделировании на следующий год.

Тематическая цифровая карта с областью моделирования и, построен-
ными в автоматическом режиме, глубинами залегания грунтовых вод при-
ведена на рис. 3. Прогнозные расчеты позволили оценить эффективность
работы вертикального дренажа при изменении объемов и площадей оро-
шения.

134



СВЯЗАННАЯ С ГИС ФИЛЬТРАЦИОННАЯ МОДЕЛЬ ...

Рис 2. Результаты калибровки по 48 скважинам. Сплошные отметки –
УГВ в наблюдательных скважинах, контурные – УГВ, полученный путем

моделирования.

5. Оптимизация дренажа

Представленная модель может служить основой для оптимизации дре-
нажа в отдельных населенных пунктах. Для определения оптимального
режима дренажа необходимо найти зависящий от времени объем отбора
воды каждой из m дренажных скважин, при котором функция u1(x, t) в
некоторой заданной подобласти (участке на котором требуется понижение
уровня грунтовых вод) Ω0 ∈ Ω ∈ Ω1 будет наиболее близка к функции
H(x) = R(x)−H0, где R(x) – функция рельефа в Ω0 , H0 – заданная кон-
станта. Задача сводится к поиску минимумов функционала:

J(q) =
∫ T

0

∫

Ω0

(u1q(x, t)−H(x))2 dxdt.

Минимум функционала находится при условии, что функция u1q(x, t)
удовлетворяет краевой задаче для уравнения (1) при заданных функциях
qm(t), m = 1, p. При этом принимается, что σ = 0, а в качестве краевых
условий для задачи оптимизации используются напоры на границе выбран-
ного фрагмента, вычисленные по модели KRISFLOW (рис. 4). Алгоритм
решения задачи и результаты расчетов приведены в работе [13].
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Рис 3. Фрагмент цифровой карты с найденными, путем моделирования,
глубинами залегания грунтовых вод.

Рис 4. Выделенный фрагмент области для оптимизации дренажа
населенного пункта с открытой экранной формой для ввода данных для

дренажных скважин.
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6. Заключение

Проведенное исследование показало хорошую применимость математи-
ческого моделирования для изучения и прогнозирования планового потока
грунтовых вод для больших областей, таких как ирригационные системы.
Использование ГИС и базы данных позволило с необходимой точностью за-
давать в модели различные условия и разнообразные объекты, влияющие
на режим грунтовых вод. Полученные результаты позволяют надеяться
на успешное применение разработанной методики на других оросительных
системах. Программный комплекс имеет модульную структуру и может
дополняться другими модулями для расчета переноса грунтовыми водами
различных загрязнений.

Модель легко настраивается на объект моделирования и позволяет учи-
тывать сложную конфигурацию границы области, перетекание из нижнего
водоносного горизонта, распределенные и сосредоточенные источники.

Программный комплекс хорошо приспособлен для создания схем дрени-
рования подтопленных участков населенных пунктов, расположенных на
берегах рек и вблизи искусственных водохранилищ, оросительных систем,
промышленных зон, в зонах влияния отстойников промышленных стоков.

Литература

1. Gleeson T. Regional groundwater flow in mountainous terrain: Three-dimensional
simulations of topographic and hydrogeologic controls / T. Gleeson, A. H. Manni-
ng // Water Resour. Res. — 2008. — V. 44, №10, — W10403.

2. Крукиер Л. А. Сравнение моделей гравитационного режима течения грун-
товых вод / Л. А. Крукиер, И. В. Шевченко // Математическое моделиро-
вание. — 2002. — Т. 14, №2. — С. 51–60.

3. Visual MODFLOW [Электронный ресурс] / Schlumberger Limited — Режим
доступа: http://www.swstechnology.com/groundwater-software/groundwater-
modeling/visual-modflow, свободный. — Загл. с экрана.

4. MODFLOW [Электронный ресурс] / U. S. Geological Survey — Режим досту-
па: http://water.usgs.gov/nrp/gwsoftware/modflow.html, свободный. — Загл. с
экрана.

5. Zheng Ch. FEFLOW: A Finite-Element Ground Water Flow and Transport
Modeling Tool / Chunmiao Zheng // Ground Water. — 2007. — V. 45, Issue
5. — P. 525–528.

6. Программная система ModTech [Электронный ресурс] / ЗАО
"Геолинк Консалтинг— Режим доступа: http://www.geolink-
consulting.ru/products/modtech/, свободный. — Загл. с экрана.

7. Самарский А. А. Теория разностных схем / А. А. Самарский. — М.: Наука,
1989. — 614 с.

8. Самарский А. А. Методы решения сеточных уравнений / А. А. Самарский,
Е. С. Николаев. — М.: Наука, 1978. — 589 с.

9. Функциональное наполнение пакета прикладных программ ФСП–ОС / [Ля-
шко И. И., Демченко Л. И., Лычман В. В., Мистецкий Г. Е., Стеля О. Б.
и др.] // Пакеты прикладных программ. Вычислительный эксперимент. —
М.: Наука, 1983. — C. 139–145.

137



О. Б. СТЕЛЯ

10. Стеля О. Б. Комбiнована тривимiрна модель потоку та транспорту забру-
днень в насичено-ненасичених пористих середовищах / О. Б. Стеля, Л. П.
Стеля // Вiсник Київського унiверситету. Сер. фiз.-мат. науки. — 1997. —
№4. — C. 195–205.

11. Стеля О. Б. Математичне моделювання в системi монiторингу майданчика
об’єкта "Вектор"(30-км зона ЧАЕС) / О. Б. Стеля, М. С. Ходорiвський //
Волинський математичний вiсник. — 1998. — №5. — C. 134–138.

12. Стеля О. Б. Визначення фiльтрацiйних втрат з каналiв / О. Б. Стеля,
Є. С. Вакал, А. С. Тригуб // Тези доповiдей Мiжнародної математичної кон-
ференцiї iм. В. Я. Скоробогатька, 24–28 вересня 2007, Дрогобич, Україна, —
C. 46.

13. Стеля О. Б. Визначення режиму дренажу як розв’язку оберненої задачi не-
стацiонарного потоку грунтових вод / О.Б. Стеля // Журнал обчислюваль-
ної та прикладної математики. — 2009. — № 98. — С. 77–84.

Факультет кибернетики, Киевский национальный университет
имени Тараса Шевченко, ул. Владимирская, 64, Киев, 01601,
Украина.

Поступила 23.07.2010

138



Журнал обчисл. та прикл. матем.
№ 2 (101) 2010, стор. 139–149

J. Num. Appl. Math.
№ 2 (101) 2010, pp. 139–149

УДК 519.8

БИНАРНЫЙ КВАДРАТИЧНЫЙ МНОГОГРАННИК И ЕГО
АППРОКСИМАЦИИ

П. И. Стецюк1, Н. Ю. Золотых

Резюме. В работе введен бинарный квадратичный многогран-
ник BiQPn для описания множества допустимых решений в зада-
че нахождения экстремума квадратичной функции от n бинар-
ных ±1-переменных. Построено семейство многогранников, за-
данных с помощью семейств линейных неравенств, и показано,
что они аппроксимируют сверху многогранник BiQPn.

Введение
В работе рассматриваются вопросы, связанные с задачами минимизации

(максимизации) квадратичных функций от булевых (0− 1) или бинарных
(−1, 1) переменных. В общем случае эти задачи являются NP -трудными.
Так, например, к ним сводятся такие NP -трудные задачи из теории гра-
фов, как задача о максимальном независимом множестве вершин графа и
задача об максимальном взвешенном разрезе графа [1].

Для описания множества допустимых решений в задаче нахождения эк-
стремума квадратичной функции от n бинарных переменных введен бинар-
ный квадратичный многогранник BiQPn (раздел 5) и сделано это по анало-
гии с булевым квадратичным многогранником Падберга [2]. Для аппрокси-
мации сверху многогранника BiQPn построено семейство многогранников
с конечным количеством линейных неравенств (раздел 6). В основу поло-
жено свойство нечетного количества ±1 (раздел 1) и вытекающие из него
квадратичные неравенства для четного и нечетного количества бинарных
переменных (разделы 2, 3). В разделе 4 описано применение этих нера-
венств в бинарных и булевых квадратичных задачах, для которых они и
были предложены в [3, 4].

1. Нечетное количество ±1
Пусть последовательность l(k) = (l1, . . . , lk) состоит из k≥2 бинарных

(±1) чисел. Условимся ее называть бинарной последовательностью и будем
использовать для нее еще и такое обозначение l ∈ {−1, 1}k. Будем разли-
чать нечетной длины бинарную последовательность l(2r+1) = (l1, . . . , l2r+1)
и четной длины бинарную последовательность l(2r) = (l1, . . . , l2r). Здесь
r = 1, 2, 3, . . . — натуральные числа.

1Работа поддержана совместным украинско-российским проектом ДФФД
Украины — Ф28.1/005 и РФФИ — 09-01-90413-Укр.
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Лемма 1. Для произвольной нечетной длины бинарной последовательно-
сти l(2r+1) = (l1, . . . , l2r+1) всегда справедливо квадратичное неравенство:

S2
2r+1 =

(
2r+1∑

i=1

li

)2

= (l1 + l2 + . . . + l2r+1)
2 ≥ 1. (1)

Для заданного r количество всех возможных квадратичных неравенств
(1) равно 4r.

Доказательство. Легко видеть, что для нечетной длины бинарной после-
довательности l(2r + 1) сумма всех ее членов S2r+1 = l1 + l2 + . . . + l2r+1

не может быть равна нулю, так как S2r+1 получается в результате сумми-
рования нечетного количества ±1. Самые близкие к нулю целые значения
суммы S2r+1 такие: S2r+1 = 1, когда ровно (r + 1) произвольных членов
последовательности l(2r + 1) равны +1, а оставшиеся r ее членов равны
−1; S2r+1 = −1, когда ровно r членов последовательности l(2r + 1) равны
+1 и оставшиеся (r + 1) ее членов равны −1.

Следовательно, для бинарной последовательности l(2r+1) = (l1, . . . , l2r+1)
всегда справедливо следующее квадратичное неравенство:

S2
2r+1 = (l1 + l2 + . . . + l2r+1)

2 ≥ (±1)2 = 1,

что доказывает неравенство (1).
Для заданного r количество последовательностей l(2r+1) = (l1, . . . , l2r+1)

равно 22r+1 = 2 · 4r. Однако, последовательность l(2r +1) = (l1, . . . , l2r+1) и
последовательность l′(2r + 1) = (−l1, . . . ,−l2r+1) дают одно и то же нера-
венство (1). Следовательно, для заданного r количество всех возможных
неравенств вида (1) равно 4r. ¤

2. Квадратичные неравенства для бинарных переменных
Пусть имеется вектор-строка y = (y1, . . . , yk), которая состоит из k би-

нарных (±1) переменных. Будем различать векторы y ∈ {−1, 1}2r+1 с нече-
тным количеством бинарных переменных и векторы y ∈ {−1, 1}2r с четным
количеством бинарных переменных, где r = 1, 2, . . . — натуральные числа.

Лемма 2. Для нечетного количества бинарных переменных y ∈ {−1, 1}2r+1,
r = 1, 2, . . . и произвольной нечетной длины бинарной последовательности
l(2r + 1) = (l1, . . . , l2r+1) справедливо квадратичное неравенство

(
2r+1∑

i=1

liyi

)2

≥ 1 или его аналог
2r∑

i=1

2r+1∑

j>i

liljyiyj ≥ −r. (2)

Для четного количества бинарных переменных y ∈ {−1, 1}2r, r = 1, 2, . . .,
l0 = ±1 и произвольной четной длины бинарной последовательности l(2r) =
(l1, . . . , l2r) справедливо квадратичное неравенство
(

l0 +
2r∑

i=1

liyi

)2

≥ 1 или его аналог
2r∑

i=1

l0liyi +
2r−1∑

i=1

2r∑

j>i

liljyiyj ≥ −r. (3)
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Для заданного r количество всех возможных квадратичных неравенств
как вида (2), так и вида (3), равно 4r.

Доказательство. Первое неравенство в (2) следует из леммы 1, если ее
применить к нечетной длины бинарной последовательности l′(2r + 1) =
(l′1, . . . , l

′
2r+1), члены которой получены по правилу: l′i = liyi, i = 1, . . . , 2r +

1. Учитывая, что l2i = 1 и y2
i = 1 для вcех i = 1, . . . , 2r + 1, правую часть

первого неравенства из (2) можно записать так:
(

2r+1∑

i=1

liyi

)2

=
2r+1∑

i=1

l2i y
2
i + 2

2r∑

i=1

2r+1∑

j>i

liljyiyj = 2r + 1 + 2
2r∑

i=1

2r+1∑

j>i

liljyiyj .

Тогда первое неравенство в (2) можно переписать следующим образом

2r + 1 + 2
2r∑

i=1

2r+1∑

j>i

liljyiyj ≥ 1 или 2
2r∑

i=1

2r+1∑

j>i

liljyiyj ≥ −2r,

откуда, после деления на 2, получаем второе квадратичное неравенство в
(2).

По аналогичной схеме доказывается и (3). Так, первое неравенство в
(3) следует из леммы 1, если ее применить к нечетной длины бинарной
последовательности l′(2r + 1) = (l′1, . . . , l

′
2r+1), члены которой получены по

правилу: l′1 = l0 и l′i+1 = liyi, i = 1, . . . , 2r. Учитывая, что l20 = 1, l2i = 1
и y2

i = 1 для вcех i = 1, . . . , 2r, правую часть первого неравенства из (3)
можно записать так:

(
l0 +

2r∑
i=1

liyi

)2

= l20 +
2r∑

i=1
l2i y

2
i + 2

2r∑
i=1

l0liyi + 2
2r−1∑
i=1

2r∑
j>i

liljyiyj

= 2r + 1 + 2
2r∑

i=1
l0liyi + 2

2r−1∑
i=1

2r∑
j>i

liljyiyj .

Тогда первое неравенство в (3) можно переписать следующим образом

2r + 1 + 2
2r∑

i=1

l0liyi + 2
2r−1∑

i=1

2r∑

j>i

liljyiyj ≥ 1,

2
2r∑

i=1

l0liyi + 2
2r−1∑

i=1

2r∑

j>i

liljyiyj ≥ −2r,

откуда, после деления на 2, получаем второе квадратичное неравенство из
(3).

Для одного и того же r (r = 1, 2, 3, . . .) квадратичным неравенствам (2)
и (3) соответствуют пусть и различные, но одинаковой длины нечетные
последовательности l′(2r + 1) = (l′1, . . . , l

′
2r+1). Поэтому, для заданного r

количество всевозможных квадратичных неравенств как вида (2), так и
вида (3) равно 4r (следует из леммы 1). ¤

3. Примеры полных семейств квадратичных неравенств
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Приведем полные семейства квадратичных неравенств, которые следуют
из леммы 2, для двоек и троек бинарных переменных (им соответствует
r = 1), четверок и пятерок бинарных переменных (им соответствует r =
2). Для удобства будем рассматривать бинарные переменные yi, yj , yk, yl,
ym, т.е. каждой бинарной переменной от первой до пятой припишем свой
отдельный индекс.

Полные семейства квадратичных неравенств для двоек и троек бинар-
ных переменных содержат по 4 различных неравенства. Для двоек бинар-
ных переменных полное семейство квадратичных неравенств следует из (3)
при r = 1 и включает неравенства





(+1 + yi + yj)
2 ≥ 1,

(−1 + yi + yj)
2 ≥ 1,

(+1− yi + yj)
2 ≥ 1,

(+1 + yi − yj)
2 ≥ 1,

или их аналоги





+yi + yj + yiyj ≥ −1,
−yi − yj + yiyj ≥ −1,
−yi + yj − yiyj ≥ −1,
+yi − yj − yiyj ≥ −1.

(4)

Для троек бинарных переменных полное семейство квадратичных нера-
венств следует из (2) при r = 1 и включает неравенства




(+yi + yj + yk)
2 ≥ 1,

(−yi + yj + yk)
2 ≥ 1,

(+yi − yj + yk)
2 ≥ 1,

(+yi + yj − yk)
2 ≥ 1,

или их аналоги





+yiyj + yiyk + yjyk ≥ −1,
−yiyj − yiyk + yjyk ≥ −1,
−yiyj + yiyk − yjyk ≥ −1,
+yiyj − yiyk − yjyk ≥ −1.

(5)

Полные семейства квадратичных неравенств для четверок и пятерок би-
нарных переменных содержат по 16 = 42 различных неравенств. Для че-
тверок они следуют из (3) при r = 2, а для пятерок — из (2) при r = 2.
Полные семейства квадратичных неравенств для четверок и пятерок би-
нарных переменных в форме первых неравенств из (3) и (2) включают
следующие 16 неравенств:




(+1 + yi + yj + yk + yl)
2 ≥ 1,

(−1 + yi + yj + yk + yl)
2 ≥ 1,

(+1− yi + yj + yk + yl)
2 ≥ 1,

(+1 + yi − yj + yk + yl)
2 ≥ 1,

(+1 + yi + yj − yk + yl)
2 ≥ 1,

(+1 + yi + yj + yk − yl)
2 ≥ 1,

(−1− yi + yj + yk + yl)
2 ≥ 1,

(−1 + yi − yj + yk + yl)
2 ≥ 1,

(−1 + yi + yj − yk + yl)
2 ≥ 1,

(−1 + yi + yj + yk − yl)
2 ≥ 1,

(+1− yi − yj + yk + yl)
2 ≥ 1,

(+1− yi + yj − yk + yl)
2 ≥ 1,

(+1− yi + yj + yk − yl)
2 ≥ 1,

(+1 + yi − yj − yk + yl)
2 ≥ 1,

(+1 + yi − yj + yk − yl)
2 ≥ 1,

(+1 + yi + yj − yk − yl)
2 ≥ 1,

и





(+yi + yj + yk + yl + ym)2 ≥ 1,

(−yi + yj + yk + yl + ym)2 ≥ 1,

(+yi − yj + yk + yl + ym)2 ≥ 1,

(+yi + yj − yk + yl + ym)2 ≥ 1,

(+yi + yj + yk − yl + ym)2 ≥ 1,

(+yi + yj + yk + yl − ym)2 ≥ 1,

(−yi − yj + yk + yl + ym)2 ≥ 1,

(−yi + yj − yk + yl + ym)2 ≥ 1,

(−yi + yj + yk − yl + ym)2 ≥ 1,

(−yi + yj + yk + yl − ym)2 ≥ 1,

(+yi − yj − yk + yl + ym)2 ≥ 1,

(+yi − yj + yk − yl + ym)2 ≥ 1,

(+yi − yj + yk + yl − ym)2 ≥ 1,

(+yi + yj − yk − yl + ym)2 ≥ 1,

(+yi + yj − yk + yl − ym)2 ≥ 1,

(+yi + yj + yk − yl − ym)2 ≥ 1.

(6)
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Аналоги квадратичных неравенств (6) приводить не будем в силу их громо-
здкости. Отметим лишь, что по мере увеличения r (r = 3, 4, . . .) полные се-
мейства квадратичных неравенств приобретают очень громоздкую форму
даже при их описании с помощью первых квадратичных неравенств из (3)
и (2) в форме (6), которая использована для четверок и пятерок бинарных
переменных. Так, например, при r = 3 (соответствует четным ”шестеркам“
и нечетным ”семеркам“ бинарных переменных) имеется 64 = 43 неравен-
ства. Форма (6) для них требует слишком много места, чтобы отразить все
возможные комбинации ±1 для шести- и семи-индексных бинарных пере-
менных.

Описать полные семейства неравенств (2) и (3) для больших r можно в
более экономной форме, но это не будет предметом обсуждения в работе.

4. Основные выводы из леммы 2

Отметим два центральных момента, которые следуют из леммы 2 для
квадратичных экстремальных задач от n булевых x ∈ {0, 1}n или бинар-
ных y ∈ {−1, 1}n переменных. Булевая переменная xi ∈ {0, 1} описывается
квадратичным равенством x2

i = xi, а бинарная переменная yi ∈ {−1, +1}
описывается квадратичным равенством y2

i = 1. Принципиальной разницы
между этими задачами нет. С помощью замены переменных yi = 1 − 2xi,
i = 1, . . . , n любую квадратичную экстремальную задачу задачу с буле-
выми переменными можно свести к квадратичной экстремальной задаче с
бинарными переменными (и наоборот).

Первый вывод из леммы 2: использование идеи нечетного количества ±1
позволяет в квадратичных экстремальных задачах с бинарными (а зна-
чит и c булевыми) переменными автоматизировать построение допол-
нительных квадратичных неравенств, справедливых для всевозможных
значений бинарных переменных y ∈ {−1, 1}n (либо булевых переменных
x ∈ {0, 1}n). В своем методе получения двойственных оценок Н.З.Шор та-
кие неравенства называет функционально избыточными квадратичными
ограничениями, так как они не изменяют множества допустимых решений
в квадратичных экстремальных задачах с бинарными (булевыми) перемен-
ными [1, 5]. Двойственные алгоритмы для квадратичной экстремальной за-
дачи, дополненной такими неравенствами, позволяют более точно аппро-
ксимировать оптимальное значение целевой функции: сверху в задачах на
максимум и снизу в задачах на минимум.

Для квадратичных экстремальных задач с бинарными переменными бо-
лее удобной является первая форма неравенств (2) и (3) (для задач с бу-
левыми переменными аналоги этой первой формы переписываются с уче-
том замены переменных yi = 1 − 2xi, i = 1, . . . , n). Первая форма опре-
деляется как полный квадрат от линейной комбинации бинарных пере-
менных и для нее легко вычислять значение, которое принимает эта ли-
нейная комбинация при некотором заданном векторе y = (y1, . . . , yn). В
двойственных алгоритмах это является сушественным преимуществом, так
как невязки ограничений в квадратичной задаче являются компонентами
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суб(супер)градиента негладких функций от неизвестных множителей Ла-
гранжа.

Второй вывод из леммы 2 связан со второй формой неравенств в (2) и (3)
и утверждаeт: использование второй формы квадратичных неравенств для
четного и нечетного количества бинарных переменных позволяет авто-
матизировать переход от квадратичных экстремальных задач с бинар-
ными переменными к их линейным аналогам, которые получены релакса-
цией (ослаблением) бинарных переменных. На самом деле, вторые формы
квадратичных неравенств в (2) и (3) фактически подготовлены для исполь-
зования переменных yij = yiyj и их можно записать в виде следующих
линейных неравенств:

2r∑

i=1

2r+1∑

j>i

liljyij ≥ −r и
2r∑

i=1

l0liyi +
2r−1∑

i=1

2r∑

j>i

liljyij ≥ −r.

При r = 1 (соответствует тройкам и двойкам бинарных переменных)
линейные неравенства приобретают следующий вид




+yij + yik + yjk ≥ −1,
−yij − yik + yjk ≥ −1,
−yij + yik − yjk ≥ −1,
+yij − yik − yjk ≥ −1,

и





+yi + yj + yij ≥ −1,
−yi − yj + yij ≥ −1,
−yi + yj − yij ≥ −1,
+yi − yj − yij ≥ −1.

В теории математического программирования первая четверка линейных
неравенств известна как правило ”треугольника“, а вторая четверка линей-
ных неравенств известна как самое простейшее правило для линеаризации
квадратичных булевых задач. Это правило следует из релаксации бинар-
ных переменных yi и yj :

yi ∈ {−1, 1} =⇒ −1 ≤ yi ≤ 1 ≡
{

1 + yi ≥ 0,
1− yi ≥ 0,

yj ∈ {−1, 1} =⇒ −1 ≤ yj ≤ 1 ≡
{

1 + yj ≥ 0,
1− yj ≥ 0,

и использовании для релаксированных переменных очевидных неравенств:



(1 + yi)(1 + yj) ≥ 0,
(1− yi)(1− yj) ≥ 0,
(1− yi)(1 + yj) ≥ 0,
(1 + yi)(1− yj) ≥ 0,

=⇒





+yi + yj + yiyj ≥ −1,
−yi − yj + yiyj ≥ −1,
−yi + yj − yiyj ≥ −1,
+yi − yj − yiyj ≥ −1.

При r = 2 (соответствует пятеркам и четверкам бинарных переменных),
r = 3 (соответствует семеркам и шестеркам бинарных переменных) и т. д.
линейные неравенства имеют аналогичный вид и их можно считать прави-
лами ”пятиугольника“, ”семиугольника“ и т. д.

Ниже рассмотрим применение леммы 2 в рамках второго вывода, а имен-
но будем использовать вытекающие из нее семейства линейных неравенств
для аппроксимации сверху некоторого многогранника, который построен
по типу булевого квадратичного многогранника введенного М. Падбергом
(Padberg M.W.) в [2].
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5. Многогранники BiQPn и BoQPn

Рассмотрим выпуклый многогранник

BiQPn = conv{(y, x) ∈ {−1, 1}n+
n(n−1)

2 : xij = yiyj∀(i, j) : 1 ≤ i < j ≤ n}
и условимся его называть бинарным квадратичным многогранником (bi-
nary quadratic polytope). Он есть выпуклая оболочка всех возможных пар
бинарных векторов y ∈ {−1, 1}n и x ∈ {−1, 1}n(n−1)

2 , где на компоненты ве-
ктора x наложены следующие ограничения: бинарная переменная xij равна
1 только тогда, когда обе бинарные переменные yi и yj одинаковы, и равна
−1 только тогда, когда бинарные переменные yi и yj различные. Эти огра-
ничения описываются с помощью функции xij = yiyj (логическая функция
два к двум), т.е. в двух случаях xij будет равно 1 (когда yi = yj = 1 и когда
yi = yj = −1), а в двух случаях равно −1 (когда yi = 1 и yj = −1, и когда
yi = −1 и yj = 1).

Другая логическая функция положена в основу булевого квадратичного
многогранника (boolean quadratic polytope) Падберга (условимся его обо-
значать BoQPn). Он определяется так:

BoQPn = conv{(x, y) ∈ {0, 1}n+
n(n−1)

2 : yij = xixj∀(i, j) : 1 ≤ i < j ≤ n}
и есть выпуклая оболочка всех возможных пар булевых векторов x ∈
{0, 1}n и y ∈ {0, 1}n(n−1)

2 , где ограничения на компоненты булевого вектора
y определяются некоторой логической функцией один к трем. На самом
деле, булева компонента yij равна единице только в одном случае, а имен-
но когда обе булевы компоненты xi и xj равны единице. В трех оставшихся
случаях она принимает значение равное нулю.

Эти две различные по своей сути логические функции играют важную
роль в теории графов. Так, например, с помощью многранника BiQPn удо-
бно описывать разрезы графа (ребрами связаны только вершины из двух
различных подмножеств вершин графа), а с помощью многранника BoQPn

— свойства отдельных подмножеств графа (ребрами связаны только вер-
шины этого подмножества вершин графа).

Для многогранников BiQPn и BoQPn при значениях n = 2, 3, 4, 5, 6
с помощью программы Skeleton (http://www.uic.nnov.ru/~zny/skeleton)
были построены неприводимые системы линейных неравенств [6]. Для опи-
сания многогранников BiQP5 и BoQP5 системы линейных неравенств вклю-
чают по 368 неравенства, а для описания многогранников BiQP6 и BoQP6

— по 116764 неравенства и чтобы их найти потребовалось 30 минут счетно-
го времени на процессоре Pentium M 1.60 GHz.

6. Аппроксимации многогранника BiQPn

Легко видеть, что квадратичные неравенства леммы 2 очень подходят
для верхней аппроксимации многогранника BiQPn с помощью многогран-
ников, заданных семействами линейных неравенств для четных и нече-
тных подмножеств бинарных переменных y ∈ {−1, 1}n. Действительно, с
помощью переменных xij = yiyj вторые формы квадратичных неравенств
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из (2) и (3) записываются в форме линейных неравенств. Все возможные
линейные неравенства для нечетной длины последовательностей и всех
r ∈ 1, . . . , r1, где r1 такое, что 2r1 + 1 ≤ n, можно записать в следующем
виде:

2r∑

j=1

2r+1∑

k>j

ljlkxijik ≥ −r, r=1,. . .,r1, ∀
{

1≤i1< . . . <i2r+1≤n,
l ∈ {−1, 1}2r+1 : l1 = 1.

(7)

Неравенства (7) следуют из второй формы квадратичных неравенств (2).
Все возможные линейные неравенства для четной длины последовательно-
стей и всех r ∈ 1, . . . , r2, где r2 такое, что 2r2 ≤ n, можно записать таким
образом:

2r∑

j=1

ljyij +
2r−1∑

j=1

2r∑

k>j

ljlkxijik ≥ −r, r=1,. . .,r2, ∀
{

1≤i1< . . . <i2r≤n,
l ∈ {−1, 1}2r.

(8)

Рассмотрим следующий многогранник

LBiQPn(r1, r2) = {(y, x) ∈ Rn+
n(n−1)

2 : (y, x) удовлетворяют (7) и (8)},
где r1 и r2 такие, что 2r1 + 1 ≤ n и 2r2 ≤ n. Самый полный многогранник
LBiQPn(r1, r2), где r1 и r2 принимают все возможные значения, условимся
обозначать LBiQPn. Этот многогранник реализуется для четных n при
r1 = n

2 − 1 и r2 = n
2 , а для нечетных n при r1 = r2 = n−1

2 .

Теорема 1. Многогранник LBiQPn(r1, r2) аппроксимирует сверху много-

гранник BiQPn, его описание содержит M(r1, r2) =
r2∑

r=1
4rC2r

n +
r1∑

r=1
4rC2r+1

n

линейных неравенств. Описание многогранника LBiQPn содержит M(n) =
3n+1+(−1)n

4 − (n + 1) линейных неравенств: количество неравенств для че-
тных n равно 3(3n−1)

4 − n, а для нечетных n равно 3n+1−5
4 − n.

Доказательство. Многогранник BiQPn может быть задан с помощью сле-
дующей системы квадратичных неравенств:

y2
i = 1, i = 1, . . . , n, xij = yiyj , x2

ij = 1 ∀(i, j) : 1 ≤ i < j ≤ n. (9)

Учитывая бинарность переменных y ∈ {−1, 1}n из леммы 2 следует, что
множество решений системы (9) не изменится, если к ней прибавить се-
мейство квадратичных неравенств

2r∑

j=1

2r+1∑

k>j

ljlkyijyik ≥ −r, r=1,. . .,r1, ∀
{

1≤i1< . . .<i2r+1≤n,
l ∈ {−1, 1}2r+1 : l1 = 1,

(10)

где 2r1 + 1 ≤ n, и семейство квадратичных неравенств
2r∑

j=1

ljyij +
2r−1∑

j=1

2r∑

k>j

ljlkyijyik ≥ −r, r=1,. . .,r2, ∀
{

1≤i1< . . . <i2r≤n,
l ∈ {−1, 1}2r.

(11)
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где 2r2 ≤ n. Здесь квадратичные неравенства (10) есть квадратичными не-
равенствами вида (2) для всех возможных нечетных подмножеств бинар-
ных переменных от троек (соответствует r = 1) до 2r1 + 1. Их количество

M(r1) =
r1∑

r=1
4rC2r+1

n . Квадратичные неравенства (11) есть квадратичными

неравенствами вида (3) для всех возможных четных подмножеств бинар-

ных переменных от двоек (r = 1) до 2r2. Их количество M(r2) =
r2∑

r=1
4rC2r

n .

Множество решений системы (9)–(11) не изменится, если в неравенствах
(10) и (11) квадратичные термы yijyik заменить на линейные xijik для всех
1 ≤ j < k ≤ n. В результате получаем систему (7)–(9), которая эквива-
лентна системе (9)–(11). Релаксация (ослабление) бинарных переменных
y ∈ {−1, 1}n и x ∈ {−1, 1}n(n−1)

2 для системы (7)–(9) дает многогранник,
определяемый следующими линейными неравенствами

−1 ≤ yi ≤ 1, i = 1, . . . , n, −1 ≤ xij ≤ 1, ∀(i, j) : 1 ≤ i < j ≤ n, (12)

(y, x) ∈ LBiQPn(r1, r2). (13)

В силу своего построения многогранник (12),(13) аппроксимирует сверху
бинарный квадратичный многогранник BiQPn. Однако, неравенства (12)
и (13) являются избыточными (несущественными). Действительно, в мно-
гогранник LBiQPn(r1, r2) как обязательные включены линейные неравен-
ства для всех возможных двоек (пар) переменных yi и yj . Они следуют из
квадратичных неравенств (4) и имеют такую форму:





+yi + yj + xij ≥ −1,
−yi − yj + xij ≥ −1,
−yi + yj − xij ≥ −1,
+yi − yj − xij ≥ −1,

∀(i, j) : 1 ≤ i < j ≤ n. (14)

Легко видеть, что из неравенств (14) следуют линейные неравенства (12).
Так, для произвольной пары (i, j), сложив первое и второе неравенства
из (14), имеем: 2xij ≥ −2 или xij ≥ −1, а сложив третье и четвертое не-
равенства из (14) имеем: −2xij ≥ −2 или xij ≤ 1. По аналогичной схеме
следуют и двусторонние границы на переменные yi, i = 1, . . . , n. Так, сло-
жив первое и четвертое неравенство из (14), получаем неравенство yi ≥ −1,
а сложив второе и третье неравенства, получаем yi ≤ 1. Учитывая то, что
индекс i принимает все значения 1, . . . , n− 1, получаем ограничения на все
компоненты переменной y, за исключением последней. Границы на после-
днюю компоненту получаем путем сложения первого и третьего неравенств
(yj ≥ −1) и второго и четвертого неравенств (yj ≤ 1), а индекс переменной
yj может принимать значение равное n.

Итак, многогранник (12),(13) тождественен многограннику LBiQPn(r1, r2)
и, следовательно, последний аппроксимирует сверху бинарный квадрати-
чный многогранник BiQPn. Многогранник LBiQPn(r1, r2) включает все
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неравенства для нечетных подмножеств M(r1) и все неравенства для че-
тных подмножеств M(r2). Отсюда получаем полное количество неравенств

M(r1, r2) = M(r1) + M(r2) =
r1∑

r=1

4rC2r+1
n +

r2∑

r=1

4rC2r
n .

В заключение подсчитаем максимально возможное количество линей-
ных неравенств в многограннике LBiQPn(r1, r2). Для этого воспользуемся
двумя равенствами:

(1 + 2)n = 1 + 2n +
n∑

i=2

2iCi
n = 1 + 2n +

2r≤n∑

r=1

22rC2r
n +

2r+1≤n∑

r=1

22r+1C2r+1
n

и

(1− 2)n = 1− 2n +
n∑

i=2

(−2)iCi
n = 1− 2n +

2r≤n∑

r=1

22rC2r
n −

2r+1≤n∑

r=1

22r+1C2r+1
n ,

которые следуют из бинома Ньютона. Обозначив
2r≤n∑
r=1

22rC2r
n как S2r, а

2r+1≤n∑
r=1

22r+1C2r+1
n как S2r+1, получаем систему из двух линейных уравнений

3n = 1 + 2n + S2r + S2r+1

и
(−1)n = 1− 2n + S2r − S2r+1,

из которой находим S2r = 3n+(−1)n

2 − 1 и S2r+1 = 3n−(−1)n

2 − 2n. Полное
количество линейных неравенств в многограннике LBiQPn равно

M(n) =
2r+1≤n∑

r=1

22rC2r+1
n +

2r≤n∑

r=1

22rC2r
n =

1
2
S2r+1+S2r =

3n+1 + (−1)n

4
−(n+1).

Из последнего вытекает, что когда n — четное, то число неравенств равно
3(3n−1)

4 − n (реализуется при r1 = n
2 − 1 и r2 = n

2 ), а когда n — нечетное,
то число неравенств равно 3n+1−5

4 − n (реализуется при r1 = r2 = n−1
2 ).

Теорема доказана. ¤

При n = 2, 3, 4 многогранники LBiQPn полностью совпали с описыва-
ющими многогранники BiQPn неприводимыми системами линейных нера-
венств, которые получены с помощью программы Skeleton. Многогранник
BiQP2 описывается 4 линейными неравенствами для пары бинарных пере-
менных. Система неравенств для многогранника BiQP3 включает 16 нера-
венств: из них 4 для тройки и 3 по 4 для трех возможных пар. В описании
многогранника BiQP4 используется 56 неравенств (из них 16 для четверки,
4 по 4 для четырех троек и 6 по 4 для шести пар переменных).
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Заключение
В работе описано свойство нечетного количества ±1 и показано, что

оно позволяет в квадратичных экстремальных задачах с бинарными и бу-
левыми переменными автоматизировать построение дополнительных ква-
дратичных неравенств, справедливых независимо от того, какие значения
принимают бинарные переменные y ∈ {−1, 1}n, либо булевые переменные
x ∈ {0, 1}n. На его основе построены семейства квадратичных неравенств
для четного и нечетного количества бинарных переменных. Их линеари-
зованные аналоги использованы для внешней аппроксимации бинарного
квадратичного многогранника BiQPn (задает множество допустимых ре-
шений в задаче нахождения экстремума квадратичной функции от n би-
нарных переменных) с помощью многогранников с конечным количеством
линейных неравенств от n(n+1)/2 переменных. Подсчитано максимальное
количество линейных неравенств в аппроксимирующем многограннике.
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ДИФУЗIЙНI ВЛАСТИВОСТI СИСТЕМ ЕРЛАНГА З
ДВОВИМIРНИМ ПУАССОНIВСЬКИМ ПОТОКОМ ВИМОГ

О.А. Чечельницький, О.В. Кучеренко

Резюме. В цiй статтi вивчається мережева модель, яка склада-
ється з систем Ерланга з двовимiрним пуассонiвським вхiдним
потоком вимог. Знайденi умови iснування стацiонарного розподi-
лу процеса обслуговування та виписаний його явний вигляд. Для
перевантаженого режиму доведена функцiональна гранична те-
орема про дифузiйну апроксимацiю процесу обслуговування.

1. Вступ
Сучаснi комунiкацiйнi та комп’ютернi мережi характеризуються все

бiльш складними структурами, що вимагає створення i аналiзу вiдповiд-
них математичних моделей. Модель системи обслуговування Ерланга вже
давно використовується в багатьох сферах практичної дiяльностi. В цiй
статтi ми розглянемо мережеву модель, яка складається з двох систем Ер-
ланга типу [M/M/m/0] з спiльним зовнiшнiм двовимiрним пуассонiвським
потоком вимог (ν1(t), ν2(t)) з параметрами λ1 > 0, λ2 > 0, b > 0.

2. Стацiонарнi характеристики мережевої моделi з системами
Ерланга.

Позначимо через m1 число обслуговуючих приладiв в першiй системi
Ерланга, вiдповiдно m2 є числом облуговуючих приладiв в другiй системi.
Вимоги з потоку ν1(t) прибувають для обслуговування на першу систему,
а вимоги з потоку ν2(t) прибувають на другу систему. Будемо передбачати,
що час обслуговування вимог з потоку ν1(t) має показниковий розподiл з
параметром µ1 > 0, а час обслуговування вимог з потоку ν2(t) має пока-
зниковий розподiл з параметром µ2 > 0 вiдповiдно. Кожна вимога обслуго-
вується лише на однiй системi. Нехай X1(t) — число вимог, якi знаходяться
на обслуговуваннi в першiй системi Ерланга в момент часу t , а X2(t) —
число вимог, якi знаходяться на обслуговуваннi в другiй системi в момент
часу t. Справедлива така теорема.

Теорема 1. Процес обслуговування моделi з двох систем Ерланга
(X1(t), X2(t)) має ергодичний розподiл такого виду:

lim
t→+∞P{X1(t) = i,X2(t) = j} =

min(i,j)∑

k=0

ai−k
1 aj−k

2 ak
3

k!(i− k)!(j − k)!
×
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×
( m1∑

i=0

m2∑

j=0

(
min(i,j)∑

k=0

ai−k
1 aj−k

2 ak
3

k!(i− k)!(j − k)!
)
)−1

,

де

a1 =
λ1

µ1
+

bµ2

µ1(µ1 + µ2)
, a2 =

λ2

µ2
+

bµ1

µ2(µ1 + µ2)
, a3 =

b

µ1 + µ2
,

i = 1, . . . ,m1, j = 1, . . . ,m2.

Доведення. За умови зроблених нами припущень на вхiдний потiк i час об-
слуговування вимог у системах двовимiрний випадковий процес
(X1(t), X2(t)) представляє собою двовимiрний ланцюг Маркова з неперерв-
ним часом. Поведiнка цього ланцюга Маркова на iнтервалi [t, t+h] виглядає
таким чином: якщо в момент часу t процес прийняв значення X1(t) = i,
X2(t) = j, тодi наш двовимiрний процес на iнтервалi [t, t+h] може перейти
в такi стани з вiдповiдними ймовiрностями незалежно вiд значень, якi вiн
приймав до цього моменту (X1(s), X2(s)), s < t :

(i, j) →





(i + 1, j), з ймовiрнiстю λ1h + o(h);
(i, j + 1), з ймовiрнiстю λ2h + o(h);
(i + 1, j + 1), з ймовiрнiстю bh + o(h);
(i− 1, j), з ймовiрнiстю µ1ih + o(h);
(i, j − 1), з ймовiрнiстю µ2jh + o(h);
(i, j), з ймовiрнiстю 1− (λ1 + λ2 + b + iµ1 + jµ2)h + o(h),

де i = 1,m1 − 1, j = 1, m2 − 1. Аналогiчно ми можемо записати ймовiрностi
переходiв на iнтервалi [t, t + h] зi станiв (0, 0), (0, j), (i, 0), i = 1,m1 − 1,
j = 1,m2 − 1, (m1,m2).

Крiм того, будемо передбачати, що вхiдний потiк реагує на ситуацiю, яка
складається на системах Ерланга,а саме одна з систем є повнiстю зайнятою,
змiнюючи свої iнтенсивностi таким чином:

(i,m2) →





(i + 1,m2), з ймовiрнiстю (λ1 + b µ2

µ1+µ2
)h + o(h);

(i− 1,m2), з ймовiрнiстю µ1ih + o(h);
(i,m2 − 1), з ймовiрнiстю m2µ2h + o(h);
(i,m2), з ймовiрнiстю 1− (λ1 + b µ2

µ1+µ2
+ µ1i + µ2m2)h + o(h),

i

(m1, j) →





(m1, j + 1), з ймовiрнiстю (λ2 + b µ1

µ1+µ2
)h + o(h);

(m1, j − 1), з ймовiрнiстю µ2jh + o(h);
(m1 − 1, j), з ймовiрнiстю m1µ1h + o(h);
(m1, j), з ймовiрнiстю 1− (λ2 + b µ1

µ1+µ2
+ µ2j + µ1m1)h + o(h),

Ймовiрностi переходiв зi станiв (0,m2), (m1, 0) мають також аналогiчний
вигляд:

(0,m2) →




(1,m2), з ймовiрнiстю (λ1 + b µ2

µ1+µ2
)h + o(h);

(0,m2 − 1), з ймовiрнiстю m2µ2h + o(h);
(0,m2), з ймовiрнiстю 1− (λ1 + b µ2

µ1+µ2
+ µ2m2)h + o(h),
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i

(m1, 0) →




(m1, 1), з ймовiрнiстю (λ2 + b µ1

µ1+µ2
)h + o(h);

(m1 − 1, 0), з ймовiрнiстю m1µ1h + o(h);
(m1, 0), з ймовiрнiстю 1− (λ2 + b µ1

µ1+µ2
+ µ1m1)h + o(h).

Використовуючи виписану вище структуру переходiв нашого процеса,
ми можемо виписати вiдповiдну систему алгебраїчних рiвнянь для стацiо-
нарних ймовiрностей pij = P{X1 = i, X2 = j}. Через велику розмiрнiсть
ми не будемо її наводити в цiй статтi. Розв’язок цiєї системи рiвнянь iснує
i є єдиним на пiдставi наших припущень. Безпосередньою пiдстановкою в
рiвняння показується, що вiн має такий вигляд:

P{X1 = i,X2 = j} =
min(i,j)∑

k=0

ai−k
1 aj−k

2 ak
3

k!(i− k)!(j − k)!
×

×



m1∑

i=0

m2∑

j=0




min(i,j)∑

k=0

ai−k
1 aj−k

2 ak
3

k!(i− k)!(j − k)!






−1

,

де a1 = λ1
µ1

+ bµ2

µ1(µ1+µ2) , a2 = λ2
µ2

+ bµ1

µ2(µ1+µ2) , a3 = b
µ1+µ2

, i = 0,m1, j = 0,m2.

Зауважимо, що двовимiрний пуассонiвський потiк має згiдно з [1] таке
представлення:

ν1(t) = y1(t) + y3(t), ν2(t) = y2(t) + y3(t),

де y1(t) — пуассонiвський потiк з параметром λ1 > 0, y2(t) — пуассонiвський
потiк з параметром λ2 > 0 i y3(t) в свою чергу є пуассонiвським потоком з
параметром b > 0. ¤

Отже, пiд час доведення результату теореми 1 для мережевої моделi си-
стем Ерланга [M/M/m]2 з двовимiрним пуассонiвським потоком вимог ми
отримали цiкавий факт. Для iснування стацiонарного розподiлу числа ви-
мог, якi знаходяться на обслуговуваннi в нашiй моделi, зазначенного вище
вигляду ми повиннi зменшувати iнтенсивнiсть b спiльного потоку за до-
помогою коефiцiєнта µ1

µ1+µ2
, якщо зайнятi всi m1 приладiв. Таким чином,

iнтенсивнiсть потоку y3(t) повинна дорiвнювати b µ1

µ1+µ2
. Аналогiчно, якщо

X2(t) = m2, iнтенсивнiсть b спiльного вхiдного потоку y3(t) має дорiвню-
вати b µ2

µ1+µ2
.

3. Дифузiйна апроксимацiя мережевої моделi систем Ерланга з
двовимiрним пуассонiвським потоком вимог

Зрозумiло, що вираз стацiонарних ймовiрностей процесу обслуговування
(X1(t), X2(t)) є достатньо громiздким, коли параметри m1 or m2 прийма-
ють великi значення. В цiй ситуацiї, за певних умов на iншi характери-
стики нашої моделi, можна довести, що поведiнка процесу обслуговування
вимог буде близькою до поведiнки вiдповiдного дифузiйного процеса. Iнши-
ми словами ми доведемо збiжнiсть процесу обслуговування до вiдповiдного
дифузiйного процесу в рiвномiрнiй топологiї.
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Припустимо, що наша модель перебуває в стацiонарному режимi, тобто
початковий розподiл числа зайнятих приладiв буде дорiвнювати:

P{X1(0) = i,X2(0) = j} =
min(i,j)∑

k=0

ai−k
1 aj−k

2 ak
3

k!(i− k)!(j − k)!
×

×
( m1∑

i=0

m2∑

j=0

(
min(i,j)∑

k=0

ai−k
1 aj−k

2 ak
3

k!(i− k)!(j − k)!
)
)−1

,

де a1 = λ1
µ1

+ bµ2

µ1(µ1+µ2) , a2 = λ2
µ2

+ bµ1

µ2(µ1+µ2) , a3 = b
µ1+µ2

,

i = 1, . . . ,m1, j = 1, . . . ,m2.

Крiм того, будемо передбачати, що параметри нашої моделi залежать вiд
n (номера серiї) i є виконаними такi умови:

µ
(n)
i =

µi

n
+ o(n−1),

n−1/2(m(n)
i − αin) → +∞, n →∞, i = 1, 2.

where α1 = (λ1 + b)/µ1, α2 = (λ2 + b)/µ2.

Розглянемо таку послiдовнiсть випадкових процесiв:

ξn(t) = (ξ1
n(t), ξ2

n(t)), n ≥ 1, t ∈ [0, T ],

ξi
n(t) = n−1/2(X(n)

1 (nt)− αin), i = 1, 2.

Справедлива така теорема.

Теорема 2. Послiдовнiсть випадкових процесiв (ξ1
n(t), ξ2

n(t)) збiгається
в рiвномiрнiй метрицi до дифузiйного процесу з коефiцiєнтом переносу
a(x) = (a1(x), a2(x)) i матрицею дифузiї B, де

(a1(x), a2(x)) = (−µ1x,−µ2x)

B =
(

2(λ1 + b) b
b 2(λ2 + b)

)
.

Доведення. . Розподiл послiдовностi випадкових процесiв збiгається до ди-
фузiйного процесу з вектором переносу a(x) i дифузiйною матрицею B,
якщо виконанi такi умови [2]:

ξn(0) → ξ0, n →∞ (1)

δ(n) =
dn−1∑

k=0

E |E{∆ξnk
/Fnk

} − a(ξnk
)∆tnk

| → 0, n →∞ (2)

dn−1∑

k=0

E
∣∣E{(∆ξnk

, z)2/Fnk
} − (Bz, z)∆tnk

∣∣ → 0, n →∞ (3)

dn−1∑

k=0

P{|∆ξnk
| ≥ ε} → 0, n →∞ for ε > 0 (4)
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де ∆ξnk
= ξnk+1

− ξnk
, ξnk

= ξn(tnk
), {tnk

, k = 0, 1, . . . , dn} — розбиття
iнтервалу [0, T ] точками 0 = tn0 < tn1 < . . . < tndn

= T, maxk ∆tnk
→ 0,

Fnk
= Fn(tnk

), {Fn(t), t ∈ [0, T ]} — послiдовнiсть зростаючих σ – алгебр.
Перевiримо виписанi умови збiжностi до дифузiйного процесу для послi-

довностi (ξ1
n(t), ξ2

n(t)). Нехай tnk
= k

dn
T для всiх n = 1, 2, . . . ; k = 1, 2, . . . , dn

i limn→∞ dn/n = 0, σ – алгебра Fn(t) утрорюється випадковими величинами
{ξn(τ), τ ≤ t}.

Для довiльного дiйсного вектора u = (u1, u2), використовуючи метод
характеристичних функцiй, ми отримаємо початкового розподiлу:

lim
n→∞Eei(u,ξn(0)) = e−

1
2
u2
1α1− 1

2
u2
2α2−u1u2a3 .

Отже, умова (1) виконується, при чому граничний вектор (ξ1
0 , ξ

2
0) має

нормальний розподiл з вектором середнiх (0, 0) i коварiацiйною матрицею
C, де

C =
(

α1 a3

a3 α2

)
.

Для перевiрки виконання умов (2), (3) and (4) ми використаємо таке
представлення процесу Xi(t), i = 1, 2 :

Xi(t) =

{ ∑Xi(0)
k=1 χ

(i)
k (t) +

∑νi(t)
k=1 χ

(i)
k (t− tk), if νi(t) ≤ m

(n)
i∑Xi(0)

k=1 χ
(i)
k (t) + κn

i (t), if νi(t) > m
(n)
i ,

де
∑Xi(0)

k=1 χ
(i)
k (t) + κn

i (t) є випадковою величиною, яка має розподiл Xi(t),
якщо νi(t) > m

(n)
i . Випадкова величина χ

(i)
k (t) приймає значення 1 з ймо-

вiрнiстю exp(−µit) i 0 з ймовiрнiстю 1 − exp(−µit) для всiх k = 0, 1, 2, . . . ;
i = 1, 2.

Тодi
E(∆ξi

nk
/ξi

nk
= xi) =

= E{n−1/2(X(n)
i (ntnk+1

)− nαi)− xi/X
(n)
i (ntnk

) = nαi +
√

nxi} =

= n−1/2E{
√

nxi+αin∑

k=1

χ
(i)
k (∆tnk

) +
νi(n∆tnk

)∑

k=1

χi
n(tnk

− tk)−

−nαi −
√

nxi/νi(n∆tnk
) ≤ mi

n − αin−
√

nxi}×
×P{νi(n∆tnk

) ≤ mi
n − αin−

√
nxi}+

+n−1/2E{
√

nxi+αin∑

k=1

χi
k(∆tnk

) + κn(n∆tnk
)− nαi −

√
nxi/νi(n∆tnk

) >

> mi
n − αin−

√
nxi}.

Пiсля низки перетворень ми отримаємо:

E{∆ξi
nk

/ξi
nk

= xi} = −xi(1− e−µi∆tnk ) + o(∆tnk
).

Крiм того, неважко показати, що

E|ξi
nk
| = E

√
(ξi

n(tnk
))2 ≤

√
E(ξi

n(tnk
))2 < C.
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Зрештою ми будемо мати:

δ(n) =
dn−1∑

k=0

E|ξi
nk

(e−µi∆tnk − 1)− ξi
nk

µi∆tnk
− o(∆tnk

)| ≤

Cdn|e−µiT/dn − 1− µiT/dn|+ dno

(
T

n

)
→ 0, n →∞.

Виконання умови (2) перевiрено. В такий же спосiб перевiряється ви-
конання умови (3) i (4). Збiжнiсть у рiвномiрнiй топологiї буде доведена,
якщо для послiдовностi ξn(t) = (ξ1

n(t), ξ2
n(t)) виконується умова

P{|ξn(t)− ξn(t1)| ≥ ε, |ξn(t)− ξn(t2)| ≥ ε} ≤ 1
ε2γ

[H(t2)−H(t1)]2α (5)

для t1 ≤ t ≤ t2 (t1, t, t2 ∈ [0, T ]), n ≥ 1, γ ≥ 0, α > 1
2 , ε > 0, де функцiя H(t)

є неспадною неперервною функцiєю на [0, T ].
Можна показати, що умова (5) виконується для послiдовностi наших

процесiв ξn(t), якщо γ = 2, α = 3/4 i функцiя має вигляд H(t) = ct.
Теорема 2 доведена. ¤
Результат теореми 2 означає, що aсимптотично, коли n → ∞, процес

обслуговування X(n)(nt) можна представити як:

X(n)(nt) ∼ n

(
α1

α2

)
+
√

n

(
ξ1(t)
ξ2(t)

)
,

де вектор (ξ1(t), ξ2(t)) має нормальний розподiл з середнiм (0, 0) i коварiа-
цiйною матрицею C.
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