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ОПИС МАГНІТНИХ ВЛАСТИВОСТЕЙ КВАНТОВИХ КІЛЕЦЬ 

З УРАХУВАННЯМ СПІН-ОРБІТАЛЬНОЇ ВЗАЄМОДІЇ 
 

Представлено теоретичні розрахунки впливу ефекту спін-орбітальної (СО) взаємодії на намагніченість і магнітну 
сприйнятливість малих напівпровідникових квантових кілець. Розрахунки проводились у одно-електронному набли-
женні. Показано залежність намагніченості й магнітної сприйнятливості від параметрів кільця та величини прикла-
деного магнітного поля. Обговорено вплив складових СО взаємодії в представленні Рашба та Дрессельхауса на енер-
гетичні рівні електронів. Показано, що стрибкоподібна зміна намагніченості й магнітної сприйнятливості в малих 
магнітних полях є наслідком перетину спін-розщеплених електронних рівнів у енергетичному спектрі. Розщеплення 
енергетичних рівнів відбувається завдяки СО взаємодії. Детальні чисельні обчислення з використанням параметрів 
InSb напівпровідникових квантових кілець демонструють збільшення парамагнетизму в кільцях. Існує також додат-
кова можливість керувати ефектом за допомогою зовнішнього електричного поля. 

We present a theoretical calculation of the effect of the spin-orbital interaction on the electron magnetization and magnetic 
susceptibility of small semiconductor quantum rings. The study is based on a simple effective one-band approximation. The depend-
ence of the magnetization and susceptibility on parameters of the rings and the applied external magnetic field is studied. Contributions 
of the bulk inversion asymmetry (the Dresselhaus term) and the system inversion asymmetry (the Rashba term) to the spin splitting and 
magnetic effect of the electron energy states are discussed. The abrupt changes of the magnetization and susceptibility at low magnetic 
fields are attributed to the crossing between the spin-split electron energy levels. The spliting of the levels is happened due to the spin-
orbit interaction. Detailed calculation using parameters of InSb semiconductor quantum ring demonstrates an enhancement of 
paramagnetism of the ring. There is an additional possibility to control the effect by external electric fields. 

 
Вступ. З удосконаленням нанотехнологій на сьогодні 

стало можливим створення систем квантових точок і 
кілець, що відрізняються одна від одної кількістю цих 
точок чи кілець і величиною хімічного потенціалу в них. 
Це робить актуальним доскональне вивчення енергетич-
ного спектра електронів [2, 7] і процесів намагнічування в 
різноманітних квантових структурах, що й проводилося 
дуже інтенсивно протягом останнього десятиліття [6, 8, 
12, 13, 21–23]. Ці дослідження, по-перше, надають важ-
ливу інформацію про спінову динаміку атомних кластерів 
у зовнішньому магнітному полі, а по-друге, утворюють 
науковий базис для подальшого розвитку нової галузі 
електроніки – спінтроніки [4, 17]. З погляду спінтроніки 
спінові стани електронів у квантових структурах є елеме-
нтами, що уможливлюють реалізацію qubit-масивів па-
м'яті у квантових комп'ютерах [9]. Це завдання вимагає 
вивчення магнітних властивостей квантових структур для 
ефективного керування їх спіновим станом. 

Мета роботи показати вплив спін-орбітальної взає-
модії на магнітні властивості квантових кілець у слаб-
кому магнітному полі. Розглянуто намагніченість і магні-
тну сприйнятливість циліндричних квантових кілець за 
наявності спін-орбітальної взаємодії. Це дозволило 
описати властивості малих квантових кілець у напів-
провідниках. Розрахунки виконано для напівпровідника 
InSb. Показано, що теоретичні залежності намагнічено-
сті від магнітного поля демонструють надзвичайно ціка-
ву поведінку в області низьких температур і слабких 
магнітних полів. Серед цих особливостей – різка зміна 
намагніченості та магнітної сприйнятливості в низьких 
магнітних полях, що зумовлена перетином електронних 
рівнів, яка виникає внаслідок спін-орбітальної взаємодії. 
З'ясовано також, що намагніченість квантової точки 
залежить від величини магнітного поля та від кількості 
електронів у ній. Крім цього показано, що величиною 
намагніченості можна керувати за допомогою зовніш-
нього електричного поля (змінюючи вигляд обмежува-
льного потенціалу або задаючи певну висоту кільця). 

Структура енергетичного спектра електронів впли-
ває на величину намагніченості квантових структур [2, 
20, 24]. Водночас спін-орбітальна взаємодія відіграє 
велику роль у формуванні електронного спектра ІІІ–V 
напівпровідникових наноструктур [3, 5]. Навіть у разі 
симетричної потенціальної ями для електронів, ця вза-
ємодія знімає спінове виродження в нульовому магніт-
ному полі, що змінює електронні властивості напівпро-
відникової наноструктури [15, 19, 25, 26].  

При дослідженні впливу спін-орбітальної взаємодії 
на намагніченість і магнітну сприйнятливість квантових 
кілець слід включити до потенціалу спін-орбітальної 
взаємодії доданок, що описує взаємодію Рашби [3, 19] і 
Дрессельхауса [5]. 

1. Загальний розгляд проблеми. Застосуємо для опи-
су властивостей магнітних кілець простий модельний 
потенціал, що описує ізольоване кільце, яке розташо-
ване у площині XY [22]: 

( ) 21
2 02 ,c

a
V r a r V

r
= + −  де 0 1 22=V a a .        (1)  

У даній моделі радіус і ширину кільця можна обрати 
незалежно необхідним підбором лише двох параметрів 
моделі ( 1 2,a a ). У граничному випадку така модель до-
зволяє описати властивості квантової точки. У ній без 
урахування СО-взаємодії аналітично отримано енерге-
тичний спектр, намагніченість при нульовій температурі 
та хвильові функції у сталому магнітному полі, яке при-
кладено перпендикулярно до площини кільця [22].  

Потенціал (1) має такі властивості: а) існує мінімум 
( )0 0=V r  при значенні 

1
41

0
2

,
⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

a
r r

a
   (2) 

яке визначає середній радіус кільця; 
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Рис. 1. Профіль потенціалу квантового кільця 
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б) для 0≈r r  потенціал має просту параболічну форму 

( ) ( )22
0 0

1
2

≈ ω −V r m r r  (рис. 1), де 2
0

8
ω =

a
m

 характеризує 

розмір потенціальної ями, m  – ефективна маса електрона. 
Потенціал (1) також можна застосувати для опису 

кількох інших фізичних систем, серед яких: (а) 1D кіль-
це, 0 constr = і 0ω → ∞ ; (б) 2D пряма проволока 

0 constω =  і 0 → ∞r ; (в) квантова точка 1 0=a ; (г) ізо-

льована антиточка 2 0=a . 
Нехай магнітне поле прикладено перпендикулярно 

до площини XY, тоді гамільтоніан електрона в цилінд-
ричних координатах ( ),ϕr  набуває вигляду 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2
2 2

2 2 2
1 1, ,

2 2 8

1, , ,
2

c c c

R D
SO SO z B

iH E B m E E B r V r
m E r r r r

V r V r gB

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
= − + + − ω + ω + +⎢ ⎥

∂ ∂ϕ∂ ∂ϕ⎣ ⎦

+ ϕ + ϕ + σ μ

= =
  (3) 

де ( , ) / ( )ω =c E B eB m E  – циклотронна частота електрона. 
Електрон-електронною взаємодією нехтуємо. Ефектив-
на маса електрона визначається формулою [19]: 

( )
( )

1 1 2 1 ,
( ) (0) 3 2

+ Δ ⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

+ + + Δ+ Δ ⎢ ⎥⎣ ⎦

g g

g gg

E E

m E m E E E EE
   (4) 

де E  – енергія електрона в зоні провідності, ( )m E  – 
ефективна маса електрона біля дна зони провідності, 
gE  і Δ  – ширина забороненої зони та величина спін-

орбітального розщеплення валентної зони відповідно: 

0( ) 2 1
( ) 3( ) 2g

m
g E

m E E E
⎡ ⎤Δ

= −⎢ ⎥
+ + Δ⎢ ⎥⎣ ⎦

    (5) 

– ефективний g -фактор [18], 0/ 2μ = =B e m  – магнетон 

Бора, e  та 0m  – заряд і маса вільного електрона від-
повідно.  

Складова Дрессельхауса спін-орбітальній взаємодії 
має вигляд [10, 11]: 

( , ) ,
2ϕ ϕ

⎡ ⎤⎛ ⎞ϕ = β Σ + + Σ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦=
D
so r r

eV r k Br k          (6) 

де , ϕrk k  – оператори проекцій хвильового числа на 
відповідні напрямки, 

ik
rϕ

∂
= − ⋅

∂ϕ
,  

∂
= − ⋅

∂rk i
r

,       (7) 

β  – параметр Дрессельхауса обернено-пропорційний  
квадрату висоти квантового кільця [16]: 

2

0

⎛ ⎞π
β = γ ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
C z

,    (8) 

де γC  – константа, яка визначається для матеріалу 
напівпровідника, з якого утворене квантове кільце [16], 

0z  – висота квантового кільця. Матриці Паулі 

, ,ϕΣ Σ σr Z  у циліндричних координатах мають вигляд 

0

0

ϕ

− ϕ

⎛ ⎞
Σ = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

i

r i

e

e
, 

0

0

ϕ

ϕ − ϕ

⎛ ⎞
Σ = ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

i

i

ie

ie
, 

1 0
0 1

⎛ ⎞
σ = ⎜ ⎟−⎝ ⎠
Z .     (9) 

Складова Рашби у спін-орбітальній взаємодії визначається формулою [10, 11, 15, 19]: 
( )

( , ) ,
2ϕ

⎛ ⎞ϕ = σ α +⎜ ⎟
⎝ ⎠=

R c
so z

dV r eV r k Br
dr

          (10) 

де α  – параметр спін-орбітального зв'язку [19]. 
Отже, гамільтонін (3) можна переписати таким чином:  

2
0 2 1 14 2

1 12 ( , )∂
= + σ α + σ α − σ α + ϕ

∂ϕ= =
D

z z z so
eB eBH H a r i a a V r

r r
,     (11) 

де  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2
0 22 2 2

1 1 1, , 2
2 2 8 2

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + + − ω + ω + + σ μ − ασ⎢ ⎥

∂ ∂ϕ ∂ϕ∂ ∂ϕ⎣ ⎦

= = c c c z B z
i iH E B m E E B r V r gB a

m E r r r r
. (12) 

Стаціонарне рівняння Шредінгера з гамільтоніаном 0H  має аналітичний розв'язок. Його рівні енергії та хвильові 
функції мають вигляд  

0
, , 0 , , 2

1 ( ) 2
2 2 2 2

B
n l s c z n l s

L lE n V g E B a l
μ⎡ ⎤⎛ ⎞= + + ω − ω − + σ + α⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦

= = ,          (13) 

0 0
, , , ,

1( , ) exp( ) ( )
2

ψ ϕ = ϕ
π

n l s n l sr il R r ,      (14) 

[ ]
[ ]( )

2
1

12 2
0 4
, , 1 12

11 1( ) , 1,
22 ! 1

⎛ ⎞− ⎜ ⎟λ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ + + ρ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟= − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟λ λ λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠Γ + ⎝ ⎠⎝ ⎠

r M

n l s M

n M rR r e F n L
n M

,   (15) 
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де n  – головне квантове число; ,σzl  – проекції на вісь z  орбітального та спінового квантового моментів електрона 

відповідно, 1 1F  – функція Кумера, 

( )
2 28

ω = ω +C
a

m E
, 

( )12
2

2
= +

=
a m E

L l , .λ =
ω
=
m

     (16) 

Згідно з роботою [25] хвильову функцію гамільтоніана (3) будемо шукати у вигляді  

0
,

,

1 1
( , ) ( ) .

0 0
ϕ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞

ψ ϕ = +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ il n n
n l l l

n l
r e R r A B       (17) 

Запишемо стаціонарне рівняння Шредінгера й отримаємо систему рівнянь: 
0
, , 1 2 1 1 1( ) 2 ( 1) 0

2+ −
⎧ ⎫ ⎧ ⎫− + α − Π − ξ + β − − + =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∑ ∑
= = =

n nm nm nm m nm nm nm m
n l l l l l l l l l l

m m

eB eB eE E A a G a a l A i l I P J B ,   (18) 

0
, , 1 2 1 1 1( ) 2 ( 1) 0

2− +
⎧ ⎫ ⎧ ⎫− − α − Π − ξ − β + + + =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∑ ∑
= = =

n nm nm nm m nm nm nm m
n l l l l l l l l l l

m m

eB eB eE E B a G a a l B i l K D BL A .  (19) 

Тут введено такі позначення: 

3 0 0
, ,

0
( ) ( )

∞
= ∫nm

l n l m lG r R r R r dr ,  (20) 

0 0
, ,

0

1 ( ) ( )
∞

Π = ∫nm
l n l m lR r R r dr

r
,  (21) 

0 0
, ,3

0

1 ( ) ( )
∞

ξ = ∫nm
l n l m lR r R r dr

r
,  (22) 

0 0
1 , , 1

0
( ) ( )

∞

− −= = ∫nm mn
l l n l m lI K R r R r dr ,     (24) 

2 0 0
1 , , 1

0
( ) ( )

∞

− −= = ∫nm mn
l l n l m lJ L r R r R r dr ,      (25) 

0 0
, , 1

0
( ) ( )

∞

−= ∫nm
l n l m l

dP rR r R r dr
dr

,   (26) 

0 0
, , 1

0
( ) ( )

∞

+= ∫nm
l n l m l

dD rR r R r dr
dr

.    (27) 

Систему рівнянь (18), (19) можна записати в матричній 
формі 1

ˆ
−=l lA MB  та 1

ˆ
+=l lB NA  відповідно. 

Спектр енергій електрона у квантовому кільці можна 
чисельно розрахувати з рівняння 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆdet( ) det( ) 0.− = − =I MN I NM  (28) 
У чисельних розрахунках обмежимось матрицею рангу 
10. Для InSb квантового кільця з вибраними парамет-
рами відносна похибка шести найнижчих енергетичних 
рівнів буде меншою від 10–4. 

Розглянемо вплив спін-орбітальної взаємодії на ма-
гнітні властивості системи квантових кілець. Темпера-
турна залежність середньої намагніченості M  і магніт-
ної сприйнятливості χ  такої системи пов'язана з уста-
леним значенням хімічного потенціалу рівностями  

( ), ,
, ,

, ,

∂⎛ ⎞
= − − ξ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∑ n l s
n l s

n l s

E
M f E

B
,     (29) 

та 
∂

χ =
∂
M
B

,                    (30) 

де ( )f E  – функція розподілу Фермі, ξ  – хімічний поте-
нціал системи, що визначається рівнянням 

( ), ,
, ,

= − ξ∑ n l s
n l s

N f E ,          (31) 

де N – загальна кількість електронів у квантовому кільці. 

2. Результати розрахунків. Для InSb квантового кіль-
ця обираємо: 0(0) 0,014m m= , 0, 24gE = еВ, 

0,81Δ = еВ, 2500Aα =
D

 [25], 160cγ = еВ 3A
D

 [16]. Для 
модельного розрахунку форму кільця задаємо параме-
трами: 1 1000a = еВ(нм)2, 2 0,01a m= еВ(нм)2. Обчис-
лимо такі параметри квантового кільця: внутрішній ра-
діус кільця 65r− = нм, зовнішній радіус кільця 

89r+ = нм, ширину кільця 24rΔ = нм і середній радіус 

кільця 0 76r = нм. 
На рис. 2 наведено енергетичний спектр електронів, 

що знаходяться у квантових кільцях у таких випадках: 
а) без урахування СО-взаємодії в представленні Дрес-
сельхауса (даний випадок відповідає 0 = ∞z  у рівнянні 

(8): б) з урахуванням СО-взаємодії для 0 12z = нм; в) з 

урахуванням СО-взаємодії для 0 10z = нм; г) з ураху-

ванням СО-взаємодії для 0 9z = нм. Як видно з 
рис. 2, a, вплив СО-взаємодії в представленні Рашба 
призводить до розщеплення енергетичних рівнів. Цей 
вплив детально розглянуто в роботі [1]. При досить 
великих товщинах ( 0 20z > нм, для даної конфігурації 
квантового кільця) складова Дрессельхауса СО-
взаємодії мала, тому нею можна знехтувати. Із 
рис. 2, б–г видно, що СО-взаємодія в представленні 
Дрессельхауса призводить до зміни величини розщеп-
лення енергетичних рівнів. Ефективність впливу визна-
чається товщиною квантового кільця (див. (8)). Напри-
клад, для 0 12z = нм спін-орбітальні взаємодії в пред-
ставленні Рашба та Дрессельхауса практично компен-
сують одна одну у нульовому магнітному полі 
(рис. 2, б). При подальшому зменшенні товщини кван-
тового кільця складова Дрессельхауса вже переважає 
складову Рашба (рис. 2, в,г). Тут збільшення складової 
Дрессельхауса приводить до збільшення розщеплення 
енергетичних рівнів при 0>l . Відповідно значення 
поля, за яких відбувається перетин енергетичних рівнів, 
збільшуються (рис. 2, в,г). У даному випадку при змен-
шенні 0z  рівні з однаковим напрямком спіну та орбіта-
льного моменту опускаються відносно рівнів з напрям-
леними в протилежні боки векторами спіну та орбіталь-
ного моменту електрона. 

Проведемо дослідження магнітних властивостей 
квантових кілець при 0 9z = нм і 0 10z = нм. Урахування 
СО-взаємодії приводить до виникнення стрибків намаг-
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ніченості при заповненні 4-5-ма електронами квантово-
го кільця та при нульовій температурі (рис. 3, 4). Це 

явище відбувається внаслідок перетину енергетичних 
рівнів з 1=l  (рис. 2, в, г). 
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Рис. 2. Енергетичний спектр InSb кільця з урахуванням спін-орбітальної взаємодії: 
а) лише в представленні Рашба; б–г) як в представленні Рашба, так і Дрессельхауса; 

б) 0 12z = нм; в) 0 10z = нм; г) 0 9z = нм 
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Рис. 3. Температурна залежність намагніченості квантового кільця при 0 9z = нм 

від магнітного поля для чотирьох електронів (a) і п'яти електронів (б) у квантовому кільці 
 
Якщо простежити за енергетичним спектром кван-

тового кільця з 0 9z = нм (рис. 2, в), то дійдемо виснов-
ку, що при збільшенні магнітного поля й досягненні ним 
величини 2

1 1.2*10−=B T , відбувається перетин енер-

гетичних рівнів 0,1,1E  та 0, 1,1−E  Цей факт зумовлює різ-
кий стрибок величини намагніченості квантового кільця 
з чотирма електронами (рис. 3, a). Водночас завдяки 

спін-орбітальній взаємодії стрибок намагніченості кіль-
ця з п'ятьма електронами відбувається при більшому 
значенні магнітного поля 2

2 7.1*10−=B T . Коли 

0 10z = нм стрибки намагніченості відбуваються при 
2

1 0.6*10−=B T  та 2
2 2.8*10−=B T , відповідно. 
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Рис. 4. Температурна залежність намагніченості квантового кільця при 0 10z = нм 
від магнітного поля для чотирьох електронів (a) у п'яти електронів (б) у квантовому кільці 
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Рис. 5. Температурна залежність магнітної сприйнятливості при 0 9z = нм 

від магнітного поля для чотирьох електронів (a) і п'яти електронів (б) у квантовому кільці 
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Рис. 6. Температурна залежність магнітної сприйнятливості при 0 10z = нм 

від магнітного поля для чоирьох електронів (a) і п'яти електронів (б) у квантовому кільці 
 

Зумовлені спін-орбітальною взаємодією особливості 
процесу намагнічування квантових кілець яскраво від-
биваються на їх магнітній сприйнятливості. На рис. 5, 6 
показано залежності магнітної сприйнятливості кільця з 
4-ма та 5-ма електронами від величини магнітного по-
ля. При нульовій температурі теоретична залежність 
диференціальної магнітної сприйнятливості виглядає як 
дельта-функція, що пов'язано зі стрибком намагнічено-
сті. При ненульовій температурі виникають парамагнітні 
піки скінченної висоти та ширини. Для випадку кванто-
вих кілець з 3-ма, 4-ма та 5-ма електронами положення 

піків, що обумовлені спін-орбітальною взаємодією, ви-
значається товщиною квантового кільця. Зауважимо, 
що положенням піків можна керувати також за допомо-
гою зовнішнього електричного поля (яке направлено 
нормально до площини кільця) [3, 19].  

Висновки. У результаті впливу СО-взаємодії при ну-
льовому магнітному полі виникає розщеплення енерге-
тичних рівнів електронів, що перебувають у квантовому 
кільці. Розщеплення енергетичних рівнів приводить до 
появи перетину енергетичних рівнів у випадку прикла-
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деного магнітного поля. Це суттєво впливає на магнітні 
явища квантових кілець.  

Величина магнітного поля, за якої відбувається стри-
бок намагніченості, залежить від співвідношення складо-
вих СО-взаємодії, що введені Рашбою та Дрессельхау-
сом. У відносно товстих квантових кільцях домінує скла-
дова СО-взаємодії яка введена Рашбою. При зменшенні 
товщини більшою стає складова Дрессельхауса. 

Перетин рівнів енергії може бути наслідком і електрон-
електронної взаємодії як такої [6, 13]. Для повного опису 
системи потрібно розглядати багатоелектронну систему з 
урахуванням як спін-орбітальної, так і електрон-
електронної взаємодії [7]. Підтвердженням цієї думки є 
нещодавні досліди [14], які виявили, що вплив електрон-
електронної взаємодії в системах із сильною локалізацією 
може збільшити прояв спін-орбітальної взаємодії.  

Описані вище особливості квантових кілець у III–V 
напівпровідниках можуть бути використані в практичній 
спінтроніці. 
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ОПТИМІЗАЦІЯ БАЗОВОГО МОДУЛЯ ЕЛЕКТРОІМПУЛЬСНОЇ УСТАНОВКИ 

ДЛЯ ДЕСТРУКЦІЇ ЗНОШЕНИХ АВТОМОБІЛЬНИХ ШИН 
 

Проаналізовано роботу окремого модуля електроімпульсної установки, визначено шляхи щодо підвищення його 
ефективності. Наведено порівняльні результати випробувань двох конструкцій модулів. 

Analysis of the work of a unit of the electro-impulse installation is accomplished and ways for its efficiency improvement are 
determined. The results of testing of two different units are compared. 

 
Вступ. У роботі [1] представлено електроімпульсний 

метод відокремлення металевого корду від гуми в зно-
шених шинах. Електроімпульсна установка, що реалі-
зує цей метод, має забезпечувати деструкцію шин різ-
них розмірів і ваги. Конструкція такої установки має бу-
ти модульною, що завдяки нарощуванню кількості мо-
дулів (або розрядних каналів), дає можливість створю-
вати установку заданої потужності. Таким чином, осно-
ву установки має складати окремий модуль. Ефектив-
ність роботи модуля визначається витратами електри-
чної енергії на відокремлення металевого корду в оди-
ниці ваги шини. Необхідно провести теоретичний аналіз 
процесу та з'ясувати, за яких електродинамічних і енер-
гетичних показників модуля забезпечується максима-
льна ефективність його роботи.  

1. Теоретичне дослідження роботи окремого модуля 
електроімпульсної установки. Робота електроімпульсної 
установки, як і окремого модуля, базується на розряді 
накопиченої в конденсаторній батареї електричної ене-
ргії на металевий корд зразка зі зношеної автомобіль-
ної шини. Для теоретичного дослідження процесу необ-
хідно розглянути задачу загасаючих електричних коли-
вань у коливному контурі. Еквівалентна електрична 
схема окремого модуля у часі розряду являє собою 

замкнений електричний контур з послідовно включени-
ми в нього ємністю C , індуктивністю L  та активним 
опором R . Зміна електричного заряду q  на обкладин-
ках еквівалентного конденсатору в часі записується 
системою рівнянь 

22 0,
(0) ,0
(0) (0) ,0

⎧ ′′ ′+ δ + ω =
⎪⎪ = =⎨
⎪ ′ = =⎪⎩

q q q
q q UC

q I I

       (1) 

де ′= −I q  – електричний струм у контурі, /=U q C  – 

електрична напруга, / 2δ = R L  – коефіцієнт згасання, 
2 2 2

0ω = ω − δ  – циклічна частота коливань, 2
0 1/ω = LC . 

Активний опір R  контуру складається з власного 
активного опору 0R  модуля та активного опору Rн  
технологічного навантаження. Унаслідок електричного 
розряду відбувається нагрівання технологічного нава-
нтаження. Крім того, у навантаженні реалізуються 
умови, за яких частина електричної енергії контуру 
перетворюється на кінетичну енергію коливань мета-
левого корду та гуми автомобільної шини. Тому сис-
тема рівнянь (1) є нелінійною. Крім того, до (1), у зага-
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льному вигляді, мають додаватися пов'язані з нею 
теплові рівняння, а також коливні рівняння складної 
механічної системи, яка складається із шарів метале-
вого корду та гуми. Приклад такої системи рівнянь та 
її числового розв'язання наведено в [2].  

Числовий метод, використаний у [2], розв'язує зада-
чу з низкою припущень. До того ж, отримані результати 
важко застосовувати при аналізі можливостей удоско-
налення як установки, так і самого технологічного про-
цесу. Тому, з метою отримання простих аналітичних 
виразів, які б могли описати технологічний процес, усі 
викладені вище задачі розв'язуються послідовно в лі-
нійному наближенні. 

Якщо 0 0=I  та 0ω δ; , що відповідає нашому ви-
падку, то розв'язок системи рівнянь (1) для струму в 
контурі має вигляд 

( exp( ) /( ))sin( )= −δ ω ωI U t L t .                 (2) 
Період коливань дорівнює 

2 2(2 ) / (2 ) / 1/( ) /(4 )= π ω = π −T LC R L .         (3) 
Найбільш простий метод практичного дослідження 

процесу розряду реалізується при записі осцилограм 
напруги на частині активного опору контуру. Ця напруга 
пропорційна похідній від електричного струму. З ураху-
ванням (2) можна отримати 

0/ ( exp( ) / )(cos( ) ( / )sin( ))= −δ ω − δ ω ωdI dt U t L t t .   (4) 
Значення максимумів на осцилограмі дозволяє визна-
чити активний опір контуру. Дійсно, якщо при 0=t  зна-
чення напруги на осцилограмі дорівнює 1U , а при =t T  

– дорівнює 2U , то згідно з (4) маємо 

1 2/ exp( )= δU U T .      (5) 
Або після нескладних перетворень 

1 2(2 / ) ln( / )=R L T U U .          (6) 
Метод "магнітного удару" базується на забезпеченні 

взаємодії електричних струмів між собою. Вираз для 
механічної сили F , що виникає між двома паралель-
ними провідниками, по яких проходить електричний 
струм I , має вигляд 

2
0( ) /(2 )= μμ πF I l a ,         (7) 

де l  – довжина провідників, a  – відстань між ними, μ  

– магнітна проникність, 6
0 1,26 10 Гн/м−μ = ⋅  – магнітна 

константа. 
Для подальшого аналізу процесів, що мають місце 

при пропусканні електричних імпульсів по металевому 
корду, необхідно проаналізувати геометрію його розта-
шування в реальній шині. 

Вісь
симетрії

α

a1

b1
 

Рис. 1. Схематичне зображення розташування шару 
металевого корду в шині 

 

Із рис. 1 видно, що відношення довжини дротів 1a  

до подвійної ширини смуги 12b  дорівнює 

1 1/(2 ) 1/(2cos( ))= αa b .               (8) 

Це відношення замінює відношення 1
2 aπ  у виразі (7), 

якщо дія магнітного удару відбувається на цілу автомо-
більну шину. Для зразків, вирізаних із шини, розмір 1a  
відповідає довжині зразка, а розмір 1b  – ширині зразка. 
Вираз (7) змінюється на 

2
0 1 1( ) /(2 )= μμF I a b .            (9) 

За час Δt  дії механічної сили шар металевого корду 
та гуми над ним отримають механічний імпульс p , що 
дорівнює 

0
Δ= ∫
tp Fdt .   (10) 

Як наслідок дії механічного імпульсу, частина автомобі-
льної шини масою m  отримує кінетичну енергію кW , 
що дорівнює 

2 /(2 )=кW p m .    (11) 
Енергія W , накопичена в контурі за час Δt , при розря-
ді конденсаторної батареї витрачається на енергію 1W  
нагрівання активного опору самої установки та 2W , що 
поглинається в навантаженні. Крім того, енергія 2W , у 
свою чергу, розподіляється між енергією 2нW  нагріван-
ня навантаження та кінетичною енергією 2кW  коливань 
навантаження. Таким чином, можна записати 

1 2 1 2 2= + = + +н кW W W W W W .     (12) 
Енергії, що йдуть на нагрівання активних опорів 

установки та навантаження легко записати через струм 
I  та відповідний активний опір. Тому, з урахуванням 
(9) – (12), у лінійному наближенні 

 
2 2 2 2 2

0 0 1 1 0
0 0

(1/ 2) (1/ 2) (1/ 8 )( / ) ( )
Δ Δ

= + + μμ∫ ∫ ∫
t t t

нW R I dt R I dt m a b I dt .         (13) 

Як бачимо з (13), енергія, що йде на механічний удар, 
пропорційна четвертому степені від струму, а енергії, 
що йдуть на нагрівання – другому. Цей факт, а також 
можливість змінювати активний опір самої установки, 
уможливлює вдосконалення технологічного процесу та 
конструкції установки.  

Дія механічного удару та надшвидке нагрівання на-
вантаження мають забезпечувати розділення шарів 

металевого корду та гуми у шині.Максимальний тиск 
мP  на шар металевого корду при ударі дорівнює 

1 1/( )=м мP F a b ,     (14) 
де мF  – максимальне значення механічної сили, що 
виникає внаслідок удару. З урахуванням (9), отримуємо 

2 2
0 1( ) /(2 )м мP I b= μμ ,       (15) 
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де мI  – максимальне значення електричного струму 
розряду. Цей тиск повинен перевищувати границю пру-
жності гуми σгр , тобто має виконуватися умова 

≥ σм грP .            (16) 

Нагрівання металевого корду, унаслідок прохо-
дження електричного розрядного струму, веде до під-
вищення його температури 

2 /( )Δ = н к кT W m c ,      (17) 

де кc  – питома теплоємність металу корду, кm  – маса 
корду. Відносне розтягування металевого корду при 
нагріванні можна записати у вигляді  

/Δ = α Δкl l T ,   (18) 

де αк  – коефіцієнт теплового розширення металевого 
корду. Адгезійний шар між металевим кордом і гумою 
утворюють сульфіди міді та цинку. При надшвидкому 
нагріванні корду сульфідний прошарок розтягується 
пропорційно αсул  – коефіцієнту теплового розширення 

сульфідів. 
Приймемо, що за час дії електричного імпульсу відбу-

вається нагрівання тільки металевого корду. Тоді механіч-
на напруга σк , що виникає в адгезійному шарі між мета-
левим кордом і сульфідним прошарком, дорівнюватиме 

( )σ = α − α Δк сул к сулE T ,        (19) 

де сулE  – модуль Юнга сульфідного прошарку. Для 

руйнування адгезійного шару напруга σк повинна пере-
вищувати границю пружності сульфідного прошарку 
σсул , тобто має виконуватись умова 

σ ≥ σк сул .    (20) 

Одночасне виконання умов (16) і (20) має забезпе-
чувати відокремлення металевого корду від гуми в 
зношених шинах. 

2. Оптимізація конструкції модуля та експерименталь-
ні результати випробувань базового й модернізованого 
модулів. Аналіз виразів (9)–(20) вказує, що збільшення 
максимального значення електричного струму розряду 
має збільшувати ефективність дії "магнітного удару". 
Для експериментальної перевірки ефективності роботи 
був створений модуль з покращеними, відповідно до 
наведеного вище аналізу, електродинамічними харак-
теристиками. Параметри цього модуля порівнювалися з 
параметрами базового модуля електроімпульсної уста-
новки, опис якої наведено в [1]. Обидва модулі мали 
однакову максимальну енергію, що накопичувалася в 
імпульсі – 10кДж .  

Базовий модуль був виконаний з використанням па-
ралельно-послідовної схеми підключення 8 високово-
льтних конденсаторів "К41-И7" і мав такі параметри: 

– електрична ємність 1 200мкФC = , 

– максимальна зарядна напруга 01 10кВU = . 
Для з'ясування інших електричних параметрів були 

проведені записи осцилограм процесу розряду при ко-
роткозамкненому навантаженні та навантаженні у ви-
гляді зразка шини. Період загасаючих коливань при 
короткозамкненому навантаженні дорівнював – 

1 55мксT = , а при навантаженні у вигляді зразка шини 
– 1роб 65мксT = . Власна електрична індуктивність ба-

зового модуля дорівнювала 

2 6 2 6 6
1уст 1 1( / 2 ) / (55 10 / 2 3,14) / 200 10 ) 0,38 10 ГнL T C − − −≈ π = ⋅ ⋅ ⋅ ≈ ⋅ .   (21) 

Індуктивність 1робL  навантаженого модуля дорівнювала  
2 6 2 6 6

1роб 1роб 1( / 2 ) / (65 10 / 2 3,14) / 200 10 ) 0,5 10 ГнL T C − − −≈ π = ⋅ ⋅ ⋅ ≈ ⋅ .    (22) 

Власний активний електричний опір модуля  
1 1уст 1 1 2(2 / ) ln( / ) (0,76 / 55) ln(10 / 8) 0,003 ОмR L T U U≈ = ≈ .            (23) 

де 1U  і 2U  – перше й друге амплітудні значення електричної напруги згідно з осцилограмою розряду. Амплітудне 
значення електричного струму 1робI  розряду батареї конденсаторів дорівнювало 

1/ 2 3 1/ 2 3
1 01 1 1роб( / ) 10 10 (200 / 0,5) 200 10 АробI U C L≈ ≈ ⋅ ≈ ⋅ .         (24) 

Для модернізованого модуля була вибрана схема 
паралельного підключення 8 високовольтних конденса-
торів "К41-И7". Підключення всіх конденсаторів до роз-
рядника виконувалося за допомогою малоіндуктивних 
високовольтних кабелів, причому розташування як кон-
денсаторів, так і розрядника було вибране таким чином, 
щоб максимально зменшити відстані між ними. 

Модуль мав такі параметри: електрична ємність 
2 1000мкФC = , максимальна зарядна напруга 

02 5кВU = . Період загасаючих коливань при короткозам-

кненому навантаженні дорівнював – 2 60мксT = , а при 
навантаженні у вигляді зразка шини – 2роб 65мксT = . 

Власна електрична індуктивність дорівнювала 
2 6 2 6 6

2уст 2 2( / 2 ) / (60 10 / 2 3,14) /1000 10 ) 0,09 10 ГнL T C − − −≈ π = ⋅ ⋅ ⋅ ≈ ⋅ .    (25) 

Індуктивність 2робL  навантаженого модуля дорівнювала 
2 6 2 6 6

2роб 2роб 2( / 2 ) / (65 10 / 2 3,14) /1000 10 ) 0,11 10 ГнL T C − − −≈ π = ⋅ ⋅ ⋅ ≈ ⋅ .    (26) 

Власний активний електричний опір модуля дорівнював 
2 2уст 2 1 2(2 / ) ln( / ) (0,18 / 60) ln(10 / 8) 0,001ОмR L T U U≈ = ≈ .       (27) 

де 1U  і 2U  – перше й друге амплітудні значення електричної напруги на осцилограмі розряду. 
Амплітудне значення електричного струму 2робI  у першому максимумі розряду батареї конденсаторів дорівнювало 

1/ 2 3 1/ 2 3
2роб 02 2 2роб( / ) 5 10 (1000 / 0,1) 300 10 АI U C L≈ ≈ ⋅ ≈ ⋅ .    (28) 
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Із порівняння отриманих параметрів бачимо, що 
вдалося суттєво зменшити індуктивність і власний ак-
тивний опір у новому модулі, що привело до суттєвого 
(у півтора рази) збільшення амплітудного значення 
електричного струму. Крім того, зменшення робочої 
напруги дає можливість спростити роботу та підвищити 
безпеку праці з модулем. 

Досліди з відокремлення металевого корду від гуми 
проводили для зразків, які були вирізані з протекторної 
частини шини легкових автомобілів. Зразки були вирізані 
вздовж одного із шарів металевого корду і мали розміри  

2
1 1 200 35ммa b× ≈ ×       (29) 

і потрібне надалі в розрахунках відношення 1 1/ 2a b  до-
рівнює 

1 1/ 2 200 / 70 2,86≈ ≈a b .         (30) 
Досліди показали, що металевий корд зразків відо-

кремлювався від гуми при роботі як базового, так і мо-
дернізованого модулів. При роботі базового модуля 
чисте відокремлення відбувалось при максимальному 
заряді модуля до робочої напруги 10кВ  та енергії в 
імпульсі 10кДж , а в модернізованому модулі вже за 
робочої напруги 3кВ , що відповідає енергії в імпульсі 
3, 2кДж , а при напрузі в 5кВ  і, відповідно, енергії в 
імпульсі 10кДж , металевий корд зразків повністю зни-
кав унаслідок електричного вибуху. Як бачимо, ефекти-
вність модуля підвищилась приблизно втричі. 

Перевіримо, наскільки в цих дослідах виконувалися 
умови (16) та (20), наприклад, для експерименту, що 
проводився на базовому модулі. Для розрахунку дії 
"магнітного удару" слід з'ясувати вагу частини зразка, 
на яку діє "магнітний удар" та її електричний опір. Вага 
шару гуми 1гm , що відокремлювалася, приблизно дорі-

внювала 20 г або 320 10 кг−⋅ , вага дротів металевого 

корду 1мm  приблизно дорівнювала 15 г або 315 10 кг−⋅ . 

Таким чином, загальна вага 1m  частини зразка, що ві-
докремлювалась, дорівнювала 

3 3 3
1 1г 1м 20 10 15 10 35 10 кгm m m − − −= + ≈ ⋅ + ⋅ = ⋅ .   (30) 

Електричний опір зразка зR  дорівнював приблизно 
425 10 ОмзR

−≈ ⋅ .       (31) 
Згідно з даними, отриманими за допомогою записів 

осцилограм процесу розряду, з'ясувалося, що суттєва 
дія електричного струму на зразок відбувалася на про-
тязі тільки першого півперіоду імпульсу розряду. Тому, 
час Δt  дії струму на зразок дорівнював приблизно  

30мксtΔ ≈ .            (32) 

Енергія 2нW , що пішла на нагрівання металевого корду 
зразка в базовому модулі, дорівнювала приблизно 

2 3 2 4 6
2 1роб(( ) ) / 3 ((200 10 ) 25 10 30 10 ) / 3 1кДжн зW I R t − −= ⋅ ⋅ Δ ≈ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ≈ .    (33) 

З урахуванням (17), підвищення температури мета-
левого корду зразка 1ΔT , унаслідок проходження роз-
рядного струму, дорівнювало  

3
1 2 ст 1м/( ) 1/(0, 45 15 10 ) 150КнT W c m −Δ = ⋅ ≈ ⋅ ⋅ ≈ ,  (34) 

де ст1 0,45кДж /(кг K)c = ⋅  – питома теплоємність ста-
лі. З урахуванням (15) максимальний тиск, на шар ме-
талевого корду під дією "магнітного удару" дорівнює 

2 2 7
0 1роб 1( ) /(2 ) (1,26 40000) /(2 0,001) 2,5 10 ПамP I b= μμ ≈ ⋅ ⋅ ≈ ⋅ .    (35) 

У результаті додаткових вимірювань на розривній ма-
шині було попередньо з'ясовано що, 55 10 Пагрσ ≈ ⋅ . 

Бачимо, що м грP σ; , тобто умова (16), виконується.  

Оцінимо значення механічної напруги σк , що вини-
кає в адгезійному прошарку між металевим кордом і 
гумою унаслідок нагрівання корду. Модуль пружності 

сульфіду цинку дорівнює 107, 45 10 Па⋅ , коефіцієнти 
теплового розширення цинку та сульфіду цинку дорів-
нюють відповідно 6 139,7 10 К− −⋅  і 6 16,5 10 К− −⋅ . З ура-
хуванням (19) і (34) маємо 

10 5 7( ) 7,45 10 3 10 150 35 10 Пак сул к сулE T −σ = α − α Δ ≈ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ≈ ⋅ .    (36) 

Границя пружності сульфіду цинку дорівнює 614 10 Па⋅ , 
тобто є суттєво меншою, ніж напруга σк , що виникає в 
адгезійному прошарку. Тобто умова (20) також викону-
ється. Так само можна переконатися у виконанні умов 
(16) та (20) і для експериментів, що проводилися на 
модернізованому модулі. 

Висновки. Проведений теоретичний аналіз дозволив 
визначити напрямки модернізації окремого модуля еле-
ктроімпульсної установки та критерії ефективності його 
роботи. Унаслідок використання отриманих теоретич-
них результатів при проектуванні та створенні модерні-
зованого модуля, вдалося в три рази підвищити його 
ефективність. Отримані результати дають можливість 

проектувати електроімпульсну установку з суттєво по-
кращеними електродинамічними та енергетичними ха-
рактеристиками. 

Стаття написана за результатами виконання теми 
№ 06БП052-03.  
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ПРЯМЕ СПОСТЕРЕЖЕННЯ ВІДБИТТЯ ПОВІЛЬНОЇ ЗСУВНОЇ ПРУЖНОЇ ХВИЛІ 

У ПЛОЩИНІ (110) ПАРАТЕЛУРИТУ 
 
Методом оптичного зондування досліджено відбиття повільної зсувної хвилі, що поширюється вздовж напрямку 

[110] від вільної поверхні кристала парателуриту. Розраховано геометрію експериментального зразка, яка забезпечує 
поширення відбитої хвилі вздовж осі [001] кристала. Показано, що візуалізація відбиття ультразвукових пучків у 
площині (110)  можлива з використанням ізотропної акустооптичної взаємодії. 

Reflection of the slow shear wave propagating along the [110] direction of the TeO2 single crystal has been studied using 
optical probing. The experimental sample geometry that provides propagation of the reflected wave along the [001] axis has been 
calculated. It has been shown that visualization of the reflection of ultrasonic beams within the (110)  plane is possible if 
isotropic acousto-optic interaction is used. 

 
Вступ. Специфічний характер відбиття пружних 

хвиль, перш за все зсувних, від вільної поверхні крис-
тала парателуриту привертає останнім часом постійну 
увагу дослідників [2, 3, 7, 8]. Це пов'язано з широким 
застосуванням цього кристала і цього типу хвиль в аку-
стооптиці. Для розрахунку поляризації та шляхів поши-
рення падаючої та відбитої хвиль широко використову-
ється добре розвинена теорія плоских пружних хвиль у 
кристалах [4, 6], яка дає гарні результати й у випадку 
ультразвукових пучків. Однак експериментальні дослі-
дження незвичайної поведінки відбитих ультразвукових 
хвиль у парателуриті є нечисленними [2, 7, 8]. Щодо по-
вільної зсувної хвилі, яка поширюється та відбивається у 
площині (110) , то спостереження ("візуалізація") розпо-
ділу її поля ускладнюються тим, що напрямок спостере-
ження, нормальний до площини поширення, є "заборо-
неним", тобто дифракція світла на акустичній хвилі при 
такий геометрії взаємодії не відбувається. Автори [3] 
спостерігали "заборонену" колінеарну дифракцію світла 
на повільній акустичній хвилі, що поширюється поблизу 
напрямку [110], шляхом використання оптичного пучка з 
розбіжністю до 4°, але їхня методика не дозволяє візуа-
лізувати акустичне поле у площині (110) . 

Метою даної роботи є дослідження падаючої та від-
битої у площині (110)  зсувних хвиль, що поляризовані 

вздовж [1 10] , шляхом їх зондування оптичним пучком з 
малою розбіжністю, яка поширюється майже перпенди-
кулярно до площини падіння. 

Теоретичне підґрунтя та вибір геометрії експеримен-
тального зразка. Поширення плоскої акустичної хвилі в 
анізотропному середовищі описується рівнянням Кріс-
тоффеля [4]: 

2Γ = ρil l iu V u ,   (1) 
де Γil  – компоненти тензора Крістоффеля Γ , які ви-
значаються як Γ =il ijkl j kc n n ; ijklc  – компоненти тензо-

ра пружності, iu  – компоненти вектора зміщення (поля-
ризації) пружної хвилі 

Gu , ρ  – густина середовища, V  – 
фазова швидкість хвилі, jn , kn  – компоненти вектора 
Gn  одиничної нормалі хвильового фронту; індекси 
i , j , k , l  набувають значень від 1 до 3. Три власні чис-

ла 2( )ρ mV , 1, 2,3m = , тензора другого рангу Γ  визна-
чають швидкості mV  трьох пружних хвиль, що можуть 
поширюватись у напрямку 

Gn . Три його власних вектори G
mu  визначають поляризацію цих хвиль. У загальному 

випадку напрямки векторів фазової швидкості 
G
V  і гру-

пової (променевої) швидкості 
G
W  не збігаються. Компо-

ненти вектора останньої визначаються з виразу [4]: 

=
ρ

ijkl j l k
i
c u u n

W
V

,         (2) 

де V  і 
Gu  – фазова швидкість і вектор поляризації будь-

якої, обраної з трьох, хвилі. 
Закони відбиття та заломлення плоских пружних 

хвиль на межі поділу двох анізотропних середовищ 
виводяться з умов неперервності зміщень і механічних 
напружень на їх межі. У випадку вільної відбивальної 
поверхні граничні умови трансформуються в умову ну-
льових напружень. В обох випадках для синусоїдаль-
них плоских хвиль з граничних умов випливають такі 
закони відбиття та заломлення [4]: 

sin sin sin
( ) ( ) ( )

θ θ θ
= =

θ θ θ

I R T

I R TV V V
,          (3) 

де θI , θR , θT  – відповідно кути падіння, відбиття та 
заломлення. Беручи до уваги залежність фазових 
швидкостей від напрямку поширення, спрямованим 
величинам / ( )= θ

G GS n V  надають різні назви: вектори 
оберненої швидкості, повільності, або вектори рефрак-
ції [6]. Будемо користуватись останньою назвою. 

Аналіз співвідношень (3) показує, що закони відбит-
тя/заломлення мають просту геометричну інтерпрета-
цію: проекції всіх векторів рефракції на межу поділу є 
рівними. Цей факт використовується для знаходження 
такої конфігурації експериментального зразка, яка за-
безпечує найбільш просту інтерпретацію результатів 
спостережень. Найлегше це зробити у випадку, коли 
падаюча та відбита хвилі поширюються вздовж деяких 
особливих напрямків у кристалі. Рис. 1 ілюструє проце-
дуру знаходження такої орієнтації вільної відбивальної 
поверхні кристала, від якої хвиля, що поширюється 
вздовж напрямку [110], відбивається точно вздовж на-
прямку [001]. У цьому випадку, як легко перевірити за 
допомогою виразу (2), напрямки фазових і групових 
швидкостей збігаються. 

На рис. 1 побудовано перетин поверхні векторів 
рефракції (еліптична крива) зсувних хвиль, поляризо-
ваних уздовж [1 10] , площиною падіння (110) . Значен-
ня їх швидкостей залежно від напрямку поширення да-
ється виразом [2]: 

211 12
44 44 sin

2( ) ,

−⎛ ⎞+ − θ⎜ ⎟
⎝ ⎠θ =

ρ

c cc c
V          (4) 

де θ  – полярний кут вектора рефракції. У цьому виразі 
здійснений стандартний перехід до матричних позна-
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чень компонент тензора пружності λμ⇔ijklc c , при яко-

му індекси λ , μ  пробігають значення від 1 до 6. Зна-
чення компонент тензора пружності кристала ТеО2 [5], 
використані в розрахунках, становлять 11c =5.57, 

12c =5.12 і 44c =2.65 в одиницях вимірювання 1010 Н/м2. 
Густина ρ =6⋅103 кг/м3. 
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Рис. 1. Аналіз відбиття повільної зсувної хвилі від вільної поверхні кристала TeO2. 
,

G GI RS S – вектори рефракції падаючої та відбитої хвиль, α – кут падіння 
 
Вектор рефракції хвилі, що падає на межу розділу 

знизу, з кристала, добудовано у вільний простір відріз-
ком ОB такої ж довжини. З кінця цього відрізка (точка В) 
опущено перпендикуляр на граничну поверхню, яка, у 
свою чергу, є перпендикулярною до площини падіння 
(110) . Продовження цього перпендикуляра до перети-
ну з еліпсом (точка А) визначає напрямок поширення 
відбитої хвилі. На рис. 1 орієнтація відбивальної пло-
щини Р обрана таким чином, що відбита хвиля поши-
рюється точно вздовж напрямку [001]. Легко бачити, що 
значення кута α , який визначає орієнтацію відбиваль-
ної площини, у цьому випадку дорівнює arctg( )OA

OB . 
Довжини відрізків ОА і ОВ дорівнюють значенням обер-
нених швидкостей відповідно вздовж напрямків [001] і 
[110]. Значення останніх, як відомо [4], даються вира-
зами [001] 44 /= ρV c  і [110] 11 12( ) / 2= − ρV c c . Беручи 
до уваги ці співвідношення, кут відхилення шуканої 
площини від напрямку [001] такий:  

11 12 44arctg ( ) / 2α = −c c c .        (5) 

Значення кута α, що розрахований для наданих 
значень λμc , становить 16,25°. Експериментальний 

зразок був виготовлений з кутом α =16,24°. 
Обґрунтування експериментальної методики. Ідея, 

покладена в основу експериментальної методики спо-
стереження відбиття пружних хвиль у парателуриті, 
полягає у використанні оптичного пучка, що поширю-
ється під деяким невеликим кутом до напрямку спо-
стереження [110] . У цьому випадку, як буде показано 
пізніше, ефективна фотопружна константа [1, с. 31] 
може бути ненульовою і дифракція світла на зсувній 
хвилі стає можливою. 

Для спостереження акустооптичної дифракції, окрім 
наявності ненульової фотопружної константи, необхід-
но також виконання другої умови, а саме закону збере-
ження імпульсу. Виконання цієї умови аналізується із 
залученням методу векторних діаграм. У випадку одно-
вісних кристалів, до яких належить TeO2, можливі два 
типи акустооптичної взаємодії: анізотропна, коли в про-
цесі взаємодії звуку й світла змінюється стан поляриза-
ції останнього, та ізотропна, без зміни стану поляриза-
ції. Зазвичай при дослідженні зсувних хвиль у парате-
луриті спостерігають анізотропну дифракцію, яка від-
значається дуже високою ефективністю. Для дослі-
дження відбиття повільної зсувної хвилі ми використали 
ізотропний тип дифракції. Використання анізотропної 
дифракції виявилось практично неможливим. Це пов'я-
зано з тим фактом, що анізотропна дифракція в пара-
телуриті, на відміну від ізотропної, може відбуватись не 
на будь-якій акустичній частоті, а лише на частоті з об-
меженого частотного діапазону. Обмеження знизу ви-
значається мінімальною частотою minf , яка у випадку 
поширення зондувального світлового променя у пло-
щині (001), тобто перпендикулярно до оптичної осі, до-

рівнює [1] min ( )
=

λ −e o

Vf
n n

, де λ  – довжина світлової 

хвилі у вакуумі, on  і en  – показники заломлення зви-
чайної та незвичайної світлових хвиль. У випадку, коли 
світловий промінь поширюється поза площиною (001), 
цей вираз набуває зміни. Проаналізувавши перетин 
оптичної індикатриси площиною, у якій поширюється 
зондувальний промінь, легко показати, що в цьому ви-
падку при нахилі до 10° значення мінімальної частоти 
майже не змінюється. Слід зазначити, що мінімальна 
частота відповідає колінеарній дифракції. У нашому 
випадку майже перпендикулярних напрямків поширен-
ня світлових і акустичних хвиль діапазон внутрішніх 
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кутів падіння світла на фронт акустичної хвилі свθ  ста-

новить від 0 до 
o

1arcsin
n

. З аналізу векторних діаграм 

акустооптичної взаємодії можна показати, що залеж-
ність частоти звуку від свθ  визначається виразом 

2 2 2
e o св o св( cos sin )= − θ − θ

λ
Vf n n n .       (6) 

При зміні зовнішніх кутів падіння від 0 до 90° (відпо-

відно внутрішніх від 0 до 
o

1arcsin
n

) частоти змінюються 

від 818 до 295 МГц для звукової хвилі, що поширюється 
вздовж [110], і від 2,8 ГГц до 1 ГГц для звукової хвилі, 
яка поширюється вздовж [001]. Через це використання 
анізотропної дифракції для візуалізації цих хвиль уне-
можливлюється. Навпаки, ізотропна дифракція, що не 
має таких частотних обмежень, може бути використана. 

Ефективна фотопружна константа для заданих па-
раметрів (поляризація, напрямок поширення) взаємо-
діючих акустичної та світлової хвиль прямо обчислю-
ється за виразом [1, с. 31] 

α β=
G G G G

effp d d nup ,       (7) 

де p  – тензор фотопружності, α

G
d  і β

G
d  – вектори поля-

ризації падаючої та дифрагованої світлових хвиль. Об-
числення коефіцієнта акустооптичної якості 

2 6

2 3=
ρ
effp n

M
V

, який визначає ефективність акустоопти-

чної взаємодії, для випадку звичайного світлового про-
меня, що поширюється під кутом приблизно 1° до на-
прямку [110] , і повільної звукової хвилі вздовж [110] 

дало значення 15
2 0.95 10−≈ ×M кг⋅с-1, що приблизно в 

півтора рази менше від 2M  плавленого кварцу. Таким 
чином, ізотропна дифракція придатна для візуалізації 
відбиття повільної зсувної хвилі в парателуриті. 

Експериментальні дослідження та обговорення ре-
зультатів. Схема експериментальної установки, що бу-
ла використана для акустооптичних досліджень, наве-
дена на рис. 2. З генератора високочастотних сигналів 
на п'єзоперетворювач подається неперервний сигнал 
частотою 27.5 МГц. Збуджена повільна зсувна хвиля 
поширюється в напрямку [110] і є об'єктом досліджень. 
Візуалізація акустичних променів проводиться лазер-
ним променем, що падає майже під прямим кутом до 
бічної грані кристала, орієнтованим, як показано на 
рис. 2. Кристал розташований на поворотному столику, 
який забезпечує його поворот навколо двох перпенди-
кулярних осей, [110] і [001]. Це дає змогу як вибирати 
кут падіння світла на вхідну грань, так і налаштовувати 
кут Брегга для забезпечення умов ефективної дифракції 
світла на акустичній хвилі. Поширення останньої та її 
відбиття від вільної поверхні кристала умовно показано 
смугами на вхідній грані. Можна бачити, що якщо світло 
падає на зону відбиття, то можливе спостереження ди-
фракції на двох хвилях, падаючій і відбитій. Це показа-
но двома пучками дифрагованого світла за кристалом. 
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Лазер 

З генератора 
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П’єзоперетворювач 

 
Рис. 2. Схема візуалізації акустичних променів 

 
Оскільки в даному випадку можливим є тільки режим 

ізотропної дифракції, ефективність якої є невеликою, то 
потужності використаного гелій-неонового лазера 
(~0,5 мВт) виявилось недостатньо для візуалізації акус-
тичних хвиль за допомогою широкого світлового пучка. 
Тому дослідження проводилось вузьким лазерним пуч-
ком діаметром ~2 мм. Із цієї причини візуалізацію всього 
пучка одночасно зробити не вдалось. Але шляхом ска-
нування, переміщуючи зондувальний луч по вертикалі та 
горизонталі так, щоб він послідовно пройшов усі точки 
кристала, було виявлено (за наявності дифракційних 
максимумів) місця, де проходять акустичні пучки.  

Якщо лазерний промінь перетинає кристал у тому 
місці, де відбуваються пружні збурення, то внаслідок 
акустооптичної взаємодії, окрім променя що пройшов, 
з'явиться дифрагований (див. рис. 2). Кутову різницю 
цих променів можна спостерігати на екрані, що розта-
шований за кристалом. Налаштовування кутів Брегга – 
кутів чіткого спостереження дифракційних максимумів, 

для падаючої та відбитої хвиль – досягалось за рахунок 
поворотного стола за двома координатами. Кути Брегга 
визначаються як [1] sin / 2θ = λ ΛБ , де λ  – довжина 
світлової хвилі, Λ  – звукової. 

Оскільки експеримент проводився на порівняно ни-
зькій частоті (27,5 МГц), то за рахунок розбіжності ульт-
развукових пучків вдалося одночасно спостерігати ди-
фракцію як на хвилі вздовж напрямку [110], так і на 
хвилі вздовж напрямку [001]. При наближенні лазер-
ним променем до області кристала, де за розрахунка-
ми мало б відбутись відбиття падаючого ультразвуко-
вого променя, спостерігалась дифракційна картину, 
що містила максимуми одразу у двох перпендикуляр-
них напрямках (рис. 3). Це свідчить про те, що дифра-
кція відбувається одразу на двох акустичних хвилях, 
падаючій і відбитій. При цьому поляризація дифраго-
ваного та падаючого світла є однаковою, що підтвер-
джує ізотропний тип дифракції. 



~ 16 ~ В І С Н И К  Київського національного університету імені Тараса Шевченка 
 

 

 
 

Рис. 3. Дифракція світла на падаючій і відбитій УЗ-хвилях. 
Ліворуч – при вимкненому, праворуч – при ввімкненому генераторі. 

При зондуванні місця, де наявні як падаючий промінь, 
так і відбитий, виникли максимуми у двох перпендикулярних напрямках (позначені стрілками) 

 
За значеннями кутів відхилення дифрагованих світ-

лових променів обчислено швидкості акустичних хвиль, 
на яких відбулась дифракція. Швидкість звуку падаючо-
го пучка становить 640 м/с, відбитого 2260 м/с. Експе-
риментальні дані дещо розходяться з розрахованими 
швидкостями в кристалі – 612 м/с для падаючого та 
2100 м/с для відбитого акустичних пучків. Останнє мо-
же бути пояснено неточним вимірюванням кутових ха-
рактеристик дифрагованих світлових пучків, обумовле-
ним труднощами визначення точного просторового по-
ложення світлових плям. Потрібно також зазначити, що 
ефективність ізотропної дифракції виявилась значно 
меншою від очікуваної. Для надійного спостереження 
дифракційної картини було потрібне послаблення не-
дифраговоного світла за допомогою оптичного фільтра, 
який розташований за кристалом. Тінь від нього можна 
спостерігати в центральній частині зображень, наведе-
них на рис. 3. Відповідь на запитання, чому так сталося, 
потребує подальших досліджень. 

На закінчення слід відзначити, що пряме спостере-
ження відбиття у площині (110)  повільної зсувної хви-
лі, яка поширюється вздовж напрямку [110], методом 
"похилого променя", що запропоновано в роботі, до-
зволяє дослідити просторове положення ультразвуко-
вих пучків у багатьох випадках при розробці та застосу-
ванні акустооптичних і ультразвукових приладів.  

Висновки. Методом оптичного зондування досліджу-
валося відбиття повільної зсувної хвилі, яка поширю-
ється вздовж напрямку [110] від вільної поверхні крис-
тала парателуриту. Розрахунки ефективної фотопруж-
ної константи для випадку поширення зондувального 
променя майже перпендикулярно до площини відбиття 
(110) показали, що як анізотропна, так і ізотропна акус-
тооптична взаємодія в цьому випадку можлива, хоча й 

не дуже ефективна. Щодо анізотропної дифракції, то її 
можна спостерігати тільки на дуже високих, як для па-
рателуриту, частотах – більше 300 МГц. Експерименти 
з акустичною хвилею частотою 27.5 МГц продемонст-
рували можливість одночасно спостерігати дифракційні 
плями від обох, падаючої і відбитої, акустичних хвиль. 
Водночас вони показали значно меншу ефективність 
дифракції, ніж можна було очікувати, виходячи з ре-
зультатів розрахунків. Спираючись на проведені дослі-
дження, можна дійти висновку, що оптична візуалізація 
відбиття акустичних хвиль у площині (110)  можлива з 
використанням ізотропної дифракції світла на зсувній 
хвилі. У випадку порівняно низьких акустичних частот 
(~30 МГц) можливе одночасне спостереження падаю-
чого та відбитого ультразвукових пучків. Додаткові до-
слідження необхідні для того, щоб з'ясувати, чому ефе-
ктивність дифракції, що спостерігається в експерименті, 
значно нижче розрахункової. 
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БЛИЖНЬОПОЛЬОВИЙ МІКРОСКОП 

ДЛЯ ДОСЛІДЖЕННЯ ДИСПЕРСІЇ ДІЕЛЕКТРИЧНОЇ ПРОНИКНОСТІ 
 
Створено пристрій для дослідження дисперсії діелектриків у широкому діапазоні частот: від сотень мегагерців 

до десятків гігагерців. Проведено тестові вимірювання, які продемонстрували працездатність схеми та вказали 
напрямки її вдосконалення. 

The experimental setup, which allows to measure dielectric constant dispersion in wide frequency range, is build. Some test 
experiments, which demonstrated its capacity for work and showed some directions for future improvements, were performed. 

 
Ближньопольова мікроскопія – один з найбільш су-

часних і ефективних методів дослідження діелектриків. 
Методи ближньопольових досліджень, що існують на 
сьогодні, дозволяють з високою роздільною здатністю 
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візуалізувати неоднорідності та дефекти об'єктів, таких 
як плівки, діелектричні пластини, компоненти НВЧ-схем. 
Розроблений на кафедрі квантової радіофізики радіо-
фізичного факультету КНУ мікрохвильовий ближньопо-
льовий мікроскоп з активним зондом успішно зарекоме-
ндував себе в дослідженні діелектричних параметрів 
плівок ЖИГ, керамічних покриттів та інших діелектрич-
них об'єктів. Дослідження топографії розподілу неодно-
рідностей діелектричної проникності зразків у діапазоні 
частот за допомогою зондових ближньопольових мікро-
скопів дозволить значно поліпшити параметри розроб-
люваних сегнетоелектричних елементів, які використо-
вуються при створенні цілого класу принципово нових 
мікроелектронних пристроїв. Подібні вимірювання не-
доступні для інших існуючих методик.   

На відміну від одночастотного мікроскопа на основі 

4
λ

 резонатора [1], основним завданням широкодіапа-

зонного мікроскопа є дослідження дисперсії діелектри-
ків. Широкодіапазонний мікроскоп на основі багатомо-
дового коаксіального резонатора дає змогу вимірювати 
параметри діелектриків у діапазоні частот від сотень 
мегагерців до десятків гігагерців [2, 3]. 

Раніше нами був розроблений ближньопольовий мік-
роскоп на основі багатомодового коаксіального кільцево-
го резонатора [4], що працював у діапазоні 2–6 ГГц. Не-

зважаючи на ряд його переваг, суттєвим недоліком даної 
конструкції була недостатня добротність мод кільцевого 
резонатора через те, що в розрив кільця був увімкнений 
підсилювач. Це негативно впливало на точність вимірю-
вань. Тому нами був створений новий прилад, який є 
подальшим удосконаленням схеми [2]. Існує велика кіль-
кість модифікацій вищезгаданої конструкції. Наприклад, 
підключення постійного поля до резонатора дозволяє 
досліджувати нелінійні характеристики діелектриків. Та-
кож застосовується комбінація ближньопольового мікро-
скопа з атомно-силовим чи тунельним мікроскопом для 
одночасного дослідження рельєфу поверхні. Спектр за-
стосувань такого пристрою охоплює як фундаментальні 
(дослідження надпровідності [3] і дисперсії), так і прикла-
дні аспекти (контроль якості та дефектоскопія). Крім того, 
для сучасної електронної техніки актуальним є дослі-
дження характеристик діелектричних матеріалів у робо-
чому діапазоні частот і температур. Запропонований 
прилад дозволяє вирішити ці завдання. 

На відміну від [2], у створеному нами мікроскопі не 
використовується направлений відгалуджувач, щоб 
запобігти паразитним перевідбиттям сигналу. За допо-
могою трійника детектор безпосередньо під'єднується 
до резонатора. Крім того, нами розроблено принципову 
схему керуваня приладом.  

 

Генератор 
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Рис. 1. Блок-схема широкодіапазонного ближньопольового мікроскопа (а), схема керування (б) 
 
Принцип роботи приладу (рис. 1) ґрунтується на ав-

томатичній підстройці частоти НВЧ-генератора на час-
тоту однієї з мод коаксіального резонатора. Частотно-
модульований НВЧ-сигнал подається на резонатор. За 
допомогою трійника частина потужності з резонатора 
відводиться на детектор. Продетектований сигнал над-
ходить на один із входів синхронного детектора. На 
другий вхід надходить опорний сигнал (який також за-
дає модуляцію НВЧ-сигналу). Вихід синхронного детек-
тора через інтегратор і суматор під'єднаний до входу 
керування частотою НВЧ-генератора. 

При повному збігу центральної частоти частотно-
модульованого НВЧ-сигналу з частотою однієї з мод ре-
зонатора у спектрі продетектованого сигналу буде відсу-
тня перша гармоніка, тобто буде відсутній і сигнал на 
виході фазового детектора. Після навантаження відкри-
того кінця резонатора на зразок, що досліджується, змі-
нюються частоти і добротність мод. У сигналі з НВЧ-
детектора виникає складова сигналу на частоті першої 
гармоніки (на частоті опорного сигналу 3 кГц). Залежно 
від знака розстройки ця складова буде перебувати у фазі 
чи протифазі до опорного сигналу (рис. 2). Таким чином, 
на виході інтегратора почне зростати постійний сигнал. 

F0

F  > F0 

F  < F0 

 

 
 

Рис. 2. Сигнал з детектора при розладі смуги 
частотної модуляції відносно частоти моди 

 
Зростання сигналу припиниться, коли частота НВЧ-

сигналу знову зрівняється з частотою моди. Завдяки ін-
тегратору вихідний сигнал фазового детектора буде збе-
рігатись на цьому самому рівні, поки знову не виникне 
частотний розлад. Вимірюючи цей сигнал, можна визна-
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чити діелектричну проникність зразка, що досліджується. 
Крім того, вимірюючи амплітуду другої гармоніки сигналу 
з НВЧ-детектора, можна визначити тангенс кута втрат. 
Звязок між сигналом, що вимірюється, і реальними па-
раметрами діелектрика можна отримати, застосовуючи 
теорію збурень. У найбільш простих випадках можливе 
також аналітичне розв'язання даної задачі.  

Розроблена нами схема керування дозволяє зада-
вати всі необхідні для вимірювань параметри: початко-
ве підсилення сигналу (оскільки моди мають різну доб-
ротність), індекс частотної модуляції (для отримання 
оптимального режиму роботи схеми). Також схема до-

зволяє задавати постійну складову сигналу, що пода-
ється на ГКЧ для вибору конкретної моди.  

Дослідження характеристик створеного пристрою 
показало досить високий рівень власних шумів, що сут-
тєво погіршує точність вимірювань. Основним джере-
лом шумів у даній схемі є НВЧ-генератор ГКЧ 59, який 
не розрахований на необхідну стабільність. На рис. 3 
зображено отриману гістограму шумів генератора на 
частоті 3 ГГц. Напівширина лінії генерації становила 
~70 кГц, тобто стабільність 4/ ~ 10f f −Δ . Для порівнян-

ня, для мікроскопа [2] ця величина становить 6~ 10− . 
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Рис. 3. Гістограма шуму генератора ГКЧ 59 на частоті 3 ГГц 
 
Якщо високочастотні шуми можна подолати шляхом 

збільшення постійної часу інтегратора (використати 
апаратне накопичення сигналу), то більш низькочастот-
ні шуми (<< 1 Гц) є суттєвою проблемою й погіршують 
точністні характеристики приладу. Аналогічну проблему 
описано в [3], де автори пропонують долати часовий 
дрейф частоти за допомогою періодичного перенорму-
вання приладу. 

На даному етапі проводиться модифікація НВЧ-
блоків генератора ГКЧ 59 (що є компонентом скалярно-
го аналізатора кіл) з метою підвищення його стабільно-
сті. Перспективним є також вирішення із застосуванням 
кількох (5–7) високостабільних НВЧ-генераторів на ос-
нові механічних частотозадавальних елементів або 
застосування цифрових синтезаторів частоти, що охо-
пили б бажаний частотний діапазон. Крім того, плану-

ється реалізувати можливість дослідження діелектриків 
у діапазоні температур (від –40 до +50 Со). 
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KINETIC THEORY OF DISCHARGE IN PDP-CELL 

 
Показано, що функцію розподілу електронів за швидкостями (ФРЕ) можна розглянути у спрощеній кінетичній мо-

делі розряду в комірці плазмової панелі. Визначено ключові фази розряду й відповідно до цього стає можливим виді-
лення основних процесів, які формують ФРЕ в кожній області визначення. До основних результатів слід віднести 
суттєво немаксвеллівський характер ФРЕ у низькоенергетичній області. 

It is shown that electron distribution function (EDF) can be considered in the simple kinetic model for gas discharge in PDP-cells. 
Key phases of discharge development are identified and according to this situation it is possible to mark out the main processes for 
EDF formation in each area of definition. The main result is essentially non-maxwellian EDF character in the low energy area. 

 
Plasma Display Panels (PDP) has been known for 

almost 40 years since their invention in 1966 by Bitzer and 
Slottow [1]. Nowadays PDP is a mature technology with 
substantial market share, and PDP TV's are widely 
commercially available. The advantage of PDP televisions 
as compared to regular cathode – ray – tube and projection 
TVs is their thinness (about 15 cm) and as compared to 
liquid-crystal-displays (LCD) is their picture quality – very 
high contrast ratio and wide viewing angles. At the same 
time, there are still some problems (most significant of which 
are the low efficiency and high cost) that prevent PDPs from 

dominating the market. Efforts of many scientists and 
engineers aimed at solving these problems continue to 
generate a steady stream of research related to PDPs.  

The experimental data for main PDP-cells are well – 
known: the length of gas gap ~100 μm; gas pressure 
~500–600 Torr; gas mixture ~Ne+Xe or Ne+Ar+Xe [2]. The 
temporary feature of electric phenomena is sharp 
separation of representative time of current impulse (τimp) 
and minimum duration of operated voltage with bi-stability 
effect (Tmin), so that τimp << Tmin. In such conditions one 
can separates two distinct physical phenomena: a gas gap 
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breakdown and surface relaxation (with memory charge 
formation). In the first approximation we may neglect 
surface processes (secondary electron emission induced 
by the fast ions, meta-stable atoms and photons).  

It is obviously that a correct description of such a 
discharge must be consistently kinetic. The main object of 
this paper is such kind investigation of the electron 
distribution function when these particles are subdivided 
into three groups: fast, medium energy and low-energy.  

The gas gap is enclosed by the dielectric surfaces, that 
is why a full current density includes the conduction current 
density jcond and displacement current density jdis. It is 
known that div (jcond + jdis) = 0. In the one-dimensional case 
this leads to: 

1 4 ( )∂
σ + π =

∂
EE j t
t

,          (1) 

where 
2

;σ =
ν
e

e ea

e n
m

 νea  – frequency of electron-atom 

collision; e and m  – electron charge and mass; en  – bulk 

electron concentration; ( )j t  – full current density; E – full 
electric field which is includes operate (external) field and 
space charge field. We have added to (1) a continuation 
equation for electrons:  

( )e
e dr ion dr

n
div n v n

t
∂

+ = ν
∂

,            (2) 

where =
νdr
ea

eEv
m

; νion  – electron ionization frequency. In 

our approximation, mentioned above, we can neglect the 
motion equation for ions because ion mobility is much less 
than electron one and assume that bulk conductivity is defined 
by electrons only. Let us shortly analyse equations (1) and (2). 
The system is in a quasi-stationary regime after current im-
pulse, so ( ) ~ 0j t . A future system dynamics will define by 
slow processes of charge relaxation. In this case from (1): 

1 exp( 4 )= − πσE E t .       (3) 
That is a character of field relaxation and following – 

conduction current. The conductivity is a function of 
coordinates but depends of time slightly, because this 
dependence is connected with slow relaxation processes. 

It's following from 
1

ln
−∂⎛ ⎞τ << ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

imp n
t

. The initial stage of 

the current impulse does not connected with displacement 
current. The full field E can only diminishes on a half-
period of operate voltage, that is why a rise of j connects 
with a charge concentration growing. The estimation of this 
process is following from (2): 

0
v

exp[( ) ]= ν − dr
e e ionn n t

l
,  (4) 

where 0en  – an initial electron concentration. 
The electric field from operate voltage essentially 

exceeds a field from space charge at this time. A current 
is a time function according to (4) in this situation. That is 
true in time 1/< σt . We can take for granted that vdr and 

νion  are time functions only by time dependence of E. 
The approximate condition of gas gap breakdown is 
following from (4): 

v
ν > dr
ion l

.     (5) 

This ratio means that electron lifetime in a gas gap (l is 
its size) is ~ /vdrl  and this electron has ionized (and 
excited) some atoms during this period. The specific 
estimation of condition (5) has followed from kinetic 
equation subjected to collisions. It is naturally to take 
account only processes with characteristic time τ < τen imp . 

This electron impulse relaxation time ~1/ νea  is a very low 
time in our system. That is a reason of fast formation of 
electron directional velocity. It is allowed us to take a 
electron distribution function (EDF) on the Legendre 
polynomial series and use two first items.  

 In the stationary conditions the removal of charged 
particles is balanced by the ionization. Since these removal 
processes (the volume and surface recombination) are 
slow in the temporal scale of the electron collision times, 
the ionizing collisions, which are balancing the removal, are 
relatively seldom, with respect to the another electronic 
collisions. As the ionization cross-sections are, more or 
less, of the same order, as the cross-sections of another 
collisional processes (say, of excitations), it means, that the 
vast majority of electrons have energies lower, than the 
ionization energy of neutral molecules εion  for the impact 
ionization events, which maintain the plasma existence. 
Only the electrons, which belong to the EDF tail, with 
kinetic energy W > εion are responsible for the impact 
ionization events, which maintain the plasma existence. It 
means, that the electric field intensities in the plasma 
volume are relatively low, and energies of the electrons, 
which have been born in the plasma volume (the bulk 
electrons) does not exceed significantly the ionization 
energy, roughly speaking, ~20 eV. For these electrons the 
elastic collisions and the EDF is close to isotropic. It allows 
to restrict in the expansion of the EDF over the Legendre 
polynomials by two first terms – the widely known ( 0 1f f− ) 
approximation of small EDF anisotropy. 

 The drift velocity vdr is quasi-stationary and this gives a 
possibility to connect a zero 0f  and first 1f  items of 

expansion: 0
1 v

v
∂

= −
∂dr
f

f . It is following from results [3] 

that we can assume a quasi-stationary distribution and take 
into account the excitation and ionization processes only. 
Let us to model an energetic spectrum of atom as 3-level 
system. The intermediate level corresponds to the first 
exiting state of atom (energy ~ 1ε ) and last – to the 

ionization energy – εion . We obtain the following equation: 

0
2 2

2 0
0 02 2

1 1 2 1v (v) (v) v (v) (v) 0
2 v 3 v 2 vv (v)

⎛ ⎞∂∂ ⎜ ⎟− − ν δ + ν + ν =
⎜ ⎟∂ ∂ν⎝ ⎠

i i
i i

el ex ion
el

f dfe E f f
dm

,    (6) 

where (v)νel  is elastic scattering frequency; (v)δ is part of 
energy which is lost in scattering; vν = σex ex an ; an  – is 

atom concentration; vν = σion ion an , /σex ion  – is a cross-
section of excitation/ionization ; , ,i I II III= .  

It is convenient to seek for solution of (6) independently 
into the three areas: I) 0 ≤ v ≤ v0; II) v0 ≤ v ≤ vi; III) 
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vi ≤ v < ∞ with following lacing of solutions and their 
derivatives on the bounds of the corresponding areas. 

There are 2
0

2v ex
m
ε

=  and 2 2
v

ε
= ion

i m
 here. We assume 

that elastic scattering cross-section in I area is constant 
and in other areas is σel ~

2/A v  [4] and (v) 0δ →  in this 
area (really it is ~10-4/10-5 for mono-atomic gas and 

1eVeT ≤ ). The cross-section of atom excitation in II area 
can be written in form 0(v v )σ = −ex B , where B is 
constant [4]. The product (v) (v)δ νel  in areas II and III is 

constant because only v ~ v0 (II area) and v ~ vi (III area) 
are essential into corresponding areas. It is well-known that 
in III area cross-section σex  is damping slowly with 
growing energy. We will see that distribution function is 
damping in this area according to the exponent low. That is 
why we can assume σex ~ const in this area. The ionization 
cross-section σion  is ~ (v-v )ionP  in III area and equal to 
zero into I and II. [5]. According to these remarks the 
solution of equation (6) can be written as: 

0 0 1
0

1/ 2 3/ 2 3/ 20 0
0 1 3 1/3 1 2 1/3 1

II

1/3 3/ 2 3/ 2
0 2 4 1/3 2 1/3 2

vln ;
v
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4 V 3 3

v-v3 2 2exp ,
4 3 3
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III III III
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v
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v
f Z C I Z I Z

V pV V

−

−

= +

⎛ ⎞ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭⎝ ⎠

⎡ ⎤⎛ ⎞σ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + −⎢ ⎥ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎩ ⎭⎝ ⎠⎣ ⎦

  (7) 

where ( 0,1, 2,3,4)=iC i  – the integration constants,  
2 22 2 2 2

3 30 0
1 22 2 2 2

v v v v v v9 e 9, V , , ,
4 V 4

i ex i
II III

II III IIIII a III a

E e EZ Z V
V PVV m An Bn V m An Pnα α

− − σ
= + = = + + =  

and ( )λI x  – Bessel function of imagine argument. The 
particles flux into velocity space j(vi) under v = vi is 
connected with ionization and from (7) is following that  

i

2 2
0

ion i 2
i v v

2(v ) v
3 v(v ) =

∂
= π = ν

∂ν

II

ion e
el

fe Ej n
m

.      (8) 

After using (7) – (8) we can estimate the breakdown field 
bdE  (in Ne+Xe mixture). It is following from (5) that 

25 10 V/cmbdE ≥ ⋅ .  
In conclusions we can say that: 
1. We propose a simple kinetic model for gas discharge 

in PDP-cells. 

2. This model can be modified easily for using radio-
frequency voltages. Now we can say that low energy 
electrons (with v < v0) can be essentially non-maxwellian. 

3. Ions inside the cell do not actively participate in the 
creation of working areas – they may be considered 
immobilized. It means that possible striations in the cell 
need simultaneously consideration of surface charge 
variations.  
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ОСОБЛИВОСТІ ВОЛЬТ-АМПЕРНИХ ХАРАКТЕРИСТИК ДЖОЗЕФСОНІВСЬКИХ 
КОНТАКТІВ, ІНТЕГРОВАНИХ У РЕЗОНАТОР ПОВЕРХНЕВОЇ ХВИЛІ 

 
Проаналізовано особливості вольт-амперних характеристик (ВАХ) джозефсонівських контактів, інтегрованих у резо-

натор поверхневої хвилі (РПХ). Проаналізовано можливість отримання сходинок Шапіро з оптимальними характеристика-
ми. Визначено умови, що відповідають максимуму сходинки Шапіро. 

The current-voltage curves specialties of Josephson junctions embedded in the surface wave resonator were analyzed. A possibility 
of getting Shapiro's steps with optimum parameters was considered. The conditions of Shapiro's step maximum were obtained. 

 
Вступ. Одним з найвідоміших елементів сучасної кріо-

генної електроніки є джозефсонівський контакт (ДК). За-
вдяки унікальності фізичних процесів, що відбуваються в 
таких системах (зокрема наявності нелінійних квантових 
макроскопічних ефектів [5]), ДК є об'єктом широкого кола 
сучасних фундаментальних фізичних досліджень і вели-
кої низки практичних застосувань. На сьогодні ДК і сис-
теми на їх основі застосовують в медицині, метрології, 
космічній техніці, квантовій і цифровій електроніці, у тех-
ніці експерименту та ін. [6, 9, 11, 20, 23]. Недоліком таких 
систем є необхідність їх охолодження до достатньо низь-

ких температур. Тому зрозумілим є різкий стрибок заці-
кавленості науковців у всьому світі до проблем, пов'яза-
них з ДК, після відкриття в 1986 р. високотемпературної 
надпровідності (ВТНП). Однак можливість використання 
для охолодження ВТНП ДК рідкого азоту ( 77 K=T ) 
замість рідкого гелію ( 4, 2 K=T ) зовсім не вирішила всі 
існуючі проблеми. Виявилось, що технологія виготов-
лення ВТНП ДК суттєво поступається технології вигото-
влення ДК на основі низькотемпературних надпровідни-
ків (НТНП) [4, 12, 19]. У першу чергу, це полягає у склад-
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ності виготовлення великої кількості ВТНП ДК, що нале-
жать одній партії контактів, з малим розкидом парамет-
рів. На сьогодні, у найкращих технологічних центрах сві-
ту, що займаються цією проблематикою, не вдається 
отримати розкид параметрів менший від 7–10 % для 
партій обсягом 10–100 ДК. Для систем з 100–1000 ДК 
вважається прийнятним розкид параметрів у 20–30 %, у 
той час як для тієї ж кількості НТНП ДК він може бути 
меншим від 5 % [12, 19].  

Недосконалість технології виготовлення ВТНП ДК 
вимагає створення в практичних системах, що містять 
сотні й тисячі ВТНП ДК, спеціальних схем узгодження, які 
дозволяють "мінімізувати" технологічну похибку та по-
кращити характеристики приладу. Такі схеми є достат-
ньо складними щодо своєї будови, а їх вартість може 
перевищувати вартість усього масиву ВТНП ДК, але го-
ловним недоліком є їх неуніверсальність – для кожного 
конкретного приладу виявляється необхідним розробля-
ти конкретну специфічну схему узгодження [6, 19, 20]. 

З погляду практичного застосування високі критичні 
параметри й малий розкид параметрів мають плівкові 
ВТНП ДК, сформовані на бікристалічній границі діелек-
тричної підкладки плівки ВТНП [1, 4, 15, 17, 19]. Для 
таких (а також топологічно подібних) систем 
Г.А. Мелковим і його учнями запропоновано метод уз-
годження ДК за допомогою їх вимушеної синхронізації в 
електромагнітному полі РПХ [15, 17, 22]. 

Найпоширенішим методом вивчення характеристик і 
властивостей систем з ДК є дослідження їх ВАХ [5]. Із 
цієї залежності можна легко визначити технологічний 
розкид параметрів у системі, оцінити її якість. 

У даній роботі зроблена спроба узагальнити резуль-
тати, отримані авторами впродовж останніх кількох ро-
ків, і підкреслити особливості ВАХ масивів ВТНП ДК 
порівняно з ВАХ окремих контактів. На нашу думку, це 
дасть змогу не тільки визначати якість масивів ВТНП ДК 
за виглядом їх ВАХ, але й дозволить оцінити можливо-
сті підвищення ступеня інтеграції ВТНП ДК у РПХ. 

Теорія. ДК є нелінійним квантовим елементом, у 
якому струм і напруга пов'язані між собою залежністю, 
яку не завжди можна записати в точному аналітично-
му вигляді. Найбільш простий розгляд ВАХ ДК можна 
провести в рамках резистивної моделі [5, 6]. У цьому 
наближенні рівняння, що описує струм, який протікає 
крізь ДК, має вигляд [5, 6]: 

2

2 sinϕ ϕ
+ + ϕ + =f

d dc i i
dtdt

,          (1) 

де =
C

Cc
C

, C  – ємність ДК, 0
22

Φ
=

π
C

C
C

R I
, 0Φ  – квант 

магнітного потоку, R  і CI  – нормальний опір і критич-

ний струм контакту, = F
f

C

I
i

I
, FI  – флуктуаційний 

струм, =
C

Ii
I

, I  – керуючий струм, який зокрема міс-

тить у собі постійний струм зміщення dcI  (рискою тут і 
далі позначено величину, що відповідає частоті 0ω = ), 

( )ϕ ≡ ϕ t  – різниця фаз хвильових функцій бозе-
конденсату між берегами контакту. У найпростішому 
випадку, коли 0=C , 0=FI  (1) зводиться до [6]: 

2

2

2

2
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C
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V V I I I

I I I
I

,      (2) 

де =C CV I R  – характеристична напруга. 

При > CI I  контакт перебуває в резистивному ста-

ні й є джерелом електромагнітного випромінювання з 
частотою 

2
ω =

=J
eV

,       (3) 

де e  – елементарний електричний заряд, 
2

=
π

= h
 – 

нормована стала Планка. Під дією електромагнітного 
випромінювання з частотою ω  на ВАХ контакту вини-
кають сходинки Шапіро при напругах, що відповідають 
(3). У найпростішому випадку, коли 

0 1 1 2 2cos cos= + ω + ωV V V t V t , струм I  через контакт 
описується виразом 

( )1 2
0 1 2

, 1 2

2 2
sin

+∞

=−∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ϕ + ω − ω − ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟ω ω⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑
= =C k m J

k m

eV eV
I I J J t k t m t ,    (4) 

де ( )kJ x  – функція Бесселя першого роду порядку k , 

0ϕ  – початкова різниця фаз хвильових функцій, 

02
ω =

=J
eV

, ,k m  – цілі числа. Виходячи з (4) сходин-

кам струму відповідає умова 
1 2 0ω − ω − ω =J k m .        (5) 

Для практичног застосування особливо важливо, 
щоб сходинки Шапіро були достатньо великі за амплі-
тудою, тому далі визначимо, як змінюється амплітуда 
сходинки залежно від 1 2 1 2, , ,ω ωV V  для випадку, коли 

ДК інтегрований у РПХ. Введемо величини 1
1

1

2
=

ω=
eV

U , 

2
2

2

2
=

ω=
eV

U  і будемо для спрощення вважати, що 

1ω = ωJ , 1 2�V V  (що найчастіше реалізується на 
практиці), тоді з урахуванням [3]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1 2
1 1 1 2 2 1 2 1

1 2
0+ +

∂ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
= − + − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

k m
k k m m m k

I U Uk mJ U J U J U J U J U J U
p U p U p

,   (6) 

де ,k mI  – доданок у (4), якому відповідають характерні 

числа ,k m , p  – параметр за яким шукаємо максимум 
сходинки. Враховуючи, що 1 2�V V , з (4) маємо 
спрощений вираз для m -ї сходинки Шапіро [3]: 
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( )2
0

2

2
sin

⎛ ⎞
= ϕ⎜ ⎟ω⎝ ⎠=m C m

eV
I I J .   (7) 

Для ДК, що інтегрований у РПХ 
( )2 2 max 2, , ,= ω ωV V V Q , де maxV  – значення напруги при 

2ω = ω , 2ω  – резонансна частота РПХ, ω  – реальна 
частота сигналу, Q  – добротність резонатора. У [3] 
було знайдено наближений розв'язок рівняння (6) для 
випадку (7) у припущенні, що амплітудно-частотна ха-
рактеристика РПХ при 2ω ≈ ω  має квадратичний ви-
гляд, а добротність Q  резонатора досить велика 

( 310>Q ). Водночас відомо [16, 25], що власна доброт-
ність РПХ швидко зменшується при збільшенні кількості 
ДК N . Цей процес стає суттєвим вже при 10>N . 

Залежність ( )Q N  може бути приблизно описана 
функцією 

( ) ( )2
0 1κ

= − γ − ηQ N Q N N
N

,  (8) 

де 0Q  – значення власної добротності при 0=N , 
, ,γ η κ  – коефіцієнти, які можна визначити з експериме-

нтальних кривих. Зазначимо, що залежність ( )Q N  міс-

тить три ділянки: 1) лінійну ділянку, яка реалізується 
 

при 10 15< ÷N , де 0γ ≠ , 0η ≈ , κ ≈ N ; 
2) квадратичну ділянку (10 20 50 100÷ < < ÷N ), де 
η γ�N , κ ≈ N ; 3) гіперболічну ділянку ( 50 100> ÷N ), 
де κ� N . Наявність гіперболічної ділянки є наслідком 
того, що при великих кількостях ДК N  власна доброт-
ність Q  сильно зменшується, синхронізація ДК у РПХ 
погіршується, а тому зменшується і вплив масиву ДК на 
мікрохвильові властивості резонатора. 

Ураховуючи (8), умова (6) для (7) зводиться до роз-
в'язання квадратного рівняння: 

( ) ( ) ( )2
, 0ξ + ξ + =m kA N B N D N ,       (9)

де 

( ) ( )2
max

2

2 α
=

ω=
eV Q N

A N , ( ) ( )2
max

2

4 α
= −

ω=mk mk
eV Q N

B N x , ( ) ( )( )2max

2

2
1= α −

ω=
eV

D N Q N , ( )2 2 2 1α = − , 

mkx  – аргумент функції Бесселя ( )m mkJ x , що відпові-

дає k -му максимуму, 
2

ω
ξ =

ω
 – нормована частота. 

Максимальну напругу maxV , що неявно входить до (9) 
можна визначити з розв'язку відповідної електродина-
мічної задачі. Дуже наближено 

max ~ ρ JJV Z P ,        (10) 

де JJZ  – імпеданс ДК, P  – потужність, що потрапляє в 

РПХ за одиницю часу на частоті 2ω = ω , ρ  – коефіці-
єнт узгодження між РПХ та окремим ДК, який у реаль-

них системах дуже малий, оскільки імпеданс РПХ 
�R JJZ Z  [7]. 

Експеримент. Використовуючи методику вимірюван-
ня ВАХ ДК [2, 8, 10, 13, 18] були виміряні ВАХ та амплі-
туди сходинок Шапіро для різної кількості ДК, інтегро-
ваних у РПХ при розкиді критичних параметрів не біль-
ше ніж 10%ζ =  (рис. 1–3). 
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Рис. 1 а) ВАХ бікристалічного YBa2Cu3O7-δ ДК, що інтегрований у РПХ, під дією зовнішнього НВЧ-сигналу на частоті 

2 / 2 31,5 ГГцω π = ; б) нормовані амплітуди сходинок Шапіро при різних рівнях потужності P  зовнішнього НВЧ-сигналу 

на частоті 2 / 2ω π  для того самого контакту. Вимірювання проведені при температурі 77 К, 2ω ≠ ωJ  
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Видно, що ВАХ, яка показана на рис. 1,а, близька до 
теоретичної залежності (2), а поведінка сходинок Шапі-
ро (рис. 1,б) добре описується (7). Особливо помітно це 
при порівнянні залежностей, що наведені на рис. 1,б і 
рис. 2. Залежність амплітуд сходинок для окремого кон-
такту (рис. 1,б) дуже близька до ідеальної (див. (7)), у 
той час, як на залежності для 6 ДК (рис. 2) явно спосте-
рігаються відхилення від (7). Покращити ВАХ масиву 
контактів при цьому можна за рахунок штучного підбо-

ру частоти зовнішнього НВЧ-сигналу 2 / 2ω π  або ке-
руючої напруги, що пов'язана співвідношенням (3) із 
джозефсонівською частотою ωJ . За умови 2ω ≈ ωJ  
вдається досягти кращого узгодження масиву ДК з 
електромагнітним полем РПХ і покращити умови син-
хронізації ДК у масиві (рис. 3). 
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Рис. 2. Нормовані амплітуди сходинок Шапіро при різних рівнях потужності P  зовнішнього НВЧ-сигналу на частоті 

2 / 2 31,5 ГГцω π =  для лінійного ланцюжка з 6 бікристалічних YBa2Cu3O7-δ ДК, інтегрованих у РПХ. 

Вимірювання проведені при температурі 62 К, 2ω ≠ ωJ . 

Розкид критичних параметрів контактів у ЛЛ не більше ніж 10%ζ =  
 

 
 
            
 
 
 
 
 
               
 
 
 

 0 

 1 

 2 

-1 

-2 

0 -420 -840 420 840

І, 
м
А

 

U, мкВ 

6 ДК 
– – –   без опромінення 
 • • •   30 мкВт 
– •–    70 мкВт 
—— 120 мкВт 

     

 1,0 

0,8 

0,6 

0,4 

0,2 

   0 

0,00 0,07 0,14 0,21 0,28 0,35 

І п/
І 0 

 

Р, мкВт 

 ,  ДК1
  ○  ДК2
  Δ  ДК3 
  ∇  ДК4
  ◊  ДК5 
  ∗   ДК6

 
 

а)       б) 
 

Рис. 3 а) ВАХ лінійного ланцюжка з 6 бікристалічних YBa2Cu3O7-δ ДК, інтегрованих у РПХ, під дією зовнішнього 
НВЧ-сигналу на частоті 2 / 2 33,8 ГГцω π = ; б) нормовані амплітуди сходинок Шапіро 

при різних рівнях потужності P  зовнішнього НВЧ-сигналу на частоті 2 / 2ω π  для того самого ланцюжка контактів. 

Вимірювання проведені при температурі 62 К. 2ω ≈ ωJ . 

Розкид критичних параметрів контактів у ЛЛ не більше ніж 10%ζ =  
 

За умови використання лінійних ланцюжків (ЛЛ) ДК з 
розкидом критичних параметрів до 100 % ВАХ ЛЛ сут-
тєво спотворюється, а характеристики відповідного 
пристрою (стандарту напруги, джозефсонівського гене-
ратора, детектора, тощо) погіршуються. У цьому випад-

ку навіть при використанні РПХ з частотою робочої мо-
ди 2ω ≈ ωJ , де ωJ  – джозефсонівська частота 
усереднена за ЛЛ ДК (див. (3)), не вдається досягти 
достатнього рівня синхронізації окремих ДК у ЛЛ 
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(рис. 4). Це явно видно з рис. 5, де наведено для порів-

няння залежності диференційного опору =d
dUR
dI

 від 

керуючої напруги U  для окремого ДК (рис. 5,а) і для 
ЛЛ з 5 ДК (рис. 5,б). 
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Рис. 4 а) ВАХ лінійного ланцюжка з 5 бікристалічних YBa2Cu3O7-δ ДК, інтегрованих у РПХ, 

під дією зовнішнього НВЧ-сигналу на частоті 2ω ≈ ωJ ; б) нормовані амплітуди сходинок Шапіро 

при різних рівнях потужності P  зовнішнього НВЧ-сигналу на частоті 2ω ≈ ωJ  для того самого ланцюжка контактів. 
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Рис. 5. Залежність диференціального опору dR  окремого ДК (а) і ЛЛ з 5 ДК (б) від напруги U . 

Вимірювання проведені при температурі 62 К. Розкид критичних параметрів контактів у ЛЛ ДК не більше ніж 100 %ζ =  
 

Обговорення результатів. Отримані експерименталь-
ні результати (рис. 1–5) свідчать про те, що навіть для 
ЛЛ з малою кількістю ДК, що інтегровані в РПХ, синхро-
нізація контактів може суттєво погіршуватись, якщо 
розкид критичних параметрів контактів ζ  у ЛЛ достат-
ньо великий. Ефективність механізмів синхронізації ДК, 
які включені в резонансну систему, визначається роз-
кидом їх критичних параметрів, зовнішніми наводками у 
вимірювальній системі та власними флуктуаціями кон-
тактів [5, 6]. У випадку бікристалічних YBa2Cu3O7-δ ДК, 
інтегрованих у РПХ найбільш суттєвим є перший чин-
ник [1, 18, 19]. Виходячи з цього, експериментально з 
робіт [3, 17, 22] і рис. 1–5 визначено, що максимально 

припустимий розкид критичних параметрів ДК не пови-
нен перевищувати 40%ζ = . У протилежному випадку 
використання РПХ для синхронізації ЛЛ ДК вже не дає 
відчутної переваги. 

Хоча існуюча технологія, що застосовується для ви-
готовлення приладів з масивами ДК, не повинна мати 
розкид 10%ζ > , але в дійсності багато радіоелектрон-
них приладів працюють в умовах, коли 100%ζ ≈ . Ця 
проблема стає особливо актуальною при використанні 
ЛЛ ДК з високою розмірністю ( 2 4~ 10 10÷N ), для якої 
величина ( )ζ = ζ N  є монотонно зростаючою функцією 
[1, 5, 6, 12]. Для побудови стандартів напруги необхід-
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но, щоб сходинки Шапіро послідовно поєднаних ДК бу-
ли близькі за амплітудою в широкому інтервалі частот і 
потужностей [24]. На сьогодні, актуальним є ВТНП ста-
ндарт напруги з характерною вихідною напругою 

1U > В (на основі ЛЛ НТНП ДК існують стандарти з 
10U > В), реалізація якого стикається з великими тех-

нічними та технологічними труднощами. Типовим кро-
ком у цьому напрямку є створення стандартів з меншою 
вихідною напругою, наприклад, 30U > мкВ для стан-
дарту напруги на основі РПХ [13, 22].  

Погіршення умов синхронізації ДК у ЛЛ, інтегрова-
ному в РПХ, призводить до появи додаткових втрат, і 
відповідно до зменшення власної добротності РПХ 0Q , 
що формально відповідає (8) [14, 21]. Але при записі (8) 
вважалося, що втрати енергії в ЛЛ ДК можна пояснити 
як омічні втрати за рахунок опору контакту R , що пе-
ребуває в резистивному стані. Використовуючи цей 
формалізм, для ЛЛ з N  ДК отримаємо опір 

( ) = ⋅R N N R  і відповідно втрати, які не залежать від 
умов збудження контакту [5, 6]. Водночас навіть проста 
квазістатична модель [16, 25] у цьому випадку дає під-
вищений рівень втрат, що пояснюється наявністю пе-
рерозподілу НВЧ-струмів у РПХ. Таким чином, при ве-
ликому розкиді параметрів контактів ζ  у ЛЛ ДК, вини-
кають додаткові втрати енергії, які зростають зі збіль-
шенням ( )ζ N , що призводить до додаткового змен-

шення власної добротності РПХ 0Q , а відповідно й до 
більшого погіршення умов збудження ДК у ЛЛ. Крім то-
го, для систем з великим розкидом критичних парамет-
рів ζ  за рахунок недостатньої взаємної синхронізації 
ДК у ЛЛ, можливе неконтрольоване розбиття ЛЛ ДК на 
певні групи контактів з приблизно однаковими критич-
ними параметрами. Прикладом такої системи є ЛЛ з 5 
ДК для якого 100%ζ ≈ . Залежність амплітуд сходинок 
Шапіро в такій системі (рис. 4,б) суттєво спотворена 
порівняно із залежністю для системи з 10%ζ =  
(рис. 3,б), а характеристики існуючих груп контактів (3 і 
2 ДК) практично не корелюють. У реальних пристроях 
на основі ДК такий процес може призвести до принци-
пового погіршення характеристик пристрою. 

Для зменшення впливу флуктуацій на характеристи-
ки пристроїв на основі ЛЛ ВТНП ДК, що інтегровані в 
РПХ, виявляється необхідним використовувати резона-
тори з великою добротністю ( 3 4

0 ~ 10 10÷Q ) і працювати 

на резонансних частотах ω ≈ ωJ  (див. рис. 2, 3,б). У 
цьому випадку вдається покращити умови збудження ЛЛ 
ДК і досягти відносно високого ступеня інтеграції ДК у ЛЛ 
при прийнятних характеристиках кінцевого пристрою. 

Висновки. Досліджено ВАХ ЛЛ та окремих бікриста-
лічних YBa2Cu3O7-δ ДК, інтегрованих у РПХ. Проаналі-
зовано особливості ВАХ для різного рівня інтеграції ДК 
у ЛЛ і різного рівня розкиду критичних параметрів кон-
тактів ζ  (від 10%ζ =  до 100%ζ = ) й знайдено умови 
максимуму сходинок Шапіро, що виникають на ВАХ ЛЛ 
ДК, залежно від кількості контактів N  у ланцюжку. Пе-
рераховані та обґрунтовані обмеження, що наклада-
ються на характеристики пристроїв на основі ЛЛ ДК, 
інтегрованих у РПХ, залежно від N  і ζ  (у першу чергу, 

на власну добротність РПХ 0Q ). На основі отриманих 

теоретичних та експериментальних результатів дове-
дено, що РПХ може успішно застосовуватись для ство-
рення ВТНП пристроїв на основі ЛЛ з кількістю ДК 

2 3~ 10 10÷N  при технологічному рівні розкиду критич-
них параметрів 40%ζ ≤ . 
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МОДЕЛЮВАННЯ ВПЛИВУ ПЕРЕКОМПЕНСАЦІЇ ЗАРЯДУ НА ВОЛЬТ-ФАРАДНІ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ СТРУКТУР ШОТТКІ ІЗ ШАРАМИ КВАНТОВИХ ТОЧОК 

 
На підставі розв'язку рівняння Пуассона проведено моделювання явища перекомпенсації мілкої донорної домішки 

зарядом, захопленим у шарах квантових точок, які розташовані в області просторового заряду структури Шотткі. 
Отримано аналітичні вирази для профілю потенціального бар'єра та диференціальної ємності. Показано, що ефект 
перекомпенсації просторового заряду може призводити до появи негативної диференціальної ємності та служити 
причиною появи каналу провідності впродовж межі поділу метал – напівпровідник. 

Modeling of donor impurity overcompensation by charge captured in quantum dots layers placed into space charge region of the 
Shottky structure phenomena on the basis of Poisson equation has been carried out. Analytical equations for potential barrier profile 
and differential capacitance have been obtained. It was shown that the effect of charge overcompensation can be cause negative 
differential capacitance and provoke that conductivity channel along the interface metal-semiconductor could appear. 

 
Відомо, що розміщення масивів квантових точок 

(КТ) в області просторового заряду (ОПЗ) контакту ме-
тал – напівпровідник може викликати появу у вольт-
фарадних залежностей таких структур ділянок з негати-
вною диференціальною ємністю [2–6]. Цей ефект досить 
уважно вивчався як теоретично, так і експериментально. 
Дані дослідження є актуальними, оскільки накопичення 
заряду в шарах КТ може бути практично використано 
для створення запам'ятовуючих пристроїв на КТ [1]. 
Водночас у літературі недостатньо висвітлено випадок, 
коли заряд, накопичений у квантових точках, може бути 
одного порядку або навіть перевищувати заряд легуючих 
домішок у таких структурах. Розглянемо випадок, коли 
накопичений у масиві КТ заряд може суттєво впливати 

на розподіл потенціалу в ОПЗ, що має відбиватися на 
ємнісних властивостях даних структур. 

Проведені розрахунки справедливі для структур 
Шотткі з масивами КТ, у яких заряд, що накопичується у 
квантових точках (КТ), є досить значним. Зокрема, для 
структури з кількома m  шарами КТ, що розташовані 
всередині області просторового заряду в діапазоні від-
станей до металевого контакту від 1x  до 2x  у кілька 
разів менших від загальної товщини ОПЗ, цілком реа-
льно, коли заряд накопичений у КТ може перевищити 
заряд мілких донорів 0 1 0 2( )ssm N n x n D x× − × × −� . 
Зонну діаграму такої структури зображено на рис. 1. 

 
 

0 X1 X2 D 

φ 

 
Рис. 1. Зонна діаграма структури метал – напівпровідник n-типу з шарами квантових точок 

у випадку перекомпенсації заряду донорної домішки в ОПЗ за рахунок заряду квантових точок 
 

Якщо привести заряд, накопичений у шарах КТ, до 
певного ефективного об'ємного заряду, що дорівнює 

1 2 1( ) /( )= × −ssn m N x x , то вищенаведений критерій 
можна переписати у вигляді: 

1 0 2 1 0 1 0 2( )( ) ( )− − − × >> × −n n x x n x n D x , де 1x  – коор-
дината найближчого до металевого контакту шару КТ, 

2x  – координата найдальшого від контакту шару КТ у 
структурі, D  – загальна ширина області просторового 
заряду. Якщо в цьому разі напруга, яка прикладається 
до контакту, від'ємна, не прикладається зовсім, або 
недостатня для заповнення електронами енергетич-
них рівнів квантових точок, то розподіл потенціалу в 
даній структурі буде такий самий, як і у випадку зви-
чайного шару Шотткі.  

В іншому випадку, коли додатна напруга, прикладе-
на до контакту 1>V V [4-6], де 

2
0 0 02

1 2 2
0 0

( ) 2 ( )
( )

2
ϕ − − μ εε − μ

= − +
εε

d dE en Ex
V x

e n e
, 

енергетичні рівні шарів КТ почнуть заповнюватись еле-
ктронами, у них буде накопичуватися негативний елек-
тричний заряд і при подальшому зростанні позитивної 
напруги в певний момент часу негативного накопиченог 
заряду в КТ вистачить для того, щоб перекомпенсувати 
позитивний заряд мілкої донорної домішки. При цьому 
спостерігатиметься цікавий ефект: розподіл потенціалу 
на певній відстані від металевого контакту буде мати 
максимум, а електричне поле змінюватиме свій знак 
(напрямок) на протилежний. Даний факт має суттєво 
вплинути на загальні фізичні властивості досліджуваної 
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структури, зокрема, унаслідок перебудови потенціаль-
ного рельєфу в ОПЗ має істотно змінитися характерна 
для контакту метал – напівпровідник вольт-фарадна 
залежність даної структури. 

Для напруг 1<V V , доки рівні КТ не заповнені елект-
ронами, відхилення від стандартної залежності ємності від 
прикладеної напруги не буде, тому ємність такої структури 
описуватиметься, як і раніше, відомим виразом:  

0
1

0 0
2

0

2 ( )
εε

=
εε ϕ −

C
eV

n e

. 

В іншому випадку для 1>V V , коли енергетичні рів-
ні КТ будуть заповнені електронами, вираз для ємнос-
ті має визначатися модифікованим накопиченим у КТ 
зарядом профілю потенціального бар'єра, отриманим 
на підставі розв'язку рівняння Пуассона. На рис. 2 на-
ведено типовий вид профілю потенціального бар'єра в 
цьому випадку. 

 

X1 X’ X2 D

0 

φ 

 
Рис. 2. Типовий вигляд розподілу потенціалу в контакті метал – напівпровідник n-типу 

із шарами квантових точок для випадку перекомпенсації заряду донорної домішки в ОПЗ 
 

Нехай ′x  – точка, у якій потенціал набуває макси-
мального значення max( ')xϕ = ϕ , а електричне поле 

змінює свій знак ( ') 0=E x . Положення цієї точки ви-
значається тією умовою, що заряд мілкої донорної до-
мішки врівноважується зарядом, що накопичується в 
енергетичних станах КТ: 1 0 2 0 2( )( ') ( )− − = −n n x x n D x . 
Тоді цю задачу можна розділити на дві частини: 1 – для 
проміжку 0 ′< <x x  і 2 – для проміжку ′ < <x x D . 

1. Розглянемо як змінюються профіль електричного 
поля та потенціалу на проміжку 0 ′< <x x . Використо-
вуючи умову ( ') 0=E x , отримаємо 

0 0 1 1 1
0

[( ) ' ]= − − +
εε
eE n n x n x . Оскільки функція розподі-

лу заряду в цьому випадку описується законом 

0 1

0 1 1

,0
( )

,
< <⎧

ρ = ⎨ ′− < <⎩

n x x
x e

n n x x x
, то тут також можна виділи-

ти два проміжки. На першому проміжку 10 < <x x  елек-
тричне поле та потенціал описуються таким чином: 

0 1 0 1 1
0

22
0

1 0 1 1
0

( ) [ ( ) ' ];

( ) (0) [ ( ) ' ].
2

= + − −
εε

ϕ = ϕ + + − −
εε

eE x n x n n x n x

n xex n n x x n x x
 

А значення поля та потенціалу в точці 1x  слугува-
тимуть відліком для другого проміжку, де 

1 1 0 1 0 1
0

22
20 1

1 1 0 1 1 1
0

( ) [( ) ' ( ) ];

( ) (0) [ ( ) ' ].
2

= − − −
εε

ϕ = ϕ + + − −
εε

eE x n n x n n x

n xex n n x x n x
 

Враховуючи це, для 1 '< <x x x  отримаємо: 

1 0
0

222
1 01 1

1 0
0

2 22
1 0 1 1

max
0

( ) ( )( ' );

( )
( ) (0) [( ) ' )];

2 2

( ) '
( ') (0) [ )].

2 2

= − −
εε

−
ϕ = ϕ + − − −

εε

−
ϕ = ϕ = ϕ + −

εε

eE x n n x x

n n xn xex n n x x

n n x n xex

 

2. Друга частина задачі – обчислення профілю поля 
та потенціалу для ′ < <x x D . Тут розподіл заряду та-

кож описується функцією 0 1 2

0 2

,
( )

,
′− < <⎧

ρ = ⎨ < <⎩

n n x x x
x e

n x x D
, 

тому також слід виділити два піддіапазони зміни х. Пе-
рший проміжок: 2' < <x x x . Тут 

1 0
0

2 2 2

max 1 0
0

( ) ( )( ');

'( ) ( )( ' ).
2 2

= − −
εε

ϕ = ϕ − − − +
εε

eE x n n x x

e x xx n n x x
 

Отримані значення поля та потенціалу в точці 2x  

використаємо як початкові для наступного інтервалу: 

2 1 0 2
0

22 2
2

2 max 1 0 2
0

( ) ( )( ');

'( ) ( )( ' )
2 2

= − −
εε

ϕ = ϕ − − − +
εε

eE x n n x x

xe xx n n x x
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Отже, на проміжку 2 < <x x D  отримаємо: 

1 0 0 1 2
0

2 2 22
0 1 0 1 2

max 1 2 1 0
0

2 2 22
0 1 0 1 2

max 1 2 1 0
0

( ) [( ) ' ];

( ) '
( ) ( ( ) ' );

2 2 2

( ) '
( ) 0 ( ( ) ' ).

2 2 2

= − + −
εε

−
ϕ = ϕ + − + − − +

εε

−
ϕ = = ϕ + − + − − +

εε

eE x n n x n x n x

n x n n x n xex n x x n n x x

n D n n x n xeD n x D n n x D

 

Тепер можна знайти положення точки ′x  і ширину області просторового зарядуD . Підставимо maxϕ з п. 1. Тоді 
отримаємо таку рівність: 

2 2 22
0 1 1 1 2

1 2 1 0
0

(0) ( ( ) ' ) 0
2 2 2

ϕ + − + − − + =
εε

n D n x n xe n x D n n x D  

Маємо дві невідомі ( D  і ′x ) і систему двох рівнянь для їх знаходження:  
2 2 22

0 1 1 1 2
1 2 1 0

0

1 0 2 0 2

(0) ( ( ) ' ) 0;
2 2 2

( )( ') ( ).

⎧
ϕ + − + − − + =⎪

εε⎨
⎪ − − = −⎩

n D n x n xe n x D n n x D

n n x x n D x
 

Розв'язки цієї системи мають такий вигляд: 

2 2 01
2 1 2

0 0

2 20 01 2 1
2 1 2

1 0 1 0 0 0

2 (0)
( ) ;

2 (0)
' ( ) .

ϕ εε
= − +

ϕ εε
= − − +

− −

n
D x x

n n e

nn x n
x x x

n n n n n n e

 

Звідси можна визначити диференціальну ємність 
структури, що описується такою формулою: 

0
2 0

2 2 01
2 1 2

0 0

.
2 (0)( )

εε
= − =

ϕ εε
− +

dDС en
dV n x x

n n e

 

Визначимо критерій для напруги 2V , починаючи з якої 
можна вважати заповненими всі стани в шарах КТ. Вихо-
дячи з положення станів КТ щодо рівня Фермі та гранич-
них умов для потенціалу, отримаємо таку систему рівнянь: 

22
2 20 1 1

1 0 2 2 1 0 2 1
0

22
2 2 0 21

0 2 2 1
0

( ) [ ( ) ];
2 2

[ ( ) ] 0.
2 2

⎧
ϕ = − μ = ϕ − + + − −⎪

εε⎪
⎨
⎪ϕ − + − − =⎪ εε⎩

l
n x nex E eV x x n D x

n DneeV x x

 

Розв'язки цієї системи мають такий вигляд: 

0
2 1 2

0
2

2 20 0 01 1
2 1 2 12

0 00

2 ( )
;

( ) 2 ( )
( ) ( )).

2 2

εε − μ
= +

ϕ − − μ εε − μ
= − + + −

εε εε

d

l d

E
D x

n e

E en Ex en
V x x x

e n e

 

Отже, при напругах 1<V V  для обчислення ємності 
даної структури слід користуватися виразом 1C , а при 

2>V V  виразом 2C , тобто 

1 1

2 2

,
, .

C V V
C

C V V
<⎧

= ⎨ >⎩
 

Для 0n =1021 м-3, 1n =3*1022 м-3, 1x =150 нм, 2x =170 нм, 

dE =0,2 еВ, μ =0,1 еВ, 0ϕ =0,5 еВ, отримаємо 1V =0,28 В, 

2V =0,45 В, а вольт-фарадна характеристика структури з 
одним шаром КТ має такий вигляд (рис. 3). 

Даний розрахунок диференціальної ємності був 
зроблений у припущенні, що стани в КТ встигають по-
вністю слідкувати за прикладеною напругою. У цьому 
випадку перехід між двома залежностями отриманими 
для різних діапазонів напруги має відбуватися доволі 
різко по прямолінійному відрізку 3, який показано на 
рис. 3. Залежно від частоти, на якій буде відбуватися 
вимірювання ємності, для проміжних частот перехід між 
цими кривими має здійснюватися по відрізку 2, а для 
високих частот – по відрізку 1, відповідно.  

Оцінки величини ємності, зроблені на підставі 
отриманих нами співвідношень, показують, що ділянка 
з негативною диференціальною ємністю, яка виникає за 
рахунок перебудови потенціального рельєфу в даній 
структурі буде суттєво більшою, ніж у випадку, коли 
заповнення КТ не веде до явища перекомпенсації за-
ряду донорів в ОПЗ. Тому даний ефект має бути добре 
помітним у відповідному експерименті. 

На завершення відзначимо, що явище перекомпен-
сації заряду донорів у ОПЗ може відбитися не тільки на 
величині ємності даної структури. Оскільки електричне 
поле навколо поверхні контакту може змінювати свій 
знак, це може призводити до виникнення впродовж по-
верхні контакту каналу провідності, що має суттєво 
вплинути на транспорт носіїв заряду в таких структурах. 
Крім того, даний ефект може бути використаний для 
створення на його основі транзисторних структур зі 
своєрідним внутрішнім польовим затвором із шарів КТ, 
у якому вмикання та вимикання каналу буде відбувати-
ся за рахунок електричного поля сформованого заря-
дом акумульованим у КТ. 
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Рис. 3. Типовий вигляд вольт-фарадної залежності контакту металл – напівпровідник n-типу 
із шарами квантових точок для випадку перекомпенсації 
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ПОТЕНЦІАЛ СИЛ ЗОБРАЖЕННЯ МІЖ БЛИЗЬКО РОЗДІЛЕНИМИ ВАКУУМНИМ 
ПРОМІЖКОМ НАПІВПРОВІДНИКОМ І РОЗМІРНО-КВАНТОВАНОЮ ПЛІВКОЮ МЕТАЛУ 
 
Показано, що коректне врахування просторової дисперсії в діелектричних функціях напівпровідника та розмірно-

квантованій плівці металу, які розділені малим вакуумним проміжком L , призводить до неперервності потенціалу сил зо-
браження 0 ( )jV x . Встановлено, що зміна енергетичного спектра електронів при зменшенні товщини d  розмірно-
квантованої плівки металу впливає як на величину потенціального бар'єра всередині вакуумної щілини, так і на залежність 
потенціалу сил зображення 0

1 ( )V x  у приповерхневій області напівпровідника, яка є немонотонною функцією d . 

In the article it is shown that the correct account of the spatial dispersion effects in dielectric functions of the semiconductor and 
quantum-size metal film, which are separated by the small vacuum interval of L , provides a continuity of the image potential 0 ( )jV x . It 

is shown that the change of the energy spectrum of electrons at the diminishing of the thickness d  of the QS metal film influences both 

on the distribution of the potential barrier into a vacuum gap and on the distribution of the image potential 0
1 ( )V x  in the subsurface 

region of the semiconductor and is a non-monotonic function of d . 
 
Вступ. Дослідження атомної структури поверхонь 

напівпровідників і металів та їх меж розподілу метода-
ми скануючої тунельної мікроскопії (СТМ), балістичної 
електронної емісійної мікроскопії (БЕЕМ) та ін. базу-
ються на тунелюванні електронів через надмалі промі-
жки ( ~ 0,3 1,0L … нм) при виникненні контакту між на-
півпровідником і металом. Тому визначення форми по-
тенціального бар'єра, який виникає між близько розді-
леними вакуумним (чи діелектричним) проміжком на-
півпровідником і металом, є ключовим завданням фізи-
ки напівпровідників і вакуумної електроніки [6; 14–19], 
вирішення якого дозволяє проведенню прямого розра-

хунку величини переносу заряду внаслідок прикладеної 
зовнішньої напруги U . 

Відомо, що при зменшенні вакуумного інтервалу 
L  < 5 нм між твердими тілами (металами, напівпровід-
никами чи діелектриками) утворюється потенціальний 
бар'єр, який обумовлений різницею в об'ємних власти-
востях кожного з трьох середовищ ( 1, 2,3)j =  і визна-

чається розподілом потенціалу сил зображення 0 ( )jV x . 

У роботах [1; 2; 5; 7–9] показано, що неперервність 
0 ( )jV x  (поляризаційного потенціалу) між двома метала-
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ми, що розділені малим вакуумним проміжком [9], плів-
ками металів з розмірно-квантованим (РК) спектром еле-
ктронів [8], напівпровідником і металом [7], двома діелек-
триками (власними напівпровідниками) [1; 2; 5] забезпе-
чується коректним урахуванням просторової дисперсії в 
їх функціях діелектричної проникності, а отриманий в 
рамках нелокальної електростатики потенціальний ба-
р'єр 0 ( )jV x  суттєво відрізняється від класичного [20]. 

На основі методу функцій Гріна нелокального рів-
няння Пуассона [2; 5; 8; 9] нами розраховано потенціал 
сил зображення 0 ( )jV x  у несиметричних системах на-

півпровідник–вакуум–метал (НВМ) і напівпровідник–
вакуум–плівка металу (НВПМ). Показано, що коректне 
врахування просторової дисперсії у функціях діелект-
ричної проникності напівпровідника 1( )ε

G
k  і металу 

3( )ε
G
k  забезпечує неперервність потенціалу сил зобра-

ження 0 ( )jV x  на межах поділу та єдиний (вакуумний) 

рівень відрахунку енергії. У випадку малої вакуумної 
щілини ( 0,1L ≥  нм) між поверхнями напівпровідника та 

металу формується потенціальний бар'єр 0
2 ( )V x , висо-

та якого зростає зі збільшенням роздільної відстані [2; 
8; 9]. За умови 0,1L ≤ нм потенціальний бар'єр 0

2 ( )V x  у 
вакуумній щілині не формується, так що при 0→L  
система НВМ переходить у систему двох середовищ 
напівпровідник–метал (НМ). Проведено детальний ана-
ліз ходу потенціалу сил зображення 0 ( )jV x  у випадку 

надмалих вакуумних відстаней 0,1L ≤ нм, коли НВМ 
систему можна вважати тісною структурою, а при вирі-
внюванні рівнів Фермі напівпровідника та металу – НВМ 
системою, що перебуває в тісному контакті [6; 15; 17]. 

На прикладі системи n-Si–вакуум–Au проаналізова-
но вплив електронної структури металу та товщини 
вакуумної щілини на розподіл потенціалу сил зобра-
ження 0 ( )jV x . Показано, що залежно від електронної 

структури металу змінюється висота потенціального 
бар'єра всередині вакуумної щілини і розподіл 0

1 ( )V x  у 
приповерхневій області n-Si. 

Встановлено також вплив енергетичного спектра 
електронів, який є функцією товщини d  РК металевої 
плівки (структура НВПМ), на немонотонну залежність 
від d  потенціалу сил зображення 0 ( )jV x  у всій НВПМ 

системі. Енергетичний спектр згідно з [3; 4; 8; 11] да-
ється виразом 

* *( )
2 2

π ν
= +
= =qE q
m m d

, 1, 2,3,...ν = ,  (1) 

де *m  – ефективна маса електронів, { },= y zq q q  – 

хвильовий вектор і ν  – енергетичний квантовий номер. 
Залежність потенціалу сил зображення в об‘ємній фазі 
напівпровідника 0

1 ( )V x  від електронної структури ме-

талу та товщини d  металевої плівки особливо значна 
для тісних НВМ і НВПМ систем. 

Теорія. Визначимо хід потенціалу сил зображення 
0 ( )jV x  між близько розділеними вакуумним проміжком 

0 ≤ ≤x L  напівпровідником з діелектричною функцією 

1( )ε
G
k  в області 0≤x  і металом з діелектричною функ-

цією 3 ( )ε
G
k  в області ≥x L  з урахуванням можливості 

зміни енергетичного спектра електронів при зменшенні 
товщини d  плівки металу. Використовуючи метод фун-
кцій Гріна нелокального рівняння Пуассона, який роз-
винуто в роботах [2; 5; 8; 11], розглянемо спочатку НВМ 
систему, задаючи функцію 1( )ε

G
k  легованого напівпро-

відника в такому вигляді [19]: 

( )

2

2 2 2
1( ) 1

1 ( / ) 1
ε − κ

ε = + +
+ λ ε −

G
G Gk
k k

,  2 2 2
⊥= +

G
k k q ,    (2) 

де ε  − діелектрична стала кристалічної гратки (при 

0→
G
k ), 1

1
−λ  − ефективний радіус екранування зв'яза-

ними (валентними) електронами іонних остовів криста-
лічної гратки, який за порядком величини рівний радіусу 
атома (іона) і обчислюється з урахуванням зонної стру-
ктури напівпровідника [12], 2 2

1 14 /κ = π ε Be n k T  у 
наближенні Дебая – Хюккеля (НДХ) у випадку невиро-
дженого електронного газу, Bk  – постійна Больцмана; 

1n  – концентрація невиродженого газу вільних елект-
ронів (дірок) (у роботі розглянуто випадок напівпровід-
ників n -типу). Перші два члени в (2) відповідають ін-
терполяційній моделі Інксона [12]. Як показано в роботі 
[10], така комбінація наближення Інксона з НДХ призво-
дить до асимптотики 2 2 2

1 1 1( ) 1 ( ) /ε ≈ + λ + κ
G G
k k , коли 

k >> 1λ , та до неперервності електростатичного потен-
ціалу на межах поділу. 

Для врахування просторової дисперсії в діелектрич-
ній функції металу 3( )ε

G
k  скористаємось загальновідо-

мим довгохвильовим наближенням Томаса – Фермі 
(НТФ), у якому 3( )ε

G
k  має такий вигляд: 

2
3

3 2( ) 1
κ

ε = +
G
k

k
, { },k k q⊥=

G
,       (3) 

де 2 2 3
3 36 /κ = π Fe n E , 3n  – концентрація, 

3 2 2 2 3
3 3(3 ) / 2= π=FE n m  – енергія Фермі та 3m  – ефек-

тивна маса вільних електронів у металі. 
Потенціал сил зображення ( )o

jV x  у тришаровій 

структурі ( 1,2,3)j = , що складається з напівобмеже-
ного напівпровідника та напівобмеженого металу, роз-
ділених вакуумним проміжком 0 ≤ ≤x L , згідно з робо-
тами [2; 5; 8; 11] визначається таким рівнянням: 

0 2 0

0

1( ) ( ; )
2

∞ ⎡ ⎤
= − ⋅ +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫j jV x e qdq D q x

q
,      (4) 

де { },= y zq q q  – двовимірна компонента хвильового 

вектора, а 0 ( ; )jD q x  – функція Гріна поздовжнього 

кулонівського поля в кожному з трьох середовищ, яка 
за умови дзеркального відображення електронів від 
меж поділу визначена в роботах [2; 5; 8; 11]. 

Результати. Розрахункова схема визначення потен-
ціалу сил зображення 0 ( )jV x  для НВМ структури з ви-

користанням методу функцій Гріна нелокального рів-
няння Пуассона детально описана у [2; 5; 8; 11]. Для 
прикладу розглянемо систему n-Si–вакуум–Au, яка ши-
роко використовується в напівпровідниковій мікроелек-
троніці та об'ємні параметри якої добре відомі [13]. Для 
невиродженого напівпровідника n-типу (n-Si) при тем-
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пературі – 293KT = : діелектрична константа – 

1 11,9ε = , концентрація 17
1 3 10= ⋅n см-3, ефективна ма-

са електрона 0,98m =⊥  (поперечна) і 0,19=ml  (по-

вздовжня), 7
1 5,917 10λ = ⋅ см-1 і 1 4,05Ecχ = − = еВ – 

положення дна зони провідності в об'ємі напівпровідни-
ка. Для металу (Au): 3 5,1ϕ = еВ, 22

3 5,9 10= ⋅n см-3 і 

3 00,87325m m= , де 0m  – маса вільного електрона. 
На рис. 1 наведено зонну енергетичну діаграму для 

системи n-Si–вакуум–Au і залежність потенціалу сил 
зображення 0 ( )jV x  (суцільна крива 1), визначену згідно 

з (4) з урахуванням (2) і (3) і результатів робіт [2; 5; 8; 11] 
у випадку малої роздільної вакуумної відстані 

0, 2=L нм. Штрих-пунктирною кривою показано залеж-

ність потенціального бар'єра 0
2 ( )V x , розраховану у ваку-

умній щілині 0, 2=L нм, коли у функції діелектричної про-
никності напівпровідника (2) не враховані ефекти екрану-
вання граткою напівпровідника, і 1( )ε

G
k  має вигляд: 

2 2
1 1( ) /k kε = ε + κ
G G

.      (5) 
Як видно з рис. 1, коректне врахування ефектів про-

сторової дисперсїї у функціях діелектричної проникності 
напівпровідника (2) і металу (3) призводить до непе-
рервності потенціалу сил зображення 0 ( )jV x  у несиме-

тричній НВМ системі (суцільна крива 1). 
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Рис. 1. Зонна енергетична діаграма несиметричної системи n-Si–вакуум–Au і хід потенціалу сил зображення 0 ( )jV x  

у ній (суцільна крива 1), розрахований згідно з наведеними вище параметрами при 0,2=L нм. 
Пунктирна крива – розподіл потенціалу сил зображення в наближенні локальної електростатики, 

коли 1( ) constkε = ε =
G

 і 3( ) constkε = → ∞
G

 
 
Зауважимо, що врахування ефектів екранування ві-

льними носіями (електронами, дірками) при розрахунку 
0 ( )jV x  у випадку власних або невироджених напівпро-

відників не призводить до його суттєвої зміни порівняно 
з результатами обчислення для 1( )ε

G
k  у моделі Інксона. 

Прямі розрахунки 0 ( )jV x  у НВМ системі для невиро-

дженого напівпровідника показали, що зміна темпера-
тури T  і ступеня об'ємного легування напівпровідника 

1n  (тобто параметрів, які визначають радіус екрануван-

ня вільними електронами 1
1
−κ  у НДХ), слабко впливає 

на потенціал сил зображення 0 ( )jV x  у НВМ системі (в 

основному визначають тільки положення рівня Фермі 
1
FE  у напівпровіднику) і з хорошою точністю може опи-

суватись наближенням Інксона для діелектричної фун-
кції 1( )ε

G
k  – перші два члени в рівнянні (2) [1; 2; 5; 7]. 

На рис. 2 суцільними кривими показано формування 
НВМ тісної структури, коли при зменшенні роздільної 
відстані 0,1L < нм у вакуумній щілині потенціальний 
бар'єр не формується. Якщо відстань між напівпровідни-
ком і металом стає меншою 0,1 нм потенціальний бар‘єр 
між ними суттєво знижується й система набуває власти-
востей структури напівпровідник – метал (n-Si–Au), коли 

0=L  (крива 5). Тому при тісному контакті напівпровід-
ника з металом (вирівнювання рівней Фермі) максималь-
не значення потенціального бар'єра, що виникає за ра-
хунок контактної різниці потенціалів, перебуває в припо-
верхневій області напівпровідника. У протилежному ви-
падку нетісного контакту максимальне значення потенці-
ального бар'єра перебуває у вакуумній щілині. 
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Рис. 2. Зміна потенціалу сил зображення 0 ( )jV x  

для системи n-Si–вакуум–Au з наведеними вище параметрами 
при зменшенні роздільної вакуумної відстані: 

0,1=L нм (крива 1), 0,075=L нм (крива 2), 
0,05=L нм (крива 3) і 0,025=L нм (крива 4).  

Суцільна крива 5 – розподіл потенціалу сил зображення 
в системі напівпровідник–метал, коли 0=L  

 
Оцінимо вплив електронної структури металу на хід 

0 ( )jV x  у НВМ системі для напівобмежених металів з 

однаковою роботою виходу 1 5,1ϕ = еВ і різною концен-

трацією 3n  (і відповідно ефективною масою 3m ) віль-

них електронів. Результати розрахунків 0 ( )jV x , що 

отримані в межах нелокальної електростатики для НВМ 
системи для випадків 0=L  (криві 1) і 0,1=L нм (криві 
2) і 0,2=L нм (криві 3), наведені на рис. 3. Зі зростан-
ням концентрації електронів у металі висота потенціа-
льного бар'єра, утвореного внаслідок різниці об'ємних 
властивостей, у вакуумній щілині й значення 0

1 ( )V x  у 
приповерхневій області напівпровідника зменшуються. 
Вплив металу збільшується при 0→L . 

Як було показано в роботах [3; 4; 8; 11], електронний 
спектр надтонких РК плівок металу (напівметалу або 
вироджених напівпровідників) впливає на енергетичний 
спектр електронів при зменшенні товщини d  металевої 
плівки (1), що обумовлює залежність основних об'ємних 
характеристик РК плівок від товщини d , тому 

3 3κ → κN , 3 3χ → χN , 3 3( ) →N
F FE E , 3 3ϕ → ϕN , (6) 

де N  – кількість заповнених енергетичних підзон, яка 
залежить від концентрації електронів 3n  і товщини плі-

вки d , і визначається таким рівнянням 
3

3( 1)(4 1) 12 ( 1)(4 5)− + < π < + +N N N n d N N N ,   (7) 

N  змінюється від 1 до ∞  при збільшенні d . 

На рис. 4 наведено потенціал сил зображення 
0 ( )jV x  у вакуумній щілині та в напівпровіднику для 

НВПМ структури, що розрахований згідно з [2; 5; 8; 11] 
при 0,1L = нм, коли замість напівобмеженого металу в 
області ≥x L  розташована надтонка плівка різної тов-
щини 1,2=L нм (штрихова крива), 1,5=L нм (штрих-
пунктирна крива), 1,8=L нм (суцільна крива) та → ∞d  
(пунктирна крива).  

Як видно з рис. 4, 0 ( )jV x  у НВПМ структурі немоно-

тонно залежить від товщини d  плівки металу, спектр 
вільних електронів у якій є розмірно-квантованим (1). 
Це продемонстровано на рис. 5 для значення потенціа-
лу сил зображення на межі розподілу n–Si/вакуум 

0 0
2 1(0) (0)=V V  і в приповерхневій області напівпровід-

ника 0
1 ( 0,1 нм)V − . Як випливає з рис. 4 та 5, при змен-

шенні вакуумного проміжку L  (особливо у випадку фо-
рмування тісної структури) немонотонна залежність 
потенціалу сил зображення 0 ( )jV x  від товщини d  тон-

ких металевих плівок стає досить суттєвою, що може 
призвести до розмірної залежності параметрів тісного 
контакту напівпровідник/метал. 
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Рис. 3. Залежність 0 ( )jV x  у НВМ (криві 1 і 2) і НМ (криві 3) системах 

від електронної структури металу з незмінною роботою виходу 1 5,1ϕ = еВ 
і різною концентрацією електронів у металі: 

22
3 3 10= ⋅n  см–3, 3 00,7774m m=  – пунктирні криві; 

22
3 5,9 10= ⋅n  см–3, 3 00,87325m m=  – суцільні криві; 

22
3 9 10= ⋅n  см–3, 3 00,951m m=  – штрих-пунктирні криві 

для різних товщин вакуумного зазору 0=L , 0,1L = нм та 0, 2L = нм 
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Рис. 4. Хід 0 ( )jV x  у напівпровіднику та вакуумному зазорі 0,1=L нм для НВПМ структури з роботою виходу 1 4,8ϕ = еВ 

(при → ∞d ) та 21
3 2 10n = ⋅ см-3, і 3 00,6668=m m  залежно від товщини РК плівки металу: 

1,2=L нм (штрихова крива), 1,5=L  нм (штрих-пунктирна крива) і 1,8=L нм (суцільна крива). 

Пунктирна крива – хід 0 ( )jV x  у випадку напівобмеженого металу, коли → ∞d  

 
Висновки. Показано, що коректне врахування прос-

торової дисперсії у функціях діелектричної проникності 
напівпровідника 1( )ε

G
k  і металу 3( )ε

G
k  забезпечує не-

перервність потенціалу сил зображення ( )o
jV x  на ме-

жах поділу в несиметричній системі напівпровідник–
вакуум–метал (НВМ) і напівпровідник–вакуум–плівка 
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металу (НВПМ) та єдиний (вакуумний) рівень відрахун-
ку енергії. За умови 0,1≥L нм у вакуумній щілині фор-

мується потенціальний бар'єр 0
2 ( )V x , висота якого зро-

стає зі збільшенням роздільної відстані L , так що після 

проведення детального аналізу ходу 0 ( )jV x  при 

0,1<L нм можна прогнозувати перехід НВМ системи в 
тісну структуру напівпровідник–метал (НМ). 
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Рис. 5. Немонотонна залежність потенціалу сил зображення 0
1 (0)V  та 0

1V (–0,1 нм) від товщини d  РК плівки металу 

з наведеними вище параметрами для n–Si та 3 4,8ϕ = еВ, 21
3 2 10= ⋅n см-3 і 3 00,6668m m=  

 
На прикладі системи n-Si–вакуум–Au проаналізова-

но вплив електронної структури металу та товщини L  
вакуумної щілини на залежність 0 ( )jV x  і показано, що 

зміна електронної структури металу призводить до змі-
ни як висоти потенціального бар'єра всередині вакуум-
ної щілини, так і ходу 0

1 ( )V x  у приповерхневій області 

напівпровідника. При зменшенні товщини d  металевої 
плівки, коли енергетичний спектр вільних електронів є 
РК (1), розподіл потенціалу сил зображення 0 ( )jV x  у 

всій НВПМ системі є немонотонною функцією d . 
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ВПЛИВ ПАРАМЕТРІВ ЕФЕКТИВНОГО КОЕФІЦІЄНТА ВІДБИТТЯ 

НА СКОРОЧЕННЯ ТРИВАЛОСТІ ВІДБИТИХ ВІД ОХФ-ДЗЕРКАЛА ІМПУЛЬСІВ 
 
Досліджено вплив просторово-часових характеристик накачки на часову компресію лазерних імпульсів, відбитих 

від параметричного дзеркала на основі трихвильової взаємодії, що має властивість обернення хвильового фронту 
(ОХФ). Показано, що тривалість скороченого лазерного імпульсу визначається часовими характеристиками ефекти-
вного коефіцієнта відбиття. 

Influence of pumping space-time characteristics on laser pulse time compression was investigated in case of its reflectance 
from parametric three-wave mixing phase-conjugate mirror (PCM). It is demonstrated that compressed pulse duration is equal to 
duration of its interaction with effective reflectance nonlinear area. 

 
Вступ. Керування тривалістю імпульсів було й залиша-

ється однією з актуальних проблем нелінійної оптики [1]. 
Оскільки загальна аналітична теорія опису таких проце-
сів відсутня, то розглядаються окремі випадки конкрет-
них механізмів формування коротких імпульсів у різних 
спектральних діапазонах. Для механізмів, в основі яких 
лежить трихвильова взаємодія, можливо застосувати 
підхід, що базується на аналізі ефективного коефіцієнта 
відбиття [2]. Саме він і розглядається в даній роботі. 

Ефективний коефіцієнт відбиття ОХФ-дзеркала. Роз-
глянемо ОХФ-дзеркало на основі трихвильової параме-

тричної взаємодії (рис. 1). Нехай в об'ємі нелінійно-
активного середовища, обмеженого площинами 0=z  
та =z L , уздовж осі "z" поширюється сигнальний ім-
пульс з амплітудою 1( , )a z t  і частотою 0ω . Під дією 
накачки з амплітудою ( )pa t  на частоті другої гармоні-

ки утворюється відбитий імпульс з амплітудою 
2 ( , )a z t , яка є комплексно-спряженою до амплітуди 

сигнальної хвилі 1( , )a z t . 
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Рис. 1. Схема ОХФ-дзеркала на основі трихвильової 
параметричної взаємодії в нелінійно-активному 

середовищі 1; ( )pa t , 1( , )a z t , 2 ( , )a z t  – амплітуди накачки, 

падаючої та відбитої хвиль, відповідно 
 

Для опису даного процесу можна скористатися систе-
мою вкорочених рівнянь для комплексних амплітуд [3] за 
умови, що розміри області параметричної взаємодії знач-
но більші довжини хвилі падаючого випромінювання: 

*
1 1 12 2( ) ( , ) ( , ) ( , )∂ ∂

+ υ =
∂ ∂ pa z t a z t V a z t
t z

,     (1) 

* * *
2 2 12 1( ) ( , ) ( , ) ( , )∂ ∂

− υ =
∂ ∂ pa z t a z t V a z t
t z

,      (2) 

де υ  – швидкість поширення падаючого та відбитого 
імпульсів, 12V  – коефіцієнт параметричної взаємодії 
хвиль. Переходячи в (1), (2) до інтенсивностей при 

*
2 1( , ) ( , ) ( , )=a z t r z t a z t  та інтегруючи ці рівняння з гра-

ничними умовами для падаючого й відбитого імпульсів  

0
1 1( 0, ) ( )= =I z t I t , 0

2 2( 0, ) ( )= =I z t I t , 2 ( , ) 0= =I z L t ,    (3), 
отримаємо вираз для інтенсивності відбитого імпульсу у площині 0=z : 

0 00 0
2 1

2 2( ) ( ) ( , ) exp ( , )η −⎡ ⎤= − − η + η⎢ ⎥υ υ υ⎣ ⎦
∫ ∫L z

z z zI t I t R z t R t d dz ,              (4) 

де 12( , ) 2 Im( )= −
υp
V

R z t ra  – ефективний коефіцієнт 

відбиття. Такий ефективний коефіцієнт відбиття необ-
хідно враховувати при формуванні відбитих від ОХФ-
дзеркала імпульсів з потрібною часовою залежністю, 
відмінною від часової форми падаючого імпульсу, у 
тому числі, при зменшенні їх тривалості [2].  

Зменшення тривалості імпульсів, відбитих від ОХФ-
дзеркала. Нехай існує вузька область нелінійної взаємо-
дії, утворена, наприклад, накачкою, що діє на область 
нелінійно активного середовища шириною <<pl L  

(рис. 2). При цьому відбиття падаючої хвилі еквівалентно 
відбиттю від тонкого дзеркала. Якщо утворювати серію 

© Кисленко В., Ломакін О., 2008



~ 36 ~ В І С Н И К  Київського національного університету імені Тараса Шевченка 
 

 

таких ОХФ-дзеркал через окремі проміжки часу Δ pt , а їх 

"z"-координати змінювати дискретно від =z L  до 0=z  
з кроком Δ pz , то можна отримати переміщення області 

нелінійної взаємодії (а отже області локалізації ефектив-
ного коефіцієнта відбиття) від вихідної грані до вхідної 

вздовж напрямку поширення відбитої хвилі. Швидкість 

такого переміщення 
Δ

υ =
Δ
p

R
p

z
t
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Рис. 2. Схема модельного експерименту зі зменшенням 
тривалості відбитого від ОХФ-дзеркала імпульсу 2I  
при переміщенні області локалізації ефективного 

коефіцієнта відбиття R  зі швидкістю υR  
 

Розглянемо випадок, при якому абсолютні значення 
швидкостей хвиль υ  і швидкості руху області локаліза-
ції ефективного коефіцієнта відбиття υR  сумірні. Пока-

жемо, що при 0 < υ ≤ υR  можна отримати компресію 

відбитого імпульсу. Випадок υ ≥ υR  потребує залучен-
ня додаткових фізичних моделей, тому в даній роботі 
не розглядається. Величина ефективного коефіцієнта 
відбиття з урахуванням переміщення його області ло-
калізації зі швидкістю υR  і відсутності затухання може 
бути представлена як 

( , ) ( )= +
υR

zR z t R t .   (5) 

Досліджено залежність тривалості відбитого імпуль-
су 2 ( )τ υR від швидкості поширення області локалізації 
ефективного коефіцієнта відбиття R . Тривалості вхід-
них і вихідних імпульсів довільних форм визначаються 
за спадом їх інтенсивності в e разів. На рис 3. наведено 
результат модельного експерименту для імпульсів з 
гауссовим часовим розподілом. 
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Рис. 3. Залежність тривалості 2τ  відбитого імпульсу 
від швидкості поширення ефективного коефіцієнта відбиття. 

Розрахунки проведено за таких значень параметрів: /= υT L , 1 0,5τ = T , 0,1τ =R T  
 
Виявлено, що найбільшу компресію можна отримати 

за умови υ = υR . Крім того, існує залежність величини 
зменшення тривалості відбитого імпульсу від абсолют-
ного значення R. Це пов'язано з можливістю відбиття 

падаючого імпульсу лише від переднього фронту облас-
ті дії ефективного коефіцієнта відбиття. 

Висновки. Досліджено часові характеристики імпуль-
сів, відбитих від параметричного ОХФ-дзеркала. На 
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прикладі модельної задачі взаємодії гауссових імпуль-
сів показано можливість зменшення тривалості відби-
тих імпульсів до тривалості дії ефективного коефіцієнта 
відбиття. Універсальність рівнянь, якими описуються 
розглянуті процеси, дозволяє використовувати запро-
понований підхід для отримання коротких імпульсів при 
інших типах параметричних процесів взаємодії хвиль у 
широкому спектральному діапазоні.  
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ВКР ПІДСИЛЮВАЧ СВІТЛА З ТЕРАГЕРЦОВОЮ СМУГОЮ РОБОЧИХ ЧАСТОТ 

 
Запропоновано спектроскопічну модель аналізу спектра підсилення при комбінаційному розсіянні (КР) і представ-

лено методику розрахунку волоконно-оптичних КР підсилювачів з робочою смугою понад 12 ТГц. Модель застосовано 
до аналізу волоконного КР підсилювача, що містить кілька довжин хвиль і дозволяє отримати широку смугу понад 
80 нм і нерівномірність підсилення не більше ніж 0,5 дБ. 

The spectroscopic model for analysis of the Raman gain spectrum is offered and the design procedure of the fiber Raman ampli-
fiers with a working frequency band more than 12 THz is proposed. The model is applied to the analysis of fiber Raman amplifier 
containing the several pumping wavelengths and it allows to receive a bandwidth over 80 nm and gain ripple no more than 0,5 dB. 

 
Вступ. Волоконні КР підсилювачі (ВКРП) застосову-

ються майже в кожній новій довгій волоконно-оптичній 
системі передачі інформації [7]. Однак, незважаючи на 
надзвичайну простоту конструкції КР підсилювача, при 
його розробці необхідно враховувати широке коло фак-
торів, зокрема, наявність обміну потужністю як між на-
качками, так і між сигналами, згасання (насичення) на-
качок, подвійне релеївське розсіювання (багато прохід-
на інтерференція), підсилення спонтанного випроміню-
вання і т.д. [8].  

При спрощеному підході до конструкції КР підсилю-
вача з накачуванням на кількох довжинах хвиль вихо-
дить підсилювач з незадовільними параметрами. Дійс-
но, спочатку для одержання ВКРП із широкою смугою 
підсилення було використано [8] вісім накачок, що рів-
номірно розташовані по спектру, та з рівними потужнос-
тями, кожна з яких дорівнювала 120 мВт. При цьому 
нерівномірність підсилення становила понад 10 дБ, що 
є абсолютно неприйнятним для практичних застосу-
вань. Тому для вирівнювання коефіцієнта підсилення у 
максимально широкій смузі частот кількість накачок 
підлягає оптимізації, причому суттєво важливим є рете-
льний вибір як довжини хвилі, так і потужності для кож-
ного діода накачування. 

Складність фізичних процесів, які супроводжують 
вимушене комбінаційне розсіяння (ВКР), принципово 
утруднює процедуру визначення профілю підсилення 
ВКР за схемою багатохвильового помпування безпосе-
редньо з рівнянь зв'язаних хвиль. Кількість хвиль, що 
взаємодіють, і відповідно кількість зв'язаних диферен-
ційних рівнянь у системі реально може перевищувати 
кілька сотень. Результати розрахунку картини розподілу 
інтенсивності такої кількості хвиль суттєво залежать від 
коефіцієнтів взаємного зв'язку між ними, тобто від зна-
чення коефіцієнтів ВКР підсилення та точності їх визна-
чення на частотах стоксового зсуву. 

Були здійснені спроби застосування методів чисе-
льної оптимізації на основі зв'язаних рівнянь для опти-
мального вибору довжини хвилі й потужності кожного із 
джерел накачування, зокрема за алгоритмами моделі 
відпалу [15], одношарових нейронних мереж із прямими 
зв'язками [14], і аналогічних методів [11]. Проте в пере-
рахованих методах, як тільки автоматичний вибір дов-
жин хвиль накачування здійснювався на основі викори-
стання значень КР підсилення лише на довжині хвилі 
максимуму, то, як правило, у результаті отримують 
практично нереальні розподіли потужності для накачок 

через неточності у визначенні таких частотно-залежних 
множників у коефіцієнтах зв'язаних рівнянь, як коефіці-
єнт КР підсилення й ефективна площа для кожної з 
довжин хвиль. Усі параметри КР підсилення в оптично-
му волокні можна отримати з рівнянь поширення для 
хвиль сигналів і накачок тільки у випадку застосування 
максимально точної теоретичної моделі. У роботі [13] 
проведений теоретичний аналіз коефіцієнта КР підси-
лення в оптичних волокнах для однієї довжини хвилі 
накачування і поданий всебічний аналіз його масшта-
бування з довжиною хвилі, а також залежності від мо-
дового перекриття і складу матеріалу волокна.  

У даній роботі використана спектроскопічна модель 
[5] аналізу спектра КР підсилення, що заснована на 
осциляторній теорії, яка потім застосована для моде-
лювання оптичних ВКРП, що працюють за схемою ба-
гато хвильового накачування. Вводячи осциляторні 
функції форми лінії ( )RS v , ми отримуємо просту за 
формою можливість достатньо точного аналізу проце-
сів підсилення у ВКРП. З використанням моделі актуа-
льної смуги на основі функцій ( )RS v  запропонована і 
проаналізована експериментальна конфігурація широ-
кополосного ВКРП з малою нерівномірністю підсилен-
ня. Запропонована модель також дозволяє провести 
кількісний аналіз лазерного порога потужності накачу-
вання та ефективного коефіцієнта шуму ВКРП, а також 
її можна застосовувати для поширених волокон з інши-
ми легуючими домішками. 

Спектроскопічна модель ВКРП. Повна підсилена по-
тужність по всій смузі сигналів у волоконно-оптичному 
КР підсилювачі з одним джерелом накачування [3] до-
рівнює ( ) ( , )= ∫sig sigP z p v z dv , де v  – стоксова часто-

та, а спектральна густина потужності сигналу ( , )sigp v z  

дорівнює стоксовій потужності ( , )sp v z  в одиничному 
частотному інтервалі, визначена в точці z  уздовж во-
локна. Якщо насиченням накачки можна знехтувати, то 

( , ) ( , 0)exp [ ( ) (1 )]−α= −α + σ − z
sig sp v z p v z v e , де 

α  – середнє значення загасання у волокні у смузі сиг-
налу, а 0( ) ( )σ = σv S v . Безрозмірна функція ( )S v  є 
функцєю форми лінії, що нормована на одиницю у 
своєму максимальному значенні, тому 

0 0 /( )σ = αR effg P A , де Rg  – максимум стоксового КР 
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коефіцієнта підсилення, 0P  – вхідна потужність накачу-
вання, а effA – ефективна площа для хвилі накачки.  

У розподілених волоконно-оптичних КР підсилюва-
чах, що накачані кількома довжинами хвиль, насичен-
ням помпування нехтувати не можна. У квазістаціонар-
ному наближенні зміна потужності накачок, викликана 
взаємодією між ними, дисипативними та активним ви-
тратами на підсилення сигналів, описується відомою 
системою зв'язаних рівнянь [1, 8, 11, 14, 15].  

Для моделювання процесу багатоканального КР 
підсилення з кількома накачками використовують різні 
форми цієї системи рівнянь, записаної у наближенні 
повільної зміни амплітуд [1], що дозволяє нехтувати 
другими похідними за просторовою координатою z . У 
цьому випадку функції залежності потужності i-ої хвилі 
від координати z  – ( )iP z  є розв'язками системи зви-
чайних диференційних рівнянь першого порядку. Кіль-

кість рівнянь, що входять до системи, дорівнює числу 
хвиль, які взаємодіють між собою, включаючи накачки 
та численні сигнали (до кількох сотень каналів) на сток-
сових частотах. Явний вигляд кожного з рівнянь зале-
жить також від застосованого наближення, яке обмежує 
кількість прийнятих до уваги факторів, що впливають на 
обмін потужностями взаємодіючих хвиль. Зокрема, сис-
тему рівнянь для схеми багатохвильового помпування, 
у якій зберігається кількість фотонів, а також врахову-
ються втрати волокна ( , )α v T  і зворотне релеївське 

розсіювання ( )γb v , можна записати у формі узагальне-
ного рівняння. Для i-ої довжини хвилі з частотою vi на-
качки або сигналу з оптичною смугою Δv , що поширю-
ються в прямому напрямку до накачування (з індексом 
"+") і зворотному напрямку ("–") це узагальнене рівнян-
ня має вигляд [11]: 
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,   (1) 

де iV  та iP  – групова швидкість і оптичні потужності, 
відповідно. effA  – ефективна площа волокна, а 

( , )i jg v v  – коефіцієнт КР підсилення на частоті сигналу 

( )jv  від накачки з частотою ( )iv . 
1( ) [exp( / ) 1]−= −Bn v hv kT  – фактор розподілу Бозе-

Ейнштейна для фононів, де h  – стала Планка, k  – 
стала Больцмана, T  – температура. Складова в (1), що 
містить множник 1+n  відповідає стоксовій компоненті 
підсиленого спонтанного випромінювання (ПСВ), а до-
данок із множником n  описує генерацію анти-
стоксового ПСВ, що виникає в результаті збереження 
кількості фотонів.  

Система (1) може служити принциповою основою 
аналізу ВКР підсилення з будь-якою кількістю накачок і 
сигналів, на сьогодні використовується винятково для 
моделювання ВКРП. В ідеальному випадку для кожного 
наперед заданого розподілу потужностей накачок і сиг-
налів на відповідних входах до волокна функції ( )iP z , 
що є розв'язками системи (1), описують розподіл як сиг-
налів, так і накачок у довільно вибраній точці z  усере-
дині волокна. Зокрема, за знайденими значеннями поту-
жності сигналів у кожному каналі на виході волокна без-
посередньо визначається коефіцієнт підсилення. Але 
практична реалізація такої відносно простої схеми моде-
лювання наштовхується на проблему точності визначен-
ня частотного профілю коефіцієнта КР підсилення 

( , )R i jg v v , оскільки саме він визначає ступінь нелінійно-

го зв'язку окремої хвилі сигналу з відповідною накачкою. 
У загальному випадку для процесу вимушеного КР 

частотна залежність коефіцієнта КР підсилення виділя-
ється у вигляді профілю ( ) ~ ( )g v S v  для кожної з дов-

жин хвиль накачки. Реальний профіль ( )S v  у кварцових 
волокнах має вигляд нерівномірного континууму з сере-
дньою напівшириною ~4 ТГц і формується шляхом супер-

позиції значного числа коливальних мод, кожна з яких 
має власну функцію форми лінії. На інтервалі частот 
~12 ТГц, який виділино для сигналів, зміна коефіцієнтів 
ВКР підсилення настільки значна, що відношення 

max min/ 100>R Rg g . У результаті в режимі ВКР підси-
лення для заданих частоти та потужності кожної накачки 
стоксова область частот виявляється поділеною на ін-
тервали, причому на одних з них існує підсилення, а на 
інших воно відсутнє. Граничні частоти, що розділяють 
вказані інтервали, відповідають особливим точкам для 
рівнянь з системи (1), поблизу яких формується область 
нестаціонарності. В даному випадку, з математичної точ-
ки зору, особлива точка відповідає такій частоті сигналу, 
на якій права частина динамічного рівняння із системи 
(1) обертається в нуль, а область нестаціонарності – це 
малий інтервал частот, на якому проходить перехід від 
підсилення сигналу, коли ( ) / 0>idP z dz  до загасання 

сигналу, коли ( ) / 0<idP z dz . 
Із фізичної точки зору особливі точки пов'язані з по-

роговим характером підсилення у процесі ВКР. Якщо 
частота сигналу належить до інтервалу підсилення, то 
потужність накачки є достатньою для перевищення по-
рогу ВКР і вона інтенсивно витрачається на підсилення 
сигналу. І навпаки, якщо потужність накачки нижче по-
рогового значення, то сигнал рівномірно загасає, майже 
не забираючи енергію від накачки. У проміжному випа-
дку, в області нестаціонарності, витрати накачки є 
менш інтенсивними, ніж у режимі підсилення, оскільки 
потужність накачки витрачається лише на компенсацію 
загасання сигналу без його підсилення. У міру висна-
ження накачки частотне положення особливих точок 
змінюється так, що інтервал підсилення звужується до 
свого повного зникнення. Ці якісні міркування ілюстру-
ють один із механізмів формування конкуренції мод 
сигналів при ВКР підсиленні і вказують на роль частот-
ної залежності коефіцієнта підсилення на формування 
частотної характеристики ВКРП. Для фіксованої потуж-
ності накачки положення особливих точок на осі частот, 
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які є межами інтервалів підсилення, та ефективність її 
перетворення на потужність сигналів визначаються 
винятково формою профілю ( )S v . Відповідно профіль 
коефіцієнта КР підсилення являє собою ключовий па-
раметр для опису КР-підсилення, особливо у схемі з 
кількома накачками. 

Слід зазначити, що у випадках, коли частотну залеж-
ність коефіцієнта КР підсилення ( )g v  моделюють ста-
лою, що не залежить від частоти, або максимумом прос-
тої форми, наприклад у вигляді трикутника, то числові 
методи можуть давати незадовільні результати, оскільки 
розв'язки зв'язаних рівнянь (1) є надто чутливими до ве-
личин коефіцієнтів рівнянь. Якщо точність визначення 
величин ( , )i jg v v  у системі рівнянь (1) є недостатньою, 

то числові методи не дозволяють розв'язати задачу оп-
тимізації параметрів ВКРП повною мірою. Тому для мо-
делювання КР підсилювальної системи спектр КР підси-
лення повинний бути визначений з максимально можли-
вою точністю. З іншого боку, як буде показано нижче, 
спектроскопічне моделювання частотної залежності ко-
ефіцієнта КР підсилення надає можливість визначити 
форму смуги підсилення для ВКРП не прибігаючи до 
громіздкого розв'язку системи зв'язаних рівнянь. 

У процесі ВКР стоксово зміщені частоти розташову-
ються в межах лінії спонтанного комбінаційного розсію-
вання від кожної з коливальних мод матеріалу серце-
вини волокна. У рамках напівкласичного підходу [13], 
для опису процесу ВКР використовують класичну фор-
му оптичних полів, а молекулярна система розгляда-
ється як гармонійний осцилятор під дією зовнішньої 
сили. Така модель встановлює зв'язок між диференцій-
ною поляризовністю ( / )∂α ∂ij nq  молекулярних ґраток і 

комплексною величиною нелінійної поляризовності 
(3)χ , тобто величиною, що традиційно використовуєть-

ся в нелінійній оптиці:  

( )
*

3
2 2
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∂α ⎛ ⎞∂α
χ = ⋅ ⎜ ⎟ε ∂ ∂ω −ω + ω Γ ⎝ ⎠

∑ ij kl
ijkl

n n nv

N
m V q qi

,  (2) 

де ωv  – незміщена власна частота фононного коли-
вання, ω – кутова частота фонона, Γ  – стала згасання 
для фонона, kq  – нормальна координата, що описує 
локальний зсув, який виникає під дією залежного від 
часу електричного поля, m  – маса, зв'язана з коливан-
ням, N  – кількість осциляторів, що знаходяться в об'-
ємі взаємодії V , 0ε  – діелектрична стала. 

Оскільки оптичні волокна виготовляються з кварцо-
вого скла, що є аморфним матеріалом, то тензор чет-
вертого рангу (3)χ  є ізотропним. Тому, (3)χ  містить ли-
ше 21 ненульову компоненту, індекси яких рівні між 
собою – (3)χiiii  чи з'являються попарно – (3)χijji , (3)χijij  і (3)χiijj . 

Отже, коефіцієнт КР підсилення на стоксовій частоті 
ω = ω − ωs p v  можна записати у вигляді [13]: 

(3) (3)

2
0

Im[ ]3
2

χ + χω
= −

ε
iiii ijjis

R ps
p s eff

g
c n n A

.  (3) 

Припускаючи, що поляризовність третього порядку 
не залежить від частоти, можна відзначити, що коефіці-
єнт КР підсилення Rg  лінійно залежить від частоти 
стоксової хвилі, а його частотна залежність описується, 

в основному, уявною частиною нелінійної поляризовно-
сті (3)χ у вигляді резонансного знаменника, що виникає 
у фононного гармонійного осцилятора. 

Модель актуальної смуги. У спектроскопії для опису 
частотної залежності поперечного перерізу КР найчасті-
ше використовують два види функцій ( )S v  для форми 

лінії. Перша з них – лоренцева форма лінії ( )LS v  [3, 10]. 

( )
2

2 2
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( / 2)
( ) ( / 2)

=
− +

L
wS v

v v w
,            (4) 

де 0v  – центральна частота, а w  – повна ширина на 
половині висоти лінії (FWHM). Цю функцію часто вико-
ристовують у безлічі спектроскопічних моделей, зокре-
ма і при описі комбінаційного розсіяння. 

Зі співвідношень (2) і (3), частотну залежність ( )S v  
для КР підсилення можна записати у вигляді:  

( ) 2 2 2 2 2 2 2
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1Im
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, (5) 

де v  – хвильові числа ( 0 / 2= ω πvv c , / 2= ω πv c  і 

/γ = Γ πc ), причому γ приблизно дорівнює значенню 

FWHM для ( )S v . Нормована функція ( )RS v  – це функ-
ція форми лінії, що є безрозмірною, і її можна предста-
вити у вигляді: 
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Оскільки профіль КР підсилення на стоксовій хвилі в 
процесі ВКР повторює форму лінії фононних коливань 
матеріалу волокна, то, як випливає з (2) і (3), функції 
форми лінії SL (v) і SR (v) можуть бути застосовані для 
моделювання частотної залежності КР підсилення. Як 
видно з рис. 1, при рівних параметрах лоренцева фор-
ма ( )LS v  лінії дуже близька до нормованої кривої 

( )RS v  для фононного гармонійного осцилятора майже 

у всій ділянці значень, особливо при 0 ,>> γv w . Тому 

функцію ( )RS v  для фононного гармонійного осцилято-
ра зі згасанням найчастіше неправомірно називають 
лоренцевою функцією. Строго говорячи, це не цілком 
коректно, оскільки саме функція виду (4) історично на-
звана лоренцевою і, як можна помітити з рис. 1 і 2, вона 
трохи відрізняється від функції ( )RS v  для фононного 

гармонійного осцилятору (5). Функція ( )RS v  має деякий 
зсув центральної частоти, пов'язаний зі згасанням фо-
нона, на відміну від функції ( )LS v . Величина зрушення 
зростає із зростанням γ , оскільки максимум лоренце-

вої функції дорівнює одиниці при 0v  ( 0( )LS v =1) і не 
залежить від γ . Більша відмінність виявляється в діля-
нці низьких частот, як видно на рис. 2. На відміну від 
осциляторної функції ( (0)RS =0), лоренцева функція не 
дорівнює нулю при 0=v . 
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Рис. 1. Функції форми лінії: 

Лоренцева ( )LS v  (точкова лінія) та осциляторна форма

( )RS v  (суцільна лінія) для 0v =435 см-1, / 2 = γ =w 130 см-1

Рис. 2. Функції форми лінії: 
( )LS v  (точкова лінія) и ( )RS v  (суцільна лінія) 
наведені в логарифмічному масштабі. 

Параметри такі ж як і на рис. 1 
 
Невеликі відмінності в ході кривих ( )LS v  і ( )RS v  

мають місце і в довгохвильовій області. Проте інтегра-
льні інтенсивності обох профілів при 0 ,>> γv w зали-
шаються практично рівними між собою. Оскільки осци-
ляторна функція ( )RS v  природним чином виникає з 
загальноприйнятої теорії КР підсилення, тому саме їй 
ми віддаємо перевагу для подальшого моделювання.  

На рис. 3,a та 3,б представлені результати експе-
риментальних вимірювань перерізів КР для волокон з 
різними концентраціями GeО2 [4], а також результат 
апроксимації стоксової КР лінії з 20 мол. % GeО2 за 
допомогою функції форми лінії ( )RS v  (штрихова пінія 
на рис. 3,б), відповідно. Як можна бачити з рис. 3,б, 
умова найкращої відповідності модельної кривої експе-
риментальним даним за частотною залежністю КР під-
силення у високо Ge-легованих волокнах досягається, 
коли значення незміщеної резонансної частоти фонона 
( 0v ) і сталої згасання фонона ( γ ) у функції ( )RS v  фо-
нонного гармонійного осцилятора становлять відповід-
но 435 см–1 і 130 см–1. 

Для оцінки точності апроксимації ми використовува-
ли значення середньоквадратичного відхилення 

2 2 2
exp exp 0[ ( ) ( )] / ( )σ = −RS v S v S v  осциляторної функції 

форми лінії ( )RS v  від експериментальної кривої профі-
лю підсилення exp ( )S v , що показаний на рис. 3,b. Слід 

зазначити, що в діапазоні хвильових чисел від 100 см-1 
до 600 см-1 значення 2 1σ <  %, а її середнє значення 

становить 2σ = 0,2 %. Крім цього, гарна відповідність 
результатів запропонованого моделювання експериме-
нтальним даним підтверджується тим, що різниця інте-
гральних інтенсивностей обох профілів підсилення не 
перевищує 0,8 % для розглянутої смуги підсилення. 

Ми застосували ці результати до моделювання про-
цесів підсилення в КР підсилювачах. Модель заснована 
на аналізі спектра КР підсилення й у визначенні пара-
метрів основного осцилятора для коливань, які втягнуті 
у процес ВКР. Для будь-якого матеріалу домішок, що 
дає одну домінантну коливальну моду в КР, функція 

( )RS v  форми лінії вимагає визначення двох параметрів 
– центральної частоти коливання і константи згасання. 
У багатьох випадках, при аналізі складних спектрів з 

багатьма перекривними лініями коливань виявляється 
доцільним використовувати одну актуальну смугу, що 
була б еквівалентною впливу декількох спектральних 
смуг. Реальний складний спектр заміняється одним 
спектральним компонентом, що дає максимальну апро-
ксимацію спектрального профілю й інтегральної інтен-
сивності. Отриману в результаті спектральну компонен-
ту з відповідною функцією форми лінії ( )RS v  будемо 
іменувати актуальною смугою для реального спектра. 
Відзначимо, що концепція актуальної смуги досить час-
то використовується в спектроскопії. Наші очікування її 
корисності при аналізі та синтезі спектра КР підсилення, 
що отриманий за схемою з багатохвильовим накачу-
ванням, виявилися значною мірою виправданими за 
результатами наступного моделювання. Слід також 
зазначити, що наближення актуальної смуги дозволяє 
одержати дуже гарну криву апроксимації спектра КР 
підсилення в Ge-легованих волокнах, як видно з рис. 3, 
але відповідність є помітно гіршою для випадку волокон 
з чистого плавленого кварцу. 

Ґрунтуючись на моделі актуальної смуги при КР під-
силенні, нами отримано спектри підсиленого спонтан-
ного випромінювання (ПСВ) для зіставлення з експери-
ментальними даними за вимірами профілю ефективно-
го коефіцієнта шуму по довжині хвилі [12]. На рис. 4 
представлені результати розрахунку спектрів ПСВ (су-
цільна лінія) за опублікованими даними для КР підси-
лювача, що перекриває обидва C + L телекомунікаційні 
вікна, і що використовує накачування на 6 довжинах 
хвиль. Для порівняння з результатами розрахунку екс-
периментальні дані по ефективних коефіцієнтах шуму з 
[12] нанесені крапками з пунктирними лініями на рис. 4. 
В експерименті використовувались шість довжин хвиль 
накачування: 1428, 1445, 1466, 1480, 1494 і 1508 нм, а 
потужності накачок становили відповідно 338, 215, 83, 
30, 19 і 39 мВт [12]. Вибір довжин хвиль накачок визна-
чався умовою рівномірного розподілу потужності накачу-
вання за оптичними частотами. Вирівнювання коефіцієн-
та підсилення сигналу здійснювалося шляхом практично-
го підбору розподілу потужності накачування, причому 
більш довгохвильові спектральні компоненти накачуван-
ня потрібно було використовувати в режимі зниженої 
потужності, лише трохи вище лазерного порога.  

Передумови для моделювання були такими. При 
однорідному розподілі оптичного шуму і сталому коефі-
цієнті підсилення за сигналом спектральна щільність 
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ПСВ на виході ВКРП повинна повторювати форму про-
філю КР підсилення на вході. Ми розрахували профіль 
смуги підсилення, ґрунтуючись на вищенаведених да-
них по довжинах хвиль і потужностям компонент нака-
чування, взятим з роботи [12]. Саме розподіл ПСВ за 
смугою підсилення створює частотну залежність коефі-
цієнта шуму (КШ) всередині смуги ВКРП. Оскільки за 
експериментальними умовами роботи [12] нерівномір-
ність підсилення підтримувалася на мінімальному рівні, 

то спектральна форма КШ буде пропорційною до роз-
поділу ПСВ на виході ВКРП. Як можна помітити з рис. 4, 
наявна гарна відповідність залежності відносної потуж-
ності ПСВ від довжини хвилі експериментальним даним 
за вимірами КШ у ВКРП. Дійсно, вздовж C+L-смуг нахил 
розподілу ПСВ становить ~7 дБ. Це ж значення спосте-
рігається для нахилу розподілу КШ (приблизно 7 дБ) 
для усіх використовуваних довжин волокна – 60 км, 
100 км і 140 км, що видно з рис. 4. 
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 Рис. 3. Експериментальні вимірювання поперечного перерізу КР у германосілікатному склі 
відносно чистого кварцу [4] (суцільні лінії) (a) та апроксимація стоксової лінії КР для 20 мол. % GeO2  

функцією ( )RS v  (штрихована лінія) (б) 
 
Експериментальні дані, представлені на рис. 4, 

отримані для розподіленого КР підсилювача в оптично-
му волокні типу True-Wave RS [12]. Проте гарна відпо-
відність ходу розрахункової кривої для підсиленого 
спонтанного випромінювання до виміряних кривих для 
коефіцієнта шуму реального підсилювача вказує на 
застосовність моделі актуальної смуги для оцінки шу-
мових параметрів КР підсилювачів і виконання інжене-
рних розрахунків. 

Проведений аналіз дозволяє зробити деякі якісні 
висновки щодо шумових параметрів ВКРП. Очевидно, 
основна частина шуму ВКРП формується на відрізку 
волокна поблизу джерела накачування, оскільки в ньо-
му потужність накачування має максимальне значення. 
В міру поширення за волокном загальна потужність 
накачування згасає, накачування поступово починає 

виснажуватися і його потужності не вистачає для ефек-
тивної генерації ПСВ. На це вказує той факт, що серед-
ній нахил розподілу КШ залишається практично сталим 
і майже не залежить від довжини волокна на ділянці 
підсилення і саме тому перепад КШ на краях смуги та-
кий же як і в розподілі ПСВ, показаному на рис. 4. Та-
ким чином, модель актуальної смуги дозволяє не лише 
оцінити смугу підсилення ВКРП, але й одержати інфор-
мацію про механізм формування шумових властивос-
тей реальних волоконно-оптичних підсилювачів. 

Слід зазначити, що спектроскопічну модель можна 
уточнити природним чином і зробити її застосовною 
для спектрів довільної складності, якщо використати 
для обчислень модель кількох коливальних мод з від-
повідним набором апроксимуючих функцій для кожного 
з фононних коливань, що беруть участь у процесі ВКР. 
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Рис. 4. Розрахунковий спектр ПСВ (суцільна лінія) 
і виміряні значення коефіцієнта шуму у ВКРП 

для C+L діапазонів з накачкою на 6 довжинах хвиль.
1 – 60 км; 2 – 100 км; 3 – 140 км (експ. дані з [12]) 

Рис. 5. Смуга ВКРП з накачкою на 4 ЛД, 
що розрахована в рамках моделі актуальної смуги. 

У L-смузі спад підсилення 
становить більше ніж 10 дБ 
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 Результати моделювання. Спектроскопічна модель 
дозволяє безпосередньо оцінити смугу підсилення 
ВКРП з декількома джерелами накачування дуже прос-
тим способом. Використовуючи запропоновану модель, 
легко отримати смугу підсилення ВКРП, не використо-
вуючи розв'язок системи зв'язаних рівнянь, а також 
представити результати в наочному графічному вигля-
ді. Запропоновану спектроскопічну модель використано 
в [6] для тестового аналізу наявного промислового зра-
зка ВКРП з чотирма накачками (1426, 1436, 1456 і 
1466 нм), що дозволяє одержати максимальну потуж-
ність накачування до 300 мВт від кожного лазерного 
діода (ЛД). На рис. 5 представлена розрахункова смуга 
цього ВКРП, ширина якої за рівнем 1 дБ становить 
50 нм у діапазоні від 1520 до 1570 нм, причому нерів-
номірність підсилення міститься в межах 0,5 дБ у робо-
чій смузі 1528–1562 нм. Результати розрахунку на ос-
нові запропонованої моделі знаходяться в повній відпо-
відності до чисельних даних, наданих виготовлювачем 
підсилювача. Проведене тестове моделювання пока-
зує, що в робочій смузі ВКРП, розташованій від 1528 нм 
до 1562 нм можна одержати нерівномірність підсилення 
в межах 1 дБ, що безпосередньо видно на рис. 5.  

Як видно з рис. 5, цей 4λ підсилювач в ділянці  
L-смуги має спад коефіцієнта підсилення більш, ніж 
10 дБ, який не можна усунути шляхом регулювання 
потужності накачок, і тому його не можна застосувати 
для підсилення сигналів в довгохвильовому телекому-
нікаційному вікні. Однак, як відомо з практичного досві-
ду, у процесі роботи розподіленого КР підсилювача 
потужності накачування на кожній більш довгій хвилі 
зростають в міру поширення за рахунок добору потуж-
ності від більш короткохвильових накачок. Тому для 
вирівнювання коефіцієнта підсилення ВКРП, що працює 
за схемою з кількома накачками, у довгохвильових на-
качках необхідно використовувати тільки близько 10 % 
від максимальної потужності. 

Частину потужності, що не була використована, яка 
залишилася у довгохвильових компонентів накачки від 
лазерних діодів, ми запропонували застосувати для 
генерації додаткових джерел накачування за допомо-
гою багаточастотного волоконного КР лазера з резона-
торами на основі волоконних брегівських ґрат. Прове-

дене нами моделювання показує, що смугу підсилення 
ВКРП можна розширити на L-вікно при використанні 
всього двох додаткових накачок з довжинами хвиль на 
1486 нм і 1510 нм, відповідно. На рис. 6 представлена 
схема багатохвильового накачування для ВКРП, що 
містить шість джерел, і дозволяє розширити смугу під-
силення на L-діапазон. Вона складається з 4 наявних 
ЛД накачування ( λ p =1426, 1436, 1456 і 1466 нм) і двох 

додаткових резонаторів у КР волокні (на 1486 і 
1510 нм), що розширюють смугу підсилення від C-
діапазону до C+L-діапазонів і забезпечують практично 
необхідний мінімум нерівномірності підсилення.  

При моделюванні смуги підсилення ВКРП як частот-
не положення, так і кількість додаткових накачок можна 
оптимізувати в інтерактивному режимі, виходячи з за-
даного критерію по необхідній нерівномірності коефіці-
єнта підсилення в смузі. Визначення довжин хвиль, на 
яких необхідно одержати КР лазери для додаткових 
накачок ВКРП, фактично означає розрахунок геометри-
чних параметрів волоконних брегівських ґрат для КР 
лазерних резонаторів у схемі на рис. 6.  

На рис. 7 показані результати розрахунку ВКРП, що 
має смугу підсилення понад 100 нм з низьким рівнем 
нерівномірності підсилення, не більш 0,5 дБ. Нерівно-
мірність підсилення мінімізується відповідним вибором 
потужності накачування для кожного джерела. Мініма-
льний рівень нерівномірності може бути зроблений 
<0,5 дБ в обох C+L діапазонах, якщо ефективні (діючі) 
значення потужностей для кожної з накачок будуть зна-
ходитися у співвідношенні 0.8: 1.0: 0.75: 0.7: 1.1: 1.5. 

Модель актуальної смуги дозволяє не тільки зроби-
ти оптимальний розрахунок смуги підсилення ВКРП з 
довільною кількістю джерел накачування, але й оцінити 
граничну потужність накачування для КР лазерів, зок-
рема тих, що застосовуються у запропонованому дже-
релі накачування. Гранична потужність генерації від 
джерела накачування досягається тоді, коли вхідна 
потужність накачування забезпечує таку величину чис-
того підсилення спонтанного стоксового випромінюван-
ня, що перевищує значення втрат у волокні αs .  
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Рис. 6. Схема джерела 6λ накачки для ВКРП 

з розширеною смугою підсилення на L-діапазон. 
ВБГ – волоконні брегівські гратки; ліворуч ВБГ 

з повним відбиттям (П), а вихідні (В) ВБГ 
мають регульоване пропускання 

Рис. 7 Результат моделювання ВКРП з широкою 
смугою підсилення більше 100 нм і малою 

нерівномірністю <0,5 дБ. Діючі значення накачок зна-
ходяться у співвідношенні 0.8: 1.0: 0.75: 0.7: 1.1: 1.5 

 
Потужність накачування ( )ωpP , що забезпечує поріг 

лазерної генерації, можна визначити зі співвідношень 
[1, 9], що описують її взаємодію з однією спонтанною 

стоксовою хвилею, унаслідок чого виникає генерація 
вимушеного випромінювання з потужністю ( )ωsP . Для 
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хвилі, що біжить у z-напрямку волокна, підсилення сто-
ксової потужності ( ( ) / 0>sdP z dz ) настає за умови [9]: 

( )
( )

α
ω ≥

ω
s eff

p
r

A
P

g
.     (6) 

Оскільки запропонована спектроскопічна модель 
дозволяє визначити явний вид функції ( )ωg  для конк-

ретного оптичного волокна, то тим самим ми можемо 
розрахувати граничну потужність накачування 

( ) / ( )ω = α ω
p

thr
s eff rP A g , що забезпечує КР лазерну 

генерацію практично на довільній довжині хвилі в ме-
жах всього діапазону стоксового зсуву від накачки в 
заданому оптичному волокні. 
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Рис. 8. Залежності порога КР генерації від довжини хвилі в Ge-легованих 

волокнах (a) для різних довжин хвиль накачки (б) для різних втрат 
у волокні. gmax (GeO2 КР волокно) = 6,1 (Вт·км)-1 [2] 

 
 

Таблиця  1 .  Порогові потужності накачки на λ p для КР лазерної генерації на λl 
 

Накачка
λp, мкм 

Порогові потужності 
в мВт для КР лазера на λl 

 1,486 мкм 1,510 мкм 
1,426 42,6 9,7 
1,436 69,6 20,3 
1,456 144,0 62,7 
1,466 190,9 93,9 

 
На рис. 8 представлено залежності порога КР гене-

рації від довжини хвилі в стоксовій області, (a) для всіх 
наявних довжин хвиль ЛД накачок при втратах у волок-
ні, що дорівнюють 0,2 дБ/км і (б) для накачки з довжи-
ною хвилі 1426 нм при різних значеннях власних втрат 
у КР волокні, відповідно. При розрахунках використаний 
параметр maxg  = 6,1 (Вт·км)-1, що відповідає Ge-
легованому КР волокну, яке звичайно використовується 
як активне середовище для КР лазерів.  

У табл. 1 наведені числові значення потужностей 
кожної з ЛД накачок, які забезпечують поріг КР лазерної 
генерації на обох додаткових довжинах хвиль у розши-
реному джерелі накачування з використанням резона-
торів на волоконних дифракційних ґратках. Дані розра-
хунку свідчать, що запропонований двочастотний воло-
конний КР лазер з резонаторами на основі волоконних 
брегівських ґраток можна накачати від кожного з наяв-
них ЛД окремо, що забезпечує максимальну вихідну 
потужність до 300 мВт.  

Таким чином, використання моделі актуальної смуги 
дає гарну відповідність до практичних результатів за-
стосування ВКРП у стандартних волокнах, що призна-

чені для зв'язку, і які мають серцевину з домішками Ge. 
Ґрунтуючись на запропонованій моделі, ми одержуємо 
можливість проектування різних схем ВКРП із широкою 
смугою підсилення, що перекриває як C-, так L-діапазон 
із застосуванням багатохвильових джерел накачування 
на напівпровідникових лазерних діодах та/чи волокон-
них КР лазерах. 

Висновки. Розглянуто спектроскопічну модель для 
проектування ВКРП, що працюють за схемою багато 
хвильового накачування. Запропонована модель за-
снована на фундаментальній теорії КР підсилення в 
оптичних волокнах. Введені в практику проектування 
функції форми лінії ( )RS v  для фононних осциляторів, 
що дозволяють просто і безпосередньо описати залеж-
ність КР підсилення в оптичних волокнах від довжини 
хвилі, Вони виявляються дуже корисними для виконан-
ня розрахунків смуги підсилення, лазерної КР генерації, 
шумових параметрів і самого процесу підсилення у во-
локонних КР підсилювачах. Концепція актуальної смуги, 
що побудована на функції форми лінії ( )RS v  для фо-
нонного осцилятору, істотно спрощує процес проекту-
вання ВКРП зі схемою багатохвильовим накачуванням і 
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робить сам процес дуже наочним. Як практичні резуль-
тати моделювання в рамках моделі актуальної смуги 
нами отримані параметри волоконних дифракційних 
ґраток і порогів КР лазерної генерації в Ge-легованих 
оптичних волокнах, що складають розрахункову основу 
створення комбінованого типу волоконного КР підсилю-
вача. Крім цього, застосування нашого моделювання до 
реальних ВКРП дозволяє одержати істотну інформацію 
про природу виникнення і механізм формування шумо-
вих параметрів оптичних КР підсилювачів. Запропоно-
вана модель може бути адаптована і потім поширена 
для аналізу процесів ВКР у волокнах з іншими легую-
чими домішками та складним спектральним складом.  
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КОРПУСКУЛЯРНО-ХВИЛЬОВИЙ ДУАЛІЗМ 
З ТОЧКИ ЗОРУ КРИСТАЛОПОДІБНОГО ПРОСТОРУ 

 
У рамках моделі кристалоподібного (зі структурою гратки типу іонних кубічних кристалів) простору запропоно-

вано фізичну природу корпускулярно-хвильового дуалізму елементарних частинок. Показано, що при русі елементар-
них частинок у такому пружному кристалічному просторі виникають поляронні хвилі із законом дисперсії, який збіга-
ється із законом дисперсії хвиль де Бройля. 

In the frame of the model of a crystal-like space (with a grid structure of ion cubic crystal type) it is proposed a physical 
nature of a wave-corpuscle dualism of elementary particles. It is shown that at elementary particles motion in such an elastic 
space there arise polaron waves with the dispersion law coinciding with de Broglie law of wave dispersion. 

 
Вступ. Корпускулярно-хвильовий дуалізм, як визна-

чається в [13], є однією з найважливіших універсальних 
властивостей природи, суть якої полягає в тому, що 
всім мікрооб’єктам притаманні одночасно і корпускуляр-
ні, і хвильові характеристики. Наприклад, фотони, елек-
трони за одних умов поводять себе як частинки, що 
рухаються по класичних траєкторіях і характеризуються 
деякою енергією та імпульсом, а за інших умов прояв-
ляють свою хвильову природу, характерну для явищ 
інтерференції та дифракції частинок. Згідно з гіпотезою 
де Бройля, кожному рухомому об’єкту з енергією ε  та 
імпульсом pG  відповідає хвиля з частотою ω = ε =  і 

хвильовим вектором k p=
G G = , а з довільною хвилею 

пов’язані частинки з енергією ε = ω=  та імпульсом 

p k=
GG = . На мій погляд, ці незаперечні твердження є 

лише констатацією експериментальних фактів (в ефекті 
Комптона було показано, що електромагнітне випромі-
нювання одночасно із хвильовими має й корпускулярні 
властивості. У дослідах Девіссона та Джермера було 
показано, що електрони мають хвильові властивості), а 
природа корпускулярно-хвильового дуалізму, тобто 
відповіді на питання: яким чином частинка (локальний 
згусток енергії) проявляє хвильові (делокалізація енер-
гії) властивості, не дається. Натомість у квантово-
хвильовому дуалізмі вбачається внутрішнє протиріччя, 
оскільки для пояснення різних явищ, що відбуваються з 
одним і тим самим об’єктом (наприклад, електроном), 
використовуються гіпотези як про його корпускулярну, 
так і хвильову природу. Очевидно, що причина цього 
протиріччя, у першу чергу, прихована в нереалістичних 
уявленнях про частинки (як матеріальні точки, що ру-

хаються по класичних траєкторіях) і хвилі (поля з плос-
кими необмеженими фронтами). Можна сказати, що в 
рамках квантово-польового підходу це протиріччя част-
ково знімається. Дійсно, з одного боку, опис руху мікро-
частинки за допомогою хвильової функції (див., напри-
клад, [5]) дозволяє формально уникнути протиріччя з 
корпускулярними уявленнями (перебування частинки 
одночасно в кількох різних станах). З іншого боку, за-
вдяки переходу від класичних полів (механічних систем 
із нескінченною кількістю ступенів вільності) до кванто-
вих за допомогою процедури квантування (див., напри-
клад, [2]), частинки вважаються збудженими станами 
цих квантових полів. При цьому, взаємодії між частин-
ками відповідає взаємодія їхніх полів як при нереляти-
вістському, так і при релятивістському русі. Щоб зрозу-
міти фізичну суть корпускулярно-хвильового дуалізму, 
залишається з’ясувати природу квантових полів.  

У даній роботі розгляд проводиться на основі тих гі-
потез, які стверджують, що квантування мас і полів спри-
чинюється дискретністю простору-часу [3]. Це означає, 
що не тільки частинки (корпускули) є збудженими стана-
ми періодичного простору, але й поля (хвилі), за допомо-
гою яких здійснюється передача енергії взаємодії між 
частинками, теж є збудженнями цього простору. Спира-
ючись на модель кристалічного простору зі структурою 
гратки типу NaCl  (див., [6]), а також на модель електро-
на, обґрунтування якої буде надано далі, розкривається 
природа й самого корпускулярно-хвильового дуалізму, як 
розвиток ідеї, висловленої вперше в [8]. 

Від структури електрона до природи хвиль де Бройля. 
Як показано в [12], при русі електрона в іонному крис-
талі виникає самоузгоджена ситуація: унаслідок взає-
модії електрона з протилежно зарядженими іонами 

© Максюта М., 2008
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кристала формується його локальний ψ -стан у поля-

ризаційній ямі, яка підтримується 2ψ  – хмарою елект-
рона. Такий стан називається поляроном. Ця потенціа-
льна яма разом з осцилюючим у ній електроном вільно 
переміщується по кристалу, утворюючи так звані поля-
ронні хвилі з незвичайним законом дисперсії: енергія 
хвилі пропорційна квадрату її швидкості. 

Оскільки модель кристалічного простору, як уже наго-
лошувалось вище, вибирається зі структурою гратки типу 
NaCl , то можна провести паралель між рухом електрона 
провідності у звичайному іонному кристалі та рухом елек-
трона у структурованому аналогічним чином фізичному 
вакуумі. Це автоматично приводить до природи хвиль де 
Бройля елементарних частинок: вони пов’язані з поляри-
зацією вакууму й викликані рухом полярона. 

Розглянемо детальніше процес виникнення поля-
ронної потенціальної ями для електрона, що перебуває 
у вакуумі. Відповідно до запропонованої в [6] моделі 
кристалічного простору, вузлами гратки є праві й ліві 
торічні вузли з планківськими масами pm c G= = , які 

між собою взаємодіють за модифікованим законом все-
світнього тяжіння ( ) 2 3

pf r Gm r r= ±
G G G

. Припустимо, що 

у вакуумі виникає локальне збудження, енергетично 
еквівалентне появі частинки з масою pm . Воно розпо-

ділене в просторі з густиною ( ) ( )2
pn r m r= ψ

G G
 і самоуз-

годженим чином збурює простір, порушуючи його пері-
одичність, і в результаті цього, викликаючи навколо 
себе надлишкову масу кристалічного простору з густи-
ною ( ) ( )n r n r′ = ξ

G G
, де параметр ξ  обчислюється далі 

на основі вимоги, щоб ефективна маса максимона збі-
галася з масою спокою електрона. Потенціальна енер-
гія взаємодії максимона з цією некомпенсованою масою 
обчислюється таким чином: 

( ) ( )2
12

1
1

p
r

v r Gm d
r r

ψ
= − ξ τ

−∫
G

G
G G .  (1) 

Строго кажучи, замість інтеграла (1) необхідно було 
б розглянути інтеграл 

( ) ( ) ( )
2

12
1

1
2p

r
v r Gm erf r r u d

r r
ψ

= − ξ − τ
−∫
G

G G G
G G , 

де u  – амплітуда теплових коливань вузлів простору, 
але це призвело б до більшої складності математичних 
розрахунків, не змінюючи, по суті, фізичного змісту по-
ставленої задачі. Зупиняючись на достатньо простій 

(нормованій) пробній функції ( ) ( )3 expr rψ = α π −α , 
за допомогою варіаційного методу виконуємо процеду-
ру мінімізації такого функціонала: 

( ) ( ) ( )
22

2

0

1
2 2

J d v r r d
m r

∂ψ⎛ ⎞ψ = τ + ψ τ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∫ ∫

=
, (2) 

у якому враховано, що ефективна маса 0m  локалізова-
ного в поляронній ямі максимона дорівнює масі спокою 
електрона. Підставляючи ψ  у (1), після обчислення 
інтеграла, отримуємо 

( ) ( )2 1 1 12 exp
2pv r Gm ⎡ ⎤⎛ ⎞= − αξ − −κ +⎜ ⎟⎢ ⎥κ κ⎝ ⎠⎣ ⎦

, (3) 

де 2 rκ = α . Підставляючи далі ψ  і (3) у (2), із рівняння 

0J∂ ∂α =  знаходимо 0 05 16m cα = ξ = , а з рівності 

( ) 2
0 0J m cα = −  отримуємо 16 2 5ξ = . Тоді (3) пере-

писуємо у вигляді 

( ) ( )
2

0
0

0 0

64 1 1 1exp
5 2
m c

v r
⎡ ⎤⎛ ⎞

= − − −κ +⎢ ⎥⎜ ⎟κ κ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
, (4) 

де 0 02 rκ = α . На рис. 1 зображені у безрозмірних оди-

ницях 0κ  функція поляронної потенціальної ями 

( ) ( ) 2
0U r v r m c=  та енергетичний рівень 2

0 0E m c= − , 

який відповідає масі спокою 0m  електрона. 
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Рис. 1. Поляронна потенціальна яма електрона і енергетичний рівень 2

0 0E m c= −  

 
Як видно з рис. 1, поляронна потенціальна яма з ло-

калізованим у ній збудженням з енергією 2
pm c  має у 

стані спокою розміри, порівнянні з комптонівською дов-
жиною 0m c= . Для того, щоб цей стан спокою полярон-
ної ями підтримувався, саме збудження повинно непе-
рервним, ізотропним і спонтанним чином зникати на 
одних вузлах простору, а потім так само спонтанно від-
новлюватися в інших вузлах простору. Цей процес міг-
рації збудження пояснюється співвідношенням невизна-

ченостей Гейзенберга, тобто невизначеність просторової 
локалізації збудження 2/= pm c  збігається з pl . На 

рис. 2 схематично зображено світлими й сірими круж-
ками вузли кристалічного простору, пунктирне коло вка-
зує на середній розмір області полярона, а рівномірно 
розподілена ламана лінія відображає процес міграції 
(транспортації) локалізованого збудження з одночасним 
його впливом на локальну область кристалічного прос-
тору. 
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Рис. 2. Схематичне зображення структури електрона 

 
Необхідно зазначити, що спонтанний процес зник-

нення й відродження збудження зумовлений нестійкіс-
тю самої величини маси pm , оскільки, як показано в 

[11], при взаємодії двох таких мас дефект маси дорів-
нює такій самі масі. Таким чином, можна сказати, що 
самолокалізація циркулюючої по завузленому відповід-
ним чином трилиснику порції енергії за рахунок ізотроп-
ної міграції на періодично розташованих таких самих 
циркулюючих по різнотипним завузленостях скомпен-
сованих потоків енергії й є те, що можна назвати елект-
роном, який перебуває у стані спокою. 

Нехай тепер поляронна яма рухається з деякою 
швидкістю v  уздовж осі z . Як це виконується в теорії 
каналювання (див., наприклад, [1]), можна обчислити 
спрямний одновимірний потенціал взаємодії, діючий на 
рухомий максимон, за допомогою процедури усеред-
нення потенціалу (4) по координатах y  і z . Дійсно, 

потенціал ( ) ( ) pr v r mφ =  можна вважати одночастин-

ковим потенціалом, який створюється деяким фіктив-
ним нейтральним атомом, центр якого збігається із 
центром полярона. Нейтральність тут розуміється в 
тому сенсі, що в області, яка бере участь у створенні 
поляронної ями, відбувається збалансування потоків 
енергії, циркулюючих у вузлах простору по правих і лі-
вих завузленостях (про можливість існування таких за-
вузленостей див., наприклад, в [10, 14]). У роботах [7, 
15] при встановленні фізичної суті електричних зарядів 
вважалося, що за знаки зарядів відповідають типи вуз-
лів (праві й ліві трилисники), а величина заряду (напри-
клад, одного якого-небудь вузла) була отримана в ре-
зультаті розрахунку енергії взаємодії з усіма оточуючи-
ми періодично розташованими різнотипними вузлами 
простору. Таким чином, поляронний потенціал ( )rφ  
має екрануючу природу, як і екранований кулонівський 
потенціал для звичайних нейтральних атомів [1]. Повер-
таючись до процедури усереднення потенціалу ( )v r  по 
площині yz , необхідно зауважити, що коректне її вико-
нання можливе лише при врахуванні змінної густини 
розподілу надлишкової маси. Цю залежність знаходи-

мо, інтегруючи функції ( )n r′  по поперечній координаті 
x . У результаті отримуємо 

( ) ( )
3
0

1 0
2

2n K
ξα

′ ρ = ρ α ρ
π

,  (5) 

де ( )1K x  – функція Макдональда, ρ  – полярна відстань 
у площині yz . Підставляючи далі вираз (5) у формулу 

( ) ( ) ( )2 2

0
2V x n v x d

∞
′= π ρ + ρ ρ ρ∫ ,          (6) 

можна знайти точний вираз для потенціалу (6), який 
наведено в роботі [9]. Слід зазначити, що власні зна-
чення рівняння Шредінгера з цим потенціалом для час-
тинки з масою pm  приводять до спектра лептонів, тоб-

то дають точні значення мас уже відомих лептонів (елект-
рон, мюон і τ -лептон) і передбачають існування великої 
кількості нових лептонів (див. [9]). Ці факти є яскравим 
підтвердженням правильності побудованої моделі елект-
рона на основі розгляду моделі кристалоподібного прос-
тору. Для подальшого якісного аналізу корпускулярно-
хвильового дуалізму замість потенціалу (6) доцільно 
скористатися апроксимаційним потенціалом виду 

( ) ( )2
0 0chU x U x b= − . 

Оскільки при збільшенні швидкості електрона його 
маса зростає за законом ( ) 0m v m= γ  ( γ  – лоренц-
фактор) і при цьому його індивідуальність не порушу-
ється, то усереднений одновимірний потенціал взаємо-
дії має бути таким, щоб у ньому при довільній швидко-
сті існував тільки один енергетичний рівень, який саме і 
відповідає ефективній динамічній масі ( )m v . Як буде 
показано далі, така ситуація реалізується тільки в тому 
випадку, якщо сам потенціал стає залежним від швидко-
сті електрона: ( ) ( )2

0 0, chU x v U x b= γ γ . Під ці вимоги 
можна підвести додаткові фізичні аргументації, пов’язані 
з еволюцією структури полярона зі зростанням швидкості 
його поступального руху. По-перше, більш рухоме в од-
ному напрямку збудження викликає в місцях його прохо-
дження, за рахунок більшої збурюючої спроможності, 
більшу надлишкову некомпенсовану масу кристалоподі-
бного простору, що приводить до збільшення глибини 
потенціальної поляронної ями. По-друге, унаслідок біль-
шої рухливості збудження менша кількість вузлів криста-
лічного простору встигає прореагувати з ним, що при-
зводить до зменшення просторового розміру полярона. І, 
по-третє, що органічно пов’язано з двома першими змі-
нами, маса максимона екранується менше – це еквіва-
лентно зростанню ефективної маси електрона. 

Стаціонарне двовимірне рівняння Шредінгера з 
ефективною масою 0m γ  і динамічним одновимірним 

потенціалом ( ),U x v  записується у вигляді 

( )
( ) ( ) ( )

2 2 2
0

0 0 02 2 2
0 0

, , , ,
2 k k k

Ud d x z v E v x z v
m dx dz ch x b

⎡ ⎤⎛ ⎞ γ
− + − Ψ = Ψ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟γ γ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

=
.   (7) 

Оскільки рух у поздовжньому напрямку вільний, 
розв’язок рівняння (7) шукаємо у вигляді 

( ) ( ) ( )0 0, , , expk x z v x v ikzΨ = Φ .       (8) 

Підставляючи (8) у (7) і розв’язавши далі одновимірне 
стаціонарне рівняння Шредінгера для функції ( )0 ,x vΦ  
(див., наприклад, [5]), знаходимо власну функцію 

( )0 , ,k x z vΨ  і відповідне їй власне значення ( )0kE v : 

( )
( ) ( ) ( )

( )
1/ 2

0
0 0

1 1 2 1, , exp
,2 chk s sx z v ikz

b s s x bL v

⎡ ⎤γ
Ψ = ⎢ ⎥

Β γ⎢ ⎥⎣ ⎦
,        (9) 
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( )
2 2 2 2

2
00 0 22ok

s kE v
mm b

γ
= − +

γ
= =

,      (10) 

де ( )1/ 21 2 2
0 0 02 1 1 8s m b U− ⎡ ⎤= − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

= , ( ),s sΒ  – бета-

функція, ( ) 0L v L= γ  – лінійний розмір області криста-
лічного простору в напрямку осі z , що бере участь у 
формуванні полярона, 0L  – лінійний розмір полярона, 
що перебуває у стані спокою. 

Вираз (9), як і в роботі [6], можна назвати полярон-
ною хвилею. Крім того, необхідно зауважити, що z -
компонента хвильового вектора zk ke=

G G
 набуває зна-

чення ( ) ( )2k k v m L v≡ = π , де 0, 1,...m = ± . Очевидно, 

що суперпозиція хвиль (9) з близькими значеннями k
G

 
утворює хвильовий пакет, який (див. (10)), рухається з 
груповою швидкістю 

( )0
0

1
k k

kv E v
m

= ∇ =
γ

G G

G
=G G

=
.          (11) 

Це відповідає класичній швидкості руху полярона з 
масою 0m γ , тобто другий член у формулі (10) запису-

ється у вигляді 2
0 2m vγ , що являє собою кінетичну 

енергію поступального руху полярона. Звідси видно, що 
поляронна хвиля електрона, яка виникає в процесі руху 
потенціальної ями полярона, має такий самий закон 
дисперсії, як і хвиля де Бройля. Цей результат тепер 
можна поширити й на всі інші елементарні частинки, 
зазначивши, що природа їхніх хвиль де Бройля 
пов’язана з поляризацією кристалоподібного простору 
зі структурою гратки типу NaCl . 

Таким чином, можна стверджувати, що хвиля де 
Бройля електрона (та інших елементарних частинок) є 
не математична абстракція (хвиля ймовірності), а реаль-
но існуюча поляронна хвиля, викликана переміщенням 
поляронної потенціальної ями в реально існуючому пру-
жному кристалоподібному вакуумі. Тобто математичний 
опис необхідно виконувати за допомогою формалізму 
амплітуд імовірностей, не ототожнюючи при цьому сим-
воли з тим, що описується цими символами. Якщо про-
довжувати далі, то такий підхід повною мірою справед-
ливий і при розгляді руху електронів навколо ядер в ато-
мах. Хвильові функції, як амплітуди ймовірності, опису-
ють реально існуючі стоячі хвилі оточуючого кристало-
подібного простору, збудженнями якого, зокрема, є ядра 
та електрони (і всі існуючі елементарні частинки). 

Від природи корпускулярно-хвильового дуалізму до 
структури фотона. На основі отриманих результатів пе-
рейдемо до з’ясування природи корпускулярно-
хвильового дуалізму. Як було показано вище, збуджен-
ня з локалізованою (в області, близькій до планківської 

довжини 3
pl G c= = ) енергією 2

pm c , що відповідає 

енергії спокою вузлів кристалоподібного простору, міг-
рує по обмеженій області простору у вигляді хвилі, блу-
каючої в різних напрямках (див. рис. 2), порушуючи при 
цьому періодичність структури простору в цій обмеженій 
області, що й стає причиною виникнення та подальшої 
локалізації збудження в області, близькій до комптонів-
ської довжини 0cl m c= = . Енергія, яка приводить до 

локалізації енергії 2
pm c , називається ефективною й 

дорівнює 2
0m c γ . Таким чином, локальність руху, що 

асоціюється з корпускулою, спричинює порушення пе-

ріодичності кристалоподібного простору і, як наслідок, 
виникає делокалізованість руху, що асоціюється з хви-
лею. Далі цей делокалізований рух за допомогою лока-
лізованого руху, як його причини, теж локалізується у 
вигляді полярона (корпускулярність на іншому ієрархіч-
ному рівні), який, у свою чергу, при переміщенні викли-
кає в просторі поляронну хвилю (делокалізованість на 
іншому ієрархічному рівні). Таким чином, адекватне 
сприйняття корпускулярно-хвильового дуалізму можли-
ве лише за допомогою третього основного чинника – 
кристалоподібного простору зі структурою типу NaCl . 

Розглянемо тепер розуміння корпускулярно-
хвильового дуалізму у випадку електромагнітного поля. 
Для цього почнемо з розгляду еволюції в кристалоподіб-
ному просторі надлишкової маси, значно меншої ніж pm , 

тобто можна сказати, такої маси, яка залишається в 
поляронній ямі після видалення маси pm . Оскільки 

окремо взяті вузли простору можуть випромінювати або 
поглинати порції (кванти) маси лише величиною pm , 

при виникненні значно меншої маси (унаслідок компен-
саційного механізму протилежно направлених потоків 
мас на різнотипних вузлах простору) бере участь велика 
кількість вузлів простору, тобто збудження з самого по-
чатку має тенденцію в якомусь напрямку делокалізува-
тись. Наприклад, це можливо уявити за допомогою двох 
взаємно узгоджених процесів. Перший з них пов’язаний 
зі зникненням надлишкової маси (енергії) в одній області 
простору й відповідно до появи її в сусідній, іншій області 
простору з просторовим періодом, який збігається з лі-
нійним розміром тієї області простору, що дає внесок у 
генерацію надлишкової маси. Цей лінійний розмір нази-
вається довжиною хвилі й позначається символом λ . 
Очевидно, що цей процес відбувається з кінетичною 
енергією kE = ω= , де 2 cω = π λ . Другий процес, який є 
наслідком першого, приводить до виникнення спрямного 
одновимірного поляризаційного потенціалу ( )W x  (ви-
бираємо випадок лінійної поляризації), у якому існує 
один зв’язаний стан з енергією 0 2E = − ω= , тому що 
тільки в цьому разі повна енергія поширення не скомпе-
нсованого збудження кристалічного простору дорівнює 

2E = ω=  (енергія нульових коливань вакууму). 
На рис. 3 схематично показано процес передачі 

збудження від однієї області простору, у якій порушу-
ється його періодичність у поперечному напрямку (лі-
вий затушований еліпс) іншій ще періодичній ділянці 
простору (правий не затушований еліпс). Слід зазначи-
ти, що порушення періодичності в поперечному напря-
мку викликає напруження в цьому напрямку, що можна 
вважати наочним поясненням існування поперечних 
електромагнітних хвиль. 

Таким чином, передача збудження (надлишкової 
розподіленої по багатьом вузлам кристалічного просто-
ру маси) від однієї ділянки простору (асоціація з корпус-
кулярністю) наступній (процес поширення хвилі) й є те, 
що називається фотоном, самолокалізованим у попе-
речному напрямку енергією поздовжнього руху. 

 

 
 

Рис. 3. Схематичне зображення структури фотона 
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Запишемо двовимірне рівняння Шредінгера для квазі-
частинки з масою 22m c= ω=  і потенціалом ( )W x : 

( ) ( ) ( )
2 2 2

0 02 2 , ,
2

с d d W x x z x z
dx dz

⎡ ⎤⎛ ⎞ ω
− + + ψ = ψ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ω⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

= =
. (12) 

Якщо шукати розв’язок рівняння (12) методом ві-
докремлення змінних, тобто у вигляді 

( ) ( ) ( )0 0,x z x zψ = χ φ , то прийдемо до таких двох рівнянь: 

( ) ( ) ( ) ( )
22

0
0 02 2

d xс W x x x
dx
χ ω

− + χ = − χ
ω
= =

, (13) 

( ) ( )
2 2

2 2 0
d z

z
dz c
φ ω

+ φ = .          (14) 

Для того щоб можна було аналізувати рівняння (13), 
необхідно на основі додаткових припущень виразити 
функцію ( )W x  через ( )0 xχ , як це, наприклад, робить-
ся при розрахунку потенціальної енергії взаємодії мак-
симона з надлишковою масою простору. У результаті, 
можна отримати інтегродиференціальне рівняння для 
функції ( )0 xχ . Але необхідності в цьому немає, оскіль-
ки можна на основі евристичних міркувань стверджува-
ти, що область у поперечному напрямку x , яка бере 
участь у формуванні потенціальної ями ( )W x , буде 

порядку довжини хвилі λ . Рівняння ж (14) – це звичай-
не рівняння Гельмгольца, рішенням якого є плоска хви-
ля ( ) ( ) ( )exp expz i z c ikzφ ∝ ω = .  

Відзначимо важливий момент: при всіх впливах на 
електрони і фотони все зводиться до зміни геометрії 
оточуючого їх простору, а, значить і до зміни розподілу 
надлишкової енергії, яка (як було неодноразово зазна-
чено), вивільняється з вакууму внаслідок порушення 
його періодичності. За допомогою такого підходу можна 
пояснити всі існуючі ефекти випромінювання електро-
магнітних хвиль зарядженими частинками і всі ефекти 
розсіювання електромагнітного випромінювання на різ-
них перешкодах. Наприклад, розглянемо з точки зору 
кристалоподібного простору класичний уявний фізич-
ний експеримент Фейнмана (схема Юнга): проходження 
електронів через дві щілини. 

При наближенні до щілин електрон, як показано на 
рис. 2, являє собою унімодальну поляронну яму. Руха-
ючись у кристалоподібному просторі, ця яма створює в 
ньому поляронну хвилю з довжиною 0m vλ = γ= . Таким 
чином, електрон (полярон) опосередковано (через вза-
ємодію з оточуючим простором) характеризується хви-
льовими властивостями, залишаючись при цьому не-
подільною корпускулою. При падінні поляронної ями на 
щілини на них формуються когерентні між собою дві 
вторинні поляронні хвилі, які відразу ж за щілинами 
формують інтерференційне поле напруженостей крис-
талічного простору, що еквівалентно появі нової бага-
томодальної потенціальної ями. Власне значення в цій 
ямі має бути таким самим, як і в унімодальній ямі (або 
близьким), а відповідна йому хвильова функція має 
бути такою, щоб підтримувалась форма сформованої 
ями. Необхідно відзначити важливий нюанс. Планківсь-
ке збудження, яке є серцевиною полярона (електрона) 
проходить через одну із щілин (при симетричній геоме-
трії це відбувається з імовірністю 0,5), але ця несимет-
ричність процесу на вході щілин майже миттєво ніве-
люється після проходження щілин, оскільки планківське 
збудження, потрапляючи в підготовлену поляронною 

хвилею поляронну яму, розподіляється в ній симетрич-
но (складається враження, що електрон розпадався на 
дві частини). Ще один момент. Поляронні хвилі (провіс-
ники, проміжні між хвилями де Бройля та електромагні-
тними хвилями), які йдуть від щілин, мають дещо біль-
шу швидкість, ніж поляронні хвилі (хвилі де Бройля) до 
щілин, що й дозволяє планківському збудженню встиг-
нути стати серцевиною в новій багатомодальній ямі. За 
допомогою великої кількості електронів ці реально іс-
нуючі поляронні хвилі можна відтворити на екрані у 
вигляді інтерференційної картини. 

Таким чином, з точки зору кристалоподібного прос-
тору, проходження електронів через дві щілини, по-
перше, узгоджується зі здоровим глуздом, по-друге, не 
протирічить квантовій механіці, і, по-третє, у зовсім 
новому світлі постає проблема корпускулярно-
хвильового дуалізму. 

Висновки. Особливістю розглядуваної проблеми є її 
взаємозв’язок з низкою не менш важливих інших задач. 
Розкриваючи природу корпускулярно-хвильового дуаліз-
му, одночасно необхідно говорити й про структуру елек-
трона, і про структуру фотона, уявляючи при цьому 
перед собою структуру оточуючого кристалоподібного 
простору, починаючи з планківського масштабу. Таким 
чином, з багатьох прикладів видно, що кристалічний 
простір є головним об’єктом дослідження, який постає 
різнопланово. Він є і сценою, на якій розігрується явище 
корпускулярно-хвильового дуалізму, проявляються 
структури електрона і фотона; і безпосереднім вико-
навцем, підтримуючи корпускулярність у поєднанні з 
хвилеподібністю, утворюючи навколо планківського 
збудження електрона (яке також можна добути з нього) 
кулонівське поле – прояв невичерпного джерела ском-
пенсованої енергії вакууму, створюючи сприятливі умо-
ви для каналювання збудження по ньому ж у вигляді 
потоку фотонів. Він (див. роботу [7]) є однією із форм 
матерії, на фоні якої існують усі інші форми (наприклад 
поля і частинки), які можна описати за допомогою від-
повідних тензорів енергії-імпульсу (див. [4]). 

Необхідно підкреслити, що за допомогою моделі 
кристалоподібного простору зі структурою гратки типу 
NaCl  можна проаналізувати багато й інших задач. 
Наприклад, можна пояснити фізичну природу магніт-
ного моменту електронів, розглянути структуру еле-
ментарних частинок, отримати квантові рівняння гра-
вітаційного поля тощо. 
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ВИЗНАЧЕННЯ ТЕМПЕРАТУРИ ДІОДНОГО КРИСТАЛА 

ПІД ЧАС ПРОХОДЖЕННЯ КРІЗЬ НЬОГО ІМПУЛЬСУ УДАРНОГО СТРУМУ 
 

Проведено дослідження температури розігріву напівпровідникового діодного кристала під дією потужного пооди-
нокого імпульсу струму з екстремально великою ударною амплітудою. Отримано залежності розігріву діодного кри-
стала від амплітуди, тривалості та кількості імпульсів ударного струму. Результати пояснено суттєвим збіль-
шенням прямого опору кристала напівпровідникового діода. 

The investigation of a crystal diode temperature heated under powerful single current pulse with extrahigh surge amplitude 
was fulfilled. The dependences of heating on surge current pulse amplitude, width and quantity were obtained. The results were 
accounted for significant increase of crystal diode direct resistance. 

 
Вступ. Під час проходження крізь напівпровіднико-

вий діодний кристал імпульсу струму з великою амплі-
тудою відбувається неоднорідний розігрів, що призво-
дить до змін параметрів діодного кристала. У роботі [3] 
досліджено зміну ефективного часу життя неосновних 
носіїв заряду в базі діода після проходження потужного 
імпульсу струму. У роботі [2] вивчено вплив такої зміни 
на різні параметри діодного кристала. У роботі [4] пока-
зано,що всі вищенаведені ефекти виникають за рахунок 
появи в забороненій зоні напівпровідника додаткових 
глибоких рівнів рекомбінації. Визначено енергетичні 
параметри таких рівнів. У роботі [5] досліджено зміну 
прямого опору діодного кристала й показано, що пря-
мий опір може збільшуватись у кілька разів при прохо-
дженні поодиноких імпульсів струму певної амплітуди. 
Були досліджені осцилограми падіння напруги U на 
кристалі, побудовані вольт-амперні характеристики 
(ВАХ) для різних моментів імпульсу струму. Показано, 
що відповідно до термінів, уведених держстандартом [1], 
існують різні градації та визначення струмів, які прохо-
дять крізь діодний кристал. Наведемо основні терміни: 
Iпр – постійний прямий струм діода; Iпр,і – імпульсний 
прямий струм діода – найбільше миттєве значення 
прямого струму діода, за винятком повторюваних і не-
повторюваних перехідних струмів; Iпр.сер – середній 
прямий струм діода – середнє за період значення пря-
мого струму діода; Iпрп – струм перевантаження діода – 
значення прямого струму діода, тривале протікання 
якого викликало би перевищення максимальної темпе-
ратури переходу, але який так обмежений у часі, що ця 
температура не перевищується. За час експлуатації 
діода кількість імпульсів струму перевантаження не 
обмежується. Iпр,уд – ударний прямий струм діода, – це 
струм, під час протікання якого перевищується макси-
мально допустима ефективна температура переходу, 
але який за час служби діода виникає рідко з обмеже-
ною кількістю повторень і викликається незвичайними 
умовами роботи пристрою. Цей струм може перевищу-
вати діючий прямий струм діода Іпр, д у десятки разів [1]. 
Такі незвичні умови роботи випрямного діода реалізу-
ються при роботі потужних блоків живлення, коли блок 
працює на ємнісне навантаження або в режимі коротко-
го замикання. У цьому випадку крізь випрямні діоди 
проходять потужні імпульси струму, які призводять до 
деградації параметрів діодів, погіршенню надійності 
їхньої роботи або до виходу їх з ладу. Тривалість таких 
імпульсів визначається швидкістю спрацювання систе-
ми захисту від перевантаження. 

Інший приклад незвичних умов роботи діода – виго-
товлення діодів методом зварювання-паяння [7], коли 
до напівпровідникового кристала діода притискаються 
вилуджені мідні контакти й у прямому напрямку пропус-

кають струм, що розігріває кристал до температури, 
достатньої для плавлення припою на контактах. Для 
підвищення продуктивності циклу виготовлення діодів 
скорочують час і підвищують струм розігріву. При цьому 
відсоток виходу придатних приладів зменшується, а 
надійність їхньої роботи погіршується. 

У наведених випадках крізь діод проходять пооди-
нокі імпульси ударного струму. Необхідно зазначити, 
що у цих випадках проходження Iпр,уд призводить до 
суттєвого та неоднорідного розігріву діодного кристала. 
У роботі [5] не були досліджені залежності температури 
кристала від амплітуди та тривалості імпульсу струму. 
Величина розігріву не була визначена. Тому метою цієї 
роботи є дослідження температури кристала під час 
проходження імпульсу струму. 

Методика дослідження. Методику дослідження до-
кладно описано в роботі [5]. Під час проведення дослі-
джень крізь кристал напівпровідникового діода пропус-
кали поодинокі імпульси струму з регульованою амплі-
тудою та тривалістю. При цьому спостерігались осци-
лограми падіння напруги на кристалі. За цими осцилог-
рамами для різних моментів часу будувалися ВАХ, а 
також розраховувались залежності опору кристала діо-
да Rд і температури Т від тривалості й кількості імпуль-
сів ударного струму. Під час проведення досліджень 
використовували режим постійного струму І = const, 
оскільки цей режим дозволяє стабілізувати потужність, 
що виділена в кристалі [6]. 

Була оцінена температура кристала діода під час 
розігріву його поодинокими імпульсами струму. Оцінка 
проводилася за рівнянням теплового балансу: 

/Δ =T UIt cm , де U – пряме падіння напруги на крис-
талі; I – прямий струм крізь кристал; t  – час прохо-
дження І; c  – теплоємність кремнію; m  – маса криста-
ла діода. При цьому необхідно відзначити, що для оцін-
ки температури знехтувано теплопередачею в навко-
лишнє середовище і металеві контакти, на час прохо-
дження імпульсу струму. Це пов'язано з тим, що тепло-
вий опір між кристалом і притискними струмопідвідними 
контактами великий, а теплопровідність повітря мала 
порівнянно з теплопровідністю кристала. 

Оскільки під час дослідження використовувались 
багато кристалів діодів, більшість з яких під час прове-
дення експерименту виходили з ладу, то на графіках 
наведено найбільш типові усереднені результати.  

Експериментальні результати. Зразки. Дослідження 
проводились на кристалах випрямних діодів середньої 
потужності, параметри яких зазначено в табл. 1. 
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Таблиця  1 . Параметри діодів 
№ Тип ІПР,СЕР.,МАКС,А ІПРП, МАКС, А tІ (tПРП), мс ТК, МАКС

0С 
1 КД105 0,3 15 20 125 
2 КД208 1,5 30 20 85 
3 КД209 0,5 15 20 85 
4 КД212 1,0 50 10 125 
5 КД220 3,0 60 10 155 
6 КД202 5,0 30 1500 130 
7 Д231 5,0 50 20 130 
8 КД219 10,0 250 10 115 

 

Як бачимо з наведених даних [1], Iпрп, і тим більше 
Іпр, уд, може перевищувати середній прямий струм діода 
в десятки разів. Проведені дослідження показали, що 
характер зміни параметрів і характеристик кристалів 
різних типів діодів був однаковий, тому далі наведемо 
дані для кристалів діодів КД208.  

Осцилограми падіння напруги. Осцилограми падіння 
напруги при різних тривалостях імпульсу Іпр, уд докладно 
досліджені в роботі [5]. Розглянемо осцилограму на 
рис. 1. Дані отримані для імпульсу тривалістю 5 мс, 
оскільки вони є типовими. Спочатку форма осцилогра-
ми падіння напруги повторює форму осцилограми 
струму (криві 1, 2). Інша картина спостерігалася при 

струмах ≥ 47 А. Під час проходження такого імпульсу 
відбувався сильний розігрів кристала, про що свідчить 
первинне зростання, а потім зменшення падіння прямої 
напруги на кристалі. Кожен наступний імпульс струму з 
такою однаковою амплітудою призводив до збільшення 
початкового прямого падіння (у момент 0t = ), більш 
швидкому розігрівові й більшій зміні U. 

На осцилограмі рис. 1 цифри відповідають струмам 
1–10 А, 2–30 А, 3-40 А, 4…10–47 А. Цифра 4 відповідає 
першому імпульсу струму з амплітудою 47 А, а цифра 
10 відповідає 7 імпульсу струму з амплітудою 47 А. 
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Рис. 1. Осцилограма падіння напруги для тривалості імпульсу струму tімп  5 мс 

 
Залежність прямого опору кристала діода від кілько-

сті імпульсів струму. Залежність прямого опору крис-
тала діода Rд для початкового моменту часу імпульсу 
струму від величини та номера імпульсу N показана на 
рис. 2 кривою 1, а для кінця імпульсу – кривою 2. При 
величині струму менше ніж Іпр, уд, прямий опір кристала 
падає й не залежить від кількості імпульсів струму. При 

досягненні Іпр, уд опір починає збільшуватися після про-
ходження кожного імпульсу Іпр,уд. До виходу кристала 
діода з ладу прямий опір кристала збільшився майже в 
2 рази. Опір у кінці імпульсу розігріву після кожного ім-
пульсу Іпр, уд зменшується. 

 

 R, Oм

0,18 

0,16 

0,14 

0,12 

0,1 

0,08 

0,06 

N 108642 0

2

1

 
 

Рис. 2. Залежність прямого опору кристала діода від кількості імпульсів струму 
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Залежність Т від часу розігріву. Залежність Т від ча-
су розігріву показана на рис 3. Як видно з рисунка, тем-
пература майже лінійно зростає при струмах, менших 
від 47 А, під час усієї тривалості імпульсу (криві 1–3, 
рис. 3). По досягненні струмом величини ударного 
струму зростання температури стає нелінійним. Споча-
тку температура зростає лінійно, потім цей темп спові-

льнюється, далі спостерігається крутіше зростання 
температури, повторне сповільнення темпу наростан-
ня температури (криві 4–6, рис. 3), і далі з'являється 
тенденція до її насичення (криві 7–10, рис. 3). Необо-
ротні зміни настають після досягнення кристалом тем-
ператури 650 0С. 
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Рис. 3. Залежність температури від часу розігріву для тривалості імпульсу струму tімп  5 мс 

 
Дослідження залежності кількості імпульсів Іпр, уд від 

його величини та часу дії. Згідно з даними довідника [1], 
час дії імпульсу прямого граничного струму Iпрг і ударно-
го струму Іпр, уд більшості силових діодів змінюється від 

1 до 2000 мс. Чим довше діє імпульс, тим при менших 
струмах досягається значення Іпр, уд. 
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Рис. 4. Залежність амплітуди прямого ударного струму та кількості імпульсів ударного струму від часу його дії 

 
Залежність амплітуди ударного струму та кількості 

імпульсів ударного струму від часу його дії показано на 
рис. 4. Як видно з графіка, ця залежність нелінійна. При 
більш коротких імпульсах їх амплітуда істотно збільшу-
ється, однак кількість повторень різко зменшується. 

Обговорення отриманих результатів. Дослідження 
показали, що під час проходження ударного струму 
крізь напівпровідниковий кристал його температура 
істотно перевищує припустиму робочу температуру 
кристала діода. При струмах порядку 30–45 А і менших 
від Іпр,уд з тривалістю 5 мс значення опору як під час дії 
струму, так і при багаторазовому повторному впливі, не 
змінюється. Температура переходу після проходження 

імпульсу сягає величини до 400 0С. Неоднорідної зміни 
температури під час дії імпульсу струму немає (рис. 3, 
криві 1–3). Спаду U на осцилограмах немає, оскільки ця 
температура менша від температури власної провідно-
сті, і модуляція провідності бази діода на відбувається. 

При ударному струмі Іпр, уд  47 А опір діода починає 
збільшуватися при кожному повторному імпульсі й піс-
ля 5–7 імпульсу діод виходить з ладу. При цьому його 
прямий опір збільшується майже вдвічі. Температура 
під час розігріву змінюється нерівномірно (рис. 3, криві 
4–6). Збільшення темпу наростання температури збіга-
ється з виникненням другого "горба" на осцилограмах 
падіння напруги. Різко неоднорідний градієнт темпера-
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тури призводить до виникнення сильних механічних 
напруг, і як наслідок, додаткових дефектів (рекомбіна-
ційних рівнів), що призводять до зменшення ефектив-
ного часу життя носіїв заряду в напівпровіднику [8]. 
Зменшення часу життя носіїв заряду еквівалентно зме-
ншенню довжини їхнього вільного пробігу, що призво-
дить до збільшення ефективного прямого опору діода. 
Це, у свою чергу, збільшує потужність, що виділяється 
на діоді, що веде до неоднорідного зростання його тем-
ператури, і кристал напівпровідникового діода руйну-
ється. Температура кристала сягає понад 1000 0С, що 
значно більше температури власної провідності. У базі 
діода з'являється велика кількість носіїв заряду, ії про-
відність збільшується, що призводить до зменшення 
падіння напруги на діоді. 

Висновки. Досліджено зміни температури діодного 
кристала під час проходження крізь нього імпульсів 
струму різної амплітуди. Показано, що при меншому 
струмі, ніж ударний, температура зростає лінійно й кри-
стал не досягає температури власної провідності. При 
амплітудах імпульсів струму більших, ніж ударний 
струм,температура починає змінюватись немонотонно 
й досягає значень суттєво більших, ніж температура 
власної провідності. При таких температурах виникають 

додаткові дефекти в кристалі і відбуваються необоротні 
зміни таких параметрів кристала, як час життя носіїв за-
ряду, збільшення прямого опору кристала напівпровідни-
кового діода, збільшення граничної частоти випрямлен-
ня та зміни інших параметрів діодного кристала.  
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THE PLANE BLOCH DOMAIN WALL STRUCTURE IN (110) PLATE 
OF MAGNETICALLY ORDERED MEDIUM 

WITH "NEGATIVE" CUBIC MAGNETOCRYSTALLINE ANISOTROPY 
 

Представлено результати досліджень енергії та структури плоских блохівських доменних меж з протилежними 
(право- та лівогвинтовим) напрямками та різними шляхами обертання вектора намагніченості в (110)-пластині кри-
стала кубічної симетрії з "від'ємною" магнітокристалографічною анізотропією  

Results of investigations of an energy and structure of the plane Bloch domain walls with opposite (right-hand and left-hand) 
directions and different paths of magnetization vector rotation in (110)-plate of cubic symmetry crystal with "negative" 
magnetocrystalline anisotropy are presented. 

 
Introduction 
The domain wall (DW) structure in magnetically ordered 

media is one of fundamental interests of magnetism and is 
also important for applications. Depending on geometry of 
a magnetization vector M  turn, Bloch DW [7], Neel DW 
[10] and transition DW [5] are usually investigated. The 
plane Bloch DW ( constW =Mn , where Wn  is a unit 
vector along DW plane normal) can realize in unrestricted 
crystal or in a volumetric plate of the magnetically ordered 
medium in cases of an absence or a smallness of 
demagnetization fields [2, 6, 7, 9, 10]. In unrestricted 
crystal a plane Bloch DW structure ( M  spatial distribution, 
DW plane orientation, DW width δ ) in an equilibrium state 
corresponds to minimum of the DW energy density σ  [5, 
8]. The equilibrium parameters of the plane Bloch DW were 
studied in crystals with "positive" ( 1 0K > ) [4–6, 8] and 

"negative" ( 1 0K < ) [2, 3, 5, 6, 8] cubic magnetocrystalline 

anisotropy (MA) where 1K  is a MA first constant [5]. Most 
full the equilibrium parameters of the plane Bloch DW were 
studied in (110)-plate of crystals with "negative" cubic MA 
[2, 3]. We present the results of complete research of the 
plane Bloch DW structure in (110)-plate of the magnetically 
ordered medium with "negative" cubic MA.  

1. Type and boundary conditions of the plane Bloch 
domain wall in (110)-sample 

Let m  is a unit vector along the magnetization vector 
M : /M=m M , where M  is a saturation magnetization. 
At that 1m  and 2m  are unit vectors along magnetization 

vectors 1M  and 2M  in neighboring domains: 

1 1 /M=m M , 2 2 /M=m M . An angle 2α  between 1m  

and 2m  determines a DW type ( 2α -DW) in unrestricted 

crystal: ( )1 22 arccosα = m m  [5, 8]. The units vectors 1m  

and 2m  coincide with different easy magnetisation axes 

(EMA). In the cubic crystals with 1 0K <  the EMA coincide 
with crystallographic <111>-directions [5] and the DW type 

can be determined by parameter 
3

1
k

k
s

=
ι = ∑ , where 

3 2k ks = Δm e , Δm = 2 1−m m , 1e , 2e  and 3e  is an ort 
along crystallographic [100]-, [010]- and [001]-direction 
respectively. This parameter is equal to 1, 2 and 3 for 71°-, 
109°- and 180°-DW accordingly.  

The DW orientation is determined by an angle λ  
between Wn  and a plane of the vectors 1m  and 2m  or an 
arbitrary selected plane that is contained Δm  in a case 
2 180α ≠ °  or 2 180α = °  respectively [3]. Interdependency 
between the Wn  orientation and λ  is described as 

( ) cos sinW Fλ = λ + λn A B , where  

[ ]( ) ( )1 / 2 / 2cos 1Σ= Δ × −ω + ω α + − ωA m P m , 

( ) [ ] ( )1 21 / sin 2 1= − ω + × ω α+ −ωB P m m , 
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1F = ± , 1 2Σ = +m m m , ( )sgn cosω = α , P  is an 

arbitrary unit vector ( 0Δ =P m ).  
Let's define a magnetization orts' space (MOS) as a 

space of unit vectors m  beginning at one point. Then 
vector m  turn trajectory [6] in a DW volume is a multitude 
of all m  vectors of the DW volume in MOS. Every λ  value 
determines vector m  turn trajectory in MOS for 2α -DW. 
Owing to preservation of ( )Wm n  value the vector m  in 
the DW volume draws a part of a cone surface in MOS. 

Every vector m  turn trajectory corresponds to some DW 
orientation with some energy density σ  for given 2α -DW 
[3]. In unrestricted crystal the DW equilibrium orientation 
corresponds to minimum of the energy density orientation 
dependence ( )σ λ . 

In selected coordinate system Oxyz�� �  (Oz� - and Oy� -

axis are directed along the DW normal Wn  and the vector 
Δm  respectively [3]; 

{ } ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , / 2sin , / 2sin ,x y z W W= Δ × λ α Δ α λe e e m n m n� � � , 

where xe � , ye �  and ze �  is an ort along Ox� -, Oy� - and Oz� -

axis respectively) the vector m  looks like 
x y zx y z= + +m e e e� � �� � � . The vectors 1m  and 2m  coincide 

with the vector m  at z → −∞�  and z → ∞�  respectively. In 
spherical coordinates the m  direction is determined by 
polar θ�  and azimuth ϕ�  angles those are counted out 

correspondingly from Wn  and Ox� -axis. The angle θ�  is a 

constant in the Bloch DW volume: ( )cos Wθ = mn� . For 
various DW orientations it is determined as 

( )arccos cos cosθ = λ α� . Magnetisation directions 1m  and 

2m  correspond 1ϕ�  and 2ϕ�  values of ϕ�  angle.  

For the plane Bloch DW the function ( )σ λ  is [5]: 

( ) ( ) ( ){ }2

1

1/ 22
12 sin , , , ,A AA e e d

ϕ

ϕ

⎡ ⎤⎡ ⎤σ λ = θ ⋅ θ ϕ λ − θ ϕ λ ϕ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫
�

�

� � �� � � , 

where A  is an exchange constant, 

( ) ( ) ( ) ( )
3 3 2 2

1
1 1

, , , , , , 1 / 2A i j ij
j i

e K
= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤θ ϕ λ = θ ϕ λ θ ϕ λ − δ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ ∑ m e m e� � �� � �  

is a MA energy density, ( )1 1, , / 3Ae Kθ ϕ λ =� �  at arbitrary λ , ijδ  is the Kronecker delta, ( ), ,= θ ϕ λm m � � . The function 

( ), ,Ae θ ϕ λ� �  can be represented as  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2
1, , / sin sin 1 sin sin sin /4 sin / 4 sin sin 1Ae K ⎡ ⎤θ ϕ λ = θ ϕ+ − θ ϕ Λ+π π − Λ θ ϕ−⎣ ⎦

� � � �� � � �  

for 71°-DW, 

( ) ( ) ( ) ( ) 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1, , / 1 sin sin cos 1 1 sin sin cos sin sin 1 sin sin sin /4Ae K ⎡ ⎤ ⎡ ⎤θ ϕ λ = − − θ ϕ Λ − − θ ϕ Λ − θ ϕ− − θ ϕ Λ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

� � � � �� � � � �  

for 109°-DW, 

( ) ( )2
1, , / cos 9 7cos2 4 2 sin 2 sin 3 / 24 1/ 3Ae K Fθ ϕ λ = ϕ − ϕ− ϕ λ −� � � � �  

for 180°-DW, where Λ = Fλ − ( )arctan cos tanϕ θ�� . Here and further value P  equals ( )3 2 1 1 2 / 2s s s− +e e .  

The function ( ) 1/ A Kσ λ  can be obtained analytically for 180°-DW [7]: 

( )

( )( ) ( ) ( ){ ( )( ) ( ) } ( )
1

2 2
1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

/

8 2 9 cos ln 4 2cos / 4 2cos 2 9 sin arctan / 2 2csc / 4 3 ,

A K

h h h h h h h h h h h h

σ λ =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − − + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

where ( )1/ 4
1 65 16cos6h = − λ   and  ( ){ }2 arctan 4 2 / 7 sin 3 / 2h ⎡ ⎤= λ⎣ ⎦ .  

All possible 1m  and 2m  pairs ( 2
8 28C =  combinations) 

are subdivided into 12, 12 and 4 pairs for 71°-, 109°- and 180°-
DW respectively. There is a group BCG∞  of point symmetry 

transformations ĝ  in MOS those relate among themselves 

different 1m  and 2m  pairs for 2α -DW with fixed 2α : 

( )
3 3

1 1
ˆ k k

k k
g Σ Σ

= =
=∑ ∑m e m e  and ( )

3 3

1 1
ˆ k k

k k
g

= =
Δ = Δ∑ ∑m e me . 

A totality of the mentioned ĝ  transformations forms a 
magnetic symmetry class (MSC) of boundary conditions [1] 
of given DW. For view crystals the MSC of boundary 
conditions of all possible DWs is m 3 m1′  class (table 1). 

 

 
Table  1 .  MSC and degeneracy BCq

∞  of 2α -DW boundary  
conditions in unrestricted cubic crystal with 1 0K <  

2α  MSC of DW boundary conditions BCq
∞  

71° or 109° m 3 m1′  12 

180° m 3 m1′  4 
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Corresponding to them a boundary conditions 
degeneracy BCq

∞  is submitted in the same place for 

different 2α -DWs. The degeneracy BCq
∞  specifies a 

quantity of  2α -DWs with the same equilibrium energy 
density σ  but different boundary conditions. The lasts are 
determined by the orientations of the pair of the unit 
vectors 1m  and 2m . In unrestricted crystal the 2α -DW 
degeneration takes place: all equilibrium DWs with fixed 
2α  value and different orientations of the 1m  and 2m  pair 
have identical energy densities σ . 

In restricted volumetric (110)-plate a DW area 

orientation depenendence is ( ) ( )2~ 1/ 1 W SS λ − n n , where 

Sn  is a unit vector along (110)-plane normal. The function 

( )S λ  is determined by angles ( )1 2arccos / 2β = +A e e , 

( ) ( )1 2arccos / 2 2 sinγ = Δ + αm e e  and 

( )1 2arccos / 2φ = +B e e . Here φ  is the interfacial angle 

between (110)-plane and plane of the vectors 1m  and 2m . 
At that cos 2 cos 2 cos 2 1β + γ + φ = −  and only two angles are 

remained independent. The orientation dependence ( )S λ  is 

the most simple depending on parameters β  and γ : 

( ) ( )2 2
0 / 1 sin cos 1S S F b⎡ ⎤λ = − γ ν + ν − λ −⎣ ⎦ , where 

( )( )sgn S S⎡ ⎤ν = ⎣ ⎦An Bn , ( )( )arctan cos2 cos2 2 cosb= − β− γ β  

and 0S  is the DW area at ( W Sn n )=0. This expression 
determines an angle ψ  between the DW plane and the 

sample plane: ( ) ( )0arcsin S Sψ λ = λ⎡ ⎤⎣ ⎦ . In restricted 

sample the equilibrium DW orientation corresponds to an 
absolute minimum of the DW energy density 

( ) ( ) ( )sinSσ λ = σ λ ψ λ  [2,3] for determined m  turn 
trajectory (rotation direction and path of m  turn, see sec-

tion 2). At other things being equal, the last is determined 
by the angles α , β  and γ  only. In the case of 180°-DW 
the β  value is arbitrary according to it dependence on P . 
Dependence β ( P ) is identical for all DWs at fixed sample 
orientation. Thus, the energy orientational dependences of 
different 180°-DWs are differed by one parameter γ  only. 
Then in the restricted volumetric sample the 2α -DWs with 
fixed 2α  and different orientations of the 1m  and 2m  pair 

can have different equilibrium energy density Sσ  i.e. in 
restricted sample a removing of 2α -DW degeneration takes 
place. At that a conventional determination of DW type isn't 
sufficient for unique identification of 2α -DW with fixed 2α . 

It is possible to define this DW like a ,2 ι
β γα -DW or 2 γα -DW 

for DW with 2α ≠ 180° or 2α =180° respectively. Here ι  is 
equal to 1 or 2 for 71°- or 109°-DW accordingly. 

There is a group BCG  ( BC BCG G∞⊆ ) of point symmetry 

transformations ĝ  in MOS those relate among themselves 

the 1m  and 2m  pairs for given ,2 ι
β γα - or 2 γα -DW  and 

don't change the β  and γ  values at o2 180α ≠  or the γ  

value at o2 180α =  only i.e. these transformations don't 

change the ,2 ι
β γα - or 2 γα -DW area: ( )ˆ S Sg Σ Σ=m n m n  

and ( )ˆ S SgΔ = Δm n mn . An operation by the mentioned 

ĝ  transformations of the group BCG  on the normal Wn  of 

,2 ι
β γα - or 2 γα -DW gives a totality of the orientations of 

these DWs with the same density Sσ  in restricted volumetric 

sample. A totality of the mentioned ĝ  transformations forms 
a MSC of boundary conditions of given DW. For view 
crystals the MSC of boundary conditions of all possible DWs 
is m m m1′  class (tables 2-3). 

 
Table  2 .  MSC and degeneracy BCq  of the 2 γα -DW boundary conditions in (110)-plate 

2 γα -DW boundary conditions  (110)-plate of cubic crystal with 1K <0 

±Δm for ( 2α =1800) γ ,° MSC of DW boundary conditions  BCq  

[ ]111 , 111⎡ ⎤⎣ ⎦  35.26 mmm1′  2 

1 11⎡ ⎤⎣ ⎦ , 111⎡ ⎤⎣ ⎦  90 mmm1′  2 

 
Table  3 .  MSC and degeneracy BCq  of the ,2 ι

β γα - DW boundary conditions in (110)-plate 

,2 ι
β γα -DW boundary conditions (110)-plate of cubic crystal with 1K <0 

± Σm (± Δm ) for 2 71α= ° or ± Δm (± Σm ) or 2 109α= °  
{ }β γ  for 2α = 71° or 

{ }γ β  for 2α = 109° 
MSC of DW boundary conditions BCq  

[ ]110 ( [ ]001 ) 0°{90°} mmm1′ ; 2 

1 10⎡ ⎤⎣ ⎦ ( [ ]001 ) 90°{90°} mmm1′ ; 2 

[ ]011 ( [ ]100 ), 01 1⎡ ⎤⎣ ⎦ ( [ ]100 ), [ ]101 ( [ ]010 ), 

101⎡ ⎤⎣ ⎦ ( [ ]010 ) 
60°{45°} mmm1′ ; 8 
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Corresponding to them boundary conditions degeneracy 
BCq  for above-mentioned DWs in (110)-sample is submitted 

in these tables also. Here the degeneracy BCq  specifies a 

quantity of the ,2 ι
β γα  – or 2 γα -DW with the same 

equilibrium density Sσ  but different boundary conditions. A 
quantity of different (with different equilibrium energy 
densities) 2α -DWs is equals to 3 and 2 for ,2 ι

β γα - or 2 γα -

DW respectively. Their greater quantity is determined by 
differences of vector m  turn trajectories in the DW volume 
or by domains renumbering. 

2. Trajectories of the magnetization turn in the plane 
Bloch domain wall volume 

2.1. Directions of magnetization rotation 
Two opposite m  rotation directions in the plane Bloch 

DW volume are possible [3]. A numerical criterion of these 
directions is a parameter 

( ) ( ) ( ) ( )1sgn 1 sgn sgn sgnR WC∞ ⎡ ⎤= + − −⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦Bm Bm m m A n B . 

Its sign determines a rotation direction. The opposite 
m  rotation directions from 1m  to 2m  take place in ranges 

[3]: 1 0 2 0ϕ = −ϕ < ϕ < ϕ = ϕ� � � � �  and 1 0 2 02ϕ = ϕ < ϕ < ϕ = π − ϕ� � � � � , 

where ( ) ( )0 arccos cos sin sinFϕ λ = α λ θ��  and ( )0α<ϕ λ <π−α� . 

For these ranges parameter RC
∞  has different signs: 

0RC
∞ <  and 0RC

∞ >  respectively. There are equalities 

( ) ( )1 0RC
∞ϕ λ = ϕ λ� �  and ( ) ( )2 0 RC

∞ϕ λ = π + π − ϕ λ⎡ ⎤⎣ ⎦� � . All 

orientations of the DW plane are in a range: 
[ ]/ 2; / 2λ ∈ −π π . In this range all Wn  orientations are non 

collinear [3] (with exception of one limit orientation of 
above-mentioned range). The mentioned range includes all 
vector m turns, which aren't duplicated by changing of 
initially boundary conditions 1 2↔m m . The exception is 

made for the DW orientations / 2λ = ±π . Hereinafter the 
λ  values will be considered only in this range. 

In unrestricted cubic crystal the equilibrium DWs with 
opposite rotation directions have the same DW energy 
density σ  at different orientations (they are given by 

angles Iλ  and IIλ ) or at the same orientations for ,2 ι
β γα - 

or 2 γα -DW respectively. For ,2 ι
β γα - or 2 γα -DW it is 

fulfilled 0I IIλ = −λ = λ  ( 0λ  is some value from range 

( ]0, / 2π ) or / 3I II kλ − λ = π  respectively, where 

0,3k =  [3]. In restricted volumetric crystal the DW energy 

density ( )Sσ λ  depends on the DW area ( )S λ . The 

function ( )S λ  is paired only at 0b =  or / 2b = π . In 
those cases the above-mentioned degeneration of the 
DW energy density for the opposite m  rotation directions 
is retained at I IIλ = −λ . A criterion of such degeneration 

is equality: ( ) ( )W S W Sλ = −λn n n n . Sufficient 

conditions of its fulfillment look like: / 2β = π ; / 2φ = π . A 

parity of the ( )S λ  function isn't important for 2 γα -DW. 
The degeneration of the DW energy density of such DWs 
with opposite m  rotation directions remains at all 
boundary conditions [3, 5]. 

For the range 0 / 2b< < π  the angles Iλ  and IIλ  

correspond to the different areas of ,2 ι
β γα -DWs. At that for 

each of these orientations the mentioned DWs can have 

both DW area values: ( )2 2
0 0/ 1 sin cosS S b+ = − γ λ −  

and ( )2 2
0 0/ 1 sin cosS S b− = − γ λ + . At fixed values of 

angles α , β  and γ  it depends on mutual orientation of 

unit vectors 1m  and 2m  and Sn . For unambiguous 

conformity between the direction of the m  rotation and Sσ  
value it is necessary to modify a definition of the 
parameter RC

∞  and set a general rule for F  sign choose for 

restricted samples: 1F = + ν − ν , R RC C F∞= . At that 

0RC <  or 0RC >  respectively for right-handed and left-
handed m  rotations (further it will be marked as R- and L-
rotation respectively). Then DW area orientation 
dependence looks like 

( ) ( )2 2
0 / 1 sin cos 2 1S S b⎡ ⎤λ = − γ ν − λ −⎣ ⎦ . A degen-

eration of the DWs with opposite m  rotation directions 
takes place at cos 0ν α = . It is carried out always for 2 γα -

DW and for ,2 ι
β γα -DW at a parity of the function ( )S λ . 

Further we shall mark this case of the m  rotation as RL-
rotation. If [ ]1 2 0W × × =n m m  then the vector m  in the 

DW volume draws a part of a disk surface (which coincides 
with the DW plane) in MOS with axis that coincides with 
Wn  and there is a possibility of a lapping of the R- and L-

rotation trajectories. It is a special case of RL-rotation. 
Further it will be marked as RL*-rotation. Particularly for 
equilibrium ,2 ι

β γα -DWs it is a special case of RL-rotation 

with equalities ( ) ( )I IIS Sλ = λ  and I IIλ − λ = π . 
2.2. Paths of magnetization turn 
A short ( 2 1ϕ − ϕ < π� � ) and long ( 2 1ϕ − ϕ > π� � ) path of 

the vector m  turn (further it will be marked as S- and L-
path) in DW volume is differed [3]. A parameter 

2 1Δϕ = ϕ − ϕ� � �  changes in a range 2α ≤ Δϕ < π�  and 

( )2π < Δϕ ≤ π − α�  at / 2 0π ≥ λ >�  and 0 / 2> λ ≥ −π�  for 

S- and L-path accordingly for ,2 ι
β γα -DW, where 

RCλ = −λ� . Parameter Δϕ�  is constant ( 180Δϕ = °� ) in all 

range of a change of value λ�  ( / 2 / 2−π ≤ λ ≤ π� ) or at 

0λ =�  for 2 γα - or ,2 ι
β γα -DW, respectively. Such type of 

the vector m  turn path is an intermediate path between S- 
and L-path and further it will be marked as a middle path 
(M-path). A kind of path is determined by parameter 

[ ]( ) ( )1 2sgn sgn cosP R W RC C C∞= × = λ αn m m : 0PC = , 

0PC <  or 0PC >  for M-, S- or L-paths respectively. 
2.3. Magnetic symmetry of the plane Bloch domain walls 

in (110)-sample 
A possibility of RL-rotation in the DW volume and also 

an orientation independence of vector m  turn path of 
 2 γα -DW  is an additional cause of the DW degeneration. 
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Degeneracy Tq  specifies a quantity of  2 γα -DWs  or 

,2 ι
β γα -DWs with definite boundary conditions (definite pair 

of the 1m  and 2m  vectors) and identical equilibrium 

energy density Sσ  but non-overlapping vector m  turn 

trajectories: ( )( ) *1T RLq N N= + δ + , where integer N  is a 

quantity of equilibrium orientations of 2 γα -DWs  or ,2 ι
β γα -

DWs   in the range ( )/ 2, / 2λ ∈ −π π ; integer *N  is a 

quantity of equilibrium DW orientations at cos 0λ = ; 
symbol ( )RLδ  is equal to 1 or 0 for RL-rotation or another 

foregoing types of rotation respectively. The *N  value 
doesn't equal zero only at RL*-rotation in DW volume. 

A interrelation between possible vector m  turn 
trajectories in the DW volume with fixed boundary 
conditions and some energy density Sσ  is described by a 

group Gn  of point symmetry transformations in MOS. If 

equality 2Tq =  takes place for ,2 ι
β γα -DW  then the  

RL-rotation takes place and transformations of the group 
Gn  are generated by symmetry element 2Γ′  that is a 
reflection of the vector m  turn trajectory in the plane of the 
vectors 1m  and 2m  with a simultaneous use of R 
operation [3]. The permanent degeneration of vector m  
turn trajectory of 2 γα -DW  leads to appear even value of 

degeneracy Tq  for this DW that is less than or equal to its 

value in infinite crystal. In the last case the Tq  value is 

equal to 6 since for 2 γα -DW the vector Δm  coincides 

with a rotary threefold axis of the cubic crystal. If 2Tq = , 4 

or 6 for 2 γα -DW   then the group Gn  transformations are 
generated by multitudes of symmetry elements 

{ }2n ,{ }1 2
2 ; 2R R  or { }6Δm  respectively. Here multitudes 

{ }2n  or { }1 2
2 ; 2R R  consist of the planes those are 

perpendicular to the normal Wn  or perpendicular to 

vectors 1R  and 2R  respectively. The multitude { }6Δm  

consists of sixfold axis that coincides with vector Δm . The 
vectors 1R  and 2R  must satisfy to condition of a 

conservation of the DW area at vector Wn  reflection in 
planes those are perpendicular to them (i.e. equality 

1 2 1 2 0S S⋅ + =n R n R R R  must take place). At that there 

is a pair of multitude ( ){ 1 2, , 2 / 6s s± − ; ( )1 3, 2, / 6s s± − ; 

( )2 32, , / 6s s± − ; ( )3 20, , / 2s s± − ; ( )3 1, 0, / 2s s± − ; 

( ) }2 1, ,0 / 2s s± −  those are perpendicular to vector Δm  

and coincide with two orthogonal directions (such as 
crystallographic directions 110< >  and 112< > ). At 
vector Wn  orientation along them it is achieved the 

extreme values σ  and function ( )σ λ  is symmetrical rela-
tive to these extreme values [3]. 

A value BC Tq q q=  is a full DW degeneracy in MOS. 
3. Magnetization distribution in plane Bloch domain wall 
A spatial distribution z�  of the turn angle ϕ�  is 

determined as [5]: 

( ) ( ){ }1/ 22
1sin , , , ,A Az A e e d

ϕ

ϖ

⎡ ⎤⎡ ⎤= θ θ ζ λ − θ ϕ λ ζ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫
�

� � � � ��� , 

where ( )1 / 2RC
∞ϖ = + π . There are two ϖ  values for 

opposite vector m  rotation directions. The inflection points 
of ( )z ϕ��  dependencies determine the peculiarities of the 
vector m  distribution in DW volume. The vector m  
distribution is monotone (i.e. dependence ( )z ϕ��  has only 

one inflection point at 0z =� ) at passing of vector m  turn 
trajectory through two neighboring coordinates octants with 
vectors 1m  and 2m . It's possible for ,2 ι

β γα -DW  (curve 1 
in fig. 1). A location of vector m  turn trajectory in co-
ordinates octants with additional EMA (here additional EMA 
are EMA those are non-collinear with 1m  and 2m  vectors) 
is not sufficient condition of non-monotone m  distribution 
in DW volume. In general case a quantity of inflection 
points of ( )z ϕ��  function is equal to quantity of zeros of 

( ), , /Ae∂ θ ζ λ ∂ζ� � �  function in the range 1 2ϕ ≤ ζ ≤ ϕ�� � . For 

2 γα -DW the vector m  distribution is always non-
monotone (curves 3, 4 in fig. 1) and the quantity of function 

( )z ϕ��  inflection points is equal to three in the range 

[ ]/ 2, / 2λ ∈ −π π . In the last case these inflection points 
*
iϕ�  can be founded analytically: 

( )*
1 1 ,ϕ = Φ�  ( )*

2 1 ,ϕ = Φ −�  ( ) ( ) ( )* 1 2 2 4
3 sgn sec 4 12 8 3 sin 3 9sin 3 / 2 2F u u u u− ⎡ ⎤ϕ = λ + + + + λ+ λ + ϖ⎢ ⎥⎣ ⎦
� , 

where  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 2 4sgn sec 3 1 3 9 cos 6 1 3 4 8sin 3 9sin 3 / 4 ,s sF s i u u s i u− ⎡ ⎤Φ = λ ⋅ − + − λ − + ⋅ + λ+ λ + ϖ⎢ ⎥⎣ ⎦
 

1i = − ,   ( ) ( )
1/ 3

2 4 2 2 2 426 36sin 3 27sin 3 sin 3 8 10 sin 3 8 11sin 3 8sin 3u ⎤⎡= + λ+ λ λ− + − λ + λ+ λ ⎥⎣ ⎦
. 

Here and further values *
2ϕ�  and *

3ϕ�  are the most 
distant inflection points [5]. These expressions give real 

values *
iϕ� . Here and further the many-valued functions of 

complex variables are taken in terms of value principle. 
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Fig. 1. Magnetization distribution in a volume of 1

,2 β γα -DW (a) and 2 γα -DW (b) at S- (curve 1), L- (curve 2) or M- (curves 3, 4) 

paths: 0 1/ | |A Kδ = . The interfacial angle φ  is: 1 – 0°; 2 – 60°; 3 and 4 – arbitrary value. The DW equilibrium and metastable 
states (for given vector m  trajectory) are represented by curves 1, 3 and 2, 4 respectively 

 

For ,2 ι
β γα -DW an equation ( ), , / 0Ae∂ θ ζ λ ∂ζ =� � �  in 

reduced form seems such as ( )3 cos sin 0p ζ ζ =� �  where 

( )3p x  is some third-order polynomial. Then for these DWs 

there is an inflection point at 0ζ =�  or at ζ = π� . Further 
this point is called as a central inflection point. An other 
inflection points are determined by real roots ζ�  of equation 

( )3 cos 0p ζ =� . These roots were found analytically in 

complex form. They would be in a range 1 2ϕ ≤ ζ ≤ ϕ�� � . For 
1

,2 β γα -DW  the quantity of inflection points is equal to one 

and five (curve 2 in fig. 1) in ranges 1 / 2λ ≤ λ ≤ π�  and 

1/ 2−π < λ ≤ λ�  respectively. For 2
,2 β γα -DW  the quantity of 

the inflection points of the ( )z ϕ��  dependence is equal to 

one, three and five in ranges 2 / 2λ ≤ λ ≤ π� , 3 2λ < λ < λ�  

and 2/ 2−π < λ < λ�  respectively. Real values of the 

angles 1λ , 2λ  and 3λ  are the solutions of complex equa-

tions ( )( )1 1 1Im , 0f λ θ λ =� , ( )( )2 2 2, ,1 1f λ θ λ =�  and 

( )( )3 3 3, 1f λ θ λ =�  respectively. The mentioned functions 

( ),if λ θ�  ( 1,2,3i = ) are given by expressions: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 /31/3

1 1 1, 162 3 1 2 18 3 1 3 11cos 4 cos 2 23 7cos 4 5 / 36cos sin 4f i t i t⎡ ⎤λ θ = − + + − λ + θ + λ − + θ λ⎣ ⎦
� � � ; 

( ) ( ){ ( )( ( )5/ 3
2 , , csc 36cos 3sin 4 14sin 2 6 3 1 166 23cos 2 6cos 4 4cos2 28cos2 21cos4 17f s is⎡λ θ = θ θ λ− λ + + − + λ+ λ+ θ λ+ λ− +⎣

� � � �  

) ( ) } ( )1/3 4 23
2 29cos6 / 3 1 6 / 72 3cos 2 5 14cos2t is t ⎡ ⎤+ λ + − λ− − λ⎤⎦ ⎣ ⎦ ; 

( ) ( ) ({ ( )5/3
3 , csc 18cos 3sin4 14sin2 6 23cos2 6cos4 4cos2 28cos2 21cos4 17⎡λ θ = θ θ λ− λ − λ+ λ + θ λ+ λ− +⎣

� � � �f  

) } ( )4 233
2 29cos 6 166 / 6 / 36 3cos 2 5 14cos 2 ,t t ⎡ ⎤+ λ− + λ− − λ⎤⎦ ⎣ ⎦  

where  

( ) ({ 2
1 6 2 cos 4 7 250 1893cos2 258cos4t ⎡= λ− + θ+ θ⎣

� � (407cos6 782 825cos2+ θ+ + θ+� �  

+ ) ) 1/ 22642cos4 343cos 6 cos 4 216cos cos8 ⎤θ+ θ λ− θ λ −⎦
� � � ( ) }1/3

72 1 8cos2 cos 4 sin4 cos+ λ + λ λ θ� , 

( ) ({ )
2

26 7 28cos 2 3cos 4 6394 804cos2 4080cos 4 2416cos 6 2cos2 4213 8112cos2 1140cos4 224cos 6

t =

⎡= − + λ− λ + θ− θ− θ− λ + θ+ θ+ θ +⎣
� � � � � �

( ) ( ) ( ) ]}1/ 224cos 4 181 228cos2 330cos 4 98cos6 27 97 96cos 2 56cos4 cos 6 54 6cos 2 5 cos8 81cos10+ λ + θ+ θ+ θ + + θ+ θ λ− θ− λ− λ +� � � � � �  

( ) ( )36 4cos3 35sin 2 4sin 4 7sin 6 cos 302sin 2 50sin 4 6sin 6 9sin8⎡+ − θ λ+ λ + λ − θ λ − λ+ λ+ λ ⎤⎦⎣
� � . 
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The values of the mentioned angles is: 1 29,366λ ≈ − ° , 

2 27,784λ ≈ °  and 3 66,669λ ≈ − ° . For 1
,2 β γα -DW there is 

only central inflection point in ranges 1 / 2λ ≤ λ ≤ π�  or 

2 / 2λ ≤ λ ≤ π�  respectively. For these DW the most distant 
inflection points are given by 

( ) ( ){ }* *
3 2 12 arccos , / 36 7 cos 4 sinf ⎡ ⎤ϕ = −ϕ + ϖ = λ θ − λ θ + ϖ⎣ ⎦

� � � �� �  

in range 1/ 2−π ≤ λ ≤ λ� . For 2
,2 β γα -DW  the most distant inflection points are given by expression 

( ) ( ){ }* *
3 2 2 22 min arccos , ,1 ,arccos , , 1f f⎡ ⎤ ⎡ ⎤ϕ = −ϕ + ϖ = λ θ λ θ − + ϖ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

� � � �� �  in range 2/ 2−π < λ < λ� . 

The monotone m  distribution is always symmetric i.e. 
( ) ( )z zϕ − ϖ = −ϕ − + ϖ� �� �  (fig. 1, a). The vector m  

distribution is symmetric in volumes of ,2 ι
β γα -DW at their 

arbitrary orientation and also in 2 γα -DW  volume at Wn  

orientation along N  direction. The possible 6 N  vectors 
are: ( )1 3 2 3, , 2s s s s± − , ( )1 2 3 2, 2,s s s s± −  and 

( )2 1 3 12, ,s s s s± − . A described here possibility of 

symmetric and asymmetric vector m  distribution was 
predicted in [1].  

4. Plane Bloch domain wall width 
For cases of monotone (at 2 180α ≠ ° ) and non-

monotone (at 2 180α = ° ) vector m  distribution in the DW 
volume an expressions for the DW width [8] can be 

obtained analytically: ( )02 6 5 3cos4Lδ= δ − θ−λ�  at 

o2 71α = ; ( )04 3 1 3cos 2L ⎡ ⎤δ= δ + θ − λ⎣ ⎦
�  at o2 109α = ; 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

* 2 * 2 * * *
0 2 2 2 2 3

* * 2 * 2 * *
2 3 3 3 3

/ 3 2 / cos 1 8 tan 4 2 sin 3 tan

2 / cos 1 8 tan 4 2 sin 3 tan

z

z

δ δ = π− ϕ ϕ + ϕ − λ ϕ + ϕ +

+ ϕ + π − ϕ ϕ + ϕ − λ ϕ

� � � � ��

� � � � ��
 

at 2 180α = ° , where ( )sinL = Δϕ θ λ  is a length of turn 

path [3], *
2ϕ�  and *

3ϕ�  is the most distant inflection points of 

( )z ϕ��  dependencies for  2 γα -DW . 

At non-monotone (at 2 180α ≠ ° ) vector m  distribution 
in the DW volume these expressions always include 
integral for ( )z ϕ��  that is determined by the expression:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

* * * *
2 3 3 1 2 1 2 1

2 * *
3 2

/ , , , , / , , , ,

sin ,

A A A Ae e e e

A z z

⎡ ⎤δ= ϕ −ϕ θ ϕ λ − θ ϕ λ + ϕ −ϕ θ ϕ λ − θ ϕ λ ×⎢ ⎥⎣ ⎦

× θ + ϕ − ϕ

� � � �� � � � � � � �

� � �� �
 

where *
2ϕ�  and *

3ϕ�  is the most distant inflection points of 

( )z ϕ��  dependencies for ,2 ι
β γα -DWs. 

At non-monotone magnetization distribution in the DW 
volume the function ( )zϕ� �  can have two or one inflection 

points with ( )2 2, , / 0Ae∂ θ ϕ λ ∂ϕ ≥� � �  for ,2 ι
β γα -DWs  or 

2 γα -DW respectively. An existence of these points leads 
to growth (limitless in extreme cases) of the DWs width. 

Unlimited DW width is realized at passing of vector m  
turn trajectory through the EMA. It takes place at critical 

orientations ( C
iλ = λ ) of DW plane: 

( ) ( )C C
W i W i iλ ⋅ = λ ⋅1n m n κ  where 1i ≠κ m , 2i ≠κ m  is a 

unit vector along EMA. There are the next critical 
orientations of DW plane: 1 / 4C

RCλ = π  and 2 / 2C
RCλ = π  

for 1
,2 β γα -DW; 1 0Cλ = , ( )2 arccos 1/ 3C

RCλ =  and 

3 / 2C
RCλ = π  for 2

,2 β γα -DW. In a case of 2 γα -DW  the 
critical orientations of DW normal are the next: 

( ) ( )1 1 3 1 20, , / 2C
W s s s sλ = ± −n , ( ) ( )2 2 3 2 1, 0, / 2C

W s s s sλ = ± −n  

and ( ) ( )3 3 2 3 1, ,0 / 2C
W s s s sλ = ± −n  ( )( )/ 2 arccosC C

i W i F⎡ ⎤λ = π − λ⎣ ⎦n P . 

5. Energy and structure of the plane Bloch domain walls 
in (110)-plate 

Orientation dependencies of density Sσ  for some type 
of DW are shown in fig. 2. Here and hereinafter we 
consider case 0ν ≥ . For inverted appropriate ν  values R- 

and L-turn must be considered as L- and R-turn 
respectively. Parameters of all possible Bloch DW in (110)-
plate of cubic crystal with "negative" MA are presented in 
tables 4 (metastable states) and 5 (equilibrium states).  
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Fig. 2. Orientation dependencies for DW energy density for 1
,2 β γα - (solid lines), 2

,2 β γα - (dash lines), 35.2642α - (dash-dot line) 

and 902α -DW (dot line) at R- (1), L- (2) or RL-rotation (3): 0 1| |A Kσ = . The equilibrium ( ) and metastable ( ) DW states 

(for given vector m  trajectory) are marked. The interfacial angle φ  is: a) 0°; b) 60°; c) 90°; d) arbitrary value 
 

In (110)-sample of a cubic crystal the M-path is an 
equilibrium path of vector m  turn only in the volume of 
2 γα -DW. Symbols " ∞ " and " 2∞ " (table 4, 5) correspond 
to unlimited DW width and indicate a formation of one and 
two "domains" in DW volume accordingly. The minimum 

1
,2 β γα -DW energy density takes place at o90φ = , RL*-turn 

and S-way. The minimum 2 γα -DW energy density are 

achieved at o35, 264γ = . The above-mentioned energies 
are identical for case of unrestricted crystal. There is three 
DWs ( 1

0,902α -DW, 2
90,02α -DW, 35,2642α -DW) in (110)-

sample with equilibrium parameters identical to a case of 
the unrestricted crystal [5, 9]. 

 
Table  4 .  Energy density and structure of the plane Bloch DW 

(metastable states for given trajectory type) in (110)-plates 
Inter. 
angle DW type Trajectory type DW width and energy 

(metastable state) Degen. 

φ , deg. 2α , deg. β , deg. γ , deg. Rotation Path 0/ ,δ δ  
arb. units. 

0Sσ σ , 
arb. units. BCq  q  

60 71 60  45  R- L- 24,056 3,683 8 8 
90 71 0  90  RL*-  L- 2∞ 3,197 2 2 

Arb. 180 –  35,264  RL*- M- 12,301 2,103 2 8 
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Table  5 .  Energy density and structure of the equilibrium plane Bloch DW 
with given trajectory type in (110)-plates 

Inter. 
angle DW type Trajectory type DW width and energy 

(equilibrium state) Degen. 

φ , 
deg. 

2α , 
deg. 

β , 
deg. 

γ , 
deg. 

Rotation Path 0/ ,δ δ  
arb.units. 

0Sσ σ , 
arb.units. BCq  q  

S- 3,650 0,738 2 4 71 90 90 RL- L- 13,028 1,899 2 4 
S- 10,143 0,994 2 4 0 

109 90 90 RL- L- – – – – 
S- – – – – R- L- 16,502 1,500 8 8 
S- 4,163 0,497 8 8 71 60 45 

L- L- 15,987 2,107 8 8 
S- 12,083 1,509 8 8 R- L- 12,026 2,508 8 8 
S- 7,614 1,183 8 8 

60 

109 45 60 
L- L- – – – – 

RL*- S - 4,264 0,461 2 2 71 0 90 
RL-  L- 20,792 2,263 2 4 
RL-  S- 9,710 0,981 2 4 

90 
109 90 0 RL*-  L - 2∞ 2,290 2 2 

90 RL*- M- 8,135 2,004 2 8 Arb. 180 Arb. 35,264 RL*-  M- ∞ 1,829 2 4 
 
In 1

,2 β γα -DW volume the vector m trajectory with L-

path correspond to less energy only at o60φ =  and R-turn 
in (110)-sample. In this case there is no stable state of DW 
with S-path in contrast to permanent existing of equilibrium 
state of this path in unrestricted crystal. Minimal values (at 
all φ ) of equilibrium energy density Sσ  correspond to DW 
with RL-rotation and S-path of vector m  turn in their 
volume. With other things being equal the 2

,2 β γα -DW  have 

higher equilibrium energy density Sσ  than 1
,2 β γα -DW. 

Degeneration removal between R-and L-rotation of m  in a 
volume of some DW takes place for 1

,2 β γα -DW  and 
2

,2 β γα -DW  at interfacial angle value o60φ = . There are 

equilibrium 2
,2 β γα -DW , 2 γα -DW and metastable 1

,2 β γα -

DW  with unlimited thickness. 
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