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ВИПУСК 1(33) 
 
УДК: 517.9 

О. Лопотко, канд. фіз.-мат. наук, 
Національний лісотехнічний університет України, Львів 

e-mail: Lopotko13@gmail.com 
 

ІНТЕГРАЛЬНІ ЗОБРАЖЕННЯ ФУНКЦІЙ КЛАСІВ , ,,n a í àK K . 
 
Одержано необхідні і достатні умови однозначного продовження парних функцій ,( ) n ak x K , або , ( , )n aK a x a    з ін-

тервалу на всю вісь. 
 

ВСТУП. Проблема продовження додатно визначених функцій ( )k x  з скінченного інтервалу на всю вісь розгля-

далася у працях М. Г. Крейна [3]. Залучаючи теорію просторів з позитивною і негативною нормами Ю. М. Березансь-

кий в [1, 2] вивчав цю проблему для функцій, ( )k x  що пов'язані  з оператором 
d

L i
dx

 . У даній статті, використову-

ючи методику [2], одержано необхідну і достатню умови однозначного продовження парних додатно визначених 

функцій ( )k x , що пов'язані з оператором 
2

2

d
L

dx
  . 

ОЗНАЧЕННЯ. Функція ( )( 2 2 , )k x a x a a      належить класу ,n aK  якщо вона дійсна, неперервна, парна і по-

роджує парне по кожній змінній додатно визначене ядро 

 1
( , ) ( ) ( ) ( , ).

2
K x y k x y k x y a x y a        

Додатню визначеність ядра ( , )( , , )K x y l x y l l a     розуміємо в сенсі умови 

( , ) ( , ) ( ) ( ) 0
l l

l l

Ku u K x y u x u y dxdy
 

   , де  2 ,u L l l   – парна функція, u ( , ) ( )
l

l

Ku K x y u y dy


  . 

Відомо, що функція ,( ) n ak x K  допускає зображення 

( ) cos ( ),k x xd



                                                                             (1) 

де ( )d   – скінчена міра, яка визначається неоднозначно. 

Теорема 1. Якщо парна неперервна на сегменті [ 2 ,2 ]l l , де l a , функція ,( ) n ak x K  інтегрована з квадратом  

і така, що оператор 

1
( )( ) [ ( ) ( )] ( )

2

l

l

Kf x k x t k x t f t dt


                                                                  (2) 

строго додатний у просторі 2 2[ , ],L L l l l a    , то для однозначності міри ( )d   у зображенні (1) необхідно, щоб 

для будь-якого уявного z  і достатньо для деякого уявного z  мало місце співвідношення 

2

1

1
| cos ( ) | ,
l

j
j j l

z xw x dx


 
 


                                                                    (3) 

де ( )jw x  – власні функції оператора K: u ( , ) ( )
l

l

Ku K x y u y dy


  , j  – власні значення оператора K. 

Доведення. Необхідність. За функцією ,( ) n ak x K , інтегрованою з квадратом, побудуємо ядро 

1
( , ) [ ( ) ( )]( , , )

2
K x y k x y k x y l x y l l a         і введемо скалярний добуток, поклавши 

, ( , ) ( ) ( )
l l

l l

f g K x y f y g x dxdy
 

   , 2( , )f g L                                                        (4) 

Завдяки властивості інтегрування ( )k x  з квадратом простір 2L  можна поповнити відносно скалярного добутку 

(4). Одержаний простір kH  можна розглядати як негативний простір відносно 0 2H L . Тепер по ланцюжку 

0 2kH H L   можна побудувати ланцюжок 

0 2 ,k kH H L H                                                                           (5) 

де ,kH  будується як замикання ( )K  відносно метрики 1
, 0( , ) ( , )ku v K u v

  , а 0K   – оператор в 2L  якій визна-

чається з рівності 

0 2( , ) , ( , ),Kf g f g f g L                                                                     (6) 

Із (4) і (6) знаходимо, що 

2( )( ) ( , ) ( ) ( ),
l

l

Kf x K x y f y dy f L


                                                               (7) 

© Лопотко О., 2015 
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Тому із (7) і неперервності ( , )K x y  випливає що ( ) [ , ] ( ).K C l l l a     

Зауважимо, що згідно з теоремою 1.1 [3, гл.І] простір ,kH  співпадає з ( )DD , де 1D I  , тобто 

, ( )kH I   . Оскільки I K , то маємо 

, ( )kH K                                                                                    (8) 
1

0 2 ,

I

D

k k

I

I

H H L H



  







 

Лема. Позначимо 1 2( ), ( )w x w x ,… повний набір ортонормованих власних функцій із 2L  ядра ( , )K x y  які відпові-

дають власним значенням 1 2, ,...( 0; 1,2,...)j j     . Функція 2u L  належить ,kH  тоді і тільки тоді, коли 

22
0,

1

1
( , )jk

j j

u u u





  


                                                                       (9) 

Доведення. Необхідність. Згідно з (8) ,ku H  тоді і тільки тоді, коли u K f , де 2f L  причому, згідно [3, 

гл.І, формула (1.13)] 
2 2 2

, 0 0k
u Du f   . Оскільки 1f K u , то 

0
0

( , )
( , )

j
j

j

u w
f w 


 і 

22
0

1

1
( , )j

j j

u u w








 .  

Звідки випливає твердження леми. 

Введемо тепер у просторі kH  оператор 
2

2

d u
Cu

dx
   0( ( ) [ , ] ( ))u C C l l l    D . Знайдемо для ноьго спряже-

ний оператор С*. Нехай I  оператор ,k kH H  тоді 

* 1[ ( )"].C I I                                                                                 (10) 

причому, *( )CD  складається із тих і тільки тих kH , для яких 2 [ , ]I C l l   і ,( )" kI H  . 

Дійсно, нехай kH  таке що 0", , ( [ , ])u u u C l l       при деякому *C   . Тоді 0 0( ", ) ( , )u I u I    , 

причому , [ , ]kI H C l l   . Якщо врахувати зауваження на с. 498 [3], то одержимо 2[ , ]I C l l    і ( )"I I    , 

тобто * 1( )".C I I     . 

Розмірковуючи у зворотньому сенсі маємо: що * 1( )"C I I      якщо kH . Тоді ( )"I I     і 

2[ , ]I C l l  . Отже 0 0( ", ) ( , )u I u I     і ", ,u u    , якщо ( ) kI H    і 0 [ , ]u C l l  . 

Тепер позначимо C  замикання оператора C  в kH . Розглянемо підпростір ( )C zE   простору kH  і ортогональ-

не доповнення zN  до нього, тобто дефектний підпростір. Із (10) випливає наступний факт: індекси дефектного опера-

тора С мають вид (0,0) або (1,1). В останньому випадку дефектний підпростір zN  складається із скалярних кратних 

векторів 1 cos kI zx H  . Дійсно, у оператора C  дефектні числа рівні, завдяки дійсності його відносно інволюції 0. 

Якщо C  не самоспряжений, то zN  співпадає з підпростором розв'язків рівняння *C z   . Відповідно з (10) для 

[ , ] ( )"x l l I zI      , тобто 1( ) cosI a zx  ; 2
sin

( )
zx

I a
z

   à ñêàëÿð , або 1
1 cosaI zx  ; 

1
2

sin zx
aI

z

  . Але 2 kH   так як kH  розглядається на парних функціях. Таким чином індекси дефекта оператора 

(0,0)C  або (1,1) і C  є самоспряженим якщо ,cos kzx H  для будь-якого уявного z. А це означає, згідно з лемою, що 

1

1
cos ( )

zl

j
j j l

zx w x dx


 
  


  , 

де ( )jw x  – власні функції оператора K, j  – власні значення оператора K. 

Тоді, згідно з теоремою 3.7 [3, с.659] маємо зображення (1), де міра ( )d   визначається однозначно. 

Достатність. Нехай маємо ,( ) n af x K  яка інтегрована з квадратом і задовольняє (2), (3) при деякому уявному z. 

Доведемо, що вона має зображення (1), де ( )d   – скінчена міра, яка визначається однозначно. Дійсно, так  

як ,( ) n af x K   і інтегрована з квадратом, то вона має зображення (1). Із умов (2), (3), при деякому уявному z   ,



ISSN 1684-1565                                         МАТЕМАТИКА. МЕХАНІКА. 1(33)/2015 ~ 7 ~ 
 
слідує що ( )( ( ))C z C  D  щільне у ,kH , а значить і в kH . Це означає що C  самоспряжене в kH . Тому одержимо, 

згідно з теоремою 3.1 [3, с.651], має місце зображення (1), де міра ( )d   визначається однозначно. 

Теорему 1 доведено. 
Означення. Функція ( )( 2 2 , )k x a x a a      належить класу ,í aK  якщо вона дійсна, неперервна, парна, 

(0) 0k   і породжує непарне по кожній змінній додатно визначене ядро 

1
( , ) [ ( ) ( )] ( , ).

2
K x y k x y k x y a x y a        

Додатню визначеність ядра ( , )( , . )K x y l x y l l a     розуміємо як ( , ) ( , ) ( ) ( ) 0
l l

l l

Ku u K x y u x u y dxdy
 

   , для 

непарної  2[ , ]u L l l  , де ( , ) ( )
l

l

Ku K x y u y dy


  . 

Відомо, що функція ,( ) í ak x K  допускає зображення 

1 cos
( ) ( )

x
k x d





 
  

                                                                        (11) 

де ( )d   – скінчена міра, яка визначається неоднозначно. 

Аналогічно довести теоремі 1 доводиться наступне твердження. 
Теорема 2. Якщо парна неперервна на сегменті [ 2 , 2 ]( )l l l a    функція ,( ) í ak x K  інтегрована з квадратом  і 

така, що оператор 

1
( )( ) [ ( ) ( )] ( )

2

l

l

Kf x k x t k x t f t dt


                                                                 (12) 

строго додатний у просторі 2 2[ , ], ( )L L l l l a    , то для однозначності міри ( )d   у зображенні (11) необхідно, 

щоб для будь-якого уявного z і достатньо для деякого уявного z мало місце співвідношення 
2

1

1 sin
( )

l

j
j j l

zx
w x dx

z



 
 


  ,                                                                  (13) 

де ( )jw x  – власні функції оператора K, j  - власні значення оператора K. 

ВИСНОВКИ. Одержані необхідні і достатні умови однозначного продовження парних функцій ( )( )k x a x a    з 

інтервалу на усю площину 1 1( )R R  для яких ядро 
1

( , ) [ ( ) ( )].
2

K x y k x y k x y    додатно визначено. 
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ФРАКТАЛЬНА АПРОКСИМАЦІЯ ЕРМІТОВИМИ СПЛАЙНАМИ  
 
Запропоновано фрактальну процедуру для отримання сім'ї інтерполяційних відображень пов'язаних з ермітовими 

сплайнами парного та непарного порядків за довільним розбиттям. При певних обмеженнях, використовуючи техніку 
наближення многогчленами отримано оцінку фрактального наближення ермітовими сплайнами. 

 
ВСТУП. Фрактальна інтеропляція насьогодні є ефективним методом при розв'язанні задач апроксимаційного 

характеру, (див. наприклад [8, 10]). У працях  Барснлі ([5, 6]) запропоновано використання фрактальних функцій  для 
наближення множини вихідних  данних. Теорема Барнслі і Харрінгтона ([7]) гарантує існування та єдиність  
диференційовної фрактальної інтерполяційної функції. 

Ця стаття присвячена опису загального способу побудови гладкої фрактальної функції за допомогою ермітових 
інтерполяційних поліномів. Пропонується фрактальна процедура для отримання сім'ї інтерполяційних фрактальних 
відображень пов'язаних з ермітовими сплайнами парного і непарного порядків. Досліджено рівномірну збіжність 
запропонованого методу до вихідної функції, коли діаметр розбиття прямує до нуля. 

ПОБУДОВА СИСТЕМИ ІТЕРАЦІЙНИХ ФУНКЦІЙ ЗА ДОПОМОГОЮ ЕРМІТОВИХ СПЛАЙНІВ. Нехай 

10 ... Ntt t    – дійсні числа,  0 , NI t t R   – відрізок, що включає ці точки, функція g  належить класу 

неперервних на відрізку I  функцій ( )C I . Позначимо через 10: ... Nt tt     розбиття відрізка  0 , NI t t R  . 

Нехай 1,n n nI t t    ,  : , 1,2,...,n nL I I n N   – гомеоморфізм такий, що 

0 1 ,( ) , ( )n n n N nL t t L t t 
                                                                           

(1) 

 1 2 1 2 1 2( ) ( ) , , ,n nL c L c l c c c c I    
                                                             

(2) 

для 0 1.l   Розглянемо для всіх 0,1,..., Nn   і ,F I R   1,n   N  неперервних відображень : ,nF F R  які 

задовольняють умови 

0 0 1 ,( , ) , ( , 0,1,..., ,) Nn n n N N nF t x x F t x x n  
                                                          

(3) 

 ( , ) ( , ) , , , .n n nF t x F t y x y t I x y R     
                                                        

(4) 

Визначимо функції 

  0,1,..( , .) ( ), ( , ) ,, N.n n nw t x L t F t x n 
                                                               

(5)
 

Тоді має місце наступна теорема: 
Теорема 1.(Барнслі [8, 10]) Система ітераційних функцій { , : 1,2,..., }nF w n N (3)–(5), визначає атрактор G , 

що є графом неперервної функції :f I R , яка задовольняє умови ( )i if t x  для 0,1,...,Ni  . 

Функція f  називається фрактальною інтерполяційною функцією по відношенню до   1
( ( ), ( , )

N
n n n
L t F t x  . Вона є 

єдиною, яка задовольняє функціональне рівняння 
( ( )) ( , ( )) 0,1,..., N ,, ,n nf L t F t f t n t I    

або 

1
1 1 0,1,..., N, [( ) ( ( ), ( )) , ]., n n nn n n nf t F L t f t It tL t 

       

Нехай   – множина неперервних функцій 0: [ , ]Nf t t R  таких, що 0 0( )f t x  і ( )N Nf t x . Розглянемо метрику на   

   0( , ) max{ ( ) ( ) : , } , .Nd f g f g f t g t t t t f g         

Зазначимо, що простір ( , )d   є метричним і повним. Визначимо відображення :T    наступним чином: 

 1 1
1( )( ) ( ( ), ( )) , , 1,2,..., .n n n n nTf t F L t f L t t t t n N 
     

( )( )Tf t  є неперервною функцією на відрізку 1[ , ]n nt t   для 1,2,..., .n N Відображення T  є стискуючим ( , )d , бо  

,Tf Tg f g    
                                                                       

(6)
 

де 0,1,..., N}.max{ :n n    Оскільки 1  , то відображення T визначає єдину фіксовану точку на  , тобто 

існує f    така, що ( )( ) ( )Tf t f t  для 0[ , ]Nt t t . Ця функція є фрактальною інтерполяційною функцією для .nw  

Розглянемо систему ітераційних функцій: 

( ) ,

( , ) ( ),
n n n

n n n

L t a t b

F t x x q t

 
   

 

1 1 0

0 0)

( ) ( )
, .

( ) (
n n N n n

n n
N N

t t t t t t
a b

t t t t
  

 
 

 

У випадку, коли 0, 1, 2,..., ,n n N    маємо    ,n nF t x q t  і    1 , .n n nf t q L t t I   

Позначимо через 0[ , ]p
NC t t  множину p  разів неперервно-диференційовну на 0[ , ]Nt t функцій. 

© Назаренко М. О., Брязкало Т. А., 2015 
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Для визначення умов побудови фрактальної інтерполяційної функції, яка буде диференційовною, використаємо 
наступну теорему. 

Теорема 2 (Барнслі–Харрінгтона [7]). Нехай 10 ... ,Nt t t    візьмемо ( )nL t , 1,2,...,n N такі, що 

( )n n nL t a t b   задовольняють співвідношення (1)–(2); 1

0

( ) n n
n n

N

t t
a L t

t t
 


 і ( , ) ( ),n n nF t x x q t   1,2,...,n N . 

Припустимо, для деякого цілого 0, p
n np a    і 0[ , ], 1, 2,...,p

n Nq C t t n N  . Нехай 

( ) ( )( )
01

0, ,
1 1

( ) ( )( )
( , ) , , , 1, 2,..., .

k kk
Nn n N

nk k N kk k k
n N N

q t q tx q t
F t x x x k p

a a a

 
   

 
 

Якщо 1, , , 0 0,( , ) ( , ), 2,3,..., , 1,2,...,n k N N k n k kF t x F t x n N k p    , то тоді      
1

, ,
N

n n n
L t F t x


визначає фракта-

льну інтерполяційну функцію 0[ , ]p
Nf C t t  і  kf  є фрактальною інтерполяційною функцією, що визначається 

     , 1
, , , 1, 2,..., .

N

n n k n
L t F t x k p


  

Вважатимемо далі, що 
1
.na N

  Використовуючи теорему Барнслі і Харрінгтона, подамо nq у такому вигляді: 

( ) g ( ) ( )n n nq t L t b t  , 

де g  – неперервна функція,   , 0,1,..., ,i ig t x i N   а  b t  – така дійсна неперервна функція, b g , що 

   0 0 , .N Nb t x b t x   

Нехай  1 2, ,..., .n      Позначимо через g  фрактальну інтерполяційну функцію, яку іноді називають  

 -фрактальною функцією для g  відносно розбиття   та функції b . 

Відповідь про оцінку похибки величини g g


 дає наступна теорема. 

Теорема 3. [9]  -фрактальна функція g   для функції g  відносно   і b  задовольняє нерівність: 

 1, max .
1 n N ng g g b

 


     

                                                     
(7)

 

При цьому, для  0,1,..., Nn  має місце ( ) ( )n ng t g t  , 

З'ясуємо додаткові обмеження на функцію  b t  для того, щоб виконувались умови теореми Барнслі-Харрінгтона 

і забезпечувалось існування фрактальної інтерполяційної функції. Розглянемо
1

0, n p
p

N
    і 

 0 , , 1, 2,..., .p
n Nq C t t n N   Обовязкова умова для 2,3,..., , 1, 2,...,n N k p    

   1, , 0 0,, , .n k N N k nk kF t x F t x 
                                                                  

(8)
 

Оскільки  
    

, ,

k
n n

nk k
n

x q t
F t x

a

 


 
    1

, ,n n n n
t

L t b L t a
N N

     то 

( ) ( )1
( ) ( ( )) ( ), 0,1, 2,..., ,k k k

n nk
q t g L t b t k p

N
     

Співвідношення (8) перепишемо наступним чином: 

                   0 1 0
1 1 0

11 1

k kk k k k
k kN N Nk k k k

n n N n nk k
N

g t N b t g t N b t
N N b t N N b t

N N
 

   
    

   
 

Якщо взяти , 1,..., ,n n N     то одержимо 

               0 0 .k k k k
N Ng t b t g t b t    

Звідки, 
( ) ( )

0 0

( ) ( )

( ) ( ),

( ) ( ),

k k

k k
N N

b t g t

b t g t

 


     

де 0,1, 2,...,k p . 

                                                      

(9)

 
Для того, щоб виконувались умови (9) у якості b  можна взяти ермітовий інтерполяційний поліном з вузлами 

0 , Nt t  і p  похідними 

               0 0
0 0

,
p p

k k
g k N Nk

k k
b t H t g t t g t t

 
   L L   

де функція ikL  визначається наступним чином для 0, , 0 ,i N k p    
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       

       

                   

1 1
0 0

0
0 0

0 0

0 0 0 0 00
1 1

, ,
! !

, , 1, 2,...,0,

, .

p pk k
NN

k Nk
N N

p k Np Nk

p p
v v

k k v Nk Nk Nvk Nk
v k v k

t t t tt t t t
l t l t

k t t k t t

t l t t l t k p p

t l t l t t t l t l t t

 

   

     
        
    

    

L L

L L L L

 

Відображення ikL задовольняють умову: 

    1, , ,

0, .jik

i j k
t

³í àêø å
   

 


L  

Звідси випливає, що в ролі функції  b t  треба взяти ермітовий інтерполяційний поліном степеня 2 1p  , а функ-

цією g  може бути будь-яка функція з класу pC . 

Система ітераційних функцій з k разів диференційовними фрактальними інтерполяційними функціями запису-
ється наступним чином: 

( )

1
( ) ,

( , ) ( ), 0,1, 2,..., ,

n n

k k k
nk n

L t t b
N

F t x N x N q t k p

  

    

 

( ) ( )1
( ) ( ( )) ( ), 0,1, 2,..., ,k k k

n nk
q t g L t b t k p

N
    

Тоді: 

1
( ) ,

( , ) ( ) ( ), 0,1, 2,..., .

n n

k k k k
nk n

L t t b
N

F t x N x g L t N b t k p

  

       

 

тобто, ( ) ( ) ( ), 0,1, 2,..., ,k k k
nk nq t g L t N b t k p     і ( )

( ) ( )( ) ( ) , 0,1,2,..., .
k

k
k k N

b b
g g k p    

Згідно з теоремою 3, величина ( ) ( )( ) k k
bg g


  оцінюється таким чином: 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) .

1

k

k

k
k k k N k k k

b b k

N
g g g g g b

N
 

 


    

 
 

Нехай  0 10 1Nt t t        - довільне розбиття відрізка  0,1 ,  1i i ih t t    і 
1

.max
i n

ih
 

  Поставимо у від-

повідність кожній функції pf C  функції 2
p

pg C  і 2 1 ,ppg C  0,p   які задовольняють наступні умови: 

a) На кожному проміжку  1, ti it   функція 2 1pg   є алгебраїчним многочленом 2 1p   порядка, а 2 pg  можна за-

писати у вигляді 

           22
2 1 1 1 12 10 , 2, max 0, ;

ks piip k
p s i i i i ipsg x c t t c t t t t h z z                

b)        2 ; , 0,1, 0,1,..., p, 0,1,..., .j j
n np kg f t f t k j n N       

Відомо, що для pf C  функції 2 , 0,1p kg k 
 
існують і єдині [3]. Функції 2 pg  і 2 1pg   називають ермітовими 

сплайнами парного і непарного порядків відповідно. 

Для того, щоб оцінити величину 2 , ,p k bf g  
 скористаємось методом проміжного наближення, а саме: 

2 , 2 2 2 , .p k b p k p k p k bf g f g g g 
    

      

Для оцінки першого доданка правої частини скористаємось результатами праць [1], [2], [4].  

Для функції 2 ,pf C  2 1pf t  майже скрізь на  0,1  та ермітових сплайнів непарного порядку 2 1pg   справед-

лива оцінка 
2

2 1 2
.

(2 )!2

p

p p
f g

p
 


    

Для функції 
2 1,pf C   2 1pf t  майже скрізь на  0,1  та ермітових сплайнів парного порядку 2 pg  справедли-

ва оцінка 

 

2 1

2 2 2 1
.

(2 1) 2 !! 2

p

p p
f g

p p






 


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З іншого боку, використовуючи теорему 3, знаходимо 

2 2 , 2 .
1p k p k b p kg g g b

   


  

 
 

Отже, для функції 2 ,pf C  2 1pf t  майже скрізь на  0,1  та ермітових сплайнів непарного порядку 2 1pg   

справедлива оцінка 
2

2 1, 2 12
.

1(2 )!2

p

p b pp
f g g b

p


  

 
   

 
 

Для функції 2 1,pf C   2 1pf t  майже скрізь на  0,1  та ермітових сплайнів парного порядку 2 pg  справедли-

ва оцінка 

 

2 1

2 , 22 2 1
.

1(2 1) 2 !! 2

p

p b pp
f g g b

p p




 

 
   

 
 

Зауважимо, що коли 2
1
N

  , то існує  s s N  таке, що 0 1s   і 2
1

sN   . Тоді,  

2

1
.

1 1sN 




  
 

Дійсно за припущенням 
2

1

N
  .Оскільки, 

2 2

1 1
xN N
  при 0x  , то існує  s s N  таке, що 0 1s   і 

2

1
.

sN 
    

У випадку  рівномірного розбиття  0 10 1Nt t t         відрізка    0 , 0,1NI t t   з кроком 1 N має місце 

наступна теорема. 

Теорема 4. Нехай   s s N  таке, що 0 1s   і 2
1 .sN    Для функції 2 ,pf C  2 1pf t  майже скрізь на 

 0,1  та ермітових сплайнів непарного порядку 2 1pg   справедлива оцінка 

 
2 1, 2 12

1
.

1(2 )! 2
p b pp

f g g b
p N


  


   

 
 

Для функції 2 ,pf C  2 1pf t  майже скрізь на  0,1  та ермітових сплайнів непарного порядку 2 1pg   справед-

лива оцінка
 

   
2 , 22 22 1

1 1

1(2 1) 2 !! 2
p b psp

f g g b
Np p N


 

   


 

ВИСНОВКИ. У статті запропоновано метод фрактальної інтерполяції  за допомогою ермітових сплайнів для ап-
роксимації вихідних функцій. Отримано похибку наближення, при певних обмеженнях щодо вихідної диференційов-
ної функції. Як результат, отримано рівномірну збіжність фрактальної функції до вихідної, коли діаметр розбиття  
прямує до нуля. 

Ці результати гарантують збіжність інтерполянта до будь-якої гладкої функції, коли крок інтерполяції прямує до 
нуля. Як наслідок, стає можливим апроксимувати будь-яку функцію за допомогою фрактальних ермітових сплайнів з 
довільною точністю.  

Похибка, що отримана, є порівняною з іншими аналогічними процедурами. Можлива втрата точності врівноважу-
ється з узагальненням метода, оскільки, інтерполяційні фрактальні функції співпадають з ермітовими сплайнам, у 
окремому випадку, коли коефіцієнт   дорівнює нулю. Це узагальнення зберігається при збереженні гладкості функції. 
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ФУНКЦІЯ ГРІНА-САМОЙЛЕНКА ТА ІСНУВАННЯ ІНТЕГРАЛЬНИХ МНОЖИН  

ЛІНІЙНИХ РОЗШИРЕНЬ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ З ІМПУЛЬСНИМ ВПЛИВОМ  
 
Для систем диференціальних рівнянь з імпульсним впливом побудовано інтегральну інваріантну множину з викорис-

танням функції Гріна-Самойленка.  
 
ВСТУП. Багато еволюційних процесів у фізиці, техніці, біології, економіці протягом свого розвитку піддаються ко-

роткочасним впливам. При математичному описі таких процесів часто тривалістю збурення зручно знехтувати і вва-
жати, що ці збурення носять "миттєвий" характер. Така ідеалізація призводить до необхідності досліджувати динамі-
чні системи з розривними траєкторіями або як їх ще називають, диференціальні рівняння з імпульсною дією. Зрос-
тання інтересу до таких систем останнім часом пов'язано насамперед із запитами новітньої техніки, де імпульсні 
системи автоматичного регулювання, імпульсні обчислювальні системи зайняли дуже помітне місце і інтенсивно 
розвиваються, розширюючи коло своїх додатків в різнорідних за фізичною природою і функціональним призначен-
ням технічних завдань. Математичною моделлю еволюційних процесів з короткочасними збуреннями може служити 
система диференціальних рівнянь з імпульсною дією [2, 4, 8]. 

Тематика роботи тісно пов'язана з двома напрямками теорії диференціальних рівнянь – теорією багаточастотніх 
коливань [1, 3, 7] та диференціальних рівнянь з імпульсними збуреннями [2, 4, 6, 8].  

У даній статті досліджуються лінійні розширення диференціальних рівнянь з імпульсною дією. роботі для яких 
встановлюються умови, які забезпечують існування інтегральної множини. Однією з достатніх умов існування інтег-
ральної множини є існування функції Гріна–Cамойленка.  

ОСНОВНА ЧАСТИНА. Розглянемо систему диференціальних рівнянь з імпульсною дією  

( , ), ( , ) ( , ), ,

( ) ( ),
i

i

i it

d dx
a t P t x f t t

dt dt
x B x I


       

    
                                                            (1) 

де , , ,n m mt R x R m      мірний тор; ( , ),a t   ( , )f t  , ( , )P t  . – неперервні (кусково-неперервні з роз-

ривами першого роду при it   ) по t  відповідно векторні і матричні функції, непрервні і 2 -періодичні по 

, 1,m   , обмежені при всіх , .mt R   Функції ( )iB   і ( )iI  – рівномірно обмежені по i Z  матриці і век-

тори, det( ( )) 0iE B    для будь-якого m . Послідовність моментів імпульсного збурення  i  занумерована 

цілими числами так, що i    при i   і i    при .i    Вважатимемо, що рівномірно по t R  існує 

скінченна границя  
( , )

lim .
T

i t t T
p

T


                                                                             (2) 

Функція ( , )a t   задовольняє умову Ліпщиця по ,  рівномірно відносно ,t R  тобто  

1 2 1 2( , ) ( , ) .a t a t l                                                                          (3) 

Припустимо також, що функції ( , )f t   і ( )iI   задовольняють рівність  

supmax ( , ) supmax ( ) .
m m

i
t R i Z

f t I m
  

     

Виходячи з [1, 3, 4, 8], вводимо поняття функції Гріна–Самойленка задачі про інтегральні множини диференціа-
льних рівнянь для імпульсних систем і вкажемо достатні умови існування інтегральної множини.  

Розглянемо неавтономну систему диференціальних рівнянь, визначених на торі m  

( , )
d

a t
dt


                                                                                   (4) 

і позначимо через ( , )t    розв'язок цієї системи, який задоволняє початкову умову ( , ) .      В силу компактно-

сті фазового простору системи рівнянь (4) і зроблених припущень відносно функції ( , ),a t   кожний розв'язок 

( , ), ( , ) ,t          при будь-яких R , m  існує і продовжимо  його на всю вісь R .  

© Асроров Ф., 2015 
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Розглянемо систему диференціальных рівнянь з імпульсним впливом  

( , ( , )) ( , ( , )), ,

( ( , )) ( ( , )).
i ii

t t i

i it

dx
P t x f t t

dt
x B x I 

         

        
                                                           (5) 

Запишемо відповідну (5) однорідну систему рівнянь  

( , ( , )) , ,

( ( , ))
ii

t i

it

dx
P t x t

dt
x B x

     

    
                                                                        (6) 

і позначимо через ( , )t
s    матрицант цієі системи. В силу неперервної залежності ( , )t    від параметрів R  и 

m  матрицант ( , )t
s    від цих параметрів залежить неперервним чином.  

Лемма. Для будь-яких , , ,t s R   і m  справедливо  ( , ( , )) ( , ).t t
s s           

Доведення. Оскільки ( , )t
s    матрицант системи рівнянь (6), то  

 
( , ) ( , ( , )) ( , ),

( , ) ( , ) ( , ).i

i i

t t
s t s

t
s t i s

d
P t

dt

B 
 

         

         
 

Замінимо   на ( , )    і, враховуючи властивість ( , ( , )) ( , )t t         , розв'язків ( , )t    системи (3),  

одержимо  

 
( , ( , )) ( , ( , )) ( , ( , )), ,

( , ( , )) ( , ) ( , ( , )).i

i i

t t
s t s i

t
s t i s

d
P t t

dt

B 

 

   

               

             
 

Остання рівність означає, що ( , ( , ))t
s       є фундаментальною матрицею системи рівнянь (6), яка при t s  є 

одиничною матрицею. Але цю ж властивість має і матриця ( , )t
s   . Це можливо тільки у випадку, коли матриці 

( , ( , ))t
s       і ( , )t

s    співпадають. Лему доведено.  

Нехай ( , )C t   – неперервна 2– періодична по кожній компоненті , 1,m   , кусково-неперервна по t R , з 

розривами першого роду в точках  i  матрична функція. Покладемо  

 
( , ) ( , ( , )), ,

( , , )
( , ) ( , ( , )) , ,

t
s s

t
s s

t C s t s t
G t s

t E C s t s t

       
     

                                                 (7) 

і назвемо ( , , )G t s   функцією Гріна-Самойленко системи рівнянь  

( , ), ( , ) , ,

( ) ,
i

i

t i

d dx
a t P t x t

dt dt

x B x


     

  
 

якщо для всіх ,t s R , m  і деяких, ( )sup i

i

t

t R t
e 

  
  маємо 

( , , ) ( , 0, )i
i

G t s ds G t K
 


                                                           (8) 

Вкажемо найпростіші властивості функції Гріна–Самойленка ( , , )G t s  . З визначення цієї функції випливає, що 

функція Гріна–Самойленка неперервна для всіх , , , , 2mt s R t s    – періодична по , 1,m   , причому  

( 0, , ) ( 0, , ) .G s s G s s E       

Беручи до уваги лему 1, маємо  

 
( , ) ( , ( , )), ,

( , , ( , ))
( , ) ( , ( , )) , .

t
s s

t t
s s

t C s s t
G t s

t E C s s t

          
      

                                         (9) 

При s    одержимо              
 

( , ) ( , ), ;
( , , ( , ))

( , ) ( , ) , .

t

t t

t C t
G t

t E C t





           
      

 

Як бачимо, матриця ( , , ( , ))tG t      складається з розв'язків однорідної системи рівнянь (6), що розглядається 

при t    і t    відповідно. 

Припустимо, що моменти імпульсного впливу i  такі, що для всіх .i Z  виконується оцінка  
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1 0i i      .                                                                                 (10) 

Розглянемо вираз  

( , , ) ( , ( , )) ( , 0, ) ( ( , )).
is i i

i
G t s f s t ds G t I t

 




          

Враховуючи (10) і (8), одержимо  

2 2
( , , ) ( , ( , )) ( , 0, ) ( ( , )) supmax ( , ) supmax ( .

1i
m m

s i i i
t R i Zi

K
G t s f s t ds G t I t f t I

e

 

   


            

 
  

Покладемо  

( , ) ( , , ) ( , ( , )) ( , 0, ) ( ( , )).
is i i

i
u t G t s f s t ds G t I t

 




                                                  (11) 

Функція ( , ) 2u t    – періодична по , 1,m    неперервна по m  і кусково-неперервна по t R  з розри-

вами першого роду в точках  i .  

Покажемо, що множина ( , ), , mx u t t R     є інтегральною множиною системи рівнянь (1). Для цього роз-

глянемо функцію ( , ) ( , ( , )),t tx u t       де ( , ), ( , )t          розв'язок першого з рівнянь системи (1).  

Згідно (9), (11) маємо  

( , ) ( , ( , )) ( , , ( , )) ( , ( , ( , ))) ( , 0, ( , )) ( ( , ))

( , ) ( , ( , )) ( , ( , )) ( , ) ( , ( , )) ( ( , ))

( , ) ( , (

i

i i i
i

t t t s t i t i
i

t
t t
s s s i i

t

t
s s

x u t G t s f s t ds G t I

C s f s t ds C I

C s

 




  
 





                       

                    

    





  , )) ( , ( , )) ( , ) ( , ( , )) ( ( , )).
i i i

i

t
s i i

t
E f s ds C E I  

 
                   

 

Диференціюючи останнє співвідношення по t  при jt   , знаходимо  

   

( , )
( , ( , )) ( , ( , )) ( , ) ( , ( , ))

( , ( , )) ( , ( , )) ( , ( , )) ( , ( , ))

( , ) ( , ( , )) ( , ( , )) ( , ( , ))

( , ( , )) ( , ( ,

t
tt

t t s s

s t t t

t
s s s t

t

t t

dx d
u t P t C s

dt dt

f s ds C t f t P t

C s E f s ds C t E

f t P t





 
               

               

                

       





)) ( , ( , )) ( , ( , ))

( , ( , )) ( , ) ( , ( , ))
t t

t t t

u t f t

P t x f t

       

         

 

для будь-якого , .mR   А при jt    маємо  

00

0

( , ) ( , ) ( ( 0, , ( , )) ( , , ( , )) ( , ( , ( , )))

( ( 0, , ( , )) ( , , ( , )) ( ( , ( , ))) ( ( , )) ( , ) ( ( , ))

j j j j j

j j j j j j j

j j s j

j i j i i j j j j
i

x x G s G s f s ds

G G I B x I

   



  




       


                      

                           




 

для будь-якого , .mR    

Останні дві рівності доводять, що функція ( , ( , ))tu t     є розв'язком системи рівнянь (5), яка залежить від 

, mR   як від параметрів. Це означає, що множина ( , )x u t   є інтегральною множиною системи рівнянь (1).  

Таким чином доведено наступну теорему.  
Теорема 1. Нехай в системі рівнянь (1) функції ( , ),a t  ( , )f t  , ( , )P t  – неперервні за t  відповідно векторні і мат-

ричні функції, неперервні і 2 - періодичні по , 1, ,m    обмежені при всіх , .mt R   Функція ( , )a t   задоволь-

няє умову Ліпщиця по   рівномірно відносно .t R  Функції ( )iB   і ( )iI   рівномірно обмежені по i  матриці і векто-

ри, det( ( )) 0iE B    для будь-якого .m  Для послідовності моментів імпульсних збурень  i  виконується оцінка 

(10). Нехай також існує функція Гріна–Самойленка ( , , ).G t s   Тоді система рівнянь (1) має інтегральну множину  

( , ) ( , , ) ( , ( , )) ( , 0, ) ( ( , )), , ,
i

m
s i i

i
x u t G t s f s t ds G t I t t R

 




               

причому  

2 2
supmax ( , ) supmax ( , ) supmax ( .

1m m m
i

t R t R i Z

K
u t f t I

e    


    

 
                                           (12) 
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Припустимо тепер, що матрицант ( , )t
s    системи рівнянь (6) допускає оцінку  

( )( , )t t s
s Ke                                                                                 (13) 

для будь-яких , , mt s R R     і деяких 1, 0.K      

В цьому випадку, існує функція Гріна-Самойленка наступного вигляду  

( , ), ,
( , , )

0, .

t
s t s t

G t s
s t

     


                                                                      (14) 

Властивість (14) випливає з (7). Якщо в (7) покласти ( , ( , ))sG s E    , то інтегральну множину системи рівнянь 

(1) подамо у вигляді  

( , ) ( , , ) ( , ( , )) ( , 0, ) ( ( , )), , .
i

i t

t
m

s i ix u t G t s f s t ds G t I t t R





                                (15) 

Покажемо, що ця множина асимптотично стійка.  
В системі рівнянь (6) зробимо заміну: ( , ) .x u t z    Тоді  

( , ( , )) ( , ( , )) ( , ( , )) ( , ( , )),

( , ) ( , ( , )) ( , ( , )) ( , ( , )) ( , ( , )),

t t t t

t t t t

dx du u d dz
P t u t P t z f t

dt dt dt dt

dx u u dz
a t P t u t P t z f t

dt t dt

 
                 


 

                  
 

 

( , ( , )) ( , ( , )) ( ( , )) .
i i i i i i it t t i i i tx u z P u I z                           

Звідки                                                                 ( , ( , )) .t
dx

P t z
dt

                                                                                (16) 

Позначимо через 0 0 0( , , ) ( , )tz z t z z       загальний розв'язок системи рівнянь (16). Використовуючи властиво-

сті матрицанта 0 ( , )t    для цього розв'язку одержуємо оцінку  

0 0 0 0 0

( )
0 0 0

( , , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , , ) ( , ( , )) ( , , ) ( , , ) ,

t t t

t t t
t

z t z z z

z t z z t z Ke z t z



   
 

            

             
 

яка справедлива для всіх , .mt R   Але в силу лінійності системи рівнянь (5), різниця будь-якого розв'язку 

0( , ( , ), )tx t x    і ії розв'язку ( , ( , )),tx u t     який лежить на інтегральній множині, є розв'язком рівнянь (6), тобто 

для цієї різниці справедлива оцінка  
( )

0 0 0( , ( , ), ) ( , ( , )) ( , , ) ( , , ) .t
t tx t x u t z t z Ke z t z             

А це означає, що  

0( , ( , ), ) ( , ( , )) 0,t tx t x u t         при .t  

Таким чином, нами встановлене наступне твердження.  
Теорема 2. Припустимо, що система рівнянь (1) задовольняє умовам теореми 1. Нехай також матрицант 

( , )t
s    системи рівнянь (6) задовольняє нерівності (13). Тоді система рівнянь (1) має асимптотично стійку інтегра-

льну множину (15) і ця множина задовольняє оцінку  

0supmax ( , ) supmax ( , ) supmax ( ,
m m m

i
t R t R i Z

u t K f t I
    

       
                                          (17) 

де                                                                       ( )
0 sup .i

i

t

t R t
K K e 

  


 


  

Відмітимо, що в припущенні існування кінцевої границі (3) величина ( )sup i

i

t

t R t
e 

  
  обмежена.  

Насправді, з існування границі (3) випливає, що можно вказати таки числа 0 0l   і натуральне число ,q  що будь-

який відрізок часової вісі довжини 0l  містить найбільше q  членів послідовності  i . Тому  

0

( )sup ,
1

i

i

t
l

t R t

q
e

e
 


  




  

звідси, в оцінці (17) в якости 0K  можно взяти число 
0

0
1

.
1 l

q
K K

e
 

    
  

Зокрема, якщо моменти імпульсного впливу i  такі, що 1 0i i       для всіх ,i Z  то в цьому випадку в яко-

сті 0l  може служити ,  а в якості q – одиниця, так що в якості константи 0K  може бути число 0
1 1

.
1

K K
e

 
    
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ВИСНОВКИ. Для систем диференціальних рівнянь з імпульсним впливом побудована інтегральна інваріантна 
множина з використанням функції Гріна–Самойленка. Досліджено питання асимптотичної стійкості цих множини.  
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СЛАБКО НЕЛІНІЙНА КРАЙОВА ЗАДАЧА НА ПІВОСІ  
З СИНГУЛЯРНІСТЮ ПЕРШОГО РОДУ  

 
Розглянуто сингулярну крайову задачу на додатній півосі для слабко нелінійної системи диференціальних рівнянь у 

критичному випадку, коли розв'язки незбуреної задачі утворюють сім'ю, залежну від кількох параметрів. Сингулярність 
задачі обумовлена наявністю полюса першого порядку в коефіцієнтах  системи та умовою прагнення розв'язку до нуля на 
нескінченності. Доведено теорему про продовження за малим параметром збурення тих розв'язків незбуреної задачі, 
параметри яких задовольняють визначальне рівняння.  

 
ВСТУП. Розглядається слабко нелінійна крайова задача  

= ( ) ( ) ( , ), := [0; ),
A a

y B x y f x F x y x
x x 

         
 

                                              (1) 

(0) = , ( ) = 0.y y                                                                           (2) 

Тут Hom( )nA  , na ,  ( ) C Hom( )nB     ,  ( ) C nf     ,  ( , ) C n nF        . Задача містить 

параметр збурення   та параметр керування n . При = 0  маємо незбурену лінійну задачу  

= ( ) ( ),
A a

y B x y f x
x x

     
 

                                                                  (3) 

(0) = , ( ) = 0.y y                                                                         (4) 

Припустимо, що для деякого 0= n    ця незбурена задача має розв'язок  1
0 ( ) C ny     . З погляду 

теорії збурень виникає природне питання: чи знайдеться таке додатне > 0 , що для кожного ( , )     існує 

пара = n
   ,  1= ( ) C ny y     , яка задовольняє (1)–(2), і при цьому  

0
0 0

( ) ( ) = 0suplim
x

y x y x
 

                                                                   (5) 

(а отже, 0
0

lim =


  ). Якщо відповідь на це питання позитивна, то кажуть, що сім'я функцій ( )y   є продовженням за 

малим параметром ( , )     розв'язку 0 ( )y   задачі (3)–(4) з 0=  . Водночас важливо описати множину тих 

параметрів керування незбуреної задачі, для яких існує продовження за малим параметром. 

© Лучко А., Процак Л., 2015 
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Задача (1)–(2) належить до класу двосторонньо сингулярних, оскільки перша крайова умова ставиться в 
особливій точці = 0x , а друга – на нескінченності. Проблеми такого роду виникають при побудові та дослідженні 
окремих типів розв'язків різноманітних рівнянь математичної фізики, зокрема рівнянь нелінійної теорії поля. 
Постановки відповідних задач, а також важливі результати з їхнього розв'язання наведено, наприклад, в [7, 11, 13, 
15, 16]. У цих працях можна знайти обширну бібліографію, пов'язану із зазначеною тематикою. Проте у нелінійній 
постановці основна маса робіт стосувалася сингулярних крайових задач на півосі для рівнянь другого порядку.  

Для лінійних систем та рівнянь вищого порядку з неінтегровними коефіцієнтами змістовну теорію сингулярних 
крайових задач на скінченному відрізку розроблено в [6, 14]. В [12] було досліджено задачу (3)–(4) і знайдено 
достатні умови існування її розв'язків. Серед таких умов, зокрема, фігурує припущення про експоненціальну 
дихотомічність на півосі [1, )  лінійної однорідної системи, асоційованої з неоднорідною системою (3). Наявність 

цього припущення стає зрозумілою, якщо звернутися до теорії обмежених розв'язків лінійних систем з обмеженою 
неоднорідністю на півосі або на всій осі [1, 4, 17]. 

Використаний нами підхід до розв'язання задачі (1)–(2) ідейно близький до розвинутого в працях [5, 8, 10], де 
вивчалася проблема існування обмежених на всій осі розв'язків слабко нелінійних систем в дусі теорії Фредгольма – 
Нетера. Важливо відзначити, що, як і в цих статтях, ми не виключаємо так званий резонансний (критичний) випадок, 
коли відповідна незбурена лінійна однорідна задача має нетривіальні розв'язки, і суттєво використовуємо 
узагальнену функцію Гріна для зведення вихідної задачі до системи інтегральних рівнянь та знаходження так 
званого визначального рівняння (рівняння породжувальних амплітуд). Раніше інший підхід до розв'язання дещо 
загальніших у порівнянні з (1)–(2) задач, який не використовує явно функції Гріна, було запропоновано в [2, 3]. 
Однак в цих роботах розглядалися лише нерезонансні (некритичні) випадки. 

ЗВЕДЕННЯ ВИХІДНОЇ ЗАДАЧІ ДО ІНТЕГРАЛЬНОГО РІВНЯННЯ. Як і в [12], стосовно лінійної системи (3) усюди 
надалі вимагаємо виконання таких умов:   

(A): характеристичний поліном оператора A  не має коренів з дійсною частиною рівною одиниці і Ima A ;  

(B): лінійна однорідна система = ( )y B x y  експоненціально дихотомічна на [1, ) , причому 

:= ( ) <sup xM B x 
 ;  

(C): неоднорідність ( )f   зникає на нескінченності: ( ) = 0lim x f x .  

Сформулюємо також дві додаткові вимоги щодо нелінійності ( , )F   :   

(D): ( ,0) = 0lim x F x ;  

(E): для всіх 1( , ) nx y   існує неперервна частинна похідна ( , ) := ( , )yJ x y F x y , причому  

0
( ,0) < , ( , ) ( , ) = 0 .sup suplim

n

z yx x
J x J x z J x y y

 

   


  

Зауваження 1. З умови (E) та нерівності  

0 0 0
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,sup sup sup n

x x x
J x y J x z J x y J x z y z

  
      

випливає, що функція 0 ( , )sup x J x   неперервна, а тоді функція ( , )J    обмежена на     для довільної 

обмеженої області n   .   
Позначимо через ( )Y x  нормований в точці =1x  еволюційний оператор лінійної однорідної системи  

= ( ) .
A

y B x y
x

   
 

                                                                            (6) 

Відзначимо, що коли виконується умова (B), то ця система теж експоненціально дихотомічна (див., наприклад, 
[1, c. 267]). 

Як вже зазначалося вище, ми не виключаємо з розгляду критичний випадок, коли існує підпростір n   з числом 

вимірів := diml   такий, що для кожного v  розв'язок ( )Y x v  системи (6) належить  1C n
   і зникає при x  . 

Зрозуміло, що тоді  

 
0

:= max ( ) : , = 1 < .supY
x

C Y x v v v


                                                           (7) 

З результатів роботи [12] випливають такі факти стосовно незбуреної задачі:   

(a): розв'язок задачі (3)–(4) в класі 1C ( )n   існує тоді й лише тоді, коли справджується рівність (умова 

ортогональності) 

1

0

( )( ( ) ( ) )d = 0,PY x f x B x x


                                                                    (8) 

де вектор ImA  однозначно визначається з лінійної системи рівнянь = 0A a , а : nP    – це ортопроектор 

на підпростір n  , := dimm  , який є ортогональним доповненням (відносно відповідним чином уведеного 
скалярного добутку) до підпростору початкових значень при =1x  тих розв'язків системи (6), які або неперервно 

диференційовні на  , або мають нульову границю при x   (у [12] P  позначено через 6P ); при цьому  

1

0

:= ( ) d < ;PC PY x x


                                                                             (9) 
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(b): якщо (8) виконується, то розв'язки задачі (3)–(4) в класі 1C ( )n   утворюють залежну від параметра 

v  сім'ю 0 ( , )y v , яка має інтегральне зображення  

0

0

( , ) = ( ) ( , )( ( ) ( ) )d ,y x v Y x v G x s f s B s s


                                                      (10) 

з деким ядром 2( , ) : Hom nG     , структура якого описана в [12];  

(c): ядро ( , )G    можна записати у вигляді  

1
0

1, < 0,
( , ) = ( , ) ( ) ( ) ( ), ( ) :=

0, 0,

x
G x s G x s x s Y x PY s x

x
 

     
 

де 1
0 ( , ) := ( , ) ( )( ) ( )G x s G x s Y s E P Y s , і якщо покласти  

  1

0 1

1 ( ) ( ) ( ), [0,1],
( , ) := ( , )

( ) ( ) ( ), > 1,

x s Y x PY s x
H x s G x s

x s Y x PY s x





     
 

 

то для довільної функції ( )g  , яка задовольняє умови  

  1

0

( ) C , ( ) = 0, ( ) ( )d = 0,lim
n

x
g g x PY x g x x







                                               (11) 

справджується рівність 
0 0

( , ) ( )d = ( , ) ( )d ;G x s g s s H x s g s s
 

   при цьому виконуються умови рівномірної збіжності 

невласного інтеграла  

0 [0, ]0

:= ( , ) d < , ( , ) d = 0 > 0;sup suplimH
x x b

C H x s s H x s s b
 

  
    

(d): множина допустимих параметрів керування являє собою афінний підпростір   у n , утворений 
елементами вигляду 0=     , де 0 ker A   – деякий фіксований вектор, а   пробігає підпростір усіх тих 

векторів з ker A , для кожного з яких існує розв'язок ( )y  однорідної системи (6) такий, що  

1( ) = ( ) (0) ( ) , 0, ( ) = 0.lim
x

y x E x E A B o x x y x
 


         

Виберемо фінітну функцію  ( ) C        з компактним носієм supp (0, )    так, щоб 
0

( )d = 1x x

 , покладемо  

0
:= ( ) ( )sup

x
C x Y x


  

і визначимо ядро  

1

0

( , ) := ( , ) ( ) ( , ) ( )d ( ).K x s H x s t H x t Y t t PY s


 
  
 
  

На підставі фактів (a) та (c) для всіх 0x   маємо нерівність  

1

0 0 0

( , ) d ( , ) ( ) ( ) d ( ) d (1 ) ,H P HK x s s C H x t t Y t t PY s s C C C
  




 
     

 
    

з якої випливає рівномірна збіжність невласного інтеграла  

0 [0, ]0

:= ( , ) d < , ( , ) d = 0 > 0.sup suplimK
x x b

C K x s s K x s s b
 

  
                                       (12) 

Твердження 2. Нехай виконується умова ортогональності (8). Тоді для довільної функції  ( ) C ng      

такої, що ( ) = 0lim x g x , і кожного v  функція  

0

0

( ) := ( , ) ( , ) ( )dy y v K s g s s


     

є розв'язком класу  1C n
   системи  

1

0

= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d ,
A a

y B x y f x g x x Y x PY s g s s
x x


        

 
                                 (13) 

для якого ( ) = 0lim x y x .  

Доведення. Вибір функції ( )   гарантує прагнення норми неорднорідного члена системи (13) до нуля при 

x . Крім того, виконана умова ортогональності  

1 1

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d = 0.PY x g x x Y x PY s g s s x
 

  
  

 
   
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Тому на підставі факту (c) маємо  

1 1

0 0 0 0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d = ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d = ( , ) ( )d ,G x s g s s Y s PY t g t t s H x s g s s Y s PY t g t t s K x s g s s
    

    
     

   
      

звідки з рахуванням факту (b) випливає потрібний висновок. 
Наслідок 3. Якщо функція ( )g   задовольяняє умови (11), то для всіх x   справджується рівність 

0 0

( , ) ( )d = ( , ) ( )dG x s g s s K x s g s s
 

  .  

Твердження 4. Нехай виконана умова ортогональності (8). Рівномірно обмежена на   cім'я функцій 

  
( , )

( ) C ny 
   

     з властивістю  

( ) = 0 ( , )lim
x

y x  


    

є продовженням за малим параметром   розв'язку 0
0 0( ) := ( ; )y y v   задачі (3) – (4) тоді й лише тоді, коли для 

кожного ( , )     існує вектор v такий, що справджуються рівності  

0

0

( ) = ( , ) ( , ) ( , ( ))d ,y x y x v K x s F s y s s x


                                                     (14) 

1

0

( ) ( , ( ))d = 0,PY x F x y x x



                                                                   (15) 

а вектор 00 := limv v   задовольняє визначальне рівняння 

1 0

0

( ) := ( ) ( , ( , ))d = 0.v PY x F x y x v x


                                                             (16)  

Доведення. Нехай сім'я   
( , )

( ) C ny 
   

     є продовженням розв'язку 0 ( )y  . Оскільки 

1

0

( , ) = ( ,0) ( , )dF x y F x J x sy s y
 

  
 
 , то унаслідок (5), умови (D) та Зауваження 1 маємо  

0
0 0

( , ( )) = 0, ( , ( )) ( , ( )) = 0.suplim lim
x x

F x y x F x y x F x y x 
  

                                          (17) 

З урахуванням першої границі у цій формулі ( )y   можна розглядати як деякий розв'язок лінійної задачі вигляду 

(3)–(4), у якій замість ( )f x  фігурує ( ) := ( ) ( , ( ))f x f x F x y x   . У цьому випадку умова ортогональності зводиться 

до (15). Тоді з огляду на опис сім'ї всіх розв'язків формулою (10), у якій ( ) ( )f x f x , та з урахуванням Наслідку 3 

справджується (14), де  

0

:= (1) (1, )( ( ) ( ) )d .v y K s f s B s s


          

Звідси випливає, що 0 0=lim v v  . Взявши до уваги (9) і другу рівність (17), здійснимо граничний перехід під 

знаком інтеграла у (15) при 0   і дістанемо 0( ) = 0v . 

Навпаки, якщо сім'я   
( , )

( ) C ny 
   

    , про яку йдеться в умові твердження, задовольняє рівності 

(14), (15), то з урахуванням Твердження 2 для кожного ( , )     функція ( )y   є розв'язком лінійної задачі 

вигляду (3)–(4) з неоднорідністю ( )f x  замість ( )f x . І оскільки 0 0=lim v v  , то, взявши до уваги (7), дістанемо (5).  

З урахуванням доведеного твердження за умови існування розв'язку 0v  визначального рівняння (16) 

пропонується такий підхід до розв'язання задачі (1)–(2). Розглянемо інтегральне рівняння з параметрами ,v    

0

0

( , , ) = ( , ) ( , ) ( , ( ; , ))d .y x v y x v K x s F s y s v s


                                                     (18) 

Нехай встановлено, що це рівняння має розв'язок ( , , )y v   , залежний від векторного параметра v  з деякого 

околу точки 0v  у   та параметра 0 0( , )    ( 0  – деяке додатне число), і такий, що ( , , ) = 0lim x y x v
  . Тоді, 

якщо для кожного ( , )    , де 0(0, )    – достатньо мале, існує розв'язок =v v  рівняння щодо v   

1

0

( , ) := ( ) ( , ( ; , ))d = 0,v PY x F x y x v x


                                                            (19) 

такий, що 0v v  , коли 0  , то покладемо ( ) := ( , , )y y v
    . Зрозуміло, що тоді ( )y   та v  задовольнятимуть 

співвідношення (14)–(15), а ( )y   і буде шуканим продовженням розв'язку 0 ( )y  . 

ТЕОРЕМА ІСНУВАННЯ РОЗВ'ЯЗКУ ЗБУРЕНОЇ ЗАДАЧІ. Теоремою, сформульованою нижче, встановлено 
достатні умови існування сім'ї розв'язків збуреної задачі.   
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Теорема 5. Припустимо, що виконані умови (A)–(E) й існує розв'язок 0v  визначального рівняння (16) такий, що 

0( ) :v    – cюр'єкція. Тоді існують додатні числа   та   такі, що для кожного ( , )     задача (1)–(2) 

має (l m )-параметричну неперервно диференційовну сім'ю розв'язків ( ; )y q  , 1= ( , , )l mq q q  , <q  , яка є 

продовженням за малим параметром   сім'ї розв'язків 0 ( ; )y q  незбуреної задачі. При цьому 0
0 0( ,0) = ( , )y y v  .   

Доведення. Нехай r , R  та 0  – додатні числа. Покладемо  

 0 0 , 0 0 00
[ ] := ( , ) : ( ) , := ( ) ( , ),n
R r rT y x y y y x R v              

де 0( )r v  – куля в   радіусом r  та з центром в точці 0v , і позначимо через , , 00
[ ]r R y  множину тих 

 , 0
( , , ) C n

ry      , що  

0 , 0

0 0 0

( , ( , , )) [ ] ( , , ) ,

( , , ) = 0 ( , ) ( ) ( , ).lim

R r

r
x

x y x v T y x v

y x v v v





    

      


 

Права частина рівності (18) визначає на цій множині оператор, який ми позначимо через [ ] . 

Подальші міркування розіб'ємо на кілька етапів. 
1. Доведемо існування нерухомої точки оператора [ ] . Насамперед покажемо, що вибором 0, ,r R   можна 

розпорядитися так, щоб , , 0 , , 00 0
[ ] [ ]r R r Ry y 

      . З урахуванням Зауваження 1 матимемо  

( , ) 0

0
0( , ) 0

( ) := ( , ) < ,sup
[ ]

( ) := ( , ) ( , ( )) ( ) < .sup sup
[ ]

J
x y TR

F J
xx y TR

C R J x y
y

C R F x y F x y x C R R
y







  
 

Тепер з (12) випливає нерівність 

0 0 0 , 0
0

[ ]( , , ) ( ) ( )( ) ( , ) ( , ( , , )) d ( ) ( , , ) ,Y K F ry x v y x Y x v v K x s F s y s v s C r C C R R x v


                

як тільки числа 0, ,r R   задовольнятимуть нерівності  

   0< , 0 < < / ( ) .Y Y K FC r R R C r C C R                                                          (20) 

Отже, при виконанні цих нерівностей графік функції [ ]( , , )y v   належатиме 0[ ]RT y  для всіх 

0 0 0( , ) ( ) ( , )rv v     . Крім того, з Твердження 2 при ( ) = ( , ( , , ))g F y v      випливає, що [ ]( , , ) = 0.lim x y x v   

Тепер доведемо неперервність  [ ]( , , )y     на , 0r  , а саме, покажемо, що  

, ,0 0
[ ]( , , ) [ ]( , , ), ( , , ) ( , , ) ( , , ) .r ry x v y x v x v x v x v               

Для цього, очевидно, достатньо для >b x  обґрунтувати границі  

[0, ]0 0

0 0

( , ) ( , ( , , ))d ( , ) ( , ( , , ))d , ( , ) ( , ),

( , ) ( , ( , , ))d ( , ) ( , ( , , ))d , .

x b
K x s F s y s v s K x s F s y s v s v v

K x s F s y s v s K x s F s y s v s x x

 



 

    

   

 

 



 

Друга границя випливає з диференційовності [ ]( , , )y v   на  , гарантованій Твердженням 2 при 

( ) = ( , ( , , ))g F y v     , та факту (b). Для обґрунтування першої границі запишемо нерівність  

 
[0, ] [0, ] [0, ]0 0

[0, ] ( , , ) [0, ], 0

( , ) ( , ( , , )) ( , ( , , )) d ( , ) d ( , ( , , )) ( , ( , , ))sup sup sup

2 ( , ) d ( , ( , , )) ( , ( , , ))sup sup sup

x b x b s

K
x b x v sr

K x s F s y s v F s y s v s K x s s F s y s v F s y s v

K x s s F s y s v C F s y s v



   



     

 
        

 
 

    
  

 


 [0, ]

( , ( , , )) 2 ( ) ( , ) d .supF
x b

F s y s v C R K x s s


 
   

 

В останньому рядку другий доданок можна зробити меншим за будь-яке наперед задане > 0  за рахунок 

вибору достатньо великого числа =   , а перший доданок при такому значенні   прямує до нуля, коли 

( , ) ( , )v v   , за теоремою Кантора про рівномірну неперервність неперервної функції на компакті. 

Увівши тепер у , , 00
[ ]r R y  стандартну метрику  

 1 2 1 2 , , 00( , , ) , 0

, = ( , , ) ( , , ) , ( , , ) [ ], = 1,2,sup i r R
x v r

y y y x v y x v y y i
  

       


  

дістанемо повний метричний простір  , , 00
[ ], ( , )r R y    . З урахуванням отриманих вище оцінок легко показати, що  
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   1 2 0 1 2[ ], [ ] ( ) , ,K Jy y C C R y y      

а тому, якщо поряд з (20) виконується нерівність  

0 ( ) < 1,K JC C R                                                                              (21) 

то [ ]  стискає , , 00
[ ]r R y  і за теоремою Банаха оператор [ ]  має нерухому точку , , 00

( , , ) [ ]r Ry y
    . Ця 

функція є розв'язком інтегрального рівняння (18) і прагне до 0, коли x . Крім того, очевидно, що 
0( , ,0) ( , )y x v y x v  . 

2. Доведемо, що ( , , )y     має неперервні частинні похідні за змінними v  та  . Природно припустити, що коли 

існує похідна за напрямком  

0

1
( , , ) := ( , , , ), ( , , , ) := ( , , ) ( , , ) ,lim

t
D y x v w t x v w t x v y x v t y x v

t
  


        e e e e  

де e  , =1e , то вона збігається з розв'язком інтегрального рівняння  

0

( , , ) = ( ) ( , ) ( , ( , , )) ( , , )d ,z x v Y x K x s J s y s v z s v s


    e  

одержаного формальним диференціюванням за напрямком e  обох частин рівняння (18). Права частина цього 

рівняння визначає на повному метричному просторі  , , 0
[0], ( , )r      , де , , , ,00 0

[0] : [0]r r RR    , оператор 

[ ] . Ті самі міркування, що й на етапі 1, дають підстави стверджувати, що нерівність (21) гарантує існування у цього 

оператора єдиної нерухомої точки , , 0
( , , ) [0]rz     e  . При цьому на підставі вже відомих нам оцінок дістаємо  

 0 0( ,0) ( ) ( ,0) ( ,0) / 1 ( ) .Y K J Y K Jz C C C R z z C C C R         e e e                               (22) 

Легко бачити, що при 0 < < 1t   справджується рівність  

 
0

( , , , ) = ( ) ( , ) , ( , , ), ( , , ) ( , , , )d ,w t x v Y x K x s I s y s v t y s v w t s v s


       e ee e  

де 
1

1 2 1 2
0

( , , ) := ( , (1 ) )dI s y y J s y y     , з якої, в свою чергу, дістаємо оцінку  

 0( ,0) / 1 ( ) .Y K Jw C C C R   e  

Її наслідком, зокрема, є рівномірна збіжність  

0 0 0( , , ) ( , , ) 0, 0 ( , ) ( ) ( , ).r
x

y x v t y x v t v v 

 

          e


                                  (23) 

Різниця ( , , , ) := ( , , , ) ( , , )u t x v w t x v z x v   e e e  справджує рівність  

   

 

   

0

0

0

( , , , ) =

= ( , ) , ( , , ), ( , , ) ( , , , ) , ( , , ) ( , , ) d

( , ) , ( , , ), ( , , ) ( , , , )d

( , ) , ( , , ), ( , , ) , ( , , ) ( , , )d

u t x v

K x s I s y s v t y s v w t s v J s y s v z s v s

K x s I s y s v t y s v u t s v s

K x s I s y s v t y s v J s y s v z s v s


  


 

  



          

      

        





e

e e

e

e

e

e

e .




 

Унаслідок виконання умови (E) та (23) для будь-якої точки 0 0 0( , ) ( ) ( , )rv v      і для довільного > 0  існує 

> 0  таке, що  

   
0

, ( , , ), ( , , ) , ( , , ) < ( , ).sup
s

I s y s v t y s v J s y s v t  


         e  

Тому                                 0 0
0 0

( , , , ) ( ) ( , , , ) ( ,0),sup supK J K
x x

u t x v C C R u t x v C z
 

      e e e  

звідки з урахуванням (22) дістаємо  

 
0

2
0 0

( , , , ) ( , ).sup
1 ( )

K Y

x K J

C C
u t x v t

C C R


     

 
e  

Це означає, що 0 ( , , , ) = ( , , )limt w t x v z x v  e e , а отже, ( , , ) = ( , , ).D y x v z x v  e e  

Аналогічно, з незначними змінами доводимо існування та неперервність частинної похідної ( , , )y


  


.
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3. Розглянемо рівняння (19). На підставі (9) можна стверджувати, що  

 1
0 0 0( , ) C ( ) ( , ) .r v          

Крім того, ( ,0) ( )v v   . З умов теореми випливає, що 0( ,0) = 0v  і що ортонормований базис   =1

l
i i
e  

простору   можна вибрати так, щоб вектори 0
=1

( )
m

i i
D ve  утворювали базис простору  . Тоді за теоремою про 

неявну функцію в околі точки 0( ,0)v  множина рівня  0 0 0( , ) ( ) ( , ) : ( , ) = 0rv v v        утворює 

диференційовний локальний ( 1)l m  -вимірний многовид. При цьому існують достатньо малі числа > 0  та 

0(0, )    такі, що цей многовид можна задати параметрично рівнянням = ( , )v q  , де 0(0,0) = v ,  

  1
0 0( , ) C : < ( , ) ,l mq q            

а за параметри 1= ( , , )l mq q q   можна взяти, наприклад, 0= ,i m iq v v  e . 

4. Для завершення доведення достатньо визначити шукану сім'ю розв'язків у такий спосіб: ( , ) := ( , ( , ), )y x q y x q
    . 

Наслідок 6. Для кожного ( , )     множина допустимих керувань збуреної задачі містить сім'ю, задану рівнянням  

0
0

= ( ) := ( 0) ( , ) ( 0, ) ( , ( , ))d , < .q Y q G s F s y s q s q


              

ВИСНОВКИ. Для сингулярної крайової задачі у критичному випадку, коли відповідна лінійна задача (3)–(4) має 
неєдиний розв'язок, доведено теорему, яка є аналогом результатів класичної теорії збурень періодичних розв'язків 
нелінійних систем, започаткованої А. Пуанкаре, та теорії збурень широких класів крайових задач, розробленої в [9]. 

Існування інтегрального зображення для розв'язків відповідної лінійної задачі дало змогу звести збурену задачу до 
пари рівнянь – інтегрального та визначального (рівняння породжувальних амплітуд). Як і слід було очікувати, 
виявилося, що за наявності у незбуреної задачі сім'ї розв'язків продовження за малим параметром допускають, узагалі 
кажучи, не всі розв'язки сім'ї, а лише ті, які виокремлюються за допомогою зазначеного визначального рівняння. 

Питання про застосування отриманих результатів до конкретних прикладних задач буде розглянуто окремо.  
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С СИНГУЛЯРНОСТЬЮ ПЕРВОГО РОДА 

Рассмотрена сингулярная краевая задача на положительной полуоси для слабо нелинейной системы дифференциальных  уравнений в критическом 
случае, когда решения невозмущенной задачи образуют семью, зависящую от нескольких параметров. Сингулярность задачи обусловлена наличием 
полюса первого порядка в коэффициентах системы и условием стремления решения к нулю на бесконечности. Доказана теорема о продолжении по 
малому параметру возмущения тех решений невозмущенной задачи, параметры которых удовлетворяют определяющему уравнению. 
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WEAKLY NONLINEAR BOUNDARY-VALUE PROBLEM ON THE HALF-LINE   
WITH SINGULARITY OF THE FIRST KIND 

A singular boundary-value problem on the half-line for weakly nonlinear system of differential equations is considered in the critical case where solutions of the corre-
sponding unperturbed problem form a family depending on several parameters. The singularity of the problem is caused by the presence of the first-order pole in system's 
coefficients as well as by the condition that the solution vanishes at infinity.  A theorem is proved on the continuation by small parameter of those solutions of the unper-
turbed system parameters of which satisfy the determining equation. 
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HYPERBOLIC BOUNDARY-VALUE PROBLEM OF MATHEMATICAL PHYSICS IN 

SEMIBOUNDED PIECEWISE-HOMOGENEOUS SPATIAL ENVIRONMENT 
 
By means of method of integral transforms in combination with the method of main solutions (influence matrices and Green matri-

ces) the exact analytical solution of algorithmic nature of hyperbolic boundary value problem of mathematical physics in semibounded 
piecewise-homogeneous spatial environment is constructed. 

 
INTRODUCTION. It is known that the actual problems of thermophysics, thermodynamics, theory of elasticity, theory of 

electrical circuits, theory of vibrations lead to boundary value problems of mathematical physics not only in homogeneous 
domains if the coefficients of the equations are continuous but also in inhomogeneous and piece-homogeneous domains if 
the coefficients of the equations are piece-continuous or in particular piece-constant. 

Some classes of such boundary value problems were considered in the papers of B. Boley, J. Weiner [1], V. Deineka, 
I. Sergienko, V. Skopetskiy [4, 13], Yu. Kolyano [5], Ya. Pidstryhach, V. Lomakin, Yu. Kolyano [12], G. Shilin [15], ets., in 
which there were investigated a number of important mathematical models of mechanics of continuum environment, me-
chanics of deformable solids, thermomechanics and so on. There are often used methods of numerical analysis, or method 
of reduction of problems in piecewise-homogeneous environments to the corresponding problems for differential equations 
with singular coefficients in the form of generalized functions (Dirac  -function and its derivatives) in homogeneous envi-
ronment exact solution of which is practically impossible to construct.  

However for a rather wide class of problems in piecewise-homogeneous environments it is shown to be effective the 
method of hybrid integral transforms generated by hybrid differential operators if in each connected component of piece-
wise-homogeneous environment there are considered different differential operators or differential operators of the same 
kind but with different sets of coefficients [3, 7–9, 11]. This method makes it possible to construct in analytical form solutions 
of certain linear boundary value problems of mathematical physics in piecewise-homogeneous environments due to their 
integral images.  

We propose in this paper constructed by means of method of integral and hybrid integral transforms exact analytical so-
lution of hyperbolic boundary value problem in semibounded spatial environment that is described by the Cartesian coordi-
nate system.  

FORMULATION OF THE PROBLEM. Let's consider the problem of construction the solution which is bounded in the 

set 
1 1

3 2 1 0 1 1
1 1

( , , , ) : 0;( , ) (0; ) (0; ); ( ; ), 0, ,
n n

n j j j k k n
j j

D t x y z t x y b z I I l l l l l l
 


  

 

               
  

   of separate 

system of partial differential equations of hyperbolic type [14] 
2 2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2
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xj yj zj j j j j j
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a a a u u f t x y z z I j n

t x y z

    
         

    
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with initial conditions  
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0
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u g x y z


  2
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





 ; 1, 1jz I j n   ;                                          (2) 

boundary conditions 

0
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x 

      
 0;
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



 0,1; 1, 1k j n   ;                                       (3) 

1
1

0

( , , );j j

y

h u t x z
y



 
     
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2 ( , , );j j

y b

h u t x z
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

 
    

1, 1j n  ;                                  (4) 

0

0 0
11 11 1 0 ( , , );

z l

u g t x y
z 

     
 1 0;

k
n
k

z

u

z








 0,1k                                              (5) 

and conjugate conditions 

1 1 2 2 1 0;

k

k k k k
j j k j j k

z l

u u
z z 



                    
 1,2; 1,j k n  ,                                      (6) 

here  ,, , , , , , ,k k
xj yj zj j js jsa a a p h k    are some non-negative constants;  

2 1 1 2 0;k k k k
jk j j j jñ        1 2 0;k kc c   0 0

11 110, 0;     0 0
11 11 0;     

 1 2 1( , , , ) ( , , , ), ( , , , ), , ( , , , )nf t x y z f t x y z f t x y z f t x y z  ; 

 1 1 1 1
1 2 1( , , ) ( , , ), ( , , ), , ( , ,ng x y z g x y z g x y z g x y z  ; 

 2 2 2 2
1 2 1( , , ) ( , , ), ( , , ), , ( , ,ng x y z g x y z g x y z g x y z  ; 
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 1 2 1( , , ) ( , , ), ( , , ), , ( , , )nt y z t y z t y z t y z     ; 

 1 1 1 1
1 2 1( , , ) ( , , ), ( , , ), , ( , ,nt x z t x z t x z t x z     ; 

 2 2 2 2
1 2 1( , , ) ( , , ), ( , , ), , ( , ,nt x z t x z t x z t x z     ; 

0 ( , , )g t x y  are given bounded continuous functions; 

 1 2 1( , , , ) ( , , , ), ( , , , ), , ( , , , )nu t x y z u t x y z u t x y z u t x y z   is the unknown function. 

Be noted that: 1) in the case of 2 0j   equations (1) are classic three-dimensional nonhomogeneous wave equations 

(oscillation equations) for orthotropic spatial environment;  2) in the case of 11 110, 1;k k     12 120, 1;k k    21 1 ,
k kE   

21 0;k   22 2 ,
k kE   22 0k  , here 1

kE , 2
kE  are Young modulus, 1,k n , conjugate conditions (6) coincide with the terms 

of the ideal mechanical contact. 
Therefore, in these cases, the problem which is considered is a mathematical model of forced oscillatory processes in 

semibounded piecewise-homogeneous spatial environment  3 2( , , ) : ( , ) ; nx y z x y z I     . 

THE MAIN PART. Let's suppose that the solution of hyperbolic initial boundary value problem of conjugation (1)–(6) 
exists and given and unknown functions satisfy the conditions of applicability of involved integral transforms [10, 11]. 

Let's apply the integral Fourier transform on the Cartesian semiaxis (0; )  relative to the variable x [10] to the problem (1)–(6): 

 
0

( ) ( ) ( , ) ( ),x xF g x g x K x dx g


                                                                     (7) 

 1

0

( ) ( ) ( , ) ( ),x xF g g K x d g x



                                                                     (8) 

2
2

2
0

( ) (0, ) ,x x
x

d g dg
F g K pg

dxdx




            
  

                                                    (9) 

here the kernel of transform is 

2 2

2 cos( ) sin( )
( , ) .x

x p x
K x

p

   
 

  
 

The integral operator xF  due to the rule (7) because of identity (9) for nitial boundary value problem (1)–(6) assigns to 

the problem of constructing of bounded solution on the set  '
3 ( , , ); 0; (0; ); nD t y z t y b z I      of separate system of 

differential equations  

 
2 2 2

2 2 2 2 2
2 2 2

( , , , );j
yj zj j xj j j j

u
a a u a u F t y z

t y z

   
        

   

    ;jz I  1, 1j n                          (10) 

with initial conditions  

1

0
( , , )j jt

u g y z


  , 2

0

( , , );j
j

t

u
g y z

t



 




  ;jz I 1, 1;j n                                        (11) 

boundary conditions  

1
1

0

( , , );j j

y

h u t z
y



 
      

  2
2 ( , , );j j

y b

h u t z
y



 
     

  ;jz I 1, 1j n                          (12) 

0

0 0
11 11 1 0 ( , , );

z l

u g t y
z 

      
   1 0;

k
n
k

z

u

z










 0,1;k                                           (13) 

and conjugate conditions 

1 1 2 2 1 0;

k

k k k k
j j k j j k

z l

u u
z z 



                    
   1,2; 1,j k n  ,                                    (14) 

here 
2( , , , ) ( , , , ) (0, ) ( , , );j j xj x jF t y z f t y z a K t y z      1, 1.j n   

Let's apply to the problem (10)-(14) a finite integral Fourier transform on Cartesian segment  0;b  relative to the vari-

able y  [10]: 

 
0

( ) ( ) ( ) ,
b

yk k kg y g y y dy g                                                                  (15) 

 1
2

1

( )
( ),k

yk k k
k k

y
g g g y







  


                                                                  (16) 
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2
2

1 22
0

(0) ( ) ,yk k k k k

y y b

d g dg dg
g h g b h g

dy dydy  

     
              

    
                                 (17) 

here the kernel of transform is 

1

2 2
1

cos( ) sin( )
( ) ,k k k

k

k

y h y
y

h

   
 

 
 

2
2 2 1 2 1 2

2 2 2 2
0 1 2

( )( )
( ) ,

2 2( )( )

b
k

k k
k k

h h h hb
y dy

h h

  
    

   
  

  1k k


 is monotonically increasing sequence of real various positive roots of transcendental equation 

2
1 2

1 2

( ) ,
( )

h h
ctg b

h h

 
 

 
 

which form the discrete spectrum. 
The integral operator yk  due to the rule (15) because of identity (17) for initial boundary value problem (10)–(14) 

assigns to the problem of constructing of bounded solution on the set  '
3 ( , , ); 0; (0; ); nD t y z t y b z I      of separate 

system of differential equations  

 
2 2

2 2 2 2 2 2
2 2

( , , );jk jk
zj xj yj k j jk jk

u u
a a a u G t z

t z

 
        

 

    ;jz I 1, 1j n                                   (18) 

with initial conditions  

1

0
( , );jk jkt

u g z


   2

0

( , );jk
jk

t

u
g z

t



 




  ;jz I 1, 1;j n                                            (19) 

boundary conditions  

0

0 0
11 11 1 0 ( , );k k

z l

u g t
z 

      
   

1, 0;
k

n k
s

z

u

z











 0,1;s                                         (20) 

and conjugate conditions 

1 1 2 2 1, 0;

s

s s s s
j j sk j j s k

z l

u u
z z 



                    
   1,s n ,                                      (21) 

here 
2 1 2 2( , , ) ( , , ) (0) ( , , ) ( ) ( , , );jk jk yj k j yj k jG t z F t z a t z a b t z               1, 1.j n   

Let's apply to the problem (18)–(21) the integral Fourier transform on the Cartesian semiaxis  0 ;l   whith n  points of 

conjugation relative to the variable z  [11]: 

 
0

, ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ),n
l

F g z g z V z z dz g


                                                             (22) 

 1
,

0

2
( ) ( ) ( , ) ( ) ( ),n nF g g V z d g z



        

                                                    (23) 

     

10

2 2
2 2 2 2 0 1

, 1 , 1 1 1 11 1 02 2
1

1
0 0 2
11 11

1

( ) ( ) ( , )

( ) ( , ) .
j

j

n

n zj j j z n n z
j

ln

j j j
j lz l

d g d g
F a z l l z a z l g a V z l

dz dz

d
g g z V z dz

dz



  







 
             

 

        
 



 



              (24) 

In formulas (22)-(24) there are values and functions: 

1 1
1

( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( );
n

k k k n n
k

V z V z z l l z V z z l 


              1 1
1

( ) ( ) ( ) ( );
n

k k k n n
k

z z l l z z l 


           

1

( ) ;
( ) ( )n

n nb 


  

  
   1

2 , 1 1( , ) ( ) ( , );
n

m j z j j m
j m

V z c a b G z
 


     1, ;m n  

1 1
1 2 1

, 1 , 1

( , ) ( ) cos ( )sin ;n n
n n n

z n z n

b z b z
V z

a a
 


 

   
           

   

1 , 1

2
2

;
n j z n

k
j k j zj

c a

c a






 


  

1 , 1

2 2

;n z n
n

n n

c a

c a


 


 1
, 1

1
;n

z na


   

1,2 1,1( , ) ( ) cos ( )sin ;k k
k k k

zk zk

b z b z
G z

a a 
   

        
   

 1, ;k n   
1

2 2 2( ) ;j jb k     1, 1;j n   

2 2
1 2( ) ( ) ( );n n n        01

01 1 0 11 1 0( ) ( );q l q l    02
02 1 0 11 1 0( ) ( );q l q l    

1,2 1 1,1 11 2( ) ( ) ( ; ) ( ) ( ; );j j
jm j j j j j j j j j jm mq l q l q l q l             

1 22 1 12 111 21( ; ) ( ) ( ) ( ) ( );kj kjk km km
jm k k k k k k k k k k k kq l q l v q l v q l v q l v q l      
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1( ) cos( ) sin( ) cos( );
m

k k k k k
ij s m ij ij s ij s s m ij s m

z l

d
v q l q z q q l q l

dz 

       
 

 2 ( ) sin( )
m

k k k
ij s m ij ij s

z l

d
v q l q z

dz 

     
 

 

cos( ) sin( );k k
ij s s m ij s mq q l q l    1,2;m   

( )x is the Heaviside step function [16]. 

Let's write the system of differential equations (18) and the initial conditions (19) in matrix form: 
2 2

2 2
1 1 12 2

2 2
2 2
2 2 22 2

2 2
2 2
, 1 1 1,2 2

( , ) ( , , )

( , ) ( , , )

( , ) ( , , )

z k k

z k k

z n n k n k

a q u t z
t z

a q u t z
t z

a q u t z
t z

  

   
          

 
              

 
 
             









=

1

2

1,

( , , )

( , , )

( , , )

k

k

n k

G t z

G t z

G t z

 
 
 
 
 
 
 
 
  








,                                        (25) 

1
11
1

2 2

11, 1,0

( , )( , , )

( , , ) ( , )
;

( , , ) ( , )

kk

k k

n k n kt

g zu t z

u t z g z

u t z g z 

  
         
  

       


 
 
 

 

2
11
2

2 2

21, 1,0

( , )( , , )

( , , ) ( , )
,

( , , ) ( , )

kk

k k

n k n kt

g zu t z

u t z g z

t

u t z g z 

  
             

       


 
 
 

                               (26) 

here 2 2 2 2 2 2( , ) ;j k xj yj k jq a a         1, 1.j n   

The integral operator  ,nF   which operates by the formula (22) let's represent as an operator matrix-row 

 
1 2

0 1

, 1 1 2 2 1 1( , ) ( , ) ( , )
n

l l

n n n
l l l

F V z dz V z dz V z dz


  

 
       
  
                                           (27) 

and apply to the problem (25), (26) due to matrices multiplication rule. 
As a result of the identity (24), we get a Cauchy problem 

 
21 1 12 2 2 2 0

1 1 11 1 0 02
1 1

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , ),
n n

j k j jk jk z k
j j

d
q k u t G t a V l g t

dt

  

 

 
               

 
                       (28) 

1 1
1

1 10

( , );
n n

jk jk
j jt

u g
 

 

       
1 1

1

1 10

( , ),
n n

jk jk
j jt

d
u g

dt

 

 

                                                    (29) 

here 
1

( , , ) ( , , ) ( , ) ;
j

j

l

jk jk j j
l

u t u t z V z dz


       1, 1;j n 
1

( , , ) ( , , ) ( , ) ;
j

j

l

jk jk j j
l

G t G t z V z dz


     
  1, 1;j n   

1

1 1( , ) ( , ) ( , ) ;
j

j

l

jk jk j j
l

g g z V z dz


       1, 1;j n   
1

2 2( , ) ( , ) ( , ) ;
j

j

l

jk jk j j
l

g g z V z dz


        1, 1;j n   1 .nl     

Let's suppose, without reducing of generality that  2 2 2 2
1 2 1 1max , ,..., nq q q q   and we put everywhere  2 2 2

1 1, 1j jk q q j n    . 

Cauchy problem (28), (29) takes the form 
2

2 2 0 1
1 1 11 1 0 02

( , , ) ( , , ) ( ) ( , ) ( , ),k
k k k z k

d u
u G t a V l g t

dt
           

                                      (30) 

1

0
( , ),k kt

u g


      2

0

( , ),k
k

t

du
g

dt


  
                                                       (31) 

here                                             
1

1
( , , ) ( , , );

n

k jk
j

u t u t



            2 2 2 2 2 2 2

1 1 1( , , ) ;k x y ka a             

                                          
1

1
( , , ) ( , , );

n

k jk
j

G t G t



            

1
1 1

1
( , ) ( , );

n

k jk
j

g g



            

1
2 2

1
( , ) ( , ).

n

k jk
j

g g



        

Directly is checked that the only solution to the problem (30), (31) is the function 

2 1

0

sin( ( , , ) ) sin( ( , , ) ) sin( ( , , )( ))
( , , ) ( , ) ( , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

t
k k k

k k k
k k k

t t td
u t g g

dt

             
         

                                  (32) 

2 0 1
1 1 11 1 0 0( , , ) ( ) ( , ) ( , ) .k z kG a V l g d            

   



ISSN 1684-1565                                         МАТЕМАТИКА. МЕХАНІКА 1(33)/2015 ~ 27 ~ 
 

A superposition of operators ,nF  and 1
,nF 
  is the identity operator so we represent the operator 1

,nF 
  as the operator 

matrix-column 

 

1
0

21
, 0

1
0

( , ) ( )

( , ) ( )2

( , ) ( )

n

n
n

n n

V z d

V z d
F

V z d












 
     

 
 
     

   
  
 
 

     
  








                                                           (33) 

Let's apply operator matrix-column (33) to matrix-element ( , , )ku t   
  due to matrices multiplication rule, if the function 

( , , )ku t    is defined by formula (32). We get the only analytical solution of initial-boundary value problem (18)–(21): 

2 1

0

sin( ( , , ) ) sin( ( , , ) )2
( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )

( , , ) ( , , )
k k

jk k k j n
k k

t t
u t z g g V z d

t

         
                     

                      (34) 

2 0 1
1 1 11 1 0 0

0 0

sin( ( , , )( ))2
( , , ) ( ) ( ; ) ( , ) ( , ) ( ) ;

( , , )

t
k

k z k j n
k

t
G a V l g V z d d


                           

   1, 1.j n   

To the functions ( , , )jku t z  which are defined by formulas (34), we apply the inverse operators 1
yk
  due to the rule 

(16) and 1
xF 

  due to the rule (8). As a result of simple transformations, we get functions 

1

1

10 0 0

( , , , ) ( , , , , , , ) ( , , , )
k

k

lt bn

j jk k k
k l

u t x y z E t x y z f d d d d





                     

1

1
1

1 0 0

( , , , , , , ) ( , , )
k

k

lbn

jk k k
k l

E t x y z g d d d
t








           

     

1

1
2

0
1 0 0 0 0 0

( , , , , , , ) ( , , ) ( , , , , , ) ( , , )
k

k
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jk k k j
k l

E t x y z g d d d W t x y z g d d d


 


                              

1 1

1 1
2 2 1 1

1 10 0 0 0

( , , , , , ) ( , , ) [ ( , , , , , ) ( , , )
k k

k k

l lt b tn n

xj xjk k k yj xjk k
k kl l

a W t x y z d d d a W t x y z
 

 

 
                              

2 2( , , , , , ) ( , , )] ;yjk k kW t x y z d d d              1, 1,j n                                               (35) 

which define the unique solution of hyperbolic initial boundary value problem of conjugation (1)–(6). 
In formulas (35) the components 

2
1 0 0

sin( ( , , ) ) ( ) ( )2
( , , , , , , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ;

( , , )
r r r

jk j k n x x
r r r

t v y v
E t x y z V z V K x K d d

v

 



    
             

    
    , 1, 1j k n   

of influence matrix (influence function) and components 

  12 0
1 1 11 1 0( , , , , , ) ( , , , , , , )j z jW t x y z a E t x y z l


       , 

1( , , , , , ) ( , ,0, , , , )xjk jW t x y z E t x y z     , 

1 ( , , , , , ) ( , , , ,0, , )xjk jkW t x y z E t x y z     , 

2 ( , , , , , ) ( , , , , , , )xjk jkW t x y z E t x y b z      

of Green matrices take part of  the problem under consideration. 
Using the properties of influence functions ( , , , , , , )jkE t x y z    and Green functions ( , , , , , )jW t x y z  , 

( , , , , , ),xjkW t x y z   ( , , , , , ),s
yjkW t x y z  ( 1, 2)s   can be verified directly that functions ( , , , )ju t x y z  defined by formulas 

(35) satisfy the equation (1), the initial conditions (2), the boundary conditions (3), (4), (5) and conjugate conditions (6) in 
terms of the theory of generalized functions [16].   

The uniqueness of the solution (35) follows from its structure (integral image) and uniqueness of the main solutions  
(influence matrices and Green matrices) of initial boundary value problem of conjugation (1)–(6). 

By methods from [2, 6] it can be proved that under appropriate conditions of initial data of problem, formulas (35) define 
a limited classical solution of the considered hyperbolic initial boundary value problem of conjugation. 

Remark 1. In the case of 2 2 2 2 0xj yj zj ja a a a     formulas (35) define the structure of solution of hyperbolic boundary 

value problem (1)–(6) in isotropic ( 1)n  -layer semibounded spatial environment. 
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Remark 2. Parameters , ( 1, 2)jp h j   make it possible to allocate from formulas (35) solutions of initial boundary value 

problems (1)–(6) in the case of setting on the surfaces 0; 0,x y y b    the boundary conditions of the 1st, 2nd and 3rd 

kind and their possible combinations. 

Remark 3. Parameters 0 0
11 11,   make it possible to allocate from formulas (35) solutions of boundary value problems in 

the case of setting on the surface 0z l  the boundary condition of the 1st kind 0 0
11 11( 0, 1)    , 2nd kind 

0 0
11 11( 1, 0)      and 3rd kind 0 0

11 11( 1, 0)h      . 

Remark 4. The analysis of the solution (35) according to the analytical expression of functions 1( , , , ),f t x y z  
1 2( , , ), ( , , ),j jg x y z g x y z 0 ( , , ),g t x y  1( , , ),t y z  1 ( , , ),j t x z  2 ( , , ),j t x z  1, 1j n   is carried out directly from the general 

structures. 
CONCLUSIONS. By means of method of integral and hybrid integral transforms of Fourier type in combination with 

method of main solutions (influence matrices and Green matrices) the integral image of exact analytical solution of hy-
perbolic boundary value problem of mathematical physics at semibounded piecewise-homogeneous spatial environment 
that is described by Cartesian coordinate system is obtained. The resulting solution is of algorithmic nature, continuously 
depends on the parameters and data of the problem and can be used in further theoretical studies and practice of engi-
neering calculations of real processes that are modeled by hyperbolic boundary-value problems of mathematical physics 
of inhomogeneous environments. 
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ГИПЕРБОЛИЧЕСКАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  
В ПОЛУОГРАНИЧЕННОЙ КУСОЧНО-ОДНОРОДНОЙ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ СРЕДЕ 

Методом интегральных преобразований в сочетании с методом главных решений (матриц влияния и матриц Грина) построено точное аналитиче-
ское решение алгоритмического характера гиперболической краевой задачи математической физики в полуограниченной кусочно-однородной про-
странственной среде. 
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ГІПЕРБОЛІЧНА КРАЙОВА ЗАДАЧА МАТЕМАТИЧНОЇ ФІЗИКИ  
В НАПІВОБМЕЖЕНОМУ КУСКОВО-ОДНОРІДНОМУ ПРОСТОРОВОМУ СЕРЕДОВИЩІ 

Методом інтегральних перетворень у поєднанні з методом головних розв'язків (матриць впливу та матриць Гріна) побудовано точний аналітичний 
розв'язок алгоритмічного характеру гіперболічної крайової задачі математичної фізики в напівобмеженому кусково-однорідному просторовому середовищі. 
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NUMERICAL SOLUTION OF A BOUNDARY VALUE PROBLEM  

FOR THE POISSON EQUATION IN A CIRCULAR DOMAIN WITH CUTS 
 

A problem of a stationary liquid filtration using fan-shaped drainage in a circular domain is considered. A mathematical model is 
formulated as a boundary value problem for the Poisson equation in domains of a circular shape with a given number of radial cuts and 
mixed boundary value conditions. The problem is solved by the finite difference method using the convergent Seidel method for sys-
tems of difference equations. Numerical calculations for different values of parameters of the problem are given. 
 

INTRODUCTION. Stationary filtration problems arise for homogeneous and multilayer media in the design and 
construction of hydraulic structures such as water intakes, wells, drainage canals. A solution of the problem of stabilized 
fluid flow to a single imperfect well even in homogeneous soils is associated with considerable mathematical 
difficulties [5; 6]. In [1; 2] it was considered a spatial problem of pressure stabilized-fluid flow of heavy incompressible fluid 
to fan-shaped drainage systems located in the multilayer infinite layer of finite thickness under the bottom of a reservoir. It is 
interesting to solve the problem of the stationary liquid filtration using the fan-shaped drainage in circular domains.  

This paper deals with the boundary value problem for the Poisson equation in circular domain with a given number of 
radial cuts that simulate drainage ditches. 

FORMULATION OF THE PROBLEM. We study the stationary filtration problem using the fan-shaped drainage. We 
consider a horizontal slice of the soil layer where the filtration occurs by means of ditches emanating from the center of 
symmetry of the domain. We assume that conditions of the problem are not depend on the depth of the slice. Since the domain 
of fluid motion has a central symmetry we can confine ourselves by solving the problem on the plane in the first quarter of the 
Cartesian coordinate system XOY. We place the origin of coordinates at the center of symmetry of the domain (Fig. 1). 

 

 
 

Fig. 1. The domain of fluid filtration 
 

Let t – time, a – radius of the considered domain G, , 1, , 2i i n n   – drainage ditches, each having the same length 

R (Fig. 1) or different lengths, , 1,3iG i   – the domain boundaries, 
1

,
n

i
i

    
3

1
.i

i
G G G


   

Since the filtration is stationary, for each fixed time t  we consider the boundary value problem for the Poisson equation 

 , ,u f x y     , \x y G                                                                      (1) 

with mixed boundary conditions  

2
0,

G
u                                                                                       (2) 

1 1\

0 ,
G

u

n  





        

3 \

0.
nG

u

n  





                                                                 (3) 

Here formulas (3) are the conditions of symmetry. 

On the drainage ditches , 1, , 2i i n n   , it is given the value of hydraulic head , i.e. the function u(x, y):  

 , .
i

u x y                                                                                (4) 

Taking into account the structure of the considered domain the problem (1)-(4) can be conveniently formulated in polar 

coordinates  , ,r  0 , 0 .
2

r a


      Since the solution is limited at 0,r   we can write the boundary value problem to 

determine the function  ,u r  : 

 
2

2 2

1 1
, ,

u u
r f r

r r r r

           
  ,r   \ ,G                                                     (5) 
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0,
r a

u    0, ,
2

    
                                                                         (6) 
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  , ,r R a                                                                        (7) 
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 , ,
i

u r     1, ,i n                                                                      (10) 

where                                1 1\ , : , 0 ,G r R r a          3 \ , : , ,
2nG r R r a
         

 
 

  1 , : 0 , 0 ,r r R         , : 0 , , 0 , 2, 1
2i i ir r R i n
              

 
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 , : 0 , ,
2n r r R
        

 
 2n  . 

NUMERICAL SOLUTION OF THE PROBLEM. The boundary value problem for the equation (5) with the conditions (6)-

(10) is solved by the finite differences method. The domain  0, 0,
2

G a
     

 is covered by a difference grid 

1 2 1 2h h h h    , where 1 2,h h  are grid steps in directions r  and   respectively, the grid 

1 1 1 1
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, 0, , ,h k
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r kh k N h
N
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 
 The grid 

2h is chosen so that its 

nodes cover inner drains. 
A difference scheme for the equation (5) is constructed using the integro-interpolation method [3]  
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1 2

, \ .h hr                                             (11) 

In (11) y  and f are difference analogues of the functions u and f . The approximation error of the difference 

scheme (11) is 
2 2

2 1 2
1 2

h h
O h

r r

 
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 
.  

The boundary conditions (6)–(10) are approximated with the second order in space: 

1
0,N jy 

2
,h                                                                               (12) 

 1 , 0 1 0 02 2
22 ,

1 2
,r k k k k

kk kr k

r y y y f
r r h

 
     

 

   
1

, ,hr R a                                               (13) 

   1
2 2 22

, 0 1 12 2,
2

1 2
,r k kN kN kNk

r kk k

r y y y f
r r h

        
1

, ,hr R a                                         (14) 

0 0 ,j jy    
2
,h                                                                            (15) 

0 0k ky   ,    2 2/ 1 / 1k N n k N ny    , … ,        2 22 / 1 2 / 1k n N n k n N ny      , 
2 2k N k Ny   ,  

1
0, .hr R          (16) 

An estimate of the solution of the difference problem is obtained. This estimate expresses the stability of the solution by 
boundary conditions and the right part of the equation. We have established convergence of the solution of the difference 
problem to the solution of the original differential problem. 

By adding to the equation (11) difference approximations of the boundary conditions (12)–(16), we obtain a system of 
linear difference equations. This system is solved using the point Seidel method [4]. 

This method belongs to single-step methods. According to the mentioned method the system of difference equations 
(11)–(16) is written in the form  

,Ay f                                                                                        (17) 

where  1 2, , my y y y
   is vector of unknowns.  

According to the Seidel method a matrix A is represented as 
A D L U   ,                                                                                 (18) 

where D is a diagonal matrix, L is a strictly lower triangular matrix, U – a strictly upper triangular matrix (diagonal elements 
of the matrices L and U are equal to zero). Then for solving the system (17) the Seidel method is written in the form 

  1s sD L y Uy f    
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or                                                                     11s sy D L Uy f
    ,                                                              (19) 

where 0y  is an initial approximation to the solution of the system (17). 

Taking into account the structure of the considered problem, calculation formulas of the Seidel method, for example, for 
the internal nodes of the grid have the form 

   
2

1 2 1 1 2 21
2 1 1 1 1 1 1 1 22 2 2

2 1 2 2

,
2

s s s s sk
kj k j k j kj kj k kj

k k kk

r h
y h r y r y y y r h h f

rr h h

  
   

 

  
           

                             (20) 

where 1s
kjy   – the value of an approximate solution on s+1-st iteration at a point  , .k jr   The iterative process is terminated 

when the condition 1

,
max s s

kj kj
k j

y y     is fulfilled, where 0   – a required accuracy for convergence of iterations. 

RESULTS OF NUMERICAL CALCULATIONS. Developed numerical algorithms are used for solving the problems of 
the stationary filtration in the domain G with a different number of drainage ditches. We have considered such variants: 

1. The number of drainage ditches 2n  , all of them have the same length 0.5R  , so   1 , : 0 0.5, 0 ,r r        

 2 , : 0 0.5, ,
2

r r
        

 
 radius of the domain 2a  ,  , 0,f r    the function  , 0.25r    . 

2. The number of drainage ditches 3n  , all of them have the same length 1R  , so   1 , : 0 1.0, 0 ,r r        

 2 , : 0 1.0, ,
4

r r
        

 
  3 , : 0 1.0, ,

2
r r

        
 

 radius of the domain 2a  ,  , 0,f r    the function 

 , 0.25r    . 

3. The number of drainage ditches 4n  , they have different lengths R, so that   1 , : 0 0.5, 0 ,r r        

 2 , : 0 0.7.0, ,
6

r r
        

 
 3 , : 0 1.2, ,

3
r r

        
 

 4 , : 0 0.5, ,
2

r r
        

 
 radius of the domain 

2a  ,  , 0,f r    the function  , 0.25r    . 

We chose the programming system MATLAB 7.6.0 for the implementation of a numerical algorithm for solving the problem. 
The calculation results are shown in Fig. 2–7 in the form of solution values of the problem (5)-(10) and isolines of 

solution for specified variants of the problem parameters. 
 

                  
 

    Fig. 2. Values of hydraulic head for n=2                                        Fig. 3. Isolines of hydraulic head for n=2 

 

                  
 

    Fig. 4. Values of hydraulic head for n=3                                          Fig. 5. Isolines of hydraulic head for n=3 
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    Fig. 6. Values of hydraulic head for n=4                                            Fig. 7. Isolines of hydraulic head for n=4 
 

CONCLUSIONS. The results of the conducted researches show the effectiveness and validity of the proposed approach 
for solving the problem of the stationary filtration using the fan-shaped drainage with ditches of equal or different length. 

These calculations allow to estimate the hydrodynamic state of soil in a case of the stationary fluid filtration to the 
system of fan-shaped drainages in circular domains. 

The obtained results correspond to the characteristic behavior of the solution of the differential problem. This 
methodology can be used for solving other problems of this class. 
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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА 
В КРУГОВОЙ ОБЛАСТИ С РАЗРЕЗАМИ 
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мулирована как краевая задача для уравнения Пуассона в области круговой формы с заданным числом радиальных разрезов и смешанными краевыми 
условиями. Задача решена методом конечных разностей с использованием сходящегося метода Зейделя для системы разностных уравнений. Приведе-
ны численные расчеты для разных значений параметров задачи. 
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методом скінченних різниць з використанням збіжного методу Зейделя для системи різницевих рівнянь. Наведено чисельні розрахунки для різних значень 
параметрів задачі. 
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ПРО ЗАДАЧУ ДІРІХЛЕ ДЛЯ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНОГО РІВНЯННЯ  
З КОМУТУЮЧИМИ МАТРИЧНИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ 

 
Отримано критерій однозначної розв'язності однорідної задачі Діріхле у крузі для безтипового диференціального рів-

няння з частинними похідними другого порядку, коефіцієнтами якого є комутуючі квадратні матриці. Необхідну і достат-
ню умову порушення єдиності розв'язку записано у вигляді рівності нулю визначника, що залежить від коефіцієнтів нада-
ного рівняння. 
 

ВСТУП. Початком систематичного дослідження властивості ньотеровості крайових задач для еліптичних дифе-
ренціальних рівнянь вважається стаття Я. Б. Лопатинського [12] 1953 року, де автором вказано умову зведення за-
гальної крайової задачі в обмеженій області до еквівалентної системи інтегральних рівнянь. Пізніше було встанов-
лено необхідність цієї умови [1; 15; 9], яку називають у даний час умовою додатковості, умовою накривання або про-
сто умовою Лопатинського. 

© Лесіна Є., 2015 
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У статті [2] А. В. Бiцадзе побудував приклад еліптичної системи диференціальних рівнянь, для якої однорідна 
задача Діріхле в крузі має нескінченний набір лінійно незалежних поліноміальних розв'язків. Вперше було виявлено 
ефект нескінченновимірності ядра задачі Діріхле. Згодом він знову навів приклад системи з такою самою властивіс-
тю і запровадив поняття слабо зв'язаної системи в довільній області з ляпуновською межею, простір розв'язків зада-
чі Діріхле якої в даній області має скінченну вимірність [3]. Проте умову слабої зв'язаності важко перевірити навіть у 
випадку круга для скалярного рівняння. 

Слід відзначити, що подібні приклади зустрічаються у роботах В. С. Віноградова [7], Є. М. Кузьміна [11], 
В. І. Шевченка [14]. Останній з них навів приклад еліптичної системи трьох рівнянь другого порядку, для якої має 
місце порушення ньотеровості задачі Діріхле у чотиривимірній кулі. 

Крім того, вивченню ньотеровості крайових задач для кватерніонозначних рівнянь присвячено статтю 
В. С. Віноградова [8], у якій отримано необхідну і достатню умову на змінні коефіцієнти, що забезпечує скінченнови-
мірність ядра оператора задачі. 

Зауважимо, що, як показано В. П. Бурським у статті [5], для єдиності розв'язку першої крайової задачі тип рівнян-
ня не має принципового значення. Він отримав критерій нетривіальної розв'язності однорідної задачі Діріхле в оди-
ничному крузі для рівнянь другого порядку із сталими комплексними коефіцієнтами та однорідним невиродженим  
символом у вигляді  -раціональності кута між різними комплексними характеристиками. В іншій його статті [6] роз-
глянуто однорідну задачу Діріхле в одиничному крузі для безтипового диференціального рівняння другого порядку 

1 1 1 2 2 2
" " " 0x x x x x xau bu cu   , 

де , ,a b c – комплексні квадратні матриці n n , 2, ( )nu H K ,    2, 2 nnH K H K     – соболєвський простір вектор-

функцій, і отримано критерій порушення єдиності розв'язку задачі в достатньо складній формі, що не піддається 
перевірці. Тому виникло питання більш простого опису систем із порушенням єдиності, який було реалізовано за 
допомогою додаткової умови на матриці-коефіцієнти, що полягала у комутативності.  

Отже, у поданій статті, із використанням додаткової умови комутативності коефіцієнтів рівняння і методу двоїс-
тості "рівняння-область" (див. [4]), отримано критерій порушення єдиності розв'язку задачі Діріхле в крузі для безти-
пового диференціального рівняння другого порядку з комплексними матричними коефіцієнтами у простій формі, що 
дозволяє будувати приклади систем, оператор задачі Діріхле яких має нетривіальне ядро. 

Необхідну і достатню умову нетривіальної розв'язності записано у вигляді рівності нулю визначника, елементи якого 
виражаються через коефіцієнти наданого рівняння. За умови виконання рівності, у явному вигляді побудовано нетривіа-
льний векторно-поліноміальний розв'язок задачі (1), (2). На додаток наводиться приклад системи диференціальних рів-
нянь другого порядку, яка задовольняє умову (3) і ядро задачі Діріхле якої є нетривіальним і нескінченновимірним.  

ПОСТАНОВКА ЗАВДАННЯ. Для диференціального рівняння з матричними коефіцієнтами та з однорідним за 
порядком диференціювання символом (без молодших членів) 

1 1
1 2

sin cosLu
x x

  
      

2 2
1 2

sin cos 0u
x x

  
      

                                            (1) 

розглянемо задачу Діріхле 

0Ku                                                                                          (2) 

в соболєвському просторі    2, 2 nnH K H K     вектор-функцій, де  2 : 1K x x  R  – одиничний круг з межею 

K . Припустимо, що 1  і 2  – комутуючі комплексні n n -матриці, 0 2 1 0      – їх різниця. Через 

    1 2l a a     будемо зазвичай позначати невироджений матричний символ диференціального оператора 

  1 2L a a
x

      
. 

Зауважимо, що рівняння 
1 1 1 2 2 2

" " " 0x x x x x xau bu cu   (з комутуючими комплексними невиродженими матриця-

ми у якості коефіцієнтів) можна привести до вигляду:   1 2 0a a u   , де 1
1 ,a  1

2 ,a  2
1 ,a  2

2a  – такі комутуючі ма-

триці, що матриця    2 2

1 2
j ja a , 1,2j  , має обернену. Зокрема, в нашому випадку  1

1 1sin ,cosa    , 

 2
2 2sin ,cosa    . 

Розглянемо ортогональні по відношенню до ja вектори    2 1, cos ,sinj jj
j ja a a      , 1,2j  . Слід відзначи-

ти, що, відповідно до прийнятих позначень, 

  1

1 2
j j

jtg a a


   ,      1,2j  . 

Це означає, що матриці 1  і 2  існують лише тоді, коли жодне з характеристичних чисел  1
k  та  2

k , 1, ,k n  

матриць   11 1
1 2a a


  і   12 2

1 2a a


  не дорівнює відповідно i . Цей факт пов'язаний із тим, що у скалярному випадку 

рівняння tg i    не має розв'язків. 

Наша мета – дослідити питання порушення єдиності задачі (1), (2) і побудувати приклад задачі з нескінченнови-
мірним та нетривіальним ядром. 
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ДОВЕДЕННЯ НЕТРИВІАЛЬНОЇ РОЗВ'ЯЗНОСТІ ЗАДАЧІ ДІРІХЛЕ. У процесі дослідження першої крайової зада-
чі у крузі для рівняння другого порядку з комутуючими матричними коефіцієнтами отримано наступний критерій.  

Теорема. Задача Діріхле (1), (2) має нетривіальний розв'язок у просторі  2,nH K  тоді і тільки тоді, коли іс-

нує такий натуральний номер 2N  , при якому виконується рівність: 

 2 1det sin 0.N                                                                               (3) 

Якщо умова (3) справедливою має місце, то існує злічена кількість лінійно незалежних векторно-
поліноміальних розв'язків.  

Спочатку доведемо допоміжне твердження, яке сформулюємо у вигляді леми. 
Лема. Нехай для деякого полінома Q  виконується тотожність:  

 cos ,sin ,cos 2 ...., cos ,sin 0Q m m        .R                                                     (4) 

Тоді тотожність (4) справедливою виконується  і для довільної матриці  . 
Доведення леми. Якщо   – дійсне число, то після розкладання даного поліному Q  у ряд Тейлора за ступенями 

  одержимо: 

0
0,k

k
k

q



                                                                                    (5) 

звідки безпосередньо випливає, що усі коефіцієнти 0,kq   0,1, 2,...k  .  

З іншого боку, якщо   – довільна матриця, то шляхом множення kq  на k  і підсумовування за k , отримаємо 

вираз вигляду (5), від якого здійснюється перехід до запису (4). Доведення леми завершено. 
Доведення теореми.  

Необхідність. Нехай  2,nu H K  – будь-який нетривіальний розв'язок задачі (1), (2),  2, 2nu H R  – деяке 

продовження функції u на площину. Через  x    позначимо характеристичну функцію круга K : 

 
1, ,

0, ,

x K
x

x K


   

  

Подіємо оператором L  із умови рівняння (1) на функцію v u  : 

  ' .KLv l u                                                                                    (6) 

Тут   – одиничний вектор зовнішньої нормалі, K  – міра, зосереджена на межі K  круга K :  ,K
K

dS


    . 

Помноживши обидві частини рівності (6) на поліном 2 1x  , який визначає межу області, отримаємо нуль у правій 
частині:  

 2 1 0x Lv   .                                                                                (7) 

Тепер до рівняння (7) застосуємо перетворення Фур'є:     1 2( 1 0a a v       . 

Внаслідок теореми Пелі-Вінера, згідно якої перетворення Фур'є функції з компактним носієм є цілою функцією, 
тобто допускає розклад у ряд Тейлора, для молодшої однорідної частини mv  розкладу степеню однорідності m  

одержимо: 

    1 2 0ma a v      . 

Розв'язок w  рівняння Лапласа 0w   можна записати наступним чином:  

 
1

cos sinN
N N

N
w const r c N d N




                                                               (8) 

з деякими векторними коефіцієнтами Nc , Nd . Оскільки у полярних координатах ( , )r   

 
0

cos sin
m

m
mv r A B 


    , 

то, вважаючи    1 2
mw a a v      у рівності (8) і беручи до уваги, що  cos ,r    sinr  , при 2N m    

отримаємо: 

         1 2
2 2cos 2 sin 2m m ma a v m I c m I d               .                                     (9) 

Тут  cos ,sin    , I – одинична матриця порядку n . Оскільки  

       1 2
1 1 2 2sin cos cos sin sin cos cos sina a I I I I                      1 2sin sinI I      , 

то помічаємо, що ліва частина рівності (9) дорівнює нулю, коли jI k I     ,     1,2,j      1,2,k   … . 

Очевидно, при такому значенні   для правої частини (9) будемо мати однорідну систему двох рівнянь: 
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       
       

1 2 1 2

2 2 2 2

cos 2 sin 2 0,

cos 2 sin 2 0.

m m

m m

m k I c m k I d

m k I c m k I d

 

 

                    


                  
                                 (10) 

Помножимо перше рівняння системи (10) зліва на матрицю   2cos 2m k I     , друге – на матри-

цю   1cos 2m k I       і складемо одержані рівності. Результатом додавання буде наступне рівняння: 

  2 1 2sin 2 0.mm d                                                                  (11) 

Оскільки система (10) має нетривіальний розв'язок   2 2,m mc d   (цей факт випливає з нашого припущення щодо 

існування нетривіального розв'язку задачі (1), (2) та із міркувань двоїстості), то з (11) випливає, що матриця 

  2 1sin 2m       вироджена, тобто    2 1det sin 2 0m       , і, таким чином, існує номер 2N m  , який 

забезпечує виконання умови (3). 
Лишається обґрунтувати тотожність  

        1 2
2 2cos 2 sin 2 0m m ma a c m d m                

для будь-якої матриці  , але цей факт справедливий внаслідок леми, яку було доведено вище  для полінома 

          1 2
2 2cos ,sin ,...., cos ,sin cos 2 sin 2 .m m mQ m m a a v c m d m                   

Необхідність доведено. 
Достатність. Нехай існує такий натуральний номер 2N  , що виконується умова (3). Тоді знайдеться деякий 

ненульовий вектор v , який анулює матрицю  2 1sin N   ; тобто  2 1sin 0.N v     

Покажемо, що для довільного натурального N  розв'язком задачі Діріхле (1), (2) є вектор  

    1 2
2 2 ,N N Nu T a x T a x v         

де 2NT – поліном Чебишева першого роду,    2 cos cos 2 .NT N    

Рівняння (1) після підстановки вектора Nu  в ліву частину буде задовольнятися тривіально. Таким чином, лишає-

ться перевірити справедливість граничної умови (2) для  Nu маємо 

    1 2
2 2N K N N Ku T a x T a x v                2 1 2 2cos cosN NT I T I v            

   1 2cos 2 cos 2N I N I v               1 2 2 12sin sin 0.N I N v           

Теорему доведено. 
Зауваження.  Легко показати, что подібна задача Діріхле в області, обмеженій еліпсом, за допомогою лінійної 

заміни зводиться до задачі у крузі, і міркування, які викладено вище, дослівно переносяться на цей випадок. 
Дійсно, задача 

 1 1 2 2sin cos sin cos , 0Lu u x y
x y x y

      
                  

,  

 , 0u x y     

у просторі    2, 2 nnH H     , де  
2 2

2 2
, : 1

x y
x y

p q

      
  

,   
2 2

2 2
, : 1, 0

x y
x y p q

p q

        
  

 – еліпс, 

1  і 2  –  комутуючі комплексні n n -матриці, вводимо заміну змінних x p  , y q  , зводиться до задачі: 

1 1
1 1
sin cos

p q

  
     

  2 2
1 1
sin cos , 0u

p q

  
        

 ,  

 , 0Ku     , 

де   2 2, : 1K         – одиничний круг з межею K . 

ПРИКЛАД СИСТЕМИ РІВНЯНЬ З НЕТРИВІАЛЬНИМ РОЗВ'ЯЗКОМ ЗАДАЧІ ДІРІХЛЕ У КРУЗІ. Побудуємо при-
клад системи диференціальних рівнянь, для якої однорідна задача Діріхле у крузі має нетривіальний розв'язок. При 
цьому будемо вважати, що 2.n   

Позначимо  2 1 0N N A     і розглянемо у якості матриці A  наступну симетричну матрицю:  

,
b a

A
a b

 
  
 

 

де ,b  a  визначається за допомогою b . Нам потрібно, щоб виконувалась умова  det sin 0A  . Маємо [10]: 

3 5

sin
3! 5!

A A
A A     . 
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Неважко показати, що ступінь матриці A  можна обчислити за формулою: 

2 1kA  
2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 3 2 2 3 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1

1 2 3 2 2 3 2 1 2 1 2 2 1 2 2 2
2 1 2 1 2 1 2 1

k k k k k k k
k k k k

k k k k k k k
k k k k

b C b a C ba C b a C b a a

C b a C b a a b C b a C ba

   
   

   
   

      
        

 

 
,  де 0,1, 2,k  … ,  

враховуючи яку, після елементарних перетворень, запишемо шукану матрицю sin A у вигляді:  

cos sin cos sin
sin

cos sin cos sin

a b b a
A

b a a b

 
  
 

.                                                                 (12) 

Тепер умова  det sin 0A   зводиться до тригонометричного рівняння: 

2 2 2 2cos sin cos sin 0,a b b a   

звідки знаходимо ,a b m     m Z . 

Отже,  0

b b m
A N

b m b

   
       

, звідки  0 2 1

b b m

N N N
b m b

N N N

    
     
    
 

. 

Матриці 1  і 2  обираємо наступним чином:         1

0

0

b m

N N
b m

N N

   
  
   
 




 ,      2

0

0

b

N
b

N

 
 
  
 
 
 

. 

Безпосередньою перевіркою встановлюється, що матриці 1  і 2  комутують.  

Далі, беручи до уваги впроваджені вище позначення, обчислимо компоненти векторів ,ja 1,2j  , з умови вихід-

ного рівняння (1). Дійсно,  

1

0 sin

sin

sin 0

b m

N N

b m

N N

     
   

     
  




 ,      1

cos 0

cos

0 cos

b m

N N

b m

N N

     
   

     
  




 . 

Зауважимо, що у процесі пошуку 1sin  і 1cos  ми використали формулу (12), а також тригонометричну тотож-

ність 2 2
1 1sin cos I    , яка виконується для довільної невиродженої квадратної матриці 1  (див. [10]; [13]). 

Не обмежуючи загальності, припустимо, що m є кратним по відношенню до N . Тоді вирази для матриць 1sin  

та 1cos  набувають більш простої форми, а саме  

1

0 sin
sin

sin 0

b

N
b

N

  
  
  
 

 ,        1

cos 0
cos

0 cos

b

N
b

N

  
  
  
 

 . 

відшукаємо аналогічно знаходимо компоненти вектора 2a . Маємо: 

2

sin 0
sin

0 sin

b

N
b

N

 
 
  
 
 
 

 ,        2

cos 0
cos

0 cos

b

N
b

N

 
 
  
 
 
 

 . 

Таким чином:                 1
1 1

0 sin
sin ,cos

sin 0

b

Na
b

N

  
    
   

 ,  

cos 0

0 cos

b

N
b

N

  
 
    

; 

 2
2 2

sin 0
sin ,cos

0 sin

b

Na
b

N

 
 
    
 
  

 , 

cos 0

0 cos

b

N
b

N

 
 
 
 

  

. 

Шукане рівняння можна записати у вигляді: 

1 1 1 2

2

" "

2

0 sin cos sin cos sin

sin 0 cos sin cos sin
x x x x

b b b b b

N N N N Nu u
b b b b b

N N N N N

        
      
       
   

2 2

2

"

2

cos 0
0

0 cos
x x

b

N u
b

N

  
   
  
 

, 
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або у еквівалентному вигляді 

1 1

2 "0 1
sin

1 0 x x
b

u
N

 
   

  1 2 2 2

" 2 "1 1 1 0
sin cos cos 0

1 1 0 1x x x x
b b b

u u
N N N

   
      

   




.                             (13) 

Перепишемо рівняння (13) у вигляді системи двох скалярних рівнянь, позначивши  ,u f g : 

1 1 1 2 1 2 2 2

1 1 1 2 1 2 2 2

2 " " " 2 "

2 " " " 2 "

sin cos sin cos sin cos 0,

sin cos sin cos sin cos 0.

x x x x x x x x

x x x x x x x x

b b b b b b
g f g f

N N N N N N
b b b b b b

f f g g
N N N N N N

        

        


                               (14) 

Таким чином, система (14) – це система диференціальних рівнянь другого порядку, для якої ядро першої крайо-
вої задачі у крузі є нетривіальним і нескінченновимірним.  

ВИСНОВКИ. Досліджено питання нетривіальної розв'язності однорідної задачі Діріхле в крузі для безтипового 
диференціального рівняння з частинними похідними другого порядку без молодших членів із комутуючими комплек-
сними матричними коефіцієнтами. Умова комутативності, якій відповідають коефіцієнти рівняння, дозволяє одержа-
ти критерій існування нетривіального розв'язку у менш складній формі, яка піддається перевірці. Отримано необхід-
ну і достатню умову порушення єдиності розв'язку у вигляді рівності нулю визначника, що залежить від коефіцієнтів 
даного рівняння. Розглянуто приклад системи диференціальних рівнянь, для якої задача Діріхле у крузі має нетриві-
альне і нескінченновимірне ядро. 
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В работе получен критерий однозначной разрешимости однородной задачи Дирихле в круге для бестипного дифференциального уравнения в част-
ных производных второго порядка, коэффициентами которого являются коммутирующие квадратные матрицы. Необходимое и достаточное условие 
нарушения единственности решения записано в виде равенства нулю определителя, зависящего от коэффициентов рассматриваемого уравнения. 
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ПРО РОЗШИРЕННЯ ОСНОВНИХ СИМЕТРІЙ  
ДВОВИМІРНОГО РІВНЯННЯ РЕАКЦІЇ-КОНВЕКЦІЇ-ДИФУЗІЇ 

 
Отримано неперервні перетворення еквівалентності двовимірного рівняння реакції-конвекції-дифузії. Встановлено не-

обхідні умови розширення основної алгебри інваріантності даного рівняння. 
 

ВСТУП. Дослідження багатьох фізичних, біохімічних, екологічних, економічних та інших процесів потребує побу-
дови математичних моделей. У багатьох випадках такими моделями є диференціальні рівняння. Найчастіше мате-
матичні моделі є наслідком загальних законів або специфічних властивостей, що притаманні даному процесу. 

Диференціальні рівняння успішно застосовувалися в якості математичних моделей фізичних явищ, пов'язаних з 
різними фізичними полями і хвильовими функціями в електродинаміці, акустиці, теорії пружності, гідро- і аеродина-
міці і ряду інших напрямів дослідження фізичних явищ в суцільних середовищах. Математичні моделі цього класу 
явищ найчастіше описуються за допомогою диференціальних рівнянь з частинними похідними. До таких рівнянь 
відносять рівняння реакції-конвекції-дифузії. 

Дослідження рівнянь дифузії та різних їх модифікацій з додатковими членами, що відповідають реакції або кон-
векції, є актуальною задачею математичної фізики, оскільки ці рівняння часто використовують у якості математич-
них моделей різноманітних процесів у природі та суспільстві. Наприклад, у біології розглядають клітини, бактерії, 
хімічні речовини, тварин тощо як частинки, кожна з яких рухається хаотично. Тоді систематичний рух їх групи вважа-
ється процесом дифузії, і зазвичай це не проста дифузія, оскільки береться до уваги взаємодія між частинками. Для 
простоти біологи використовують (1+1)-вимірне неперервне модельне рівняння для опису глобальної поведінки в 
термінах густини чи концентрації частинок. Оскільки моделі дифузії часто формулюються в термінах нелінійних ди-
ференціальних рівнянь, які, як правило, не є інтегровними та не можуть бути лінеарізованими, то симетрійні методи, 
в силу своєї універсальності, є важливими для їх дослідження. Тому невипадково, що сучасний розвиток групового 
аналізу розпочався з групової класифікації Л. В. Овсянніковим [4] класу (1+1)-вимірних нелінійних рівнянь дифузії. 
Результатом класифікації ліївських або некласичних симетрій (умовних, потенціальних, узагальнених) є виокрем-
лення модельних рівнянь з нетривіальними симетрійними властивостями. 

Розглянемо двовимірне рівняння реакції-конвекції-дифузії 

0 ( ( ) ) ( ) ( )a
a a aw f w w g w w H w    ,                                                   (1) 

де 0 1 2( , , )w w x x x , 0x  – часова змінна, 1,x  2x  – просторові змінні, ( ),f w  ( ),ag w  ( )H w  – коефіцієнти дифузії, 

конвекції та реакції відповідно. Індекс біля функції внизу означає диференціювання за відповідною змінною, за інде-
ксами, які повторюються, розуміється сумування, {1,2}a . В одновимірному випадку симетричні властивості рів-

няння (1) досліджено в [9]. 
Рівняння (1) використовується для моделювання переносу енергії в плазмі, розподілу розчинів у ґрунті, руху рі-

дин в пористому середовищі, процесів хемотаксису та інших фізичних і біохімічних процесів. До класу рівнянь (1) 
входять такі відомі рівняння, як рівняння теплопровідності, Бюргерса та інші. Заміна 

( )u f w dw  , 

де 0 1 2( , , )u u x x x  – нова невідома функція, зводить рівняння (1) до вигляду 
0

0( ) ( ) ( )a
au f u u f u u h u    ,                                                       (2) 

яке ми і будемо досліджувати, причому вважатимемо, що ( ) 0af u  , так як випадок ( ) 0af u   досліджено в [1]. 

СИСТЕМА ВИЗНАЧАЛЬНИХ РІВНЯНЬ. ОСНОВНА АЛГЕБРА ІНВАРІАНТНОСТІ. 
Означення. Основною алгеброю інваріантності рівняння (2) назвемо алгебру, відносно якої рівняння (2) інваріан-

тне при довільних виглядах нелінійностей 0f , af , h . 

Справедливе наступне твердження. 
Лема 1. Основною алгеброю інваріантності рівняння (2) є алгебра 

0 1 2
0 1 2

,  ,  basA
x x x

  
       

  
.                                              (3) 

Доведення. Інфінітезимальний оператор алгебри інваріантності рівняння (2) будемо шукати у вигляді 

( , ) ( , ) uX x u x u
      ,                                                                     (4) 

де 0 1 2( , , )x x x x , 0,2  ,  ,   – шукані функції. 

Застосувавши до рівняння (2) алгоритм С. Лі (див., наприклад, [3], [5]) одержимо систему визначальних рівнянь 

відносно нелінійностей 0f , af , h  та координат  ,   оператора (4) : 
0 0u a uu

      , 1 2
1 2 ,    2 1

1 2 0    ,                                                 (5) 

0 0 1 0
0 1

0 1 2
0 1 1

1 0
1 0

( 2 ) ,

( ) 2 ,

( 2 ) ,

a a b
ab ab au

a
u a

f f

f f f

h h f f

    

          

         






                                                (6) 
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де 
1 0

( )
01 ab
 

   
 

 – символ Кронекера, 
0  1

( )
1    0ab

 
   

 
 – антисиметричний тензор. 

Для того, щоб знайти основну алгебру інваріантності рівняння (2) припускаємо, що 0f , af , h  – довільні гладкі 

функції. Це дає можливість "розчепити" систему (6) за цими функціями та їх похідними. У результаті розчеплення 

одержимо систему визначальних рівнянь відносно функцій  та  : 
0 0u a uu

      , 1 2
1 2 ,    2 1

1 2 0    ,                                                   (7) 

Загальним розв'язком системи (7) є функції 

,  0c
    ,                                                                     (8) 

де c  – довільні сталі, 0,1,2  . Оператор (4) з функціями (8) породжує алгебру (3). Лема 1 доведена. 

НЕПЕРЕРВНІ ПЕРЕТВОРЕННЯ ЕКВІВАЛЕНТНОСТІ. Так як рівняння (2) містить довільні функції 0f , af , h , 
то воно описує деякий клас рівнянь. При дослідженні симетрійних властивостей певного класу рівнянь важливе зна-
чення має знання перетворень еквівалентності даного класу. За допомогою перетворень еквівалентності клас рів-
нянь можна поділити на нееквівалентні підкласи, виділивши при цьому в кожному з підкласів канонічні рівняння. До-
статньо дослідити тільки канонічні представники з кожного підкласу, щоб зробити висновок про симетрійні властиво-
сті всіх рівнянь даного класу. 

Знайдемо перетворення еквівалентності рівняння (2), які будемо використовувати при проведенні повної групо-
вої класифікації цього рівняння. 

Лема 2. Максимальною групою неперервних перетворень еквівалентності рівняння (2) є група перетворень, су-
перпозиція яких має вигляд 

0

1

0

1

1

0 0 0

0 2 2

0

0
0 2 2

2

,

( cos sin ) ,

, ,

( cos sin ) ,

,

a a ab ab b a

a b
ab ab

x e x m

x x e x m

u e u m f e u m

f f e f

h e h





 



 

  

         

    

        

 

                                               (9) 

де 0 0,  ,  ,  ,  ,  a am m m    – довільні групові параметри. 

Доведення. Застосуємо метод, запропонований у [2; 8]. 
Інфінітезимальний оператор групи перетворень еквівалентності будемо шукати у вигляді 

0
0 3

a
a

u hf f
E 

              ,                                                 (10) 

де ( , )x u    , ( , )x u   , 0 0 0 1 2( , , , , , )x u f f f h   ,  
0 1 2( , , , , , )a a x u f f f h   , 3 3 0 1 2( , , , , , )x u f f f h    – шукані функції. 

Із вигляду рівняння (2) випливає наступна система обмежень для нелінійностей 0f , af , h  
0 00,  0,  0,  0,  0,  0a a
x u x u x uf f f f h h
     
      ,   яку позначимо 1S . 

Застосувавши критерій еквівалентності  
10, 0

0, 
S S

ES
 

  
1

1 0, 0
  0

S S
ES

 
 , отримаємо систему визначальних рів-

нянь для знаходження координат 0 0 3,  ,  ,  ,  ,  a a      оператора (10) 

0

0 3 0 3

1 2 2 1
1 2 1 2

0 0 1 0
0 1

0 1
0 1

3 1
1

0,

0,   0,

,  0,

( 2 ) ,

2 ,

( 2 ) .

u a uu

a a
u u u

a a a a b
b

u

f

f f f

h

  



   

     

             

      

    

      

    

                                              (11) 

 
Розв'язком системи (11) є функції: 

0
0 0 0

1 0

0 0
0 1

0
1

3
1

,

,

, ( 2 ) ,

,

( 2 ) .

a
a a ab ab a

a a b
a ab

x d

x g x c x d

u d f

g f f c f

h

   

      

        

     

    

                                                      (12) 

де 0 1 0 1,  ,  ,  ,  ,  ag d d d   – довільні сталі. 
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Оператор (10) з функціями (12) породжує групу перетворень (9). Лему 2 доведено. 
НЕОБХІДНІ УМОВИ РОЗШИРЕННЯ ОСНОВНОЇ АЛГЕБРИ ІНВАРІАНТНОСТІ. Вище встановлено, що при дові-

льних функціях 0f , af , h  рівняння (2) інваріантне відносно алгебри (3). Знайдемо необхідні умови розширення 

основної алгебри інваріантності двовимірного рівняння реакції-конвекції-дифузії (2). Тобто, проаналізувавши систе-

му визначальних рівнянь (5)–(6), вкажемо вигляд нелінійностей 0f , af , h , при яких рівняння (2) може бути інварі-

антне відносно алгебри, ширшої, ніж алгебра (3). 
Теорема 1. Для того, щоб рівняння (2) допускало розширення основної алгебри інваріантності (3) необхідно, щоб 

нелінійності 0f , af , h , з точністю до перетворень еквівалентності (9), мали вигляд, наведений у таблиці. 

 
Таблиця  

Необхідні умови розширення симетрій двовимірного рівняння реакції-конвекції-дифузії 

№ п/п 0f  
af  h  

1 kue  ( )mu
b abe K u  

2
3

mue  

2 ue  a  
3 4
ue    

3 ku  (ln )mu
b abe K u  

2 1
3

mu   

4 ku  a  1
3 4
ku u    

5 ku  u
aue  

2
3 4

u ue e    

6 ku  lnk
au u  

2 1 1
3 4

k ku u     

7 1 lna u  2
3 4 5( ln ln )u u u      

8 1 au  3 4u    

9 1 au  3
3 4u u    

 
У таблиці ( ) cos sinab ab abK u pu pu    , 1 2 3 4 5,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  k m p       – довільні сталі. 

Доведення. Визначальну систему (6) будемо розв'язувати методом введення структурних сталих (див. [6; 7]). Стру-

ктурні зв'язки між коефіцієнтами системи (6) залежать від вигляду функцій af . Можливі два суттєво різні випадки: 

І) af const . ІІ) a
af const   . 

Розглянемо кожен випадок окремо. 

І) af const . У цьому випадку структурні зв'язки мають вигляд: 

0 1 1 2
1 2 0 1 0 1 1

0 1 0 1 2 2

,  ,  2 ,  ,  ,  ,

,  ,  ,  ,  ,  ,

a
a

a a a a

a k b k k m p

a q b r a b a q b r

                  

                   
                            (13) 

де ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  a a a a a ak m p k q r     – довільні сталі, які назвемо структурними константами, ( )x    – довільна глад-

ка функція. 
Підставивши умови (13) в систему (6) в силу довільності функції ( )x  одержимо 

0 0
1 2

0
1 2

0
1 2 1 1 1 2 2

( ) ,

( ) ( ) 2 ,

( ) ( 2 ) ( ) ( ) .

a b
a ab ab a

a
a a

k u k f kf

k u k f f m p f

k u k h k m h q u r f u f q u r

 

        

         






                             (14) 

Система (14) називається структурною для функцій 0f , af , h . 

Для спрощення структурної системи (14) застосуємо перетворення еквівалентності вигляду 
0 0 0

0 0 0,  ,  ,  ,  ,  a a
a a a ax x x x x u u f f f f f h h              .                          (15) 

Переписавши систему (14) в штрихованих змінних та підставивши (15), після нескладних перетворень одержимо 
0 0

1 2( )k u k f kf  ,  0
1 2( ) ( ) 2a b

a ab ab ak u k f Г f m p f        , 
0

1 2 1 1 1 2 2( ) ( 2 ) ( ) ( ) a
a ak u k h k m h Q u R f u f q u r          . 

де                                         [( ) ]a ab ab b aГ m k p        ,  1 1 1 1,  a a a aQ q R r        . 

Якщо 
2 2( ) 0m k p                                                                  (16) 

то параметри a  можна підібрати так, щоб 0aГ  . Тому у випадку (16) з точністю до перетворень (15) можна 

вважати 0a  . 

Розв'язок системи (14) залежить від сталої 1k . Мають місце два суттєво різні випадки: 

1) 1 0k  , 2) 1 0k  . 
Доведення проведемо на прикладі випадку 1. 
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1) 1 0k  , 2 0k   (не втрачаючи загальності можна вважати 2 1k  ). З умови (11) при 1 0k   випливає, що 

0,  a b   , що, у свою чергу, накладає умови 

0a aq                                                                          (17) 

та 
1 2
1 10,  0.mb pb                                                                     (18) 

Із рівнянь (18) маємо 
1 2
1 1 0.p m                                                                         (19) 

Взявши диференціальні наслідки рівняння (19) за змінними 1x  та 2x , використавши (6), отримаємо систему 

1 1
11 12

1 1
11 12

0,

0.

p m

m p

   

   
                                                                    (20) 

Так як головний визначник системи (20) 2 2p m    відмінний від нуля(в протилежному випадку із (14) 0 0f  , 

що протирічить умові af const ), то дана система має лише нульовий розв'язок 
1 1
11 12 0.                                                                          (21) 

З рівнянь (6), (21) отримаємо 

0,a
bc                                                                            (22) 

де , , 1,2a b c  . Із (18), (22) випливає, що b const , тому 

0a ar    .                                                                      (23) 

Враховуючи (17) та (23) запишемо структурну систему 
0 0 ,

 ( ) ,

2  .

a b
ab ab

f kf

f m p f

h mh



   








                                                             (24) 

Загальним розв'язком системи (24) є функції 
0 2

0 3,  ( cos sin ),  .ku a mu mu
b ab abf e f e pu pu h e          

де 0 1 2 3,  ,  ,       – довільні сталі. З точністю до перетворень еквівалентності (9) можна вважати, що 0 1  . Тобто 

має місце перший випадок 1 із таблиці. 

Якщо 2 2( ) 0m k p   , то 0aГ  . 

Розв'язок системи (14) залежить від сталих k  та 1k . Мають місце чотири суттєво різні випадки: 

1) 0k  , 1 0k  , 2) 0k  , 1 0k  , 3) 0k  , 1 0k  , 4) 0k  , 1 0k  . 

Доведення проведемо на прикладі випадку 1. 
1) 0k  , 1 0k  , m k , 0p  . Не втрачаючи загальності можна вважати, що 2k k . 

З умов (13) випливає, що 0a  , b k  . Це накладає умови 

0a aq   .                                                                       (25) 

та 
0
0b   .                                                                          (26) 

Взявши диференціальні наслідки рівняння (26) за ax , отримаємо 

0ab  .                                                                           (27) 

Із (27) маємо 

2 0a r   .                                                                        (28) 

Врахувавши (25), (28) запишемо структурну систему 
0 0 0 0

1, , 2 .a b
af f kf kf f kh kh r f                                                       (29) 

Загальним розв'язком системи (29) із точністю до перетворень еквівалентності 0 0 0,  ,  a a ax x x x x u u        є фу-

нкції 0 2
3 4,  ,  ,u a u u u

af e f ue h e e        де 1 2 3 4,  ,  ,       – довільні сталі. Тобто має місце випадок 5 із таблиці. 

ІІ. Розглянемо випадок a
af   . Зауважимо, що у цьому випадку 0f const , так як при 0f const    перетво-

реннями (15) рівняння (2) зводиться до вигляду 

0 ( )u u h u    .                                                                   (30) 

Симетрійні властивості рівняння (30) прокласифіковано в [1]. У випадку сталих функцій af , розчепивши друге 

рівняння системи (6) за змінною u , одержимо 
1 2

0 1 10,  ( ) 2 0a
ab ab b aa          .                                                   (31) 

Тому нам залишається вивчити структуру тільки першого та останнього рівнянь даної системи. У цьому випадку 
структурні зв'язки задаються інакше: 
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0 1 1
1 2 0 1 1 0 1

0 1 3 3

,  ,  2 ,  2 ,  , 

,  ,  .a a a a

a k b k k s a q

b r a a q b b r

               

           
                                     (32) 

Враховуючи (32) запишемо структурну систему 
0 0 0

1 2 1 2 1 1 1 3 3( ) , ( ) ( ) ( ) .k u k f kf k u k h k s h q u r f q u r           

Розглянемо випадок 1 0k  . Це приводить до умови 0a  , що, в свою чергу, приводить до умов 

1 3 0q q  . Із другого рівняння системи (6) будемо мати 1 2
1 1 0,     а, отже, 

0s  .                                                                          (33) 

Тоді, продиференціювавши рівняння 0
0 kb   за змінними ax  одержимо 

0,ab                                                                           (34) 

0,k  так як 0f const . 
Врахувавши (33), (34) запишемо структурну систему 

0 0 0
1, .f kf h r f                                                                 (35) 

Загальним розв'язком системи (35) є функції 0
0 3 4,  ,  ,ku a ku

af e f h e        де 0 1 2 3,  ,  ,       – довільні 

сталі. Із точністю до перетворень еквівалентності (9), не втрачаючи загальності, маємо 0 1k    . Тобто справед-

ливий випадок 2 із таблиці 1. 
Нехай 1 0k  . Із точністю до перетворень еквівалентності (9) 1 1k  , 2 0k  . Запишемо структурну систему 

0 0uf kf ,                                                                      (36) 
0

1 3( 1)uh s h q uf q u    .                                                          (37) 

Загальним розв'язком рівняння (36) є функція 
0

0
kf u  .                                                                     (38) 

причому 0k  , 0 0  , так як 0f const (з точністю до перетворень еквівалентності можна вважати 0 1  ). 
Врахувавши (38) рівняння (37) набуде вигляду 

1 3
1 ks

h h q u q
u


   .                                                             (39) 

Використавши заміну 1sh u z   із (39) отримаємо 
1 1

1 3
k s sz q u q u     .                                                             (40) 

Проаналізувавши (40), отримаємо наступні суттєво різні випадки: 1) s k , 2) 0s  , 3) 0,s k . 
Проаналізуємо структурні зв'язки (32). Маємо: 

0,  0,a b     
0 1 1
0 1 12 ,   2 , ka sa                                                                 (41) 

0 1 3 0,   a aa q a a a q a                                                             (42) 

Із рівнянь (41) одержимо 
0
0( )k s a   .                                                                  (43) 

Можливі два суттєво різні випадки: 
1) s k . У цьому випадку із (43) та (31) маємо 

1 2
1 1 0aa      . 

Тоді із (41), (42) випливає, що 3 0s q  . Рівняння (37) має вигляд 
0
0( )k s a   .                                                                (44) 

Розв'язавши рівняння (44), отримуємо              1
3 4
kh u u    . 

2) s k . Із рівняння (32) будемо мати 
1
12 ka   .                                                                      (45) 

Продиференціювавши (45) за змінною 0x  одержимо 

0 0a  .                                                                       (46) 

Врахувавши (46) із структурних зв'язків (32) маємо   1 0q  . 
Рівняння (46) для даного випадку набуде вигляду 

3( 1)uh k h q u   .                                                              (47) 

Загальним розв'язком рівняння (47) є функція 1
3 4
kh u u    . 

Нехай s 0 . Із (32) будемо мати 1
1 0   та 

0
0 ka  .                                                                      (48) 
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Взявши диференціальний наслідок (48) за змінними ax , отримаємо 

0aa  .                                                                       (49) 

Врахувавши (49) із системи (32) маємо 3 0q  . Рівняння (38) для даного випадку набуде вигляду 
1

1
kuh h q u   .                                                               (50) 

Загальним розв'язком рівняння (50) є функція 1
3 4
kh u u    . Тобто має місце випадок 4 із таблиці. 

Розв'язуючи структурні системи, ми врахували умови, які виникають при використанні зв'язків між структурними 
константами. Такі зв'язки можна використовувати лише у припущенні, що кожному рівнянню визначальної системи 
(6) відповідає одне структурне рівняння. Якщо ж хоч одному визначальному рівнянню системи (6) відповідає більше, 
ніж одне структурне рівняння, то зв'язки між структурними константами використовувати не можна. 

Тому цей випадок розглянемо окремо. Дослідимо випадок, коли рівнянням визначальної системи (6) відповіда-
ють два рівняння структурної системи. Зазначимо, що для даної задачі два рівняння – це максимальна кількість рів-
нянь структурної системи, коли вона може бути сумісна. 

Розглянемо перше рівняння системи (6). Нехай йому відповідає два рівняння структурної системи 
0 0 0 0

1 2 1 2( ) 0, ( ) 0.k u k f kf n u n f nf                                                 (51) 

Так як згідно умови поставленої задачі 0 0f  , то система (6) може мати нетривіальний розв'язок лише 

у випадку 

1 2

1 2

  
0

  

k u k k

n u n n

 


 
.                                                             (52) 

Розчепивши рівняння (52) за різними степенями функції u , одержимо 1 2

1 2

k k k

n n n
  . Тобто рівняння системи (51) про-

порційні. Це означає, що першому рівнянню (6) не можуть відповідати два непропорційні рівняння структурної системи. 
Суттєво різними розв'язками першого рівняння структурної системи з точністю до перетворень еквівалентності 

(9) є функції 0 0 01,  ,   u kf f e f u   . 

Розглянемо спочатку 0 1f   і проаналізуємо можливість двох структурних рівнянь для другого рівняння визна-

чальної системи (6): 

1 2 1 2( ) ( ) 2 , ( ) ( ) 2 .a b a b
ab ab a ab ab ak u k f m p f l u l f s t f                                      (53) 

Розв'язавши систему (53) відносно змінних af  та af  маємо 

1

2

( )

( )

a
a R u
f

P u
 ,                                                                  (54) 

2 1

2 2

( ) ( )

( ) ( )

a a
a aQ u S u
f c

P u P u
   ,                                                        (55) 

де 1 1 2 2,  ,  ( ),  ( )a a aS R P u Q u  – довільні многочлени степеня 1 та 2 відповідно, ac  – довільні сталі. 

Із умов сумісності рівнянь(54), (55) маємо 

1 2 1 2 1 2
a a aS P S P R P      .                                                         (56) 

Проаналізувавши систему рівнянь (56), приходимо до висновку, що, з точністю до перетворень (9) рівність (56) 

можлива лише у двох випадках: a
af u  , a af

u


 . 

Нехай 0 1f  , a
af u  . Знайдемо вигляд функції h . Запишемо визначальну систему 

0 1
0 12   ,                                                                     (57) 

1 2
0 1 1( ) ( ) 2a

a ab ab b aau b u a            ,                                             (58) 
1
1 0 0( ) ( 2 ) ( ) ( )a a aau b h a h a u b a u b u au b             . 

Розчепивши рівняння (58) за різними степенями функції u  отримаємо 
1 2
1 1( )a ab ab ba        ,                                                          (59) 

0 2a
a ab a    .                                                                 (60) 

Із рівняння (59) маємо 
1
1a   ,                                                                       (61) 

2
1 0  .                                                                       (62) 

Із (57), (61) маємо 
0
0

1

2
a    .                                                                     (63) 

Продиференціювавши (63) за змінними ax  отримаємо 

0aa  .                                                                       (64) 
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Врахувавши (61), (62), (64) та використавши диференціальний наслідок (60) за змінними ax  одержимо 

0ab  .                                                                       (65) 

Врахувавши (64), (65) запишемо третє рівняння визначальної системи 
1
1 0 0( ) ( 2 )au b h a h a u b      .                                                     (66) 

Розглянемо випадок, коли рівнянню (66) відповідає два рівняння структурної системи. 

1 2 1 1 1( ) 3k u k h k h q u r    ,  1 2 1 1 1( ) 3n u n h n h c u d    . 

Одержимо 

0

1( )

m
h c

W u
  ,                                                                   (67) 

0
1

1

( )
( )

n
h V u

W u
  ,                                                                (68) 

де 1 1( ),  ( )W u V u  – довільні многочлени 1-ого степеня, 0 0,  m n  – довільні сталі. 

Із умов сумісності (67), (68) маємо 
2 2

1 1 0 1 1 0 1Z W n W cW m W    .                                                       (69) 

Рівність (69) можлива лише у випадку, коли 

3 4h u    .                                                                   (70) 

Зауважимо, що (70) є випадком 8 із таблиці 1. 

Аналогічно доводиться випадок 0 1f  , a af
u


 . 

Теорема 1 доведена. 
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ЄДИНІСТЬ РОЗВ'ЯЗКУ СТОХАСТИЧНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ  
З ЧАСТИННИМИ ПОХІДНИМИ ПАРАБОЛІЧНОГО ТИПУ З ВИПЕРЕДЖЕННЯМ 

 
Отримано умови єдиності узагальненого розв'язку стохастичних диференціальних рівнянь з частинними похід-

ними параболічного типу з випередженням. 
 
ВСТУП. Теорія існування і єдиності розв'язків стохастичних диференціальних рівнянь знаходиться на початко-

вому етап свого розвитку. Цій проблематиці присвячено багато праць різних авторів. Для стохастичних диферен-
ціальних рівнянь з частинними похідними параболічного типу з невипадковою початковою умовою фундамента-
льне дослідження було виконано Б. Л. Розовським в [4]. Для задач з початковою умовою, залежною від вінеровсь-
кого процесу, ситуація складніша, оскільки потребує розширеного стохастичного інтегрування. У даній статті за-
дача про єдиність розв'язку стохастичних диференціальних рівнянь зводиться до аналогічного питання для ди-
ференціальних рівнянь з частинними похідними, при цьому вдається виділити клас процесів, для яких розв'язок 
єдиний. Ця обставина відповідає специфіці параболічних рівнянь з частинними похідними і спрощує пошук розв'я-
зку. Інший підхід запропоновано в [6].  

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ, ПРИПУЩЕННЯ ТА ДОПОМІЖНІ ТВЕРДЖЕННЯ. Нехай  0,t T , T   ;   міра Ле-

бега на відрізку  0, T ;    ,a bI   індикатор відрізка; нехай dx R ,   норма вектора з dR . Через G  позначимо 

обмежену область (відкриту зв'язну множину в dR ) з кусково-гладкою межею [2], G  межу областіG , d міру 

Лебега на G . Нехай:     , : , 0,TG x t x G t T   ,     , : , 0,TG x t x G t T    . 

Надалі в цій статті по парам однакових індексів здійснюється підсумовування в межах від 1  до d . Позначимо, 

, 1, , ,
ix iu du dx i d   ,su du ds  

1
, ,

dx x xu u u  . Всі похідні розглядаються в узагальненому сенсі [3]. 

Через  0,   і  0,0
,   позначено скалярні добутки в  2L G  і в  2

TL G  відповідно:  1 2

00
,f f f ,  1 2

0,00,0
,f f f . 

 1
2W G  простір Соболєва функцій  2f L G , які мають похідну  2

xf L G ;      1 0 0
, , ,

k kx xf g f g f g  , 

 1 2

11
,f f f  скалярний добуток і норма елементів в  1

2W G ;  1, 0
2

TW G  простір Соболєва функцій  2
Tf L G  

з похідними  2
x Tf L G  і скалярним добутком  

     1,0 0,0 0,0
, , ,

k kx xf g f g f g  ;      1, 0
2 2

1,0 : 0
T

T T G
W G W G f f  


 . 

 1,1
2

TW G  простір Соболєва функцій  2
Tf L G , що мають похідні  2

x Tf L G  та  2
s Tf L G , а скалярний 

добуток в  1,1
2

TW G :      1,1 1,00,0
, , ,s sf g f g f g  ;      1,1

2 2
1,1 : 0

T
T T G

W G W G f f  


 .  

Через V


 позначимо банахів простір, який складається з таких елементів  2
1,0 TW G


, що мають скінченну норму 

   
1 2

2

0
0

sup , ,
T

xV
t T G

f ess f t f x s dxds
 

 
     

 
 . 

Нехай  , ,P   канонічний ймовірностний простір; w    , 0,t t T  вінерівський процес, заданий на ньому. Це 

означає, що   0 0,C T  ,  P
B   , P  вінерівська міра на  , а    ,W t t   ;   математичне сподіван-

ня величини   за мірою P ; sD   стохастична похідна [7];  1 22

2
F F  . 

Через SV


 позначимо банахів простір, який складається з таких елементів    2 2
10, ;L T W G

 
  

 


, що мають скі-

нчену норму:     
1 2

1 22 2

0
0

sup , , , ,
T

xSV
t T G

f ess f t f x s dxds
 

 
        

 
 , А через  h  – стохастичну експонен-

ту:            2
2

0,
0

1
exp , 0,

2

T

L T
h h s dw s h h C T 

    
 
 . 
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Під    
0

, 0
t

u s dw s t T  , будемо розуміти невизначений розширений стохастичний інтеграл Скорохода [5, 7]; 

Dom   область визначення інтегралу Скорохода. 

Нехай  ,ija x t ,  ,ijb x t ,  , , , 1,Tx t G i j d  ;  ,x  ,  ,x G   задані функції. Надалі, з метою спро-

щення записів, аргументи функцій можуть опускатися, якщо це не призводить до неоднозначності, наприклад, 

 ,ij ija a x t ,  ,i ib b x t ,    ,x x      ,      , , ,u u t u x t u x t    ,  , ,
i ix xu u x t  , , 1,i j d , і т. п. 

ФОРМУЛЮВАННЯ ЗАДАЧІ.  Розглянемо рівняння 

       
0 0

,
i i

j

t t

ij x i xx
u x t x a u ds b u dw s     .                                                         (1) 

Означення. Узагальненим розв'язком першої крайової задачі для рівняння (1) в циліндрі TG  з умовами  

0tu    , 0
TG

u   , 

називається такий елемент u SV


, що для всіх  2
1W G



співвідношення 

          00 000 0

, , , ,
i j i

t t

ij x x i xu t a u ds b u dw s                                                     (2) 

виконується  P  майже напевно на  0,T  . 

Знайдемо умови єдності розв'язку першої крайової задачі для рівняння (1). 
Припущення.  Сформулюємо припущення, які будуть використані у подальшому.  

А)      , , , ,ij i Ta x t b x t K x t G     ; 

В)    2
, , , 0, ,d

ij i j Ta x t R x t G         ; 

С)  2 ;L G    

D) Процес        0, 0
, , 0

ii xt s b u s s T Dom       для всіх  2
1W G


 майже всіх  0,t T . 

Зауваження. Якщо виконуються умови A), B), C), D), то співвідношення (2) визначено коректно. Дійсно, 

  0,u t  існує в силу теореми Фубіні, оскільки u SV


, а  2
1W G


. Аналогічно щодо  0,  . Потраєкторний інте-

грал визначений, оскільки для довільного  0,t T  P  майже напевно 

   
1 221 22

0 00 0 , 10 0 0

, ,
i j i j i j

T T T d

ij x x ij x x x x
i j

a u ds T a u ds T K u ds


               
    

1 21 2
2 222 2

1 1010
i

T

T d

x x
i G

T K d u ds T K d u dxds


  
            

  . 

Стохастичний інтеграл в (2) визначений силу згідно умови D). 

Основний результат.  Нехай  , ,u x t   – розв'язок першої крайової задачі. Розглянемо      , ,hu x t h u x t  . 

Зазначимо, що  ,hu x t  існує майже для всіх  , Tx t G . Згідно визначення узагальненої похідної, можна писати 

 ,
i

h
xu x t , оскільки з   0

i i

hh
x x

G

u u dx     
   . Отже,    i

i
i

hx h h
x

x
u u u  . 

Лема. Нехай виконуються умови A), B), C), D).  Якщо u  узагальнений розв'язок першої крайової задачі для рів-

няння (1), то  2h L G  , hu V


 і  

       ,0
i i i j i

T

hh h h h
x x ij x x i x s

G G

u u a u hb u u dxds x x dx            
                                    (3) 

для всіх  2
1,1W G


 таких, що 0
t T  . 

Доведення. Покажемо, що  2h L G  . Це випливає з оцінки 

       
 

2
2 0,

2

2 2 2 2

00

L T
h

L G
h h e          . 

Тепер доведемо, що hu V


. Дійсно, майже при всіх  0,t T  маємо 

                         
2 2
2 20, 0,

2 2 22 2 2 2

0 00
, , .L T L T

h hh
SV

G G

u t h u x t dx h u x t dx h u t e u t e u                 
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Отже, hu V


. Для того, щоб довести (3), покажемо спочатку, що для всіх  2
1W G


 функція hu  майже для всіх 

 0,t T  задовольняє співвідношенню 

           0 0 000

, , , ,
i j i

t
h h h h

ij x x i xu t a u b u h s ds         .                                         (4) 

Формально (4) можна отримати з (2), якщо обидві частини рівності (2) помножити на  h , взяти математичне 

сподівання і поміняти порядок інтегрування. Обгрунтуємо такий підхід. 
Почнемо з лівої частини. Справедлива оцінка 

               
2
2 0,

1 22 11 2 1 222 22
00

L T
h

G G

h u t dx h u t dx e u t
                  

 

     
2
2 0,

1 1 222
1 0

L T
h

e u t      
2
2 0,

1

2
1

L T
h

SV
e u  . 

З теореми Тонеллі [1] випливає:        
0 0

, ,h hh u t u t    . 

Аналогічно,       
2
2 0,

1 1 222
1 0

L T
h

G

h dx e        і за теоремою Тонеллі     0 0
, ,hh      . 

Далі 

             
2
2 0,

1 22 1 211 22 2

0 00 0

, , ,L T

j j i j i j

T Th

ij x x ij x x ij x xh a u ds h a u ds e T a u ds
                        

    

    
2
2 0,

1 21
2 22

1
L T

T

h

x
G

e T K d u dxds
 

    
 

   
2

2 0,

1 21
22

1
L T

T

h

x
G

T Kd e u dxds
 

    
 
   

2
2 0,

1

2
1

L T
h

SV
T Kd e u   . 

Отже, маємо 

     
0 00 0

, ,
i j i j

t t

ij x x ij x xh a u ds a u ds     . 

Нарешті, залишається показати, що  

        
0 0

0 0

, ,
i i

t t
h

i x i xh b u dw s h s b u ds     .                                                       (5) 

Для цього зауважимо, що      sD h s h s    і за означенням інтегралу Скорохода [7] має місце рівність: 

          
0 0

0 0

, ,
i i

t t
h

i x i xh b u dw s s h s b u ds       . 

Враховуючи те, що функція h обмежена на  0, T , аналогічно попередньому, будемо мати 

       
2
2 0,

1

2
1 10

0

, L T

i

t h

i x SV
h h s b u ds T K d e u      ,    для деякої сталої 1K   . 

За теоремою Тонеллі отримаємо (5). Співвідношення (4) доведено. 

Покажемо, як з (4) отримати (3). Нехай   
1

k

k
x




  – фундаментальна система в  2

1W G


 така, що   0,k l
kl    . 

Тоді, для , 1, , ,k k M M       і майже для всіх  0,t T  маємо 

         0 0 000

, , , , ,
i j i

t
h k h k h k h k

ij x x i xu t a u hb u ds                                             (6) 

Нехай   0,f C T  така, що   0f T  . Оскільки права частина (6) і f  абсолютно неперервні функції, то для 

них справедлива формула інтегрування частинами [1]: 

             
0 00 0 0

, , , ,
i j i i j i

T T t
h k h k h k h k

ij x x i x t ij x x i xf s a u hb u ds f t a u hb u dsdt              

       0 0
0

, ,
T

h k h k
tf t u t dt        

                    
0 0 0 0

0 0

, , 0 , , 0
T T

h k h k h k h k
t tf t u t dt f T f f t u t dt f              .                  (7) 
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Нехай функція   0, , 1, ,kg C T k M   такі, що   0kg T  . Розглянемо (7) для kf g . Просумуємо (7) по 

k від 1 до   0, , 1, ,kg C T k M  . Позначимо      
1

,
M

M k k

k
x t x g t


   . Отримуємо 

     ,0 .
i x ij

T

h M h M h M h M
ij x i x s

G G

a u hb u u dxds x x dx                                                (8) 

Функції  ,M x t  складають щільну множину серед елементів  2
1,1 TW G


, які дорівнюють нулю при s T . Умови 

теореми забезпечують можливість граничного переходу в (8) по послідовностям  
1

M

M




 . В результаті отримує-

мо (3). Лему доведено. 
Теорема. Припустимо, що виконуються умови A), B), C), D). Тоді перша крайова задача для рівняння (1) не може 

мати двох узагальнених розв'язків. 

Доведення. Припустимо, що 1u  і 2u – два узагальнених розв'язки першої крайової задачі для (1) з SV


. Тоді 1
hu  і 

2
hu  розв'язки задачі (3) з V


. Але, як встановлено в [2], задача (3) не може мати двох різних розв'язків з V


. Це означає, 

що для   0,h C T  має місце умова       1 2, , , , 0h u x s u x s     на множині h
TG  повної  d   міри цилі-

ндра TG . Розглянемо множину   0,h C T  всюди щільну в   2 0,L T . Наприклад, це можуть бути многочлени з 

раціональними коефіцієнтами. Тоді    1i i
h




  утворює тотальну множину в  2L  . Позначимо 1

ih
T i TG G

  . Множина 

T TG G має повну  d   міру циліндра TG . Для всіх   1i i
h h


  будемо мати:   1 2 0

TG
h u u   .  

З цього безпосередньо випливає, що 1 2 0u u   за мірою d P  . Отже, 1u  і 2u  не відрізняються як елемен-

ти SV


. Теорему доведено. 
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В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА С ОПЕРЕЖЕНИЕМ 

Получены условия единственности обобщенного решения стохастических дифференциальных уравнений в частных производных параболического 
типа с опережением. 
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THE UNIQUENESS OF THE SOLUTION  
OF ANTICIPATING PARTIAL STOCHASTIC DIFFERENTIAL EQUATIONS OF PARABOLIC TYPE 

Conditions for the uniqueness of the generalized solution of anticipating partial stochastic differential equations of parabolic type are obtained. 
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INVARIANT SUBALGEBRA OF UNIVERSAL ENVELOPING ALGEBRA  
FOR ORTHOGONAL MATRIX LIE ALGEBRA 

 
The structure and properties of invariant Gelfand-Zetlin subalgebra of universal enveloping algebra for the orthogonal complex Lie 

algebra. This algebra is considered as subalgebra of polynomials on groups of variables, depending on two indices that are invariant 
with respect to the action of the Weyl group. The Gelfand-Zetlin algebra is realized  as some finite extension of the algebra of symmetric 
polynomials on groups of variables. 

 
INTRODUCTION. The aim of this paper is to study the structure of the invariant subalgebra of the universal embedding al-

gebra of complex orthogonal matrix Lie algebra nO . We use Gelfand-Zetlin formal construction for orthogonal Lie algebras  

[1–3, 6]. We construct the orthogonal operator algebra associated with Gelfand-Zetlin formulae. The orthogonal Lie algebra 
© Golovashchuk N., 2015 
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nO  is realized as operator Lie algebra on the set of tableau according to parity of n  [3]. Thus sufficient to determine the action 

of generators of the Lie algebra nO . The center Z  of universal embedding algebra nU  [4] is generated by independent invari-

ant operators, which can be determined by the S-theorem Роха [3], they are Kasimir operators for nO  invariant with respect to 

the action of the Weyl group. The Gelfand-Zetlin approach interprets the center Z  of universal embedding algebra nU  of or-

thogonal Lie algebra nO  as invariant Gelfand-Zetlin subalgebra   [4–6], and which is studied in this paper. 

DEFINITIONS AND STATEMENT OF THE PROBLEM. Let   denotes the basic field of complex numbers. For 
, 1n N n  , we will denote by ( )ij n ne Mat   , 1 i j n   ,  the matrix units. We denote by nO  the Lie algebra of com-

plex skew symmetric n n -matrix and call it the orthogonal matrix Lie algebra. Denote by nU  the universal embedding 

algebra for nO , and by nZ  the center of nU . The matrices ji ji ijE e e  , 1 i j n   , form a standard generator set for 

nO , and the set of matrices 1j jE  , 1 j n   is a minimal system of generators. 

We identify nO , 1 m n  , with an orthogonal Lie subalgebra of nO  spanned by  |1ji ije e i j m    . So that we 

have the following chain of orthogonal Lie algebras 1 2 nO O O  , embedded in the left upper corner. It induces the 

embeddings of the universal enveloping algebras 1 2 nU U U  . 

We use the Gelfand-Zetlin formal construction concerning the the orthogonal Lie algebra [1, 6]. The simple finite-

dimensional modules of the orthogonal Lie algebra 1nO   are parametrized by the vectors 1( ,..., )pm m m , 
1

2

n
p

    
, 

with complex coefficients, satisfying 

1 2 1

1 1

... | | 2 ,

... 0 2 1.

p p

p p

m m m m n p

m m m n p





    
      

 

These vectors represent the highest weight of the corresponding simple module. This construction uses the notion of 

tableau. By a tableau,  t , we mean a doubly-indexed complex vector  

2 1, 2 1,

2 2,1 2 2, 1
2

1,1

:

p j p p

p p p
p

t t

t t
O

t

 

  

 



 
           

2 , 2 ,

2 1,1 2 1,
2 1

1,1

:

p j p p

p p p
p

t t

t t
O

t

 


 



 
 

The Gelfand-Zetlin formalism provides that 1nO  is realized as an operator Lie algebra on the set of all patterns or on the 

attached polynomial ring. For this, it is sufficient to determine the action of the generators jiE  of 1nO  . We denote      

2 , 2 ,

2 1, 2 1,

1 / 2,
1,..., .

,

p j p j

p j p j

l t p j
j p

l t p j 

     
  

                                                              (1) 

The following lemma summarizes the results [2,3]. 
Lemma 1. In terms of variables 2 ,1 2 ,, ,p p pl l  (1), any element of the Weyl group 2 1pW   for 2 1pO   can be represented 

as a product of permutation of these variables and of an arbitrary number of inversions of a type:  

2 , 2 ,
2 ,

2 1, 2 1,

,
: .

, .

p j p j
p j

p k p k

l l

l l k j 

  





 

The center 2 1pZ   of universal enveloping algebra 2 1pU   is generated by the symmetric polynomials of even order 

2 ,
1

, 2
p

k
k p j

j
z l k


   . Let 2 ,1 2 ,2 ...p

p p p      , 2
2 , 1, 1,...,p j j p    be an elementary 2-group. The symmetric 

group pSym  acts on 2
pZ  by the permutation of components. Then the Weyl group 2 1pW   of odd orthogonal Lie algebra 

2 1pO   as an abstract group is isomorphic to the semi direct product pSym  та 2
pZ . 

Lemma 2. In terms of variables 2 1,1 2 1,, ,p p pl l   (1), any element of the Weyl group 2 pW  for 2 pO  can be represented 

as a product of permutation of these variables and of an arbitrary number of inversions of a type: 

2 1, 2 1,

2 1, 2 1, 2 1, 2 1,

2 1, 2 1,

,

: , .

, , .

p i p i

p i p j p j p j

p k p k

l l

l l

l l k i j

 

   

 

 
  
 







 

The center 2 pZ  of universal enveloping algebra 2 pU  is generated by the product 2 1,1 2 1,p p ppl l   and by the symmet-

ric polynomials of even order of a type 2 1,
1

, 2
p

k
k p j

j
z l k


   . 
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Let  2: 1p     be a canonical epimorphism. We denote by pE  the sub group Ker  of index 2 in 2
pZ , i.e. ( ) 1    

if and only if   contains even number of non unit components. We denote '
2 pW  the semi direct product of groups pSym  

and 2
pZ . The Weyl group 2 pW  of even orthogonal Lie algebra 2 pO  as an abstract group is isomorphic to the semi direct 

product of groups pSym  and pE , it is a sub group of index 2 in '
2 pW . 

METHODS. We fix some integer positive n  and define the action of the Weyl group 1nW W   on the polynomial ring 

 . For any m , we put 
1

( )
2

n
p m

    
 and 1mc  if m  is even, 0mc   for m  odd. Let ( )p p m , we consider the fol-

lowing numbers: 
1

[1; )
1

( )
n

n
m

N p m



   і [1; ] [1; )

1
( )

n

n n
m

N p m N p


   . 

Then [1; ) [1; ]
( 1)

2n n
n n

N N


  . We denote by [1; ( )]mJ p m  an integer interval, and we indicate the following index 

sets:  [1; ) [1; ), m
n m n j J

J mj   ,   [1; ] [1; ], m
n m n j J

J mj   . Then [1; ) [1; )n nJ N  і [1; ] [1; ]n nJ N . 

Let  
m

m mj j J
      

 be the polynomial  -algebra in ( )p m  variables, denote by   the polynomial  -algebra 

 1, , n      in [1; ]nN  variables, where 

2 , 2 , 2 ,

2 1, 2 1, 2 1,

1 / 2 1 , 2 ;

, 2 1 ;

q j q j q j

q j q j q j

l t q j q n

l t q j q n  

       
      

 

or, equivalently, 1
2mj mj
m

t j
       

, [1; ( )]j p m . 

For any , ( )m q p m , let 2
q  be a 2-group defined above, and let 2

q
mE    for m even, mE  be a sub group of index 2 

in 2
q  form  odd. Thereafter, we consider the transformation groups acting on the m -th level: the symmetric group mS , and 

the groups 2
m m qG S Z  , m m mW S E   with   be a semi-direct product. We have the following groups acting on  : 

[1; ]
m

m n
S S


  , 

[1; ]
m

m n
E E


  , 2

[1; ] [1; ]

q
m

m n m n
G G S Z

 
    , 

[1; ]
m

m n
W W S E


   .  Under the construction, Weyl group 

of  the orthogonal group 1nO   is isomorphic to W . 

We determine the action of G  and W  on  . The group S  acts naturally by the permutations on the variables having 

the same first index. The involution mj mE   is given by the formulae 
,

,,

mj

mj

mj mj

kiki
ki mj





  
   

 with  

, 0,

1 , 1,

mj m
mj m mj

mj m

c
c

c

        
 

be the conjugate element for mj  in  . For m odd, any generator mj mk   of mE  acts on   as a composition. 

We establish some useful identities in  . For any , mi j J , there holds ( )mj mj mi mi mc        . Equality  

1.mj mj ki ki m kc c           

hold for all , [1; ]m k n  provided 1m k  . 

For any m n  and any mj J , introduce a new variable mj mj mj    . The action of the group G  is transferred to 

this variables in the natural way while E  acts identically. We denote by    
m

m m

S
s
m mj mjj J j J

Sym
 

              
 the  -

algebra of symmetric polynomials in q  variables  
m

mj j J
 . Given 0 ( )k q p m    we denote by ( )

1( , , )m
k m mqk e      

the k -th elementary polynomial with ( )
0 1m  . Then  ( )

[1; ]

ms
m k k q

      
 is an algebra of symmetric polynomials. 

Given 2 1m q  , we define the product (2 1) 2 1,1 2 1,
mG

q q q q m       . Then 2
(2 1) 2 1, 2 1

1
( )

q
s

q q j
j

  


    . We set 

( )
(2 1) 2 1,1 2 1,

m s
q q q q q m         .  
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Here are some statements from the theory of symmetric polynomials. For some set of variables  1, , rx x  consider the 

ring of symmetric polynomials 1 1( , , ) [ , , ] rS
r r rSym Sym x x x x     , the symmetric group rS  acts naturally by permuta-

tion of variables. 
We denote by , , 1( , , )r t r t rs s x x   t -th elementary symmetric polynomial of the first r  variables, 1 t r q   . We as-

sume ,0 1rs   і , 0r ts   for t r . Then ,1 ,[ , , ] qS
r r r rSym s s   . Let '

r rSym Sym  denotes the sub-ring of symmetric 

polynomials over  , generated by the elementary polynomials ,r ts , 1, , 1t r   . 

Lemma 3. Let 1 r q  . Then for any 0 t q   the following holds: 1, ,
0
( 1)

t
k k

r t r r t k
k

s x s 


  . In particular, there is 

equality ,
0
( 1) 0.

r
k k
r r t k

k
x s 


   

Proof. We prove the first equality by induction on 0t  . It is true for 1t   and r t , because 1,1 ,1 1,0r r r rs s x s   . For 

1t  , we have: 1, , 1, 1r t r t r r ts s x s    
1

, , 1
0
( 1)

t
k k

r t r r r t k
k

s x x s


 


    , , ,
1 0
( 1) ( 1)

t t
l l l l

r t r r r t l r r t l
l l

s x x s x s 
 

     . The 

statement of Lemma 3 is obtained by substitution t r . 

RESULTS. We set 2 2
s

q q   , 2q n . For 2 1q n  , we denote by 2 1q  the subalgebra in 2 1q , generated by 

2 1
s
q  and (2 1)q . Then 2 1 2 1

s
q q     is a square extension. The constructed  2q  and 2 1q  are the polynomial subal-

gebras in q variables. 

 Lemma 4. For any [1; ]m n  the center 1mZ   of universal embedding algebra 1mU   is a subalgegra m m   . 

Proof. Let 2m q . For any j  we obtain: 2
2 , 2 , 2 , 2 , 2 , 2 ,( 1/ 2)( 1/ 2) 1/ 4q j q j q j q j q j q jl l l          . Therefore, 

2
2 2 , 2 ,

1 1
(1 )

q q
k k

k q j q j
j j

z l
 

      is a symmetric polynomial on 2 ,1 2 ,, ,q q q   .  The proof in this case follows from Lemma 1. 

Similarly, for the case 2 1m q  , using Lemma 2, we obtain, that the center 2qZ  is generated by the symmetric poly-

nomials in variables 2 1,1 2 1,, ,q q q     and by the polynomial (2 1)q . Besides, 2
(2 1) 2 1,

1
( 1)

q
q

q q j
j

 


     because 

2 1, 2 1,
1 1

( 1)
q q

q
q j q j

j j
 

 
     . 

By the definition, the Gelfand-Zetlin subalgebra 1nU    is generated by all centers 1mZ   for [1; ]m n . By the construc-

tion,   is a commutative integral domain, generated by all m . Let s    be a subalgebra, generated by all s
m , [1; ]m n . 

Лема 5. Following identities are valid: W    and s G   . 

Proof. Obviously, s G   . We prove the opposite inclusion by induction on n . Let [1; )n    be a sub ring in the variables 

mj , [1; )m n , and [1; )n    be a subalgebra, generated by all m , [1; )m n . By assumption of induction, [1; ) [1; )
G s
n n   . 

It is easy to see that [1; ) 1 [1; ) 1[ , , ] [ , , ]G G
n n np n n np            where ( )p p n . Suppose that some [1; )\G

na   

depends on the variable nj . Then there exists a polynomial  [1; ) 1 1( ) [ , , ]n n npb t t     such that ( )nja b  . According 

to the assumption, ( ) ( )nj
nj njb a b

    . Note that the polynomial ( ) ( )nj njb b    is symmetric with respect to two vari-

ables ,nj nj  , and thus depends on nj nj nj     and nj nj nc     . Hence, ( )nja b   for some 

 [1; ) 1 1( ) [ , , ]n n npb t t    . From this we obtain the following inclusion:  [1; ) 1 1( ) [ , , ]n n npb t t    . 

From the theory of symmetric polynomials, it follows that every polynomial [1; ) 1[ , , ]n n npa     can be presented as a 

polynomial ( ) [ ]s
nj nja b     for some [1; ]j p  of degree less than p , and this presentation is  unique. Because 

,ni nja a
   with ,ni nj  be a transposition, this means that the polynomial ( )b t  has at least p  roots 1, ,n np   , contrary to 

the assertion that the power does not exceed p . With the proven sa , from where we obtain the inclusion G s   . 

Now we assume [1; ) [1; )
W
n n    and show that W   . It is trivial for n  even. If n  is odd, then s G W      be-

cause W G . Note that 1 1[ , , ] [ , , ]s G s G s
n np n np           . Therefore, any element WF   can be represented 

as 1[ , , ]s
n npa    , moreover the degree of any nj  is not more than 1, while for n  odd, there is 2

nj nj   . Hence, 
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if F  has a factor njc , then 'nj nic c    for any i , because ,ni nja a
  . From this we obtain nia a   with sa . 

The proof is complete. 

Consider the orthogonal Lie algebra 1nO   and its universal embedding algebra 1nU  . The corresponding polynomial 

 -algebra   and the Gelfand-Tsetlin algebra are defined above. We denote by F  the field of fractions of  , and by L  
the field of fractions of  . The action of the group W  on F  and L  is determined by the action of W  on  . By the Lem-
mas 3 and 4, we obtain the following theorems. 

Theorem 1. The natural monomorphism     can be extended to an embedding of the fields K L . The subalge-

bra W    is a Galois order in the sense of [5], WL K  and ( / )G G L K  is a Galois group of the field extension 

K L . Besides, the global dimension of   equals [1; ]nN . 

Theorem 2. s G    is a ring of multi symmetric polynomials in groups of variables  
[1; ]

|mj m m n
j J


  , and sF  is a 

field of fractions of s . Then sF F  is an extension of fields of degree 

1

22

n 
   . Moreover, 1 3,[ , , ] /s

kF F t t t J  , where 

k  is a maximal odd integer less or equal 1n  , an ideal J  is generated by 2 ( )p r
r rt  , 1,3, ,r k  . 

CONCLUSIONS. There is considered an invariant subalgebra   of universal embedding algebra nU  of complex or-

thogonal matrix Lie algebra nO . Were introduced new variables, in terms of which   is a subalgebra of polynomial algebra, 

which is invariant under the action of Weyl group W . We describe algebra   as subalgebra of the algebra of symmetric 
polynomials in groups of variables.  
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ДЛЯ ОРТОГОНАЛЬНОЇ МАТРИЧНОЇ АЛГЕБРИ ЛІ 

Досліджено структуру та властивості інваріантної підалгебри Гельфанда-Цетліна універсальної обгортуючої алгебри для ортогональної комплексної  
алгебри Лі. Ця під алгебра розглядається як під алгебра алгебри поліномів від груп змінних, залежних від двох індексів, яка є інваріантною відносно дії групи 
Вейля. В роботі показано, що під алгебра Гельфанда-Цетліна  реалізується  як деяке скінчене  розширення  алгебри симетричних поліномів від груп змінних. 
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ДЛЯ ОРТОГОНАЛЬНОЙ МАТРИЧНОЙ АЛГЕБРЫ ЛИ 

Исследованы структура и свойства инвариантной подалгебры Гельфанда-Цетлина универсальной обертывальной алгебры для ортогональной 
комплексной алгебры Ли. Эта под алгебра рассматривается как под алгебра полиномов от групп переменных, зависящих от двух индексов, которая 
является инвариантной относительно действия группы Вейля. Алгебра Гельфанда-Цетлина реализуется как некоторое конечное расширение алгебры 
симметричных полиномов от групп переменных. 

 
 
УДК 512.552.1 

V. Stepukh, postgraduate stud. 
Taras Shevchenko National University of Kyiv, Kyiv 

е-mail: svvhelios@gmail.com 
 

ANNIHILATOR SUBALGEBRAS IN LIE ALGEBRAS OF DERIVATIONS 
 

Let K be an algebraically closed field of characteristic zero and K(x1 , …, xn)
 
be the field of rational functions. The set Ann(S) of all  

K-derivations of K(x1 , …, xn) which annihilate a set S   K(x1 , …, xn) is a subalgebra of the Lie algebra Wn(K). The structure of the 

subalgebra Ann(S) is connected with centralizers of elements of Wn(K). A characterization of the subalgebra Ann(S) is given, some sets 
of generators of Ann(S) are pointed out in the Lie algebra of all K-derivations of the polynomial ring  K[x1 , …, xn].  

 
INTRODUCTION. Let K  be an algebraically closed field of characteristic zero and 1( ,..., )nR K x x  be the field of 

rational functions in n variables. The set KDer R  of all K -derivations of R , i.e K -linear operators D  on the field R  

satisfying the Leibniz's rule: )()()( gfDgfDfgD  for all Rgf ,  is a Lie algebra over K  and a vector space over  R  in a 

natural way: if we take RDerDRf K , , the derivation fD  sends any element Rg  to )(gfD . The structure of the Lie 

© Stepukh V., 2015 
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algebra RDerK  is of great interest because one can consider derivations as vector fields on geometric objects. If we take 

any element RDerD K   then D  can be written in the form:  

1
1

... ,n i
n

D f f f R
x x

 
   

 
,  

and D  is a vector field with rational coefficients. Such Lie algebras were studied by many authors (see, for example [1], 
[2], [3]). If we take any set ),...,( 1 nxxKRS  , then one can pose a question about the structure of the annihilator 

( )
( ) { ( ) | ( ) 0 }

n nW K
Ann S D W K D s for all s S   

  (here RDerKW Kn )(
~

). This subset )(
~

)( KWSAnn n  is obviously a 

subalgebra of )(
~
KWn  and a subspace of the R -space )(

~
KWn . We point out explicitly a basis (over R ) of )(SAnn  (see 

Theorem 1). Note that the annihilator )(SAnn  is contained in a larger subalgebra )(
~
KWN n , which consists of all 

derivations D  of R  such that )())(( SKSKD   where )(SK  is the subfield of R  generating by the set S  and by the 

subfield K . We give also the basis of N  over R . These results are applied to the Lie algebra )(KWn  of all derivations of 

the polynomial ring ],...,[ 1 nxxK . Here we consider systems of generators over ],...,[ 1 nxxK   since )()( SAnn KWn
 is a 

submodule of the free ],...,[ 1 nxxK -module )(KWn  (Theorem 2). 

We use standard notations, the ground field is denoted by K  and is algebraically closed of characteristic zero. Recall 
that a polynomial g is a slice for a derivation )(KWD n  if ( ) 1.D g   

ANNIHILATORS OF SETS OF RATIONAL FUNCTIONS. The next two lemmas contain some preliminary results used 
in the sequal.  

Lemma 1. Let )(
~

, 21 KWDD n  and Rba , . Then 

1) 1 2 1 2 1 2 2 1[ , ] [ , ] ( ) ( )aD bD ab D D aD b D bD a D   ; 

2) If in addition 21, KerDKerDba  then ],[],[ 2121 DDabbDaD  . 

Lemma 2. Let D  be a K -derivation of the field ),...,( 1 nxxK   and F  be an algebraic extension of ),...,( 1 nxxK . Then 

there exists a unique extension D  of D  on F , i.e. such a derivation of F  that DD
nxxK ),...,( 1

|  

Lemma 3. Let S be a subset of ),...,( 1 nxxK   and )(SK , the subfield generated by K  and S  in ),...,( 1 nxxK . If )(SK  is 

the algebraic closure of )(SK  in ),...,( 1 nxxK  then: 

1) ))(())(()( )(
~

)(
~

)(
~ SKAnnSKAnnSAnn KWKWKW nnn

 ; 

2) )()(
~ SAnn KWn

is a subalgebra of )(
~
KWn  and a vector-space over R  of dimension )(deg. SKtrnm K  ; 

3) If in addition 1m   then the Lie algebra )()(
~ SAnn KWn

  is simple. 

Proof. 1) Every K -derivation )(
~
KWD n  annihilating the set S  annihilates obviously the subfield )(SK . Since the 

subfield )(SK  is an algebraic extension of )(SK  then every derivation of R  annihilating )(SK  annihilates also )(SK  by 

the Lemma 2. Therefore ))(())(( )(
~

)(
~ SKAnnSKAnn KWKW nn

 . The converse inclusion is obvious, so we have 

))(())(( )(
~

)(
~ SKAnnSKAnn KWKW nn

 . 

2) Let )(deg. SKtrk K  and kyy ,...,1  be a transcendence basis for )(SK  over K  (the elements kyy ,...,1  can be cho-

sen from the set S ). Take a complement of the set 1{ ,..., }ky y  to a transcendence basis of the field ),...,( 1 nxxK  consisit-

ing of arbitrarily chosen elements 1,...,k sy y  and consider the derivations , 1,...,
i

i n
y





, of the subfield ),...,( 1 nyyK  of 

the field ),...,( 1 nxxKR  . Let us extend the derivations , 1,...,
i

i n
y





, to the derivations of the field ),...,( 1 nxxK  using 

Lemma 2, and save the same notations. 

Then 
nk yy 






,...,

1
 annihilate obviously the subfield )(SK  (because kjnkiy

y j
i

,...,1,,...,1,0)( 



). Therefore 

( )
1

... ( )
nW K

k n

R R Ann S
y y

 
  

 
 . Let us show that the latest inclusion is equality. Take any )()(

~ SAnnD KWn
 . Then D  

can be written in the form: 

n
n

k
k

k
k y

f
y

f
y

f
y

fD


















 ......
1

1
1

1  

for some ),...,( 1 ni xxKf   (because the derivations 
nyy 





,...,
1

 are linearly independent over ),...,( 1 nxxK ).  

Since )(... )(
~

1
1 SAnn

y
f

y
f KW

n
n

k
k

n










 ,  we see that              )(... )(

~

1
11 SAnn

y
f

y
fD KW

k
k

n









 . 



~ 54 ~ В І С Н И К  Київського національного університету імені Тараса Шевченка          ISSN 1684-1565 
 

The obvious equalities kiyD i ,...,1,0)(1   imply 0if , i.e. 0iD   (by the equality ijj
i
y

y





)( ). Hence 

n
KW y

R
y

RSAnn
n 







 ...)(
1

)(
~ . 

3) Let  1 knm  . We have by the above proven 

n
KW y

R
y

RSAnn
n 







 ...)(
1

)(
~ , 

i.e. the subalgebra )()(
~ SAnn KWn

 is a vector space of dimension 1m  over R . Let I  be a nonzero proper ideal of 

)()(
~ SAnn KWn

. Then I  contains a nonzero ideal J  which is a vector space over R . The latter is impossible because of re-

sults of the paper [4]. 
Let S  be a non-empty subset of ),...,( 1 nxxK  and },...,{ 1 kyy  be a maximal algebraically independent over K  subsystem 

of S . We can assume without loss of generality that },...,{ 1 kyyS   because }),...,({)( 1)(
~

)(
~ kKWKW yyAnnSAnn

nn
   by the pre-

vious lemma. Complement the set S to a transcendental basis },...,,,...,{ 11 kkn yyxx   of the field ),...,( 1 nxxK   over K  (it is 

possible after renumbering of variables). Denote by 
ixS

J ,  the jacobian derivation of the subfield ),...,,,...,( 11 kkn yyxxK     de-

fined by the rule: kniyyxxhxxJhJ kkniixS   ,...,1),,...,,,...,,,,...,(det)( 1111, 1
, where the latter determinant is as following: 

1 2

1 0 ... ... 0

... ... ... ... ...

... ...

... ... ... ... ...

0 0 ... 1 0

0 0 ... 0 1

k

h h h

x x y

  
  

                                                                        

(1) 

Extend these derivations on the whole field ),...,( 1 nxxK  (it is possible by Lemma 2) and save the same notations for 

them. Denote by ),...,,,...,(det 11 kkn yyxxJ  . 

Lemma 4. The derivations kiJ
ixS

,...,1,,  , are linearly independent over ),...,( 1 nxxK  and each of them contains the 

subfield )(SK   in its kernel and the derivation ,

1
iS yJ

  maps  the subfield )(SK   into itself. 

Proof. Assume that 0... ,,1 1


 knxSknxS JfJf  for some Rfi  . Since 0)(, ixS xJ
i

(because this is the jacobian of 

algebraically independent over K  rational functions kkn yyxx ,...,,,..., 11   ) and , ( ) 0,
iS x jJ x i j  , we get 0,...,01  knff   

and therefore  
knxSxS JJ

,, ,...,
1

 are linearly independent over R . Further 0)(, jxS yJ
i

 for kj ,...,1   and kni  ,...,1   and 

therefore kniKerJSK
ixS

 ,...,1,)( , . But then 
ixS

KerJSK ,)(   by Lemma 2 . 

The derivation 
iyS

J ,
1


 agrees on ),...,( 1 kyyK  with the derivation 

iy


. So 
iyS

J ,
1


 maps ),...,( 1 nyyK  into itself. By 

Lemma 2 the derivation 
iyS

J ,
1


 can be uniquely extended on the algebraic closure )(SK  of the subfield )(SK  in R  and 

hence 
iyS

J ,
1


 maps )(SK   into itself. 

Remark. The derivations 
ixS

J ,
1


 and 

jyS
J ,

1


 can be easily written in the standard basis },...,{

1 nxx 





 of the field 

),...,( 1 nxxK   in the form 
n

nxS x
f

x
fJ








 ...
1

1, 1
 , where ),...,( 1 ni xxKf  . The coefficients are minors of order 1n of the 

determinant (1)  
Theorem 1. Let K  be a field, S  be a subset of the field ),...,( 1 nxxK  of rational functions and kyy ,...,1  be a maximal 

set of algebraically independent over K  elements of S . Then the annihilator )()(
~ SAnn KWn

 is a vector space over 

),...,( 1 nxxK   with the basis 
knxSxS JJ

,, ,...,
1

. The set 1N  of all elements of )(
~
KWn  which map )(SK  into itself is a 

semidirect sum  )()(1 SAnnMN KWn
   where M  is a subalgebra of )(

~
KWn  with the basis 

kySyS JJ ,,
1

,...,
1

1 
. 

Proof.  As jiyJyJ jySiyS ii



,0)(,1)(

1
,, , we see that 

kySyS JJ ,,
1

,...,
1

1 
 are linearly independent over R . 

Every derivation 
iyS

J ,  maps )(SK  into itself by Lemma 4. Denote by M the subalgebra 
kySyS JSKJSKM ,, )(...)(

1
  of the 

Lie algebra )(
~
KWn . It can be easily shown that )()(

~ SAnn KWn
 is an ideal of the Lie algebra 1N . Take any element 1ND . Then 
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ii fyD )(  for some )(SKfi   and 0))((
1

, 


i

k

i

ySi yJfD
i

 for all ki ,...,1 . But then )()(
~

1

, SAnnJfD KW

k

i

ySi
ni




 and 

therefore )()(1 SAnnMN KWn
  the semidirect sum of the subalgebra M  and the ideal )()( SAnn KWn

 (it is obvious that the 

intersection of these subalgebras of 1N  is zero). 

Example. Consider more detailed the case 1)(deg. SKtr K . We can assume without loss of generality that }{ 1yS  . 

The annihilator of the subset S  consists of linear combinations over R  of the derivations 1,...,1,, 



 ni
x

J
i

xS i
. The 

subalgebra M  is of the form 11
1

1

( )( )
n

y
M K y

x y
 


 

. 

ANNIHILATORS OF RATIONAL FUNCTIONS IN THE LIE ALGEBRA )(KWn . We will denote by )(KWn  the Lie 

algebra of all K -derivations of the polynomial ring ],...,[ 1 nxxK . It consists of the derivations of the form 

n
n x
f

x
fD








 ....
1

1 , 1[ ,..., ]i nf K x x . The Lie algebra )(KWn  is contained in )(
~
KWn  and )(KWn  is a free ],...,[ 1 nxxK -

module. This Lie algebra acts naturally on ),...,( 1 nxxK  and we consider annihilators of elements of ),...,( 1 nxxK  in the 

subalgebra )(KWn . If ),...,( 1 nxxK  then ( ) ( )
nW KAnn   is a submodule of the module )(KWn  over the ring ],...,[ 1 nxxK . 

We point out generators of )()( KWn
Ann   in some cases. 

Lemma 5. Let ),...,( 1 nxxK  and )()( KWn
Ann  be the annihilator of   in ( )nW K .  Then: 

1) )()( KWn
Ann  is a submodule of rank 1n  of )(KWn ; 

2) If in addition 2n , then the )()( KWn
Ann  is a free submodule of rank 1 of )(2 KW . 

Proof. 1) See Lemma 4. 
2) See [3]. 

Lemma 6. Let 
1

( )
n

i n
ii

D p W K
x


 

  with ],...,[ 1 ni xxKp   and ( ) 0D    for some 1( ,..., )nK x x . Then the 

derivations ( ) , , 1,..., ,i
j

i j j i
D i j n i j

x x x x

   
    

   
, satisfy the equality ( )

1,

( )
n

i
j j

ij j i

p D D
x 


 

 . 

Proof. It is obvious that 0)()( i
jD  for nji ,...,1,  . Further we have 

( )

1, 1, 1, 1,

n n n n
i

j j j j j
i j j i i j j ij j i j j i j j i j j i

p D p p p
x x x x x x x x       

           
                        

      

The latter sum can be written in the form  

1 1

n n

j i j i
i j i i j i i i ij j

p p p p D
x x x x x x x x x 

            
                      

  , 

since 






n

j j
j D
x

p
1

0)( . 

Theorem 2. Let ),...,( 1 nxxK
v

u
  be such a rational function with coprime polynomials vu,  that there exist 

polynomials nff ,...,1   with 
2

1
1

1
....

vx
f

x
f

n
n 





  . Then )()( KWn

Ann  is a submodule  of rank 1n  over ],...,[ 1 nxxK   with 

generators 



n

jii

i
jij njDfD

,1

)( ,...,1, ,  where ( ) 2i
j

i j j i

D v
x x x x

    
        

 

Proof. Take any derivation )()( KWn
AnnD , let ],...,[,.... 1

1
1 ni

n
n xxKp
x

p
x

pD 







 . Consider the derivation 

ijji

i
j xxxx

D














)( . Since 0)( D  then by Lemma 6 it holds niD

x
Dp

n

ijj i

i
jj ,...,1,)(

,1

)( 







. Multiply both sides of 

these equalities by if  and add them. Then we obtain in the right hand side 







n

i i
i D

v
D

x
f

1
2

1
)(


 . The left hand side is of 

the form   
   



























 n

j

i
j

n

jii

ij

n

i

i
j

n

ijj

ji DfpDpf
1

)(

,11

)(

,1

.  Denote 
( ) 2

1,

n
i

j i j
i i j

D f D v
 

  . Then we get 



n

j

jjDpD
1

~
. It follows 

from this equality that ( ) ( )
nW KAnn   has generators nDD

~
,...,

~
1  . It can be easily shown that )(

~
,...,

~
1 KWDD nn  . 
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Corollary 1. Let f  be a polynomial from the polynomial ring 1[ ,..., ]nK x x . If the ideal of ],...,[ 1 nxxK  generated by the 

partial derivatives 
nx

f

x

f







,...,
1

 coincides with ],...,[ 1 nxxK , then the annihilator )()( fAnn KWn
, can be generated by n generators. 

Corollary 2. If a polynomial ],...,[ 1 nxxKf   is a slice for a derivation  )(KWD n , then )()( fAnn KWn
 can be generated 

by n elements. 

Corollary 3. Let ],...,[ 1 nxxKf   be such a polynomial that at least one of the partial derivatives ni
x

f

i
,...,1, 




 is a 

nonzero constant. Then )()( fAnn KWn
 is a free submodule of )(KWn  of rank 1n . 
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АНУЛЯТОРНІ ПІДАЛГЕБРИ В АЛГЕБРАХ ЛІ ДИФЕРЕНЦІЮВАНЬ 
Нехай K алгебраїчно замкнене поле характеристики нуль і K(x1 , …, xn) -

 
поле раціональних функцій від n змінних. Множина Ann(S) всіх K-

диференціювань K(x1 , …, xn), яка анулює підмножину S   K(x1 , …, xn)
 
 є підалгеброю алгебри Лі Wn(K). Структура підалгебри Ann(S) пов'язана з централі-

заторами елементів в Wn(K). Дано характеризацію  підалгебри Ann(S), вказано систему твірних для підалгебри Ann(S) в алгебрі Лі всіх К-диференціювань 
кільця многочленів K[x1,…, xn].  

 
Степух В., асп. 
КНУ имени Тараса Шевченко, Киев 
 

АННУЛЯТОРНЫЕ ПОДАЛГЕБРЫ В АЛГЕБРАХ ЛИ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЙ 
Пусть K алгебраически замкнутое поле характеристики нуль і K(x1 , …, xn)

  
поле рациональных функций от n переменнных. Множество Ann(S) всех 

K-дифференцирований K(x1 , …, xn), аннулирующих подмножество S   K(x1 , …, xn)
 
 является  подалгеброй алгебры Ли Wn(K). Структура подалгебры 

Ann(S) связана с централизаторами элементов в Wn(K). Дано характеризацию  подалгебры Ann(S), указано систему образующих для подалгебры Ann(S) 
в алгебре Ли всех К-диференцирований  кольца многочленов K[x1 , …, xn].  
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НАБЛИЖЕНЕ ОПТИМАЛЬНЕ КЕРУВАННЯ В ФОРМІ ОБЕРНЕНОГО ЗВ'ЯЗКУ  
ДЛЯ ПАРАБОЛІЧНОЇ СИСТЕМИ ЗІ ШВИДКО КОЛИВНИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ 

 
Розглядається задача знаходження оптимального керування в формі оберненого зв'язку (синтезу) в лінійно-

квадратичної задачі, яка складається з параболічної системи зі швидко коливними коефіцієнтами та напіввизначеного ці-
льового функціоналу. Знайдено точну формулу синтезу та за допомогою переходу до усереднених параметрів обґрунто-
вано його наближену форму.  

 
ВСТУП. Важливою задачею в теорії оптимального керування нескінченновимірними еволюційними системами є 

побудова оптимального керування в формі оберненого зв'язку (синтезу) [1], [4]. Для широкого класу задач як з роз-
поділеним [1], так і з зосередженим керуванням [5] вдається знайти замкнену форму оптимального синтезу, параме-
три якої виражаються через власні функції та числа відповідного диференціального оператора. При цьому якщо 
коефіцієнти оператора є швидко осцилюючими [2], то виникає задача обґрунтування наближеного усередненого 
синтезу [5]. У даній статті така задача розв'язана для параболічної лінійної системи з зосередженим керуванням в 
правій частині та квадратичним критерієм якості. На основі знайденої формули точного синтезу обґрунтовано форму 
наближеного усередненого оптимального керування в формі оберненого зв'язку.  

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ. Нехай , 1pR p   , – обмежена область, (0,1)  – малий параметр, 0T . В цилін-

дрі )(0,= TQT  для вектор-функцій  xtyy , , )(tuu   розглядається задача 

 
0

2

= ( ) ,

( , ) = 0, ,

(0, ) = ( ),

= [0, ] ,
n

y
A y By C x u

t
y t x x

y x y x

u U L T

 



    





 

                                                                     (1) 

   
2

2

=1 =1 0

, = ( , ) ( ) inf .
Tn n

i i i i
i i

J y u y T x q x dx u t dt


 
     
 

                                                 (2) 
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Тут A , B  – сталі nn  матриці, )(ε xC  – nn  матриця, елементи якої належать )(2 L ,   nLy  2ε
0 ,   2Lq , 

niii ,1,0γ,0  , ))((=   xdiv , )(=)(


 x
x ,   p

jiij xx
=1,

)(=)(   – вимірна, симетрична, періодична мат-

риця, що задовольняє умови еліптичності та обмеженості: pRxvv  ,0,0 21  





p

i
i

p

ji
jiij

p

i
i vxv

1

2
2

1,1

2
1 .)(                                                                   (3) 

У статті при певних умовах на A і B знайдено формулу оптимального керування в формі оберненого зв'язку 

   ytuu , ,                                                                                 (4) 

де параметри функції u залежать від швидко коливних коефіцієнтів. Основним результатом статті є обґрунтування 

того факту, що вектор-функція   ytuu N ,0 , яка одержується з (4) заміною швидко коливних параметрів на усеред-

нені, а нескінчених сум на скінчені, реалізує наближений оптимальний синтез, тобто якщо y – розв'язок (1) з керу-

ванням  ytuu N ,0 , то 01,0> 0   N  такі, що )(0,0   NN       .<,,  uyJuyJ  

ОСНОВНІ РЕЗУЛЬТАТИ. Будемо розглядати гільбертові простори вектор-функцій   nLH  2 ,   nHV  1
0 з 

відповідними скалярними добутками і нормами      2

1
, ,

n

i iH L
i

y z y z 


  ,      1
01

, ,
n

i iV H
i

y z y z 


  ,  2|| || ,H H
y y y , 

 2|| || ,V V
y y y . 

Через |||| x  і  yx,  будемо позначати евклідову норму і скалярний добуток в nR , а  2

, 1
|| ||

n

ij
i j

A a


   – норму 

матриці. Будемо вважати, що матриця  
, 1

n

ij i j
A a


  симетрична і для деякого 0  

A E  .                                                                                          (5) 

Тоді оператор  ,A A L V V       і задовольняє оцінки 

  2
1, , ,

VV
A y y v y y V                                                                          (6) 

* 22 ,
V

A y v A y y V    .                                                                         (7) 

Це означає [4, с. 120], що задача оптимального керування (1), (2) має єдиний розв'язок  , (0, )y u W T U    , де 







  );(0,|);(0,=)(0, 22 VTL

dt

dy
VTLyTW . 

Крім того, для розв'язку задачі (1) )(0,TWy   при кожному фiксованому керуваннi Uu  справедлива оцiнка 

для м.в.  Tt ,0  

           
2 2 2

1
1

,
2 H V H H

d
y t v y t B y t C u t y t

dt
                                                       (8) 

де    
1

22
C C x dx



 
   

 
 . 

Для знаходження оптимального процесу  ,y u   скористаємось схемою з [5]. 

Нехай { ( )}jX x , }{  j  – власні функції та числа оператора  , 1 20 ,      ,j .j  

Шукаємо розв'язок у вигляді )()(=),(
=1

xXtyxty jj
j

  . Тоді відносно вектор-функцій )(ty j
  маємо задачу 

0

( ) ( ) ( ) ( ),

(0) ,

j j j j j

j j

d
y t Ay t By t C u t

dt

y y

    

 

    

 

                                                           (9) 

 
2

2

1 1 1 0

( ) ( ) inf,
i

Tn n

i j j i
ii j i

J q y T u t dt


 

  

 
      

 
                                                      (10) 

де  xXCxC jj
j

 
=1

)( ,  xXyxy jj
j

  0
=1

0 )( ,  xXqxq jj
j



=1

)( . 
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Припущення 1. Матриці A і B  комутують. 

Тоді після домноження рівняння (9) зліва на 
( )j

j

A t T
q e

 
 відносно вектор-функції 

=1

( )
( ) = ( )j

j j
j

A t T
a t q e y t

   
   

маємо задачу 

 






 





,=(0)

,)()(=)(

0aa

tutGtBata
dt

d

                                                                   (11) 

      ,inf)(,)()(,)(=,
0

 
T

dttutMuTaTNauaJ                                                  (12) 

де 
 

 j
j

j
j

C
TtA

eqtG
)(

=)(
=1

, ,= 0
=1

0


  j
j

j
j

y
AT

eqa  N  – діагональна матриця, елементами якої є i ,  

M  – діагональна матриця, елементами якої є i . 

Оскільки матриці N і M є додатньо визначеними, то задача (11), (12) допускає оптимальне керування в формі 
оберненого зв'язку. Використовуючи принцип максимуму Понтрягіна, одержуємо програмну форму цього керування  

     
0

11 )(=)( aeDENTtetGMtu BT
T

B   ,                                                (13) 

де для  Tt ,0  dsstesGMsGeD BstB
t

t
)())(()(= 1)(

0

  . 

Тоді враховуючи формулу розв'язку (11) 

( )
0

0

( ) = ( ) ( ) ,
t

Bt B t sa t e a e G s u s ds                                                               (14)  

з (13), (14) одержуємо шуканий синтез ,)()(=)( tatStu   де 

    .)()())((=)(
1

111


 





  BT

T
B

t
BtBT

T
B eDENtTeDeeDENTtetGMtS                     (15) 

Таким чином, доведено наступний результат 

Лема 1. Нехай виконуються умови (3), (5) та припущення 1. Тоді задача (1)–(2) має єдиний розв'язок   uy , , 

який може бути поданий в формі оберненого зв'язку 

        
=1 =1

( )
, ,

n
j

j i i j
H

j i

A t T
u t u t y q S t e e y t e X

       
    ,                                        (16) 

де 
jX – n - мірний вектор, кожна координата якого дорівнює 

jX , ie - i - тий орт в nR . 

Використаємо формулу (16) для побудови наближеного синтезу. 

Нехай стала матриця 0  є усередненою для )(x  [2]. Поряд з оператором   розглянемо усереднений 

)(= 00  div . Нехай )}({ 0 xX j , }{ 0
j  – розв'язки відповідної спектральної задачі. 

Припущення 2. Спектр усередненого оператора 0  є простим. 

Тоді мають місце збіжності 00 ,,1 jjjj XXj   в )(2 L  при 0 . 

Нехай виконані умови  

   ,αα 0ε xx
G
  

0ε
0

ε
0 , klkl CCyy   слабо в )(2 L  при 0 ,                                                    (17) 

де ε
klC  – елементи матриці )(ε xC . 

Покладемо  

      
HjiNi

n

i

j
Nj

N

j
NN Xetye

TtA
etSqytu 0

=1

0
00

=1

0 ,
)(

,  


 ,                                                 (18) 

де  tSN
0  визначається формулою (15) з заміною матриці )(tG   на 0

0
0

=1

0 )(
=)( j

j
j

N

j
N C

TtA
eqtG


 , 0

jX  – n - мірний  

вектор, кожна координата якого дорівнює 0
jX , )(0,TWyN 

  – розв'язок задачі (1) з керуванням (18). 

Основним результатом статті є наступна теорема 
Теорема 1. Нехай виконані умови (3), (5), (17) та припущення 1, 2. Тоді формула (18) є наближеним оптималь-

ним керуванням в формі оберненого зв'язку для задачі (1), (2), тобто (0,1)1,0>0>  N  такі, що 

)(0, NN   
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    ,<,0
0   dtytutuT

NN                                                                    (19) 

,<)()(max
],[

 

 H
N

Tt
tyty                                                                   (20) 

    .<],[,, 0  
NNN ytuyJuyJ                                                                 (21) 

Доведення. Для зручності надалі будемо позначати:    



n

i
Hii XezeXz

1
,,  для   2, LXHz , 

  )(
)(

TtA
etSqtK j

jj




  для 0,1 j . 

Розглянемо допоміжну задачу 

 
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                                                    (22) 

де  .,)(=),( 00

=1

0
jj

j
XztKztu 


. 

Задача (22) має єдиний розв'язок ),( xtz  в класі )(0,TW  [7], для якого справедлива оцінка (8) з ),()( 0  ztutu .  

Згідно (17) 0>     







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


2

1
2
dxxCC , 

 



)(0

,0
max tK j

Tt
, 

H
y0 . 

З (8) та з рівності Парсеваля, одержуємо оцінку  Tt ,0  

dsszdsszBdsszvtz H
t

H
t

V
t

H
2

0
22

0
22

01
2 ||)(||2||)(||2||)(||2||)(||    .                        (23) 

Застосовуючи нерівність Гронуола, з (23) одержуємо  Tt ,0  

  ,||)(||
2222( TB

H etz                                                                        (24) 

  ,||)(||),(
2242220 TB

H etzztu                                                           (25) 

З (23)–(25) одержуємо, що  z  – обмежена в )(0,TW . 

Оскільки вкладення HV   є компактним, то за лемою про компактність [7] існує функція ( , ) (0, )z z t x W T    

така, що принаймні по послідовності  

z z   в );,(02 HTL , 

),(),( xtzxtz   м.c. в TQ ,                                                                     (26) 

   tztz   в H для м.в.  Tt ,0 . 

Тому                                                          ),(),( 00 ztuztu   в );,(02 HTL .                                                              (27) 

Далі, оскільки оператор   AA , задовольняє (6), (7), то з [2] по деякій підпослідовності AA
G
 , де 

),(  VVLA  задовольняє (6). Розглянемо для Vu  0  елемент  VuAf 0  і нехай u  розв'язок рівняння 

fuA  . Тоді 0uu   слабо в V . З іншого боку, ni ,1    ii fAu  
 , що в силу (17) означає, що 

fuA  0
0 . Таким чином 00  AAA і в силу єдиності  G -границі по всій послідовності 

00  AAA
G

.                                                                            (28) 
Тоді з (27), (28) та результатів про G -збіжність параболічних операторів [3, 6] маємо, що z  – розв'язок задачі 

(22) при 0 , тобто задачі (22) з оператором 0 A  та початковими даними 0y , причому 0  

z z   в .)];,([ HTC                                                                         (29) 

З (27), (29) одержуємо    ],[,],[, 00 ztuzJztuzJ   при 0 . 

Нарешті, оскільки задача оптимального керування (1), (2) при 0  має єдиний розв'язок [4], для якого  

аналогічно попередньому можна одержати формулу синтеза (16) при 0 , то   ztuz ,, 0  – оптимальний процесс в 

(1), (2) при 0 . 

Далі зауважимо, що оскільки 
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то  Tt ,0       NtStSN ,000 . 

Тоді аналогічно [5] можна показати, що 0 виконуються співвідношення (19)–(21) з заміною y  на z , u  на 

),(0 ztu . 

Залишилось показати, що     ztuzuy ,,, 0  в сенсі (19) – (21). Оскільки  Tt ,0  0  

      


 qeCqtG
TtA

j
jj

j

=1
 і, оскільки, в силу невід'ємної визначеності 

TD  виконується нерівність 

  1
1



TDE , то з формули (13) випливає 

 Tt ,0    CeNqMtu TB   :221 .                                                   (30) 

Тоді з оцінки (8), застосованої до допустимого процесу   uy , , маємо, що y  обмежена в )(0,TW . 

Отже, для деякого )(0,TWy  yy   в сенсі (26). 

Оскільки,           0,, 0

1,=1
2 


   TGCqCqTG

n

lkLklj
j

j , то  Tt ,0 маємо     0,0  tGtG . 

Звідси, враховуючи збіжність 0,00  aa , з формули (13), оцінки (30) і теореми Лебега виводимо, що 

uu   в  nTL )(0,2 .                                                                        (31) 

Тоді, знову користуючись G -збіжністю параболічних операторів [3, 6], одержуємо, що y – розв'язок (1) при 0  

з керуванням  tu  і при цьому 0  

yy   в .)];,([ HTC                                                                        (32) 

З (31), (32) одержуємо 

   uyJuyJ ,,   при 0 .                                                                (33) 

Нарешті, застосовуючи до задачі (1), (2) при 0  процедуру (9)–(12), з урахуванням єдиності розв'язку [4] 

одержуємо для оптимального керування цієї задачі формулу (13) з матрицею  tG0  і початковим вектором 0a . От-

же,  tu  – оптимальне керування в (1), (2) при 0 . На підставі єдиності розв'язку задачі (1) при фіксованому 

керуванні звідси маємо, що  uy,  – оптимальний процес в (1), (2) при 0 . Отже,     ztuzuy ,,, 0  і згідно  

(31)–(33) теорема доведена. 
ВИСНОВКИ. В роботі розглянута задача оптимального керування на розв'язках параболічної системи зі швидко 

коливними коефіцієнтами. При певних умовах на матричні коефіцієнти системи, знайдено явну формулу оптималь-
ного керування в формі оберненого зв'язку (синтезу). На основі одержаної формули, шляхом переходу до усередне-
них параметрів, запропоновано та обґрунтовано формулу оптимального наближеного синтезу.  
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ПРИБЛИЖЕННОЕ ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ В ФОРМЕ ОБРАТНОЙ СВЯЗИ  
ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ С БЫСТРО КОЛЕБЛЮЩИМИСЯ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

В работе рассматривается задача нахождения оптимального управления в форме обратной связи (синтеза) для линейно-квадратичной задачи, со-
стоящей из параболической системы с быстро колеблющимися коэффициентами и полуопределенного целевого функционала. Найдено точную форму-
лу синтеза и с помощью перехода к усредненным параметрам обосновано его приближенную форму. 
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APPROXIMATE OPTIMAL CONTROL IN FEEDBACK FORM  
FOR A PARABOLIC SYSTEMS WITH RAPIDLY FLUCTUATING COEFFICIENTS 

In this paper, the optimal control in feedback form (synthesis) is found for linear-quadratic problem that consists of semi defined performance criterion and a parabolic 
system with rapidly fluctuating coefficients. The exact formula for the synthesis was found and its approximate form that lies in substitution of quickly-oscillating parameters 
with average and all infinite sums with finite was justified. 
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НАГОРНИЙ ВОЛОДИМИР НИКИФОРОВИЧ 

(14.03.1945 – 18.06.2015) 
 

Володимир Никифорович Нагорний народився в невеликому місті Ніжин 
Чернігівської області.  

З шкільних років захопився математикою. За підтримки батьків почав 
поглиблено вивчати точні науки. Закінчивши шкільну програму з золотою медаллю 
вирішив вступити до Київського університету імені Тараса Шевченка. Захоплення 
науками привело допитливого юнака на механіко-математичний факультет, який на 
довгі майже 50 років став рідним.  

Володимир Никифорович закінчив у 1966 році механіко-математичного 
факультет Київського ордена Леніна державного університету ім. Т.Г.Шевченка по 
спеціальності "Математика". З присвоєнням кваліфікації "Математика з теорії 
ймовірностей і математичної статистики" він продовжив заняття наукою. У 1966-
1970 роках навчався в аспірантурі Київського університету та під керівництвом 
свого вчителя М.Й.Ядренка у 1970 році захистив кандидатську дисертацію на тему 
"Об интерполяции случайных процессов и полей". Почав працювати в Київському 
ордена Леніна державному університеті ім. Т.Г.Шевченка з 01.09.1967 року та 

закінчив свою трудову діяльність в 2009 році вже в Київському національному університеті імені Тараса Шевченка. 
Визначальні роки перебудови та становлення самостійної України Володимир Никифорович провів разом з механі-
ко-математичним факультетом, покладаючи всі свої зусилля на роботу зі студентами в Київському університеті імені 
Тараса Шевченка. Основною справою Володимир Никифорович вважав виховання і підготовку фахівців з математи-
ки, викладачів, а головне – справжніх громадян. 

Володимир Никифорович працював з 1968 року на кафедрі математичного аналізу. Більше 40 років читав нор-
мативні курси, серед яких основоположний на механіко-математичному факультеті курс "Математичного аналізу". 
Глибокі знання, таланті досвід викладача дозволяли йому знаходити найбільш вдалу форму донесення найскладні-
шого матеріалу, що викликало велику повагу серед колег і любов та вдячність серед студентів. З 1975 року Володи-
мир Никифорович працював на посаді доцента кафедри математичного аналізу, а у 1983 році йому присвоєно вчене 
звання доцента кафедри математичного аналізу. 

Як більшість людей свого покоління Володимир Никифорович щиро поважав студентів, опікувався ними, сприй-
мав їх проблеми і питання, як власні. Ці важливі людські якості він повністю реалізував за 14 років беззмінної роботи 
на посаді заступника декана з організаційної роботи з 1989 по 2003 рік. Проблеми гуртожитку, допомоги студентам, 
організація заходів на механіко-математичному факультеті – справа, яку з року в рік робив Володимир Никифоро-
вич. Всі мех-матяни з доброю усмішкою згадують 13 грудня – день механіко-математичного факультету. Концерти, 
студентські аукціони, конкурси та забави, власна валюта мех-мату здобули неабиякої слави серед студентів бага-
тьох факультетів Київського університету.  

Володимир Никифорович також приділяв значну увагу методичній роботі. Він опублікував більше 80 наукових та 
навчально-методичних праць. Його наукові інтереси стосувались питань побудови інтерполяційних многочленів по 
нерівновіддаленим вузлам інтерполяції. Слід звернути також увагу на його роботу з перекладу на українську мову 
багатьох видань, що розроблялися на кафедрі математичного аналізу. Результатом цієї кропіткої роботи став пере-
клад українською мовою базового на механіко-математичному факультеті підручника "Математичний аналіз" під 
редакцією А.Я.Дороговцева. Також Володимир Никифорович разом з викладачами кафедри брав активну участь у 
розробці методичного матеріалу з курсу "Математичний аналіз" для студентів механіко-математичного факультету. 
Слід також згадати про його роботу з юними математиками, що тільки почали свої кроки у науці. Багаторічний досвід 
викладання математичних дисциплін, роботи на олімпіадах з математики для школярів та студентів вилився в цікаві 
методичні розробки для юних математиків, серед яких "Збірник олімпіад для вступників в КНУ", "Десять математич-
них олімпіад" та інші, що були опубліковані у співавторстві з викладачами механіко-математичного факультету. 

Володимир Никифорович вів активну організаційну та громадську роботу. Був членом вченої ради механіко-
математичного факультету з 1988 по 2003 рік. Був головою трудового штабу механіко-математичного факультету. 
Також можна згадати багаторічну роботу Володимира Никифоровича у вступних компаніях в Київському університеті 
імені Тараса Шевченка. Свої організаторські здібності та відповідальність Володимир Никифорович неодноразово 
використовував в численних поїздках зі студентами механіко-математичного факультету в табори на "збір врожаю".  

Плідну роботу Нагорного Володимира Никифоровича неодноразово відзначали як на механіко-математичному 
факультеті так і в університеті. Він нагороджений медаллю з нагоди 1500-річчя м. Києва, Почесною грамотою, Гра-
мотою КНУ імені Тараса Шевченка та іншими відзнаками. 

К о л ек ти в  м е ха н і к о -м а тем ати ч н ог о  фак ул ь те т у 
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ПРАВИЛА ОФОРМЛЕННЯ СТАТЕЙ 

для авторів "Вісника Київського національного університету імені Тараса Шевченка. Математика. Механіка" 

 
У "Віснику Київського національного університету імені Тараса Шевченка. Математика. Механіка" (далі - "Вісник") публіку-

ються оригінальні статті з актуальних питань математичного аналізу, теорії диференціальних рівнянь, математичної фізики, 
геометрії, топології, алгебри, теорії ймовірностей, теорії оптимального керування, теоретичної механіки, теорії пружності, ме-
ханіки рідини та газу. Статті мають ґрунтуватися на матеріалах оригінальних наукових досліджень. Оглядові статті не при-
ймаються. Питання про відповідність статті профілю видання вирішується редакційною колегією. Усі матеріали, які надходять 
до редколегії, рецензуються. У разі доопрацювання статті авторами на вимогу редакції (після рецензування) разом з перероб-
леним текстом повертається перший варіант рукопису. При затримці автором понад один місяць первинна дата надходження 
не зберігається. Відхиливши рукопис, редакція повертає автору лише один примірник. Рішення щодо включення статті до ви-
пуску "Вісника" приймається редакційною колегією Вісника.  

Після виходу у світ усі матеріали реферуються в ”Zentralblatt MATH” (http://www.emis.de/ZMATH). Зміст випуску та ано-
тації статей розміщено на Web-сторінці Вісника – http://www.mechmat.unuv.kiev.ua/VisnykUniv,  а також на сайті Національ-
ної бібліотеки України імені В.І.Вернадського  http://www.nbuv.gov.ua/portal/Natural/VKNU/index.html 

Загальні вимоги.  
До Редакційної колегії "Вісника" подається наступне: 
 два примірники статті українською мовою, оформлені відповідно до вимог Видавничо-поліграфічного центру "Київ-

ський університет", як наведено нижче;  
 експертний висновок за підписом керівника установи автора (якщо серед авторів є громадяни України); 
 позитивна рецензія від установи, яку представляє автор (автори); 
 електронний носій з текстом статті у форматі текстового редактора MS WORD for Windows. Текст на носії та друко-

ваний примірник мають бути ідентичними. 

Вимоги до оформлення та якості друкованого примірника 
Стаття має бути надрукована українською мовою з одного боку аркуша, на білому папері формату А4. Обсяг статті не 

має перевищувати восьми сторінок (разом із назвою, анотацією, формулами, таблицями, рисунками та списком літерату-
ри). Текст має бути чітким та однакового рівня чорного кольору. Кожний примірник має бути підписаний автором (автора-
ми). Сторінки нумеруються олівцем на зворотному боці аркуша. Слід дотримуватися наступних умов щодо загального ви-
гляду та розташування матеріалу статті: 

– текст має бути поданий у вигляді файла формату MS WORD for Windows (*.doc) без застосування стильової 
розмітки; 
– поля - "Верхнее" 2.54 см, "Нижнее" 2.0 см, "Левое" 1.8 см, "Правое" 1.8 см, "Переплет" 0 см, От края до колонтиту-
ла "Верхнего" 1.7 см, "Нижнего" 1.7 см. 
– комп'ютерний набір тексту слід здійснювати за такими параметрами: 

 шрифт статті – Arial, розмір 9;  
 інтервал між рядками – одинарний; 
 перед і після назви статті та кожного її розділу має бути пропуск в один рядок; 
 відступ першого рядка кожного абзацу має дорівнювати 0.5 см; 

– матеріали статті має бути поданий у такій послідовності: 
 класифікаційний індекс Універсальної десяткової класифікації (УДК); (Arial, 8 pt, Bold); 
 відомості про авторів, що містять такі елементи 

перший ініціал, прізвище, учений ступінь (якщо він є) або посада (за відсутності вченого ступеня) кожного співав-
тора (між ініціалом і прізвищем ставити нерозривний інтервал; ця вимога поширюється й на прізвища, що наво-
дитимуться в основному тексті статті), місце роботи (назву установи чи організації, їхнє місцезнаходження); 
(Arial, 8 pt, напівжирний), адреса електронної пошти (Arial, 8 pt, курсив); 

 назва статті (українською, 5–9 слів, відповідна змісту статті, конкретна, без словосполучень на зразок "Дослі-
дження питання…", "Деякі питання…", "Проблеми…", Шляхи…" тощо і стисло відображає зміст і за формою має 
бути зручною для складання бібліографічних описів, бібліографічних покажчиків і здійснення бібліографічного 
пошуку);), (Arial Black, 10 pt, звичайний); 

 анотація, резюме (українською та англійською, не більше 50 слів, із застосуванням безособових конструкцій на 
зразок ..."отримано задовільні результати …"; анотацію мовою публікації розміщують перед її текстом, після на-
зви; анотацію українською мовою у виданнях іншими мовами, крім української, подають після відомостей про да-
ту надходження авторського оригіналу до редколегії; крім анотації, рекомендовано подавати резюме; резюме 
подають мовою, відмінною від мови публікації; якщо резюме подають кількома мовами, то їх розміщують після 
відомостей про дату надходження авторського оригіналу до редколегії); (Arial, 8 pt, напівжирний курсив); до анг-
лійського тексту має бути включено назву статті та прізвища і ініціали авторів; 

 основний повний текст статті (з таблицями та рисунками); 
 список літератури під рубрикою СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ (Arial, 7 pt, звичайний); 
 дата надходження до редколегії, наприклад, "Стаття  надійшла до редколег і ї  09 .11 .05". (Arial, 7 pt, на-

півжирний, розрядка 1 пт, вирівняна праворуч). 

Додаткові вимоги до тексту статті: 
– кожну абревіатуру слід уводити в текст у дужках після першого згадування відповідного повного словосполучення; 
лише потім можна користуватися введеною абревіатурою; 
– джерела списку літератури подавати в тексті у квадратних дужках, наприклад [1], [1; 6]; при цитуванні конкретні сто-
рінки – наводити після номера джерела, наприклад: [1, с. 5]); якщо вводиться в тих самих квадратних дужках ще дже-
рело, то воно відокремлюється від попереднього крапкою з комою (наприклад, [4, с. 5; 8, с. 10–11]; не подавати в текс-
ті розгорнутих посилань!, таких як: (Іванов А.П. Вступ до мовознавства. – К., 2000. – С. 54); 
– усі цитати подавати мовою "Вісника" (незалежно від мови оригіналу), обов'язково супроводжуючи їх посиланнями на 
джерело та конкретну сторінку;  

– не робити посторінкових посилань, а подавати їх у дужках безпосередньо в тексті; 
– на всі таблиці й рисунки давати посилання в тексті статті; 
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– усі таблиці повинні мати заголовки (над таблицею, окремим абзацом тексту); 
– усі рисунки мають супроводжуватися підписами (знизу від рисунка, окремим абзацом; підпис не має бути елементом 
рисунка!); шрифт написів рисунка: Arial, розмір – 8, напівжирний, якість рисунків повинна бути достатньою для відтво-
рення тонких ліній, градацій віддтінків при чорно-білому друці; редакція залишає за собою право вимагати поліпшення 
якості малюнків для отримання задовільної якості чорно-білого друку;  
– формули у статтях набирати лише за допомогою редактора формул (Microsoft Equation чи MathType Equation), 
шрифт та розмір формул (настройки в MathType 4.0): 
 

Define Style:    Define Size:   

Text Times New Roman   Full 9 pt  

Function Times New Roman   Subscript/Superscript 7 pt  

Variable Times New Roman italic  Sub-Subscript/Superscript 6 pt  

L.C.Greek Symbol   Symbol 14 pt  

UC.Greek Symbol   Sub-Symbol 9 pt  

Vector-matrix Times New Roman bold     

Number Times New Roman      

 
Літери латинської абетки, що позначають фізичні величини, подають курсивом, літери грецької – прямим шрифтом. 

Проте позначення деяких величин подають прямим шрифтом латинського алфавіту. До них, зокрема, належать позна-
чення: 

 чисел подібності – Bi (Біо), Ku (Кирпичова), Pe (Пекле), Re (Рейнолдса) та ін.; 
 тригонометричних, гіперболічних, обернених, колових, обернених гіперболічних функцій; 
 температури в кельвінах (К) або градусах Цельсія (оС), Фаренгейта (оF), Реомюра (оR); 
 умовних математичних скорочень максимуму й мінімуму (max, min), значення величин (opt), сталості величини (const, 

idem), знаків границь (Lim, lim), десяткових, натуральних логарифмів з будь-якою основою (lg, ln, log) та ін.; 
 хімічних елементів і сполук. 
 між числовим значенням і скороченою назвою одиниці виміру величини слід ставити нерозривний інтервал; 
 термінологія статті має відповідати стандартам галузі науки та бути звірена зі спеціальними термінологічними слов-

никами української мови. 
Нумерація формули наскрізна по тексту статті, незалежно від розділів, і тільки у разі посилання на них у тексті. 

Вимоги до складання списку літератури 
Список літератури має бути укладений в алфавітному порядку за прізвищами авторів спочатку за кириличною абеткою, 

потім – латинською; пристатейні бібліографічні списки (бібліографічний опис у пристатейних бібліографічних списках скла-
дають згідно з ДСТУ ГОСТ 7.1, заголовок бібліографічного запису – згідно з ДСТУ ГОСТ 7.80); не допускаються посилання 
на неопубліковані роботи. 

Розбиття статті на розділи 
Рекомендується розбиття статті на такі розділи: ВСТУП, МАТЕРІАЛИ І МЕТОДИ (для експериментальних робіт), 

РЕЗУЛЬТАТИ І ОБГОВОРЕННЯ, ВИСНОВКИ. Наявність розділів ВСТУП та ВИСНОВКИ є обов’язковими. Для теоретичних 
робіт допускається вільніше ділення матеріалу на розділи, наприклад, замість розділу МАТЕРІАЛИ І МЕТОДИ рекоменду-
ються розділи ПОСТАНОВКА ЗАВДАННЯ, МОДЕЛЬ і тому подібне. Розділи не нумеруються, в назвах розділів усі букви 
прописні і виділяються напівжирним шрифтом, вирівнювання по центру. При необхідності розділи діляться на підрозділи. 
Назви підрозділів друкуються з великої літери і виділяються напівжирним шрифтом, вирівнювання по центру. Перед і після 
кожного розділу чи підрозділу має бути пропуск в один рядок. Пристатейним бібліографічним спискам передує рубрика 
СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ 

Фонди, гранти 
Наприкінці тексту статті після пропуску одного рядка, якщо потрібно, вказується назва фонду, який фінансував роботу, і 

номер гранту. 

Застереження 
Неприпустимим є: 
– подання матеріалів з недотриманням правил, встановлених видавництвом, до параметрів видань; 
– подання перекладів текстів за допомогою програм автоматичного перекладу; 
– подання непідготовлених, недопрацьованих авторами "сирих" матеріалів. 
– затримання авторами матеріалів, наданих видавництвом для вичитки. 

Відомості про авторів 
Відомості про авторів заносяться до тексту статті за наступним: 

Відкрити меню MS WORD for Windows ФАЙЛ>СВОЙСТВА, обрати закладку ДОКУМЕНТ та заповнити 
поля Название, Автор. У полі Заметки занести ім'я, прізвище, поштову адресу, місце роботи (назву 
установи чи організації, їхнє місцезнаходження); будь-які контактні телефони авторів (робочий, 
мобільний, домашній – за власним вибором) 

Невиконання авторами при оформленні рукопису цих правил є підставою для відхилення статті. Редакція звертає увагу 
авторів на необхідність додержання граматичних норм мови статті. 
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