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В И П У С К  1 ( 1 6 )  
 
УДК 004.655 

І. С. Канарська, асп., 
Київський національний університет імені Тараса Шевченка, Київ 

 
СКЛАДНІСТЬ АЛГОРИТМІВ ПЕРЕТИНУ, ОБ'ЄДНАННЯ  

ТА РІЗНИЦІ В МУЛЬТИТАБЛИЦЯХ 
 
В роботі досліджено алгоритми реалізації перетину, об'єднання та різниці мультитаблиць: спочатку розглянуто най-

більш природні алгоритми, потім запропоновано їх модифікації, які дозволяють зменшити кількість обчислень. Для всіх 
запропонованих алгоритмів знайдено точні оцінки складності в найгіршому випадку. Проведено обчислювальні експериме-
нти, на основі яких було визначено найбільш швидкі алгоритми для кожної операції.  

Ключові слова: таблична алгебра, база даних, мультитаблиця.  
 
Вступ. Сучасні бази даних (БД) широко використовуються в науковій і практичній діяльності людини для збере-

ження необхідної інформації, її обробки та подання для користувачів. Найбільш поширеними залишаються реляційні 
БД, математична модель яких була запропонована Е. Коддом [1, 2]; в них інформацію представлено у вигляді таб-
лиць – множини рядків однакової структури. На практиці існують ситуації, при яких дані не можуть ґрунтуватися на 
моделі множин, оскільки в них можуть міститися рядки, що повторюються. Такі структури, що допускають наявність 
дублікатів елементів, називаються мультимножинами. Мультимножини зручно використовувати в якості моделі для 
представлення і дослідження об'єктів, особливістю яких є, по-перше, множинність і, по-друге, повторюваність даних. 
Вони широко застосовуються при розв'язанні теоретико-прикладних задач, зокрема задач інформатики (табличні 
БД, теорія прийняття рішень, теорія інформації і кодування). В даній роботі розглянуті алгоритми виконання теоре-
тико-множинних операцій для таких структур (мультитаблиць), знайдена їх складність у найгіршому випадку, а також 
проведено експериментальне порівняння їх швидкодії. 

Основні поняття та визначення. Зафіксуємо деяку непорожню множину атрибутів  , ,  1 nA A . Довільну скі-

нченну підмножину множини   назвемо схемою, причому схема може бути порожньою множиною. Рядком s  схеми 

R  називається множина пар     , , , ,  1 1 k ks A d A d , проекція якої за першою компонентою дорівнює R , причому 

атрибути , , 1 kA A  попарно різні, тобто рядок є функціональним бінарним відношенням. Таблиця T  схеми R  – скін-

ченна множина рядків схеми R , кількість рядків у таблиці T  позначаємо T . Далі, якщо не обумовлено інше, в ро-

боті розглядаються таблиці схеми R  з кількістю атрибутів n . На множині всіх таких таблиць введені операції об'єд-
нання (

R
), перетину ( 

R
) і різниці ( 

R
) таблиць як обмеження однойменних теоретико-множинних операцій. Також 

існують і інші операції над таблицями: проекція, селекція, перейменування, різні види з'єднання, ділення та активне 
доповнення; визначення операцій, що не розглянуто в даній роботі, наведено в [1, 3, 4].  

Множина, що допускає наявність дублікатів елементів, називається мультимножиною (multiset, bag). Таблицю, в 
якій можуть міститися повторювані рядки, назвемо мультитаблицею. Будемо розглядати мультитаблиці в двох стан-
дартних поданнях:  

1. Невпорядкований набір рядків однакової схеми (з їх можливим повтором). 
2. Зі зміною структури рядка. Вводиться новий атрибут, що не належить схемі вихідної таблиці (у нашій роботі 

цей атрибут назвемо лічильником, ім'я цього атрибута K ). В якості значення цього атрибута будемо розуміти кіль-
кість повторів даного рядка заданої таблиці, причому це значення є додатним цілим числом. Зауважимо, що в цьому 
випадку усі рядки мультитаблиці унікальні, тобто вона перетворюється в таблицю з одним особливим атрибутом – 
лічильником. 

Нескладно бачити, що ці два подання мультитаблиць еквівалентні, тобто від мультитаблиці, представленої пер-
шим способом, нескладно отримати мультитаблицю, представлену другим способом, і навпаки. На наш погляд, в 
реальних базах даних найбільш природно задавати мультитаблиці першим способом, а для виконання операцій над 
таблицями найбільш зручним є другий спосіб подання. У разі, коли відношення кількості унікальних рядків (тобто 
рядків, що зустрічаються точно один раз) до загальної кількості рядків у таблиці невелике, другий спосіб подання 
мультитаблиці є найбільш оптимальним. У нашій роботі ми будемо задавати мультитаблиці другим способом. 

Далі в роботі через T  позначимо кількість унікальних рядків у вихідній таблиці. Зауважимо, що якщо таблиця T  

задана другим поданням, то кількість її рядків співпадає з T . Нехай  ( , ),..., ( , ),( , ) 1 1 n ns A d A d K k  – деякий рядок 

мультитаблиці. Тоді її основою назвемо підрядок  ( , ),..., ( , ) 1 1 n ns A d A d . 

Розглянемо теоретико-множинні операції над мультитаблицями, заданими другим поданням. Оскільки ці операції 
вимагають односхемності вихідних таблиць, покладемо що  , , , 1 nR A A K  – схема всіх таблиць. 

Також, як і для таблиць без повторів рядків, перетином двох мультитаблиць 1T  і 2T  називається мультитаблиця 

1 2
R

T T , що містить ті і тільки ті рядки, які одночасно містяться в обох вихідних таблицях, об'єднанням 1T  і 2T  – муль-

титаблиця 1 2
R

T T , що містить ті і тільки ті рядки, які містяться хоча б в одній з вихідних таблиць, різницею 1 2
R

T T  – му-

льтитаблиця, що містить ті і тільки ті рядки, які містяться в 1T  і не містяться в 2T . Проілюструємо ці визначення. Не-

хай  1s T ,  2s T  та значення лічильника s  в мультитаблицях 1T  і 2T  дорівнюють відповідно 1k  і 2k . Тоді зна-

чення лічильника s  в мультитаблиці 1 2
R

T T  дорівнює min( , )1 2k k , у мультитаблиці 1 2
R

T T  – 1 2k k , в мультитаблиці 

1 2
R

T T  – max( , )1 20 k k ; при цьому, якщо значення лічильника менше одиниці, то відповідний рядок в результуючу 

таблицю не включається.  

© Канарська І. С., 2016 
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Далі будемо розглядати алгоритми виконання операцій перетину, об'єднання і різниці двох мультитаблиць: для кожної 
операції спочатку розглядається найбільш природний, на наш погляд, алгоритм, потім пропонуються його модифікації, що 
дозволяють зменшити кількість обчислень, а також обчислюється складність алгоритму в найгіршому випадку. Зауважи-
мо, що запропоновані нижче алгоритми є аналогами алгоритмів для таблиць без повторів рядків, розглянутих в [5]. В за-
пропонованих алгоритмах вважаємо 1 1T m  і 2 2T m . Оскільки в цих алгоритмах кількість обчислень залежить від 

кількості рівних основ рядків у вихідних таблицях, то ми будемо обчислювати залежність максимальної кількості обчис-
лень ( )B q  від кількості q  рядків мультитаблиці 1 2

R
T T  (для різниці мультитаблиць – від кількості рівних основ рядків). 

При цьому найбільша кількість обчислень відбувається, коли для кожної основи рядка 1 1s T  при пошуку рівної їй осно-

ви 2s  було перебрано максимально можливу кількість основ рядків мультитаблиці 2T , а при порівнянні з 1s  інших, 

відмінних від 2s  основ рядків 2T  було виконано максимально можливу кількість порівнянь значень атрибутів ( n ). 

Означення алгоритмів та обчислення їх складності. Операція перетину мультитаблиць. Розглянемо чотири 
алгоритми операції перетину двох мультитаблиць. Спочатку розглянемо, на наш погляд, найбільш природний алго-
ритм, що видає результат перетину 1T  і 2T  в нову мультитаблицю. 

Алгоритм ММ 1.1. З кожною основою кожного рядка  1s T  порівнюємо всі основи рядків мультитаблиці 2T : як-

що існує така 2 2s T , що 1 2s s , то порівнюємо значення лічильників цих рядків, рядок з меншим з цих значень 

додаємо в мультитаблицю T  і переходимо до наступного рядка мультитаблиці 1T . 

Підрахуємо складність алгоритму ММ 1.1. Для кожної з 1m q  основ рядків мультитаблиці 1T , що не належать 

мультитаблиці 2T  і однієї з основ рядків, що належать мультитаблиці 1 2
R

T T , при пошуку в 2T  рівної їй основи в най-

гіршому випадку виконується 2m n  операцій, для другої основи, що належить мультитаблиці 1 2
R

T T , –  2 1n m  опе-

рацій, …, для q -ї основи, що належить 1 2
R

T T , –   2 1n m q  операцій; також q  разів виконується процедура порів-

няння лічильників і додавання рядка в нову мультитаблицю, тому складність алгоритму ММ 1.1 дорівнює:  

         ( ) ( )                   1 2 2 2 2 1 21 1 2 1 2 3 4
2

q
B q m q m n n m m m q q n m m n n qn . 

При  2n , з урахуванням цілочисельності аргументу q , ця функція приймає максимальне значення при  2q  і 

( )   1 22 4B m m n n . 

Далі розглянемо модифікацію алгоритму ММ 1.1, яка полягає в тому, що зважаючи на унікальність основ рядків в 
мультитаблицях, при знаходженні в 2T  основи, що співпадає з основою з 1T , основу з 2T  можна видалити. 

Алгоритм ММ 1.2. З кожною основою кожного рядка 1 1s T  порівнюємо всі основи мультитаблиці 2T , і якщо іс-

нує така 2 2s T , що 1 2s s , то порівнюємо значення лічильників цих рядків, рядок з меншим з цих значень дода-

ємо до мультитаблиці T , а рядок 2s  видаляємо з 2T  і переходимо до наступної основи мультитаблиці 1T . 

За допомогою міркувань, аналогічних попередньому алгоритму, отримали:  

       ( ) ( ) ( )                    1 2 2 2 2 1 2 21 1 2 1 2 3 5 6
2

q
B q m q m n n m m m q q n m m n m n n qn . 

При  3n , з урахуванням цілочисельності аргументу q , ця функція приймає максимальне значення при  3q  і 

( )   1 23 3 9B m m n n .  

Далі розглянемо модифікацію алгоритму ММ 1.1, що видає результат перетину таблиць 1T  и 2T  в ту з вихідних 

таблиць, у якої кількість рядків не більше, ніж у іншої таблиці. 
Алгоритм ММ 1.3. Якщо 1 2T T , то з кожною 1 1s T  порівнюємо всі основи рядків мультитаблиці 2T , і якщо 

не існує такої 2 2s T , що 1 2s s , то рядок 1s  видаляємо з мультитаблиці 1T , а якщо така основа рядка існує, то 

при її виявленні порівнюємо значення лічильників цих рядків, значенню лічильника 1ik  присвоюємо менше з найде-

них значень і переходимо до наступного рядка мультитаблиці 1T ; результат міститься в мультитаблиці 1T . Якщо ж 

1 2T T , то 1T  і 2T  міняються місцями. 

При 1 2T T  складність цього алгоритму дорівнює: 

         ( ) ( ) ( ).                         1 2 2 2 2 1 1 2 1 11 1 2 1 1 2 1 1 2
2

q
B q m q m n n m m m q m q n q m m n m n m n qn  

При 1n , з урахуванням цілочисельності аргументу q , ця функція приймає максимальне значення при  0q  і 

( )    1 2 1 10 1B m m n m n m . З урахуванням того, що за припущенням 1 2T T , то складність цього алгоритму дорів-

нює  min , ( )  1 2 1 2 1 1m m n m m n .     

Тепер розглянемо поєднання алгоритмів ММ 1.2 і ММ 1.3. 
Алгоритм ММ 1.4. Якщо 1 2T T , то з кожною 1 1s T  порівнюємо всі основи рядків мультитаблиці 2T , і якщо 

не існує такої 2 2s T , що 1 2s s , то рядок 1s  видаляємо з мультитаблиці 1T , а якщо існує така основа рядка 
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2 2s T , що 1 2s s , то порівнюємо значення лічильників цих рядків, значенню 1ik  присвоюємо менше з найдених 

значень, рядок 2s  видаляємо з 2T  і переходимо до наступної основи 1T ; результат міститься в мультитаблиці 1T . 

Якщо ж 1 2T T , то мультитаблиці 1T  і 2T  міняються місцями. 

При 1 2T T  складність цього алгоритму дорівнює:  

     ( ) ( ) ( )( ) ( )                     1 2 2 2 2 11 1 2 1 1 1 2 1B q m q m n n m m m q m q n q n q  

( )      1 2 1 1 1 4
2

q
m m n m n m n nq . 

При  2n , з урахуванням цілочисельності аргументу q , ця функція приймає максимальне значення при 1q  і 
( )    1 2 1 11 3B m m n m n m . З урахуванням припущення складність цього алгоритму дорівнює 

 min , ( )  1 2 1 2 1 3m m n m m n .  

Операція об'єднання мультитаблиць. Розглянемо три алгоритми виконання операції об'єднання мультитаблиць. 
Спочатку розглянемо, на наш погляд, найбільш природний алгоритм, що видає результат об'єднання 1T  і 2T  в нову 

мультитаблицю. 
Алгоритм ММ 2.1. Додаємо всі рядки 1 1s T  в нову мультитаблицю T , а потім всі основи рядків 2s  мультитаб-

лиці 2T  порівнюємо з основами рядків 1T , і якщо не існує такої 1s , що 2 1s s , то рядок 2s  додаємо до мульти-

таблиці T , а якщо така основа існує, то при її виявленні в мультитаблиці T  присвоюємо нове значення лічильнику 
: 1 1 2i i jk k k  і переходимо до наступного рядка 2T . 

Складність алгоритму ММ 2.1 в найгіршому випадку дорівнює:  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ).

                 

        

1 2 1 2 1 1 1

1 2 1 2 1 2

1 1 1 1

                    2 2
2

B q m n m q m n m q n n m m m q

q
q m m n m n m n m m n nq

 

При 1n , з урахуванням цілочисельності аргументу q , ця функція приймає максимальне значення при  0q  і 

( )     1 2 1 2 1 20B m m n m n m n m m .  

Далі розглянемо модифікацію алгоритму ММ 2.1, за якою після додавання всіх рядків 1T  в мультитаблицю 

 1 2
R

T T T  ми порівнюємо всі основи рядків мультитаблиці T  з основами рядків мультитаблиці 2T , а не навпаки. 

Алгоритм ММ 2.2. Додаємо всі рядки 1 1s T  в нову мультитаблицю T , а потім всі основи рядків s  мультитаб-

лиці T  порівнюємо з основами рядків 2T , і якщо існує така 2 2s T , що  2s s , то при її виявленні в T  присвою-

ємо нове значення лічильнику : 1 1 2i i jk k k , видаляємо рядок 2s  з мультитаблиці 2T  і переходимо до наступної 

основи T . Після цього додаємо всі рядки, що залишились в мультитаблиці 2T , до T . 

Складність алгоритму ММ 2.2 дорівнює: 

       ( ) ( ) ( ) ( )                    1 2 2 2 1 2 21 1 1 2 1 1B q m n n m m m q q q n m q m n m q n  

        1 2 1 2 1 2 4
2

q
m m n m n m n m m n qn . 

При  2n , з урахуванням цілочисельності аргументу q , ця функція приймає максимальне значення при 1q  і  
( )      1 2 1 2 1 21 2B m m n m n m n m m .  

Далі розглянемо алгоритм, що видає результат об'єднання мультитаблиць 1T  и 2T  в одну з вихідних мультитаб-

лиць з більшою кількістю рядків. 
Алгоритм ММ 2.3. Якщо 1 2T T , то з кожною основою рядка 2 2s T  порівнюємо всі основи рядків мультита-

блиці 1T , і якщо існує така основа рядка 1 1s T , що 2 1s s , то при її виявленні в мультитаблиці 2T  присвоюємо 

нове значення лічильнику : 2 2 1j j ik k k , видаляємо рядок 1s  з мультитаблиці 1T  і переходимо до наступного рядка 

мультитаблиці 2T ; після цього додаємо всі рядки, що залишились у 1T , до мультитаблиці 2T , в якій міститься ре-

зультат. Якщо ж 1 2T T , то 1T  і 2T  міняються місцями. 

При 1 2T T  складність алгоритму ММ 2.3  дорівнює: 

         ( ) ( ) ( )                      2 1 1 1 1 1 11 2 1 2 1 1 1B q m q m n n m m m m q q q n q m q n

( )      1 2 1 1 1 4
2

q
m m n m n m n qn . 

При 1n , з урахуванням цілочисельності аргументу q , ця функція приймає максимальне значення при 1q  і   
( )    1 2 1 11 3B m m n m n m . З урахуванням припущення складність цього алгоритму дорівнює 

 min , ( )  1 2 1 2 1 3m m n m m n . 

Операція різниці мультитаблиць. Розглянемо п'ять алгоритмів виконання операції різниці мультитаблиць. Спочатку 
розглянемо, на наш погляд, найбільш природний алгоритм, що видає результат різниці 1T  і 2T  в нову мультитаблицю. 
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Алгоритм ММ 3.1. З кожною основою рядка 1 1s T  порівнюємо всі основи рядків таблиці 2T : якщо не існує та-

кої 2 2s T , що 1 2s s , то рядок 1s  додаємо в нову таблицю T , а якщо така основа існує, то при її виявленні по-

рівнюємо значення 1ik  і 2 jk : якщо ,1 2i jk k  то рядок 1s  додаємо в нову таблицю T , присвоюємо для цього рядка 

нове значення : 1 1 2i i jk k k , якщо ж ,1 2i jk k  то переходимо до наступного рядка таблиці 1T . 

Складність алгоритму ММ 3.1 дорівнює: 

         ( ) ( ) ( )                       1 2 1 2 2 2 1 2 1 11 1 1 2 1 4
2

q
B q m q m n m q n n m m m q q q n m m n m n m n qn . 

При 1n , з урахуванням цілочисельності аргументу q , ця функція приймає максимальне значення при 1q  і   

( )    1 2 1 11 2B m m n m n m .  

Далі розглянемо модифікацію алгоритму ММ 3.1, яка полягає в тому, що зважаючи на унікальність основ рядків в 
мультитаблицях, при знаходженні в 2T  основи, що співпадає з основою з 1T , основу з 2T  можна видалити. 

Алгоритм ММ 3.2. З кожною основою рядка 1 1s T  порівнюємо всі основи рядків мультитаблиці 2T : якщо іс-

нує така 2 2s T , що 1 2s s , то порівнюємо значення лічильників 1ik  и 2 jk : якщо ,1 2i jk k  то рядок 1s  додаємо 

в нову мультитаблицю T , присвоюємо для цього рядка нове значення : 1 1 2i i jk k k , рядок 2s  видаляємо з 2T , 

якщо ж ,1 2i jk k рядок 2s  видаляємо з 2T  і переходимо до наступної основи 1T , якщо ж такої основи не існує, то 

рядок 1s  додаємо в T . 

Складність алгоритму ММ 3.2 в найгіршому випадку дорівнює: 

       

 

( ) ( )

( ) ( ) .

               

          

1 2 1 2 2 2

1 2 1 1

1 1 1

       2 1 1 6 3
2

B q m q m n m q n n m m m q

q
q q n q n m m n m n m n qn

. 

При  2n , з урахуванням цілочисельності аргументу q , ця функція приймає максимальне значення при  2q  і   

( )     1 2 1 12 6B m m n m n m n .  

Далі розглянемо модифікацію алгоритму М 3.1, що видає результат різниці 1T  і 2T  у вихідну мультитаблицю 1T . 

Алгоритм ММ 3.3. З кожною основою рядка 1 1s T  порівнюємо всі основи рядків мультитаблиці 2T : якщо існує 

така 2 2s T , що 1 2s s , то порівнюємо значення лічильників 1ik  і 2 jk : якщо ,1 2i jk k  то присвоюємо для цього 

рядка нове значення : 1 1 2i i jk k k , якщо ж ,1 2i jk k рядок 1s  видаляємо з таблиці 1T . 

Складність алгоритму ММ 3.3 в найгіршому випадку дорівнює: 

     ( ) ( ) ( )                  1 2 2 2 2 1 21 1 1 4 3
2

q
B q m q m n n m m m q q q n m m n n qn . 

При  2n , з урахуванням цілочисельності аргументу q , ця функція приймає максимальне значення при  2q  і 

( )   1 22 4B m m n n .  

Далі розглянемо модифікацію алгоритму ММ 3.3, яка полягає в тому, що зважаючи на унікальність основ рядків в 
мультитаблицях, при знаходженні в 2T  основи, що співпадає з основою з 1T , основу з 2T  можна видалити. 

Алгоритм ММ 3.4. З кожною основою рядка 1 1s T  порівнюємо всі основи таблиці 2T : якщо існує така 2 2s T , що 

1 2s s , то порівнюємо значення лічильників 1ik  і 2 jk : якщо ,1 2i jk k  то присвоюємо для цього рядка нове значення 

: 1 1 2i i jk k k , рядок 2s  видаляємо з 2T ; якщо ж  ,1 2i jk k то рядок 1s  видаляємо з 1T , а рядок 2s  видаляємо з 2T . 

Складність виконання алгоритму ММ 3.4 в найгіршому випадку дорівнює 

     ( ) ( ) ( ) ( )                    1 2 2 2 2 1 21 1 1 1 6 5
2

q
B q m q m n n m m m q q q n q n m m n n qn . 

При  5n , з урахуванням цілочисельності аргументу q , ця функція приймає максимальне значення при  3q  і   

( )   1 23 3 9B m m n n .  

Тепер розглянемо модифікацію алгоритму ММ 3.3, що полягає в зміні порядку порівняння основ рядків у вихідних 
мультитаблицях: у цьому алгоритмі основи рядків 2T  порівнюються з основами рядків 1T . 

Алгоритм ММ 3.5. З кожною основою рядка 2 2s T  порівнюємо всі основи рядків мультитаблиці 1T : якщо існує 

така основа рядка 1 1s T , що 2 1s s , то порівнюємо значення лічильників 1ik  і 2 jk : якщо ,1 2i jk k  то присвоює-

мо для рядка 1s  нове значення : 1 1 2i i jk k k , якщо ж ,1 2i jk k то рядок 1s  видаляємо з мультитаблиці 1T  і перехо-

димо до наступного рядка мультитаблиці 2T . 

Складність алгоритму ММ 3.5 в найгіршому випадку дорівнює: 

     ( ) ( ) ( )                  1 2 2 2 2 1 21 1 1 4 3
2

q
B q m q m n n m m m q q q n m m n n qn . 

При  2n , з урахуванням цілочисельності аргументу q , ця функція приймає максимальне значення при  2q  і   

( )   1 22 4B m m n n . 
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Порівняльний аналіз запропонованих алгоритмів. Серед запропонованих алгоритмів перетину мультитаблиць 

найменшу складність у найгіршому випадку має алгоритм ММ 1.1, а найбільшу – алгоритми ММ 1.3 та ММ 1.4. Се-
ред запропонованих алгоритмів об'єднання мультитаблиць найменшу складність у найгіршому випадку має алго-
ритм ММ 2.3, а найбільшу – алгоритми ММ 2.1 та ММ 2.2. Серед запропонованих алгоритмів різниці мультитаблиць 
найменшу складність у найгіршому випадку мають алгоритми ММ 3.3 та ММ 3.5, а найбільшу – алгоритм ММ 3.2. 
Для більш точного порівняння запропонованих алгоритмів було проведено обчислювальний експеримент. Автором 
розроблено програмну систему в середовищі Lazarus, яка обчислює фактичну кількість виконаних обчислень для 
кожного алгоритму. Мультитаблиці, для яких виконуються алгоритми, задовольняють певним параметрам (кількість 
атрибутів та унікальних основ рядків), формуються випадковим чином, з ними виконуються всі запропоновані алго-
ритми; також система може обчислювати середнє значення фактичної кількості виконаних обчислень для будь-якої 
серії. Результати експерименту наведено в таблиці 1.  

 
Таблиця  1  

Дані обчислювального експерименту для різних значень параметрів 

Алгоритм n  1T  2T  Кількість  
тестувань 

Середня кількість  
обчислень 

ММ 1.1 5 100 105 1000 14248.53 
ММ 1.2 5 100 105 1000 13061.09 
ММ 1.3 5 100 105 1000 14760.11 
ММ 1.4 5 100 105 1000 13572.67 

ММ 2.1 5 100 105 1000 15148.72 
ММ 2.2 5 100 105 1000 13867.16 
ММ 2.3 5 100 105 1000 13548.19 

ММ 3.1 5 100 105 1000 14551.83 
ММ 3.2 5 100 105 1000 13354.49 
ММ 3.3 5 100 105 1000 14246.75 
ММ 3.4 5 100 105 1000 13049.41 
ММ 3.5 5 100 105 1000 12951.95 

ММ 1.1 10 1200 1195 200 1468769.44 
ММ 1.2 10 1200 1195 200 912069.96 
ММ 1.3 10 1200 1195 200 1458553.92 
ММ 1.4 10 1200 1195 200 907761.56 

ММ 2.1 10 1200 1195 200 1467013.75 
ММ 2.2 10 1200 1195 200 917756.37 
ММ 2.3 10 1200 1195 200 908147.24 

ММ 3.1 10 1200 1195 200 1462758.27 
ММ 3.2 10 1200 1195 200 905643.30 
ММ 3.3 10 1200 1195 200 1469354.47 
ММ 3.4 10 1200 1195 200 912239.52 
ММ 3.5 10 1200 1195 200 902941.38 

 
Експеримент показав, що серед запропонованих алгоритмів перетину алгоритми ММ 1.2 та ММ 1.4 є значно 

швидші, ніж алгоритми ММ 1.1 та ММ 1.3, причому із збільшенням кількості унікальних рядків у мультитаблицях ал-
горитм ММ 1.4 є трохи швидшим, ніж алгоритм ММ 1.2. Серед запропонованих алгоритмів об'єднання алгоритми ММ 
2.3 та ММ 2.2 є значно швидші, ніж алгоритм ММ 2.1, причому алгоритм ММ 2.3 є трохи швидшим, ніж алгоритм ММ 
2.2. Серед запропонованих алгоритмів різниці алгоритми ММ 3.5, ММ 3.2 та ММ 3.4 є значно швидші, ніж алгоритми 
ММ 3.1, та ММ 3.3, причому найшвидшим є алгоритм ММ 3.5. 

Висновки. В роботі запропоновано та досліджено алгоритми перетину, об'єднання та різниці мультитаблиць. 
Для всіх цих алгоритмів знайдено точні оцінки складності в найгіршому випадку. Проведено обчислювальні експе-
рименти, на основі яких було визначено найбільш швидкі алгоритми для кожної операції. Результати роботи пред-
ставляють теоретичний і практичний інтерес. В подальшому передбачається обчислення складності в середньому 
для цих алгоритмів, а також використання аналогічної техніки для обчислення "вартості" запитів. 
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СЛОЖНОСТЬ АЛГОРИТМОВ ПЕРЕСЕЧЕНИЯ, ОБЪЕДИНЕНИЯ  
И РАЗНОСТИ В МУЛЬТИТАБЛИЦАХ 

В работе исследованы алгоритмы реализации пересечения, объединения и разности мультитаблиц: сначала рассмотрены наиболее естест-
венные алгоритмы, далее предложены их модификации, которые позволяют уменьшить количество вычислений. Для всех предложенных алгорит-
мов найдены точные оценки сложности в худшем случае. Проведены вычислительные эксперименты, на основании которых были определены наи-
более быстрые алгоритмы для каждой операции.  

Ключевые слова: табличная алгебра, база данных, мультитаблица.  
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THE COMPLEXITY OF ALGORITHMS OF INTERSECTION, UNION, AND DIFFERENCE IN MULTITABLES 
The algorithms implementing intersection, union and difference in the multitables are investigated. The modification of the most common algorithms reducing 

the quantity of computation is proposed. For each algorithm evaluated complexities in the worst case is found. Based on the program experimentally, the fastest 
algorithm for each operation is found.  
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АЛГОРИТМІЧНІ ПРОЦЕДУРИ ОБЧИСЛЕННЯ ЗНАЧЕНЬ ПАРАМЕТРІВ МОДЕЛЕЙ 
 

Розглядається проблема якісного аналізу математичних моделей динаміки інвестицій. Для розроблених математичних 
моделей формування ринкової вартості однієї акції та портфеля акцій сформульовано задачі та побудовано алгоритмічні 
процедури для визначення оптимальних значень параметрів. Розглянуто широкий спектр прикладних задач, пов'язаних з 
математичним моделюванням та оптимізацією інвестиційних операцій з цінними паперами. 

Ключові слова: математичне моделювання, ідентифікація параметрів, портфель інвестицій 
 

Розглянемо математичні процедури пошуку та визначення оптимальних значень числових параметрів математич-
них моделей динаміки активів на фондовому ринку. Побудуємо такі процедури для математичних моделей формуван-
ня ринкової вартості однієї акції та портфеля акцій. Ці моделі описані детально у [2] і мають такий загальний вигляд 

    ( , , ),   i
i i

dr
r f r t

dt
( ) ,

00i ir t r ( , ), 0t t T                                                                 (1) 

і  

( , , , , , ) p
p p i i i ir f r x x r r t , ,1i n                                                                         (2) 

відповідно, і є заданими параметрично. Тут ir очікувана ринкова вартість акції; pr очікувана ринкова вартість ін-

вестиційного портфеля; ix частка акцій i того виду у портфелі; t час.  

Праві частини рівнянь системи (1) є лінійними за ir  та залежать від параметрів.  

( ( ) ( )) ( ) ( )),     1 2 3
i

ind i j
dr

SM t I t r t r t
dt

  , , .1i j n  

При різних постановках задачі параметричної ідентифікації за вектор параметрів можна розглядати вектори 
( , , )    1 2 ij  або ( , ),   1 2  A , де A обмежена замкнута множина. Скористаємось відомою статистичною ін-

формацією про динаміку ринкової вартості відповідних акцій 
i

r ( )t  і на основі цієї динаміки розіб'ємо інтервал інтегру-

вання на підінтервали ... .   0 1 2 Tt t t t  Будемо шукати оптимальні на підінтервалах значення параметрів .  Для цьо-

го на початковому підінтервалі для i тої акції і для вибраного значення параметра 0  розв'яжемо задачу Коші 

( ) ( , , ), 
0i ir t f r t  ( ) ,0 0i ir t r  ( , ). 0 1t t t  

З метою отримання оптимального значення параметра *0  сформулюємо оптимізаційну задачу 
* min( ( ( ), , ) ( )) .


   0 2

0 0i i
A

arg r r t t r t                                                                   (3) 

Тут через ( ( ), , )0
0r r t t  позначено розв'язок задачі Коші на першому інтервалі. Таким чином, можемо визначити оп-

тимальне, у розумінні критерія якості (3), значення параметрів моделі (1) на першому інтервалі. Сформулюємо та 
розв'яжемо аналогічні задачі на інших інтервалах розбиття. На k тому кроці алгоритму процедура розрахунку оп-
тимальних значень параметрів динамічної моделі є такою: 

1. Розв'язуємо задачу Коші 
( ) ( , , ) 

1i i kr t f r t , ( )
 
11 ki k ir t r  ( , ). 1k kt t t  

2. Будуємо траєкторію руху системи із точки 1kt  до точки kt  при значенні параметра *
 1k . При цьому значенням 

функції у момент часу kt буде .kr  

3. Оптимізуємо параметр системи на цьому інтервалі. Для цього сформулюємо та розв'яжемо оптимізаційну задачу 
* min( ( ( ), , ) ( )) 


   0 2

1 1k k k
A

arg r r t t r t                                                                   (4) 

Розв'язок задачі (4) дозволяє оптимально перейти із точки 1kr у точку kr . Наведена вище процедура дає можли-

вість на основі відомої статистичної інформації  будувати послідовність значень параметрів  математичної моделі 
для моделювання поведінки та прогнозування очікуваної прибутковості акції ir  у вибрані моменти заданого інвесто-

ром інтервалу часу.  
Розглянемо деякі інші алгоритм побудови гарантованої множинної оцінки параметрів для математичної моделі 

загального вигляду (1) у просторі nR параметрів  . 

   

© Кулян В. Р., Юнькова О.О., 2016 
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Алгоритм 1 побудови допустимої множини параметрів математичної моделі (1). 
Вектор параметрів моделі запишемо у вигляді 

( , )   1 2 за умови ( ) 0 0x t x  при [ , ]. 0 1t t t  

Розглянемо точку 0 у просторі параметрів математичної моделі 

( , ).   
1 20 0 0  

І нехай це значення параметрів буде розв'язком задачі параметричної ідентифікації моделі (1). Навколо точки 
0 опишемо коло одиничного радіуса  

( ) ( )       
1 2

2 2
1 0 2 0 1  

з центром у т. ( , ). 
1 20 0  Довжина кола при цьому буде  2l . Поділимо цю лінію на n рівних частин, причому зна-

чення n вибирається у залежності від точності отриманого розв'язку задачі з побудови гарантованої множинної оцін-
ки параметрів. Розглянемо довільну точку ( , ).   

1 2k k k  

Проведемо дотичну до кола у цій точці. Рівнянням її буде  
( , )( ) ( , )( ).            

1 1 2 1 2 1 2 21 2k k k k k kF F  

Рівняння нормалі до дотичної у цій точці матиме вигляд 
( , )( ) ( , )( ).           

1 1 2 2 2 1 2 12 1k k k k k kF F  

Нові значення параметрів  , які задовольняють умовам програмного функціонування системи, будемо шукати 
на нормалі. Із рівняння нормалі визначимо 2  

( , )( )
.

( , )




     
   

  
2 1 2 1

2

1 1 2

1
2

k k k
k

k k

F

F
 

Нове положення координати 2 визначимо, змінивши положення координати 1  

,    
1 1 1N    0 . 

( , )( )
.

( , )




       
   

  
2 1 2 1

2 2

1 1 2

1 1k k k
N k

k k

F

F
 

Таким чином, отримано нове положення значення параметра , N A де A обмежена замкнута множина пара-

метрів математичної моделі 
( , ).   

1 2N N N  

Серед критеріїв якості для перевірки належності параметра допустимій множині можемо розглянути такі:  

exp( ( , , ) ( ))    0 2
0 i i

i
x x t x t ,                                                                       (5) 

expmax( ( , , ) ( )) ,   0
0

t
x x t x t [ , ] 0 1t t t ,                                                               (6) 

Наведена вище процедура реалізує рух параметра  вздовж нормалі в один або інший бік до тих пір, доки вико-
нується один із вибраних наведених вище критеріїв. 

Алгоритм 2 побудови допустимої множини параметрів математичної моделі (1). 
Після побудови та аналізу розв'язків задачі ідентифікації параметрів математичної моделі формування ринкової 

вартості акції або портфеля акцій ) визначимо точку, що найбільш віддалена від точки ( , ) 1 2
c cD , координати якої 

визначимо за допомогою формул 


  

0

1 k
c j
i i

jk
,    ,1 2i . 

Для цього розв'яжемо задачу одномірної оптимізації 

max
i

R ( , ) c
iL , 

де ( , ) L p q функція відстані між точками p  та q .  

На границі кола ( , )1S D  радіусу 1, із центром у точці ( , ) 1 2
c cD  сформуємо довільну   сітку { } si i Ky з вузлами .iy  

В кожному вузлі iy побудуємо вектор зовнішньої нормалі 
ien до кола за правилами, описаними вище, і розв'яжемо 

допоміжну задачу з побудови нових значень параметрів  аналогічно підходу, описаному в Алгоритмі 1. 
Виконавши наведену процедуру для кожного із векторів , i nn i K    отримаємо новий набір точок . 

ne A   

Опишемо еліпсоїд найменшого об'єму (еліпс найменшої площі у площині) навколо таким чином побудованих то-
чок, який будемо називати "гарантованою еліпсоїдальною оцінкою" параметрів моделі (1), побудованою на основі 
критеріїв (5) або (6).  

На основі розв'язків задачі параметричної ідентифікації математичної моделі (1) та відомих спостережень гаран-
товану множинну оцінку  параметрів побудуємо у класі еліпсоїдальних множин 

( , ) :{( ( ), ) }    1Q B d B d d ,                                                                      (7) 

де B – симетрична додатньо–визначена матриця, що задає геометрію множинної оцінки у просторі параметрів  , 

; nR  d геометричний центр еліпсоїда, . nd R  Множину (7) будемо називати "гарантованою множинною оцін-

кою", якщо кожне значення параметра  , отримане для довільних спостережень,  належить ( , ).Q B d  
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Ітераційна процедура методу побудови гарантованої множинної оцінки реалізує уточнення елементів матриці B  

та вектора d  на кожному кроці. Початкову матрицю B оберемо одиничною ,0B E  а початкове положення центру 

d  визначимо як центр мас 


 0

1

1 k

j
j

d
k

, 

де k кількість точок.  

На  1k кроці процедури формули для визначення 1kB  та 1kd  мають вигляд 

{( ( ), )},        1 1
1

k k k k k k
BB B B d d  

{( ( ), )},        1 1
2

k k k k k k
dd d B d d  

де  1
1
k  та  1

2
k  такі, що 

( ( )( ( ), ( ))

( ( ), ),

            

   

1 1 1 1 1 1
1 2 2

k k k k k k
i i

k k k
i i

B d d

B d d
 

де i arg max( ( ),   i i
i

B d ).d   

( ( ), ) .    1j j jB d d  

На границі сфери ( , )1 jS d  з центром у точці ,jd ( j номер кроку процедури такий, що  

( ( ), )  1j j jB p d p d  

сформуємо довільну   сітку { } si i Ky з вузлами .iy  У кожному вузлі за допомогою описаного методу побудови еліп-

соїда найменшого об'єму навколо заданих точок знаходимо гарантовану множинну оцінку параметрів, яка, як і побу-
дована за допомогою Алгоритму 1, забезпечує виконання обраних критеріїв якості.  

Іншим підходом до розв'язання задачі параметричної ідентифікації є застосування функцій чутливості.  
Для зручності перетворень праву частину позначимо через ( , , ),f t r  де ( , ).   1 2  Вважатимемо також, що ма-

ють місце початкові умови ( ) ( ),  0 0 0r t r r  ( ) 0 0t t , а також, що  є скаляром і   1 , оскільки при короткотермі-

новому моделюванні динаміки формування ціни акції 2  є сталою. У такій постановці ij – коефіцієнти кореляції між 

акціями, які можна обчислити на основі відомої статистичної інформації. Згідно [2], за умови, що права частина (1) 
неперервна за своїми аргументами і неперервно-диференційована за ,r , а також за неперервної диференційова-

ності функцій ,0 0r t за 1  існує неперервна похідна  

( , )
( , ) .

 
 


1

1
1

r t
u t  

Ця похідна задовольняє  диференціальному рівнянню 
( , , ) ( , , )   

 
 

1 1

1

du f r t f r t
u

dt r
                                                                      (8) 

при початковій умові  
( ) ( )

( ) ( ( ), ( ), ) .
 

    
 

0 1 0 1
0 0 1 0 1 1

1 1

dr dt
u t f r t

d d
                                                            (9) 

Рівняння (9) отримано прямим диференціюванням ( , )1u t  за 1 , а початкова умова – із диференціювання інтег-

рального рівняння 

( )

( , ) ( ( , ), , ) ( , )


        
0 1

1 1 1 0 0 1

t

t

r t f r d r t  

і має вигляд 

( )

( , )
( , )

( ( , ), , )
( , )

( ( , ), , )

 
  



           
    
  


0 1

1
1

1

1 1
1

1 1

1

t

t

r t
u t

f r
u

r
d

f r t

 

( )



0 1

1

dr

d

( )
( ( ( ), ), ( ), ) .


   


0 1

0 1 1 0 1 1
1

dt
f r t t

d
                                                            (10) 

Початкову умову для функції чутливості ( )0u t  отримаємо, поклавши в (10)  0t t .  

Застосуємо функцію чутливості до ідентифікації параметрів  , 1 2  математичної моделі (1). Математична зада-

ча має такий вигляд  

,
min ( ( , , ) ( )) ,
 

  
1 2

2
1 2

i i
i i i ir t z t          [ , ]. 0t t T  

Тут ( ) iz t спостереження за поведінкою ціни акції на ринку. 
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Алгоритм 3 побудови параметрів математичної моделі (1). 
Розглянемо рівняння формування динаміки ринкової вартості однієї акції у вигляді 

( )
( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ),


       1 2

1

n
i

ind i ij j
i

dr t
SM t I t r t r t t

dt
     (11) 

Тут ,  1 2 параметри моделі;  ij враховує кореляційні залежності між акціями,    1 1ij ; ( ) t вектор збурень. 

У випадку, якщо ,  1 2 const, із (20) можемо отримати 

( ( ) ( )) ( ) ( ( ) ) ( ),


        1

1 2
1

n

ind ij
i

dr
SM t I t r t t r t

dt
    (12) 

У матричному вигляді 

( )      1R R .                                                                                 (13) 

Якщо вектори , ,r r є доступними для визначення, то (13) можна розглядати як прямий алгоритм ідентифікації пара-

метрів математичної моделі. Похибка ідентифікації лінійно залежить від похибок визначень ,r .  Аналіз (13) вказує на те, 
що вплив похибок визначень r на оцінювання параметрів збільшується, якщо рівняння системи погано обумовлені, тобто 
коли матриця R близька до особливої, а визначник цієї матриці R  близький до 0. Для того, щоб рівняння 

   R R  

було добре обумовленим, необхідно, щоб вектори ( )ir t були незалежними. Якщо ж процес є стохастичним, то ця 

умова зводиться до некорельованості значень ( )ir t , ,1i k .  

Подальша процедура ідентифікації параметрів моделі зводиться до отримання розв'язку рівняння (13) для різних 
моментів часу [ , ] 0t t T . 

Побудувавши розв'язки рівняння (13) для  2k моментів часу, отримаємо систему із  2k алгебраїчних рівнянь 
відносно невідомих параметрів моделі.  

Розглянувши 



1

n

ij
i

як параметр моделі, маємо можливість уточнити кореляційні залежності між акціями на збуре-

ному фінансовому ринку.  
Висновки. Наведено обчислювальні процедури ідентифікації параметрів математичних моделей динаміки рин-

кової вартості однієї акції та портфеля акцій. Розроблені алгоритми дозволяють розв'язувати широкий спектр задач 
оптимального управління портфельними інвестиціями. Сформульовані обчислювальні процедури можна застосову-
вати для побудови допустимих та ефективних множин, а також  розв'язувати задачі оптимальної диверсифікації ін-
вестиційного портфеля ризикованих цінних паперів для моделей (1) і (2).  
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Описана автоматизована інформаційна технологія оцінки фізичного здоров'я людини. Представлено структурно-

алгоритмічну схему відповідної комп'ютерної програми. Синтезовано програмне забезпечення, результатом викори-
стання якого є кількісне відображення за допомогою розробленого інтерфейсу можливих відхилень здоров'я при ран-
ній діагностиці.   

Ключові слова: фізичне здоров'я, експрес-діагностика, структурно-алгоритмічна схема, автоматизована інфор-
маційна технологія. 

 
Вступ. ХХІ століття – час стрімкого розвитку високих технологій, які, на жаль, створюють екологічні умови, що не-

гативно відбиваються на стані здоров'я населення планети. Тому стратегічний напрямок оптимізації існування конк-
ретної людини в сучасному середовищі полягає в формуванні мотивації  контролювати стан власного здоров'я. Ак-
центування уваги на самоконтролі стану здоров'я, орієнтація на ведення здорового способу життя – необхідна скла-
дова культури людини, яка адекватно орієнтується в сучасних життєвих умовах. Виявлені при обстеженні відхилен-
ня можуть бути факторами ризику, або ознаками деяких неявних захворювань, які стимулюють до своєчасного зве-
рнення уваги на  корекцію свого стану. Тому вміння правильна оцінка отриманих результатів може сприяти форму-
ванню персональної установки на здоровий спосіб життя. 

Парадигма "Здоров'я" та розвиток сучасних комп'ютерних технологій спонукають до створення системи управ-
ління, яка дозволить автоматизувати процеси обробки інформації та вибору дій, що коригують стан здоров'я. Необ-
хідною умовою вирішення даної проблеми є створення комп'ютерних програм кількісної діагностики здоров'я. 

На сьогодні існує багато програмних продуктів, створення яких спричинено проблемою оцінювання стану здоро-
в'я людини. Діагностична комп'ютерна програма "Здоров'я" базується на створенні формалізованої експрес-оцінки 
індивідуального рівня здоров'я (в балах)  за простими клініко-фізіологічними показниками [5]; автоматизована сис-
тема "Школяр", розроблена на мові програмування  Delphi 5,  дозволяє оцінити рівень фізичного здоров'я підлітків 
[11]; Інститутом Купера і Національною асоціацією спорту та фізичного виховання США ( NASPE ) розроблено ком-
п'ютерну програму FITNESSGRAM / ACTIVITYGRAMM [12], яка широко застосовується в багатьох країнах світу для 
оцінки фізичного стану дітей та підлітків; "Моніторинг здоров'я" [9] – комп'ютерна програма, яка забезпечує оцінку, 
прогнозування і корекцію фізичного стану та функціональних можливостей організму дітей, підлітків та молоді.  

Не всі запропоновані системи дають комплексну оцінку компонентів фізичного здоров'я як цілісності. В роботі [8, 
рис. 2, стр. 30] запропоновано розширену схему оцінювання фізичного здоров'я шляхом включення до розробленої 
авторами відповідної інформаційної структури додаткового модуля – оцінки виконавчих фізичних можливостей лю-
дини, що дозволяє досліджувати проблему корекції стану здоров'я в термінах теорії систем керування. Реалізація 
цього підходу вимагає розробки відповідного програмного забезпечення. У цьому контексті сформулюємо постанов-
ку задачі дослідження.  

Постановка задачі – розробити автоматизовану інформаційно-комп'ютерну технологію підтримки прийняття рі-
шень при комплексному кількісному оцінюванні фізичного здоров'я (ФЗ) людини з урахуванням складових, що хара-
ктеризують його можливості щодо виконання фізичних навантажень. 
Комплексний підхід та етапи розробки автоматизованої інформаційної технології оцінки фізичного здоров'я 
людини. Фізичне (соматичне) здоров'я людини – це природний стан організму, який обумовлений нормальним фу-
нкціонуванням всіх його органів і систем, рівнем їх розвитку і функціональних можливостей, при яких показники ос-
новних фізіологічних систем лежать в межах фізіологічної норми і адекватно змінюються при взаємодії людини з 
зовнішнім середовищем [5, с. 249]. 

За даними аналізу літератури [1–4, 6, 9] критеріями оцінки ФЗ обирають наступні фактори: 
 Фізичний розвиток – біологічний процес становлення та зміни природних морфологічних і функціональних вла-

стивостей організму людини протягом його життя (зріст, маса тіла, окружність грудної клітки, життєва ємність леге-
нів, максимальне споживання кисню та ін.). Для оцінки фізичного розвитку взято наступні методики: масо-ростовий 
індекс Кетле, індекс Пірке, індекс Піньє, індекс Ерісмана, які характеризують пропорційність, тип статури та розвиток 
грудної клітини відповідно. 
 Фізична підготовленість – зовнішній прояв рівня розвитку фізичних якостей (сили, швидкості, витривалості та 

ін.). Широке практичне застосування для оцінки фізичної підготовленості отримали тести Купера. 
 Функціональна підготовленість організму – стан фізіологічних систем організму (кістково-м'язової, дихальної, 

серцево-судинної, нервової та ін.) на випробування фізичними навантаженнями. Функціональну підготовленість 
окремої системи організму оцінюють за допомогою відповідних функціональних проб (проба Мартіне, проба Штанге, 
проба Генче та ін.). 
 Адаптаційні резерви – рівень і здатність до мобілізації резервів організму, що забезпечують його пристосуван-

ня до впливу різних чинників довкілля. Для виявлення можливостей організму до адаптації Р. М. Баєвським запро-
поновано методику оцінки адаптаційного потенціалу (АП) [3, с. 73–78]. 

В даній роботі пропонується розробити  автоматизовану інформаційно-комп'ютерну технологію для кількісного 
оцінювання стану фізичного здоров'я шляхом включення зазначених вище складових в єдиний діагностичний ком-
плекс, що забезпечить прискорення швидкості обробки даних, їх збереження, швидкий пошук необхідної інформації 
та представлення її в зручній для користувача формі. 

При розробці автоматизованої інформаційної технології оцінки ФЗ виконано наступні етапи: 
 Розроблено інформаційно-структурну модель фізичного здоров'я [8]. 
 Обрано критерії оцінки ФЗ та методи їх використання для комплексного оцінювання з урахуванням зазначених 

структурних компонентів. 
© Макаричева В. В., 2016 
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 Розроблено структурну схему програмного забезпечення. 
 Розроблено алгоритм реалізації програмного комплексу. 
 Синтезовано автоматизовану інформаційну технологію для покомпонентної оцінки фізичного здоров'я.  
В нашому випадку автоматизована інформаційна технологія – це комп'ютерна програма оцінки здоров'я людини 

з огляду як на його фізичні можливості в цілому, так і на кількісне оцінювання всіх внутрішніх його складових, що 
мають інформативне значення. 

Структурно-алгоритмічна схема програми. Програма ґрунтується на реляційній базі даних, складові якої мож-
на умовно розділити на діагностуючу і призначену для користувача категорії. Під категорією діагностуючої компоне-
нти розуміється необхідний базис, який забезпечить процес діагностики, і представлений у вигляді таблиць, які міс-
тять компоненти дослідження і методики їх оцінювання. Користувацька категорія бази створює можливість фіксувати 
дані отримані від кожного користувача, що містять отримані результати за компонентами діагностики. 

Система діагностики ФЗ реалізована на об'єктно-орієнтованій мові програмування Java та технології Sql [7, 
ст. 113–211]. Алгоритм процесу діагностики представлено на рисунку 1. 

 

 
 

Рис. 1. Алгоритм програмної реалізації експрес-діагностики ФЗ 
 

Розроблена програма розрахована на велику кількість користувачів. Вона створює для кожної людини область 
особистих даних, за якими проводиться авторизація шляхом порівняння логіна і пароля. Для цього в системі реалі-
зована стандартна форма реєстрації. 

Після реєстрації та авторизації надається можливість приступити безпосередньо до діагностики у вільному по-
рядку, переходячи до необхідних складових ФЗ. При виборі методики з запропонованого списку, користувач перехо-
дить до самої обраної ним методики, згідно з якою створюється запит на введення необхідних вимірюваних число-
вих значень показників, які необхідні для подальшої роботи програми. Після цього програмою здійснюється обробка 
даних, їх нормування, збереження та підготовка до видачі звіту у вигляді вербальної характеристики.  

Інформаційний ресурс представлено розробленими спеціалізованими базами даних. При цьому використана 
технологія реляційного моделювання, згідно з якою інформаційними модулями є ієрархічно організовані електронні 
таблиці (Рис. 2), узгоджена взаємодія між якими підтримується спеціальними програмними процедурами і реалізу-
ється за допомогою системи управління базами даних – СУБД.  

Електронні таблиці компонентів ФЗ та їх показників мають тип зв'язку "один до багатьох". Зв'язок зіставляє первин-
ний ключ однієї таблиці (в нашому випадку (UserID), що є унікальним ідентифікатором кожного рядка цієї таблиці, із 
записами зовнішнього ключа іншої таблиці. UserID – числовий ідентифікатор, що за замовченням надається кожному 
користувачеві при реєстрації. Наприклад, на Рис. 2 показано як таблиці, що містять інформацію про оцінку показників 
(індекс Пірке, індекс Кетле, індекс Ерісмана і т.д.), (зовнішні ключі) пов'язані з таблицею User (містить первинний ключ). 

Стовпець, який є первинним ключем у зв'язку "один до багатьох", наголошується символом ключа. Стовпець, який є 
зовнішнім ключем у зв'язку "один до багатьох", наголошується символом нескінченності. Дана можливість є корисною 
для баз даних з дуже великою кількістю таблиць, так як одна загальна діаграма була б занадто навантаженою. 
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Рис. 2. Побудова зв'язків оцінок компонентів фізичного здоров'я користувача в базі даних 
 

Графічний інтерфейс користувача (GUI) створено за допомогою інструментарію Swing – частини бібліотеки ба-
зових класів мови програмування Java. Він підтримує діалог користувача з програмою, реалізує візуалізацію діагнос-
туючої інформації.  

Нижче, на рис. 3–9 ілюструється віконний інтерфейс, що підтримує візуалізацію діалогу користувача з програмою. 
При активізації програми послідовно відкриваються робочі вікна, у рядках уведення яких необхідно вказати пер-

сональні дані: ім'я, прізвище, стать, дату народження, логін та пароль. 
 

 

 

а) б) 
 

Рис. 3а, б. Стартові вікна ініціалізації користувача 
 

 
 

Рис. 4. Вікно вибору методик діагностики складових фізичного здоров'я,  
інтегральної його оцінки та методик його підтримки 
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На прикладі оцінки фізичного розвитку показано процедуру оцінювання окремих його показників, проілюстрова-

ною віконним інтерфейсом, наведеним нижче на рисунках 5–9. 
 

 
 

Рис. 5. Масо-ростовий індекс Кетле описує відповідність маси людини та її зросту 
 

 
 

Рис. 6. Індекс Пірке характеризує пропорційність статури людини 
 

 
 

Рис. 7. Індекс Піньє оцінює значення, що визначає тип статури 
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Рис. 8. Індекс Ерісмана показує пропорційність розвитку грудної клітини 
 

Після проходження тестів програми в базі даних формується запит і отримуються  відомості про оцінку відповід-
но часу, коли користувач проходив діагностування (Рис.9). Такий підхід дозволяє отримувати, зберігати, оновлюва-
ти, та керувати даними.  

 

 
 

Рис. 9. Відображення результатів в базі даних* 
 

Використання розробленого програмного комплексу оцінки ФЗ дозволить підвищити ефективність, точність, 
швидкість дослідження (обробки) стану важливої складової інтегрального здоров'я – фізичного здоров'я. Програма є 
інструментом обчислення кількісних характеристик здоров'я та їх вербальної інтерпретації. 

Висновки. Автоматизована інформаційна технологія пропонується як компонент системи інформаційно-
комп'ютерної підтримки прийняття рішень при управлінні фізичним здоров'ям, а саме – при кількісному оцінюванні 
його складових та виборі оздоровчих заходів для корекції та підтримки його  стану. Удосконалення та практичне 
застосування автоматизованої інформаційної технології на основі побудованих інформаційних оцінок ФЗ дозволить 
поліпшити ефективність та роздільну здатність експрес-оцінювання рівня фізичного здоров'я. 
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КОМПЬЮТЕРНАЯ СИСТЕМА ПОДДЕРЖКИ ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ  
ПРИ КОМПЛЕКСНОМ ОЦЕНИВАНИИ ФИЗИЧЕСКОГО ЗДОРОВЬЯ 

Описана автоматизированная информационная технология оценки физического здоровья человека. Представлена структурно-
алгоритмическая схема соответствующей компьютерной программы. Синтезировано программное обеспечение, результатом использования 
которого есть количественное отображение с помощью разработанного интерфейса возможных отклонений здоровья при ранней диагностике. 
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COMPUTER SYSTEM DECISION MAKING SUPPORT  
AT COMPLEX EVALUATION OF PHYSICAL HEALTH  

Automated information technology assessment of physical health is described. The block-diagram of the corresponding algorithmic computer program is 
presented. The result of using the synthesized software and developed interface is a quantitative assessment of health variations at early diagnostics. 
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ДОСЛІДЖЕННЯ ЕФЕКТИВНОСТІ РЕКЛАМИ  

В УМОВАХ КОНКУРЕНЦІЇ ТОВАРОВИРОБНИКІВ  
 
В статті запропоновано та досліджено модель оптимізації рекламного бюджету, рекламні видатки у якій розглянуто в 

якості інвестицій. Отримано задачу оптимізації на основі заданої функції корисності. Проведено моделювання функції ко-
рисності, запропоновано спосіб побудови функції попиту товарів двох виробників. Проведено аналітичне дослідження 
впливу реклами на попит. На тестових прикладах отримано чисельні розрахунки ефективності рекламного бюджету. 

Ключові слова: модель, реклама, розподіл бюджету, ефективність, ігрова задача, функція корисності, попит. 
 
Вступ. Бурхливий розвиток товарообороту, виробництва та грошових відносин за останні 20 років породив такий 

економічний феномен як реклама. Реклама – певна форма видатків товаровиробника, ціллю яких є заохочення по-
купця до придбання товару саме їхнього виробництва. Реклама виникла з появою конкуренції між товаровиробника-
ми, і, як кожен процес, що задовольняє певним умовам і містить певні закономірності, може бути формалізований та 
досліджений. Але не дивлячись на ряд отриманих наукових результатів, проблема оптимізації рекламної стратегії є 
відкритою і наразі.  

Прийнято вважати, що вимірювання ефективності реклами є досить складною проблемою. Деякі вважають її не-
розв'язною, інші пропонують як прості, так і складні рішення. Проте, абсолютно усі дотримуються думки, що вимірю-
вати ефективність реклами треба. За визначенням Россера Рівса реклама є "мистецтвом впровадження унікальної 
торгової пропозиції в голови найбільшого числа людей при найменших витратах" і це визначення необхідно розуміти 
таким чином: якщо не піклуватися про мінімізацію витрат на рекламу, то цей процес буде скоріше суцільним розба-
зарюванням. З іншого боку, мінімізація витрат без вимірювання ефективності неможлива. 

Головною проблемою визначення оптимального рекламного бюджету є визначення бюджету, що дозволив би 
одержати гарантовану віддачу від реклами. Будь-яке відхилення від оптимальності приводить до неефективності [1]. 

Насправді суть ефективності реклами полягає в оцінці величини позитивного зрушення відносно покупців до 
предмету реклами і залежить від торгової пропозиції, форми її подання (креатива), використання рекламо носіїв та 
частоти і часу дії реклами на покупців. 

Метою даної статті є побудова математичної моделі з урахуванням рекламних видатків як інвестицій, та розв'я-
зання задачі оптимізації рекламного бюджету на основі цієї моделі.  

Для дослідження ефективності реклами розглянемо гру декількох гравців: в однакових умовах (один і той самий 
товар, одні і ті ж споживачі, одна і та ж реакція ринку, і т.д.) на деякому умовному ринку діє (грає) пара конкурентів 
(гравців) зі своїми індивідуальними особливостями (об'єм виробництва, витрати на виготовлення одиниці продукції, 
ціни, і т.д.). Враховуючи, що ринок один, дії одного гравця так чи інакше відображаються на стані другого. 

Таким чином, розглянемо випадок, коли на ринку є дві фірми (k = 1,2), кожна з яких реалізує свій товар в об'ємах 

1X  і 2X , ціни та витрати на виготовлення одиниці продукції задані величинами 1p , 1c  та ,2 2p c , а рекламні інвестиції 

цих двох фірм оцінені в 1I  та 2I відповідно. Тоді можна записати функцію прибутку обох гравців: 

© Науменко Ю. О., 2016 
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( )

( )

  
   

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

Y X p c I

Y X p c I
,                                                                                (1) 

де 1Y , 2Y  – прибуток гравців, 1X , 2X  – попит на їх продукцію. 

Витрати на виготовлення одиниці продукції в реальних умовах під час проведення рекламної кампанії не зміню-
ються, тому вважається, що 1c , 2c – const. Крім цього, система (1) не враховує збитки гравців через надмірне виго-

товлення своєї продукції, але в умовах даної моделі припускається, що попит може бути обрахований наперед і ці 
збитки можна буде звести до мінімуму, а значить цей фактор можна не враховувати. 

Стратегією гравця ks S , k = 1,2, назвемо деякий спосіб вибору значень своїх параметрів, якими в даній моделі 

є ціна kp  та рекламні видатки  kI , k = 1,2. Відповідно до цього, можна розглядати цінову  p p
ks S  та рекламну 

I I
ks S стратегії. Зрозуміло, що  p IS S S  і ( , ) p I

k k ks s s , k = 1,2. Мета кожного з гравців полягає в отриманні опти-

мальних значень 
,

sup
k k

k
p I

Y , k = 1,2, відповідно.  

Оптимального розв'язку у загальному випадку не існує, тому що виграш одного з гравців неодмінно призводить 
до програшу іншого. Але в той же час повинні існувати деякі точки рівноваги, перехід від яких одного з гравців при 
зміні стратегії зумовлює або перехід до іншої такої точки рівноваги без виграшу, або зумовлює програш. Такі точки 
називаються точками рівноваги Неша.  

Оптимальною стратегією k-го гравця * ks S , k = 1,2, назвемо стратегію, за якою може бути досягнута точка рів-

новаги. Очевидно, що така точка досягається у випадку * *1 2s s . Рекламну стратегію k-го гравця * I I
ks S назвемо оп-

тимальною, якщо * p p
ks S така, що * * *( , ) p I

k k ks s s . Таким чином, необхідно вирішити задачу пошуку таких стратегій. 

Попит є функцією ціни та реклами обох гравців, що в умовах даної моделі може бути записано загальним біпо-
лярним рівнянням : 

          ji
i i ii i ij j ii iji jX p p I I                                                                 (2) 

де i – автономний (незалежний від гри) попит на продукцію і-го гравця, і = 1,2, , ii ij – ціна ходу (виграш чи про-

граш) гравця при виборі стратегії відносно ціни, I,j = 1,2, , ii ij – ціна ходу гравця при виборі стратегії відносно рек-

ламної активності, I,j = 1,2, , i j – деякі коефіцієнти, що враховують вплив реклами на продажі (еластичність рекла-

ми), причому ,   0 1i j , I,j = 1,2. 

Тоді систему (1) можна переписати в розгорнутому вигляді :  

( )( )

( )( )

 

 

            


           

1 2

1 2

1 1 11 1 12 2 11 12 1 1 11 2

2 2 21 1 22 2 21 22 2 2 21 2

Y p p I I p c I

Y p p I I p c I
                                                  (3) 

Пошук оптимальності потребує диференціювання функції прибутку. Маємо дві змінні: ціна та розмір рекламних 
інвестицій (вважаємо, що , 1 2  відомі). Але оскільки задача полягає у відшуканні оптимальної кількості рекламних 

витрат, то розглянемо таку систему: 

( )

( )

 

 

      
     
 

1

2

11
1 1 1 11 1

1
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1

1

Y
p c I

I

Y
p c I

I

                                                                         (4) 

Прирівнюючи похідні до нуля, отримуємо залежність : 


 
 

1 k
k

k k
k kk

I
p c    ,    ,1 2k .                                                                        (5) 

Не важко перевірити, що виконання (5) максимізує функцію прибутку. Так, дійсно, високі затрати на рекламу 
змушують гравця підвищити ціну, адже зростання попиту нездатне окупити витрати на рекламу при невисокій ціні, а 
при невисоких затратах на рекламу нераціонально ставити високу ціну, адже в такому випадку падіння попиту зумо-
вить зменшення прибутків.  

Проте використання рівняння (5) не є зручним з практичної точки зору, тому що коефіцієнти kk , ,1 2k , є неві-

домими елементами матричної гри, а рекламна еластичність k , ,1 2k , в умовах конкуренції є динамічною харак-

теристикою, і тому не може розглядатись як константа. 
Попит, як вже було зазначено, є функцією цін та рекламних затрат. Ціни коливаються в залежності від попиту і 

також впливають на його динаміку. При цьому все це розглядається без урахування сезонних коливань на ціни і по-
пит в залежності від специфіки товару, інфляційних очікувань і т.і. Такі умови не дозволяють визначити функцію по-
питу для даної моделі в загальному випадку, внаслідок чого виникає запитання про можливість розв'язати задачу 
пошуку оптимальних значень 

,
sup
k k

k
p I

Y , k = 1,2. 

Запишемо функцію попиту у вигляді ( , , , )i i j i jX F p p I I , і,j = 1,2. 

Для пошуку невідомої функції звернемо увагу на те, що реклама орієнтується на зростання попиту шляхом впли-
ву на уподобання споживача, його відношення до товару. Користуючись висновками теорії споживання, робимо ви-
сновок, що задача пошуку функції ( , , , )i j i jF p p I I  може бути зведена до неокласичної задачі споживання. Ця задача 
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полягає у виборі споживачем деякого набору товарів при заданій функції корисності та бюджетному обмеженні. 
Більш конкретно: потрібно максимізувати корисність набору товарів, враховуючи, що загальна вартість придбаних 
товарів не може перевищувати розмір бюджету споживача. 

Таким чином, вважатимемо весь ринок деяким гіперспоживачем. Тоді фінансовий оборот ринку (сума доходів 
обох фірм) буде бюджетом гіперспоживача. Простір товарів задамо у вигляді множини { ( , ) | , }  1 2 1 2 0C x x x x x , де 

х – вектор, що вказує на кількість придбаного гіперспоживачем (ринком) кожного товару, і є фактично попитом. 
Зрозуміло, що проводячи аналогію з теорією споживання [2], припускаємо, що гіперспоживач може придбати 

будь-яку невід'ємну кількість кожного товару. Під корисністю набору товарів для гіперспоживача  будемо логічно 
розуміти деяке узагальнене сумарне значення корисності цього самого набору для всіх споживачів ринку. 

Бюджетне обмеження задаватиметься нерівністю   1 1 2 2p x p x J  , де J – бюджет гіперспоживача.  Тоді допусти-

мою множиною неокласичної задачі споживання буде множина  
{ | }  X x C px J                                                                                (6), 

де ( , ) 1 2p p p  – вектор цін на товари 1-ого та 2-ого гравця. 

Тоді, якщо :  0U C R  – функція корисності [2], то неокласична задача споживання може бути записана у вигляді : 

( ) max

,

, .



1 2 0

U x

px J

x x

                                                                                      (7) 

Задача (7) є задачею нелінійного програмування, змінними в якій є рівні споживання кожного з товарів, в якості ці-
льової функції виступає функція корисності ( )U x , яка згідно аксіом теорії споживання вважається неперервно дифере-

нційованою, має додатні перші і від'ємні другі часткові похідні. Обмеженням в формі нерівності є бюджетне обмеження, 
де функція обмеження лінійна при заданих цінах, а бюджет гіперспоживача вважається постійерю величиною. 

Оскільки допустима множина X  (6) обмежена і замкнена, то X  – компакт. Враховуючи, що цільова функція не-
перервна, за теоремою Веєрштраса робимо висновок, що розв'язок задачі (7) існує. Виходячи з строгої увігнутості 
цільової функції і опуклості допустимої множини, отримуємо, що цей розв'язок єдиний за "локально-глобальною" 
теоремою [3]. 

Використовуючи аксіому ненаситності [4] теорії споживання, одержимо змогу зменшити допустиму множину, а з 
нею і дещо спростити задачу (7) : 

( ) max

,

, .


 


1 1 2 2

1 2 0

U x

p x p x J

x x

                                                                                   (8) 

Розв'язком задачі (8) буде деякий вектор * *( , )1 2x x , що визначає шуканий попит, тобто * k kx X , k = 1,2. Таким чином, 

невідомна функція ( , , , )i j i jF p p I I  може задаватись як розв'язок задачі (8) для кожного заданого набору параметрів.  

Слід зазначити, що при переході до задачі (8) виникають деякі труднощі. Виявляється, що розмір бюджету J не є 
відомою величиною, адже наперед невідомий обсяг грошей, який буде витрачено споживачами на задані товари. У 
загальному випадку ця величина не може бути зпрогнозована.  

Інша проблема полягає у тому, що в постановці задачі (8) функція ( )U x вважається заданою. У реальних ситуа-

ціях вона невідома, але можна запропонувати спосіб її побудови. 
Моделювання функції корисності товарів на ринку. 
Лема 1. Розв'язок задачі (8) задовольняє рівності  

( , ) ( , ) ( , ) 1 2 1 20 0U x x U x U x                                                                          (9) 

Доведення. Виходячи з визначення корисності для гіперспоживача як узагальненого сумарного значення корис-
ності для кожного з споживачів, маємо 

( , ) ( , )


 1 2 1 2
1

N
k k

k
k

U x x U x x                                                                           (10) 

де N – загальна кількість покупців, kU - функція корисності k-го споживача, ( , )1 2
k kx x - набір його товарів. Очевидно, 

що , ,


 
1

1 2
N

k
i i

k
x x i .  

Оскільки товари гравців належать до одного типу, то такі товари взаємозамінні. Це означає, що один споживач обе-
ре один із товарів, проігнорувавши другий. Такий характер купівлі товарів на ринку дозволяє розділити гіперспоживача 
на дві групи: групу, що обере товар першого гравця, і групу, що обере товар другого гравця. Нехай m – кількість спо-
живачів першої групи. Без обмеження загальності, перенумеруємо споживачів таким чином, щоб для усіх номерів 

 k m ,  2 0kx       і       k m ,  1 0kx . 

З цього випливає, що  

( , ) ( , ) ( , )
  

  1 2 1 2
1 1

0 0
m N

k k
k k

k k m
U x x U x U x .                                                              (11) 

Покладемо в (11) 2 0x . З цього випливає, що для k  2 0kx . А оскільки ( , ) 0 0 0kU , то ( , ) ( , )


 1 1
1

0 0
m

k
k

k
U x U x .  

Аналогічно ( , ) ( , )
 

 2 2
1

0 0
N

k
k

k m
U x U x , звідки випливає твердження леми. 
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Зробимо заміну ( ) ( , )1 1 1 0u x U x , ( ) ( , )2 2 20u x U x . Звідси отримуємо 

( , ) ( ) ( ) 1 2 1 1 2 2U x x u x u x                                                                        (12) 

З аксіом теорії споживання можна описати властивості функцій ku , k = 1,2:  

1) ku – неперервно диференційовані, додатно визначені функції, причому  ( ) 0 0ku , k = 1,2. 

2) з умови 


 


0k

k k

du U

dx x
 маємо, що ku – строго зростаючі, k = 1,2. Це означає, що збільшення споживання будь-

якого з товарів приводить до збільшення корисності (аксіома ненажерливості). 

3) з умови 


 


2 2

2 2
0k

k k

d u U

dx x
 отримуємо, що ku – строго увігнуті, k = 1,2. Це означає, що збільшення споживання 

будь-якого з товарів приводить до зменшення корисності одиниці товару, або, що те саме, кожна наступна одиниця 
спожитого товару менш корисна, ніж попередня. 

Реклама як спосіб впливу на вподобання споживача змінює його уявлення про корисність товару. Отже, функція 
корисності ( )U x  повинна враховувати розмір рекламних інвестицій та ефективність реклами, що разом визначають 

так звану величину обізнаності k , k = 1,2, про рекламований продукт серед цільової аудиторії. Будемо вимірювати 

цю величину за допомогою значень з інтервалу [ , ]0 1 . У реальних ситуаціях ця величина може бути зпрогнозована 
шляхом маркетингових досліджень. Спробуємо врахувати дану величину при побудові функції корисності задачі (8). 

Корисність товару визначається як загальна потреба споживача в даному товарі з урахуванням вражень від кон-
такту з рекламою. Загальна потреба може бути описана деякими функціями від розміру попиту на товар, тоді як 
ефект реклами характеризується обізнаністю про товар k , k = 1,2. Вважається, що у випадку   0k  раціональний 

попит на k-ий товар буде нульовим (наявні лише спонтанні покупки), тобто  0ku . Це свідчить про те, що k ,  

k = 1,2, є деякими коефіцієнтами функцій ku . Оскільки необізнаний в k-му товарі споживач не стане його раціональним 

споживачем, то величини k , k = 1,2, є узагальненими (без урахування ірраціонального попиту) оцінками об'єму цільо-

вої аудиторії, яка розглядається потенційними споживачами k-го товару. За умов невеликого ірраціонального попиту, 
який до того ж не піддається розрахункам, можемо знехтувати його впливом. Це дозволяє  переписати (12) у вигляді :  

( , ) ( ) ( )   1 2 1 1 1 2 2 2U x x f x f x                                                                         (13) 

де функції 
( )

( ) 


k k
k k

k

u x
f x  зберігають всі властивості функцій ku , k = 1,2. 

Формула (13) задає вигляд невідомої функцію ( )U x  з точністю до деяких функцій kf , k = 1,2. При виконанні всіх 

умов, що накладаються на kf  і врахувавши, що   0k , k = 1,2, одержимо, що для ( )U x виконуватимуться усі умови, 

які накладаються на функцію корисності. Отже (13) не суперечить аксіомам теорії споживання і може розглядатися 
як базовий макет шуканої функції корисності для задачі (8). 

Функції kf , k = 1,2, описують темпи падіння корисності одиниці товару з ростом його споживання. Це є характери-

стикою товару з урахуванням специфіки ринку, на цю величину реклама не здатна вплинути. 
Тепер врахуємо особливість ринку, на якому товари обох виробників психологічно сприймаються споживачами 

однаково. За такої обставини темпи задоволення потреби споживача не залежать від того, який саме товар обере 
споживач, і звідси можна зробити висновок, що  1 2f f f .  Це дозволяє переписати функцію корисності у вигляді 

( , ) ( ) ( )   1 2 1 1 2 2U x x f x f x ,                                                                       (14) 

де f – додатно визначена, неперервно диференційована, строго зростаюча увігнута функція, яка є характеристикою 
товару на фоні специфіки ринку. 

За умов визначення функції f та величин k , k = 1,2, функцію ( )U x  можна вважати заданою. Тоді можна перепи-

сати задачу (8) у вигляді : 
( ) ( ) max

,

, .

   
 


1 1 2 2

1 1 2 2

1 2 0

f x f x

p x p x J

x x

                                                                            (15) 

Остаточно, вважаючи величини ,1 2Y Y , , 1 2  та функцію ( )f  обчисленими, а параметри задачі ,1 2p p та ,1 2I I  за-

даними, можна зробити висновок, що розв'язок задачі (15) існує і цей розв'язок єдиний.  

Нехай пара * *( , )1 2x x  – розв'язок , що визначає шуканий попит. Знак рівності в бюджетному обмеженні дозволяє 

спростити задачу (15), записавши одну із невідомих через іншу  

( ) ( ) ( ) max

.


    

 

1 1
1 1 1 1 2

2

1
1

0

J p x
U x f x f

p

J
x

p

                                                             (16) 

Задача (16) має розв'язок і цей розв'язок досягається не на кінцях проміжку (очевидно, виходячи з властивостей 

функції ( )f ), тоді  * ( , ) : 1
1

0
J

x
p

 

*

[ , ]

( ) sup ( ( ))



1

1
1

1 1 1

0
J

x
p

U x U x .                                                                    (17) 
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Продиференціюємо функцію 1U : 

'( ) '( )


   1 1 1 1
1 1 2

1 2 2

dU p J p x
f x f

dx p p
. 

Прирівнявши похідну до нуля, одержимо рівняння : 

'( ) '( )
 




1 1 1 1
1

2 2 2

p J p x
f x f

p p
. 

Доцільно ввести до розгляду коефіцієнти співвідношення цін та рекламних затрат з урахуванням ефективності 

реклам :  1

2
p

p
K

p
, 





1

2

K . Тоді рівняння  запишеться у вигляді  

'( ) '( )


 1 1
1

2
p

J p x
K f x K f

p
. 

Нарешті, введемо коефіцієнт співвідношення попитів  
 


1 2

2 1p

K p
K

K p
. Тоді 

'( ) '( )


1 1
1

2

J p x
f Kf x

p
                                                                           (18) 

Похідна 'f  є неперервною, а оскільки 
2

2
1

0
d f

dx
, то функція 'f – спадна. Виходячи з цього, проаналізуємо рівняння 

(18). Ліва частина строго зростає, права ж строго спадає, а це означає, що рівняння (18) може мати не більше одно-
го кореня. Цей корінь буде критичною точкою функції 1U . Виходячи з умови (17) бачимо, що шукана точка буде точ-

кою екстремуму. Таким чином рівняння (18) має розв'язок і цей розв'язок буде розв'язком задачі (16).  
Таким чином, розв'язання задачі (16) звелося до рівняння (18): дані задачі еквівалентні. Але без визначення ви-

гляду функції ( )f , розв'язати рівняння (18) не вдасться. 

Побудова функції попиту. Аналітичне визначення функції ( )f  є дуже непростою задачею, що потребує глибокого 

аналізу специфіки товару та стану ринку, з урахуванням його динаміки, але виявляється ( )f  можна наблизити. Роз-

глянемо таке наближення: 

( ) , ( , ), ,

   

1

1 1 2k kf x x k .                                                                   (19) 

Наближення (19) зберігає всі властивості функції ( )f : 

1.) ( ) , ( ) 0 0 1 1f f : ,
 
  

1 1

0 0 1 1. 

2.) 

1

1x - неперервно диференційована та додатно визначена. 

3.) '  0f  : 
( )


 

 
 



1
1

1
1

1

1
0

d x
x

dx
. 

4.) ''  0f  : 
( )


 
 

  


1
12

1
12 2

1

1
0

d x
x

dx
. 

Повернемось до задачі (15)–(18) з урахуванням (19). Неокласична задача споживання буде записана так: 

max

,

, ,

 
    
 


1 1

1 1 2 2

1 1 2 2

1 2 0

x x

p x p x J

x x

 

яка при переході до однієї змінної завдяки обмеженню буде мати вигляд :  

( ) ( ) max

,

 
 

    

 

1 1
1 1

1 1 1 1 2
2

1
1

0

J p x
U x x

p

J
x

p

 

а розв'язок отриманої задачі співпадає з розв'язком рівняння  

( )
 
     


 

1 1
1 1

1
2

1 1 J p x
K x

p
. 

В такому вигляді це рівняння може бути розв'язане в такий спосіб. З попереднього рівняння маємо 

( ) 


1 1
1 1

1
2

J p x
K x

p
 

Оскільки ліва і права частина додатні, то множина розв'язків не зміниться при піднесенні лівої та правої частини 
до степені  : 
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 
1 1

1
2

J p x
K x

p
. 

Звідки 



1

1 2

K J
x

p K p
– розв'язок рівняння (18), він же шуканий *

1x – розв'язок задачі (16).   

Тепер неважко відшукати *
2x  і таким чином одержати розв'язок задачі (15): 

*
*

( )
( )

( ) ( )



 

  


  

    
  

1

1 1 2 1 1 21 2
2

2 2 2 1 2 2 1 2 1 2

1
p K

J
J p x J p p K p K Jp Jp K p

x
p p p p K p p p K p p K p

 

Розв'язок задачі (15) в розгорнутому вигляді запишеться у вигляді: 

*

*

( ) ( ( ) )

( ( ) )

 



     
   
 

1 2 1 2
1 1 2

2 1 2 1

1 2
2 1 2

2 1

p p
x J p p

p p

p
x J p p

p

                                                               (20) 

Отже, отримано розв'язок змодельованої задачі визначення функції попиту з точністю до параметра  . З метою 
його обчислення, звернемо увагу на одну особливість, що випливає з (20). Маємо:  

*

*
( ) 

 


1 1 2

2 12

x p
K

px
,                                                                            (21) 

звідки отримуємо  
*

*
log ( )  1

2
K

x

x
.                                                                                 (22) 

Отримані значення *k kX x , k = 1,2, визначають попит на продукцію k-го гравця, тому параметр   може бути 

легко обрахований за формулою (22) на основі статистичних даних про об'єми реалізації, ціни та рекламних витрат 
гравців за попередні періоди. 

Остаточно, розв'язок вигляду (20) аналітично визначає попит на товари з точністю до J. При цьому від цієї зале-
жності також можна позбавитись, якщо врахувати, що на товар певного типу загальний попит є прогнозованою ве-
личиною. В загальному випадку вигляд загального попиту може бути формалізовано так:  

max X N m ,                                                                                 (23) 

де X - загальний попит на товар, maxN – об'єм цільової аудиторії, m – середня кількість товару для задоволення 

потреби одного споживача,   – відсоток споживачів, що придбають товар. Величини maxN , m ,   – прогнозовані, 

вони можуть бути визначені шляхом маркетингових досліджень.  
Таким чином, можна вважати величину X відомою, а з урахуванням (20) отримуємо систему рівнянь 
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                                                                                 (23) 

Вплив реклами на попит. В умовах запропонованої моделі вплив реклами на попит визначається за допомогою вели-
чин k , але для використання отриманого попиту з (23) у системі (1) потрібно отримати залежність k  від kI , k = 1,2.  

Отже, припустимо, що 0
k – обізнаність про k-ий товар на ринку на момент початку рекламної кампанії, 1

k – обізна-

ність на момент завершення кампанії, k = 1,2. Тоді величину 
  

 
0 1

2
k k

k , k = 1,2, можна розглядати як середнє зна-

чення рівня обізнаності про k-ий товар серед цільової аудиторії на час проведення рекламної кампанії. Очевидно, що 

  0 1k , k = 1,2. Значення 0
k , k = 1,2, обраховуються шляхом маркетингових досліджень, тоді як ( , )   1 1 0

k k k kI ,  

k = 1,2, є розв'язком маркетингової задачі, який може бути знайдений одним із методів медіа-планування.  
Розглядаючи задачу оптимізації рекламного бюджету, обов'язково потрібно розглянути задачу оптимізації розпо-

ділу рекламних інвестицій між медіа-ресурсами. Ця задача є також задачею оптимізації, яка досі не розв'язана в 
повному обсязі. Суть задачі полягає в розподіленні рекламного бюджету при заданому розмірі та фіксованих медіа-
ресурсах таким чином, щоб максимізувати величини k , k = 1,2. В даній роботі не розглядається розв'язання такої 

задачі, увагу зосереджено лише на способі аналітичного визначення функції ( , ) 1 0
k k kI , k = 1,2. 

Величину ( , )   1 1 0
k k k kI , k = 1,2, можна наближено спрогнозувати за допомогою еластичності. Нехай  – еласти-

чність реклами по відношенню до обізнаності про рекламований товар:  

   
  

   0

oI d I

dI I I
                                                                             (24) 
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Маючи статистичні дані щодо попередніх періодів, за незначних змін рекламного бюджету величину еластичності 

можна наближено обрахувати за допомогою (24). Нехтуючи похибкою дискретизації, запишемо наближене рівняння 

 
 

 

1 0

1 0
k k k

k
k k k

I

I I
, k = 1,2, 

розв'язуючи яке відносно 1
k , отримуємо : 

( )


 

   

0
1

01
k k

k
k k

I

I I
, k = 1,2, 

де 0
kI – розмір попереднього рекламного бюджету, k = 1,2,  – еластичність реклами по відношенню до обізнаності, 

що визначається на основі статистичних даних за формулою (24).  
Тоді 

( )
( )

   
   

   

0 1 0

0
1

2 2 1
k k k k

k
k k

I

I I
, k = 1,2.                                                         (25) 

Оптимізація рекламної політики. Нарешті можна перейти до задачі (1) з уже відомим аналітичним представлен-
ням функції попиту: 

( )

( )
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Y p c I
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,                                                                        (26) 

де 





1 2

2 1

p
K

p
, max X N m ,   визначається за допомогою статистичних даних попередніх кампаній за формулою 

log ( )  1

2
K

X

X
, k  обчислюється за формулою (25), де 0

kI – розмір попереднього рекламного бюджету, k = 1,2,  

 – еластичність реклами по відношенню до обізнаності. 
Формула (26) є прогнозованим прибутком обох гравців. Це дозволяє перейти до задачі оптимізації рекламних ін-

вестицій, яка нерозривно зв'язана з задачею цінової оптимізації.  
Зафіксуємо ціну і спробуємо визначити оптимальну величину витрат на рекламу. Для цього диференціюємо (26) 

по величинам ,1 2I I  і прирівнюємо похідні до нуля:  
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                                                                                    (27) 

Розв'язком системи (27) будуть деякі точки * *( , )1 2I I , що відповідають точкам рівноваги Неша по відношенню до ре-

кламної стратегії при фіксованих цінах, а шукана оптимальна рекламна стратегія визначається системою (26). 
Остаточно отримуємо правило побудови оптимальних стратегій, яке формально запишемо у вигляді  

* { }


 


0k
k

k

Y
s

I
, k = 1,2.                                                                           (28) 

Стратегія *
ks  максимізує прибуток k-го гравця, k = 1,2, за одним виключенням. Мова йде про випадок, коли гра 

для k-го гравця полягає не в знаходженні 
,

sup
k k

k
p I

Y . За умов, якщо один з гравців є крупним товаровиробником, страте-

гії поведінки можуть бути записані у вигляді 
max

min,


  

k

l

Y

Y k l
. У цьому випадку такий гравець витрачає на рекламу 

кошти, які не можуть собі дозволити інші гравці, зменшуючи свій прибуток за рахунок значних рекламних видатків, 
але, в той же час, зменшуючи й прибутки конкурентів за рахунок відчутного падіння попиту. 

За результатами аналітичного дослідження проведено обчислювані експерименти, в яких розглянуто ряд акаде-
мічних прикладів. Отримані чисельні результати дозволили зробити висновок про конструктивність розглянутого 
підходу для моделювання і дослідження процесів розподілу та оптимізації рекламного бюджету.  
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Науменко Ю. А., асп., 
Киевский национальный университет имени Тараса Шевченко, Киев 
 

ИССЛЕДОВАНИЕ ЭФФЕКТИВНОСТИ РЕКЛАМЫ В УСЛОВИЯХ КОНКУРЕНЦИИ ТОВАРОПРОИЗВОДИТЕЛЕЙ 
В статье предложена и исследована модель оптимизации рекламного бюджета, рекламные расходы в которой расссмотрены в качестве инве-

стиций. Получена задача оптимизации на основе заданной функции полезности. Проведено моделирование построения функции полезности, пред-
ложен способ формирования функции спроса на товары двух производителей. Проведено аналитическое исследование влияния рекламы на спрос. На 
тестовых примерах получены числовые расчеты еффективности рекламного бюджета. 

Ключевые слова: модель, реклама, распределение бюджета, эффективность, игровая задача, функция полезности, спрос. 
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RESEARCH OF THE EFFECTIVENESS OF ADVERTISING IN CONDITIONS  
OF THE MANUFACTURERS COMPETITION 

The article proposes a model to optimize the advertising budget. The advertising costs are considered as an investment. An optimization problem based on  a given 
utility function was received. The construction of the utility function was modeled, a method to form the function of demand for products of two manufacturers was proposed. 
The analysis of the effect of advertising on demand was made. As a conclusion, numerical calculations which provide the effective advertising budget were done. 
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ВЛИЯНИЕ ПОСЛЕДЕЙСТВИЯ  
НА ОЦЕНКИ СХОДИМОСТИ РЕШЕНИЙ В НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМАХ 

 
Одной из актуальных задач  в настоящее время является умение оценивать характер воздействия человека на приро-

ду и масштабы его последствий, с целью минимизации вредных последствий антропогенных нагрузок. В этой ситуации 
наиболее многообещающим инструментом является математическое моделирование. Под математическим моделиро-
ванием процессов будем понимать составление дифференциальных уравнений исследуемых процессов и численное реше-
ние их с выявлением характеристик поведения при различных значениях параметров системы. Трудности при математи-
ческом моделировании динамических процессов в биологии, экономике и экологии имеют свои особенности [1–3]. Состав-
ление уравнений динамики процессов связано, как с особенностями процессов, так и с возможностями математического 
аппарата. В настоящей работе при составлении математических моделей используются подходы, предложенные в [4]. 
Кроме того, авторы считают, что, в отличие от "ньютоновской динамики мгновенного действия", в экономических, эко-
логических и социальных процессах существенную роль играет "эффект запаздывания" [5, 6]. При наличии достаточно 
большой величины запаздывания процесс может быть дестабилизирован. Предложены общие подходы исследования ди-
намики моделей, записанных в виде дифференциальных уравнений с запаздыванием.  

Ключевые слова: математическая модель, дифференциальные уравнения, популяция, запаздывание, устойчивость, 
метод функций Ляпунова.  
 

1. Модели динамики популяций на плоскости. При составлении математических моделей в биологии, эконо-
мике, динамике популяций, социальных процессах используют подход, состоящий в предположении, что скорость 
роста популяции пропорциональна ее количеству. 

1.1. Первой моделью такого вида (для динамики популяций) была модель Мальтуса ("Опыт о законе народона-
селения"). Модель имела вид скалярного линейного дифференциального уравнения 

   x t kx t ,   1x t R , 0t t .                                                                    (1.1) 

К сожалению, как и для всех линейных моделей, возможности ее использования были значительно ограничены. 
В дальнейшем при составлении более сложных моделей на плоскости перешли от скалярного уравнения к вектор-
но-матричному 

     1 11 1 12 2x t a x t a x t  ,      2 21 1 22 2x a x t a x t  , 0t t .                                               (1.2) 

Недостатком линейной модели (1.2) было представление решений в виде функций экспоненциального вида. 
Модель могла достаточно адекватно отображать процесс только на небольшом промежутке времени.  

1.2. Дальнейшим развитием математического моделирования динамических процессов в экологии, экономике, дина-
мике популяций явилось использование квазилинейных моделей. В квазилинейных моделях коэффициент линейной 
части являлся функцией от фазовой переменной. В частности, для скалярной модели динамики популяций (1.1) модифи-
кацией являлось введение эффекта "насыщения" и коэффициент  k x  являлся функцией фазовой переменной, причем 

такой, что   0k x x   лишь при 0 x N  , где N - максимально допустимое количество особей. Одним из типов уравне-

ний, при которых функция  k x x  имела вид перевернутой параболы, являлась модель Ферхюльста, в которой 

   k x x x x    , 1x R .                                                                       (1.3) 

Модель (1.3) имела два положения равновесия 1 0x   и 2x    . Если параметры были таковы, что 0  , 0  , 

то нулевое положение равновесия являлось неустойчивым, а положение равновесия 2x     устойчивым. Увели-

чение числа переменных приводило к моделям с квадратичными правыми частями более общего вида 

       1 1 11 1 12 2 1x t a x t a x t x t      ,        2 1 21 1 22 2 2x t a x t a x t x t      . 

Системы такого вида могли иметь несколько состояний равновесия. Однако интерес представляли положения 
равновесия, находящиеся в первом квадранте. 

1.3. Еще одним из направлений составления нелинейных моделей являлись системы с дробно-рациональной 
правой частью 

     
     2 11 1 12 2

1 1
11 1 12 21

a x t a x t
x t x t

b x t b x t

  


 
 ,      

     2 21 1 22 2
2 2

21 1 22 21

a x t a x t
x t x t

b x t b x t

  


 
 . 
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Дальнейшие обобщения привели к развитию квазилинейных математических моделей. В частности, развитие 

математических моделей динамики популяций для системы на плоскости привело к системам "квазилинейных" ди-
фференциальных уравнений вида 

      x t A x t x t


 ,    
 

1

2

x t
x t

x t

 
   
 

,         
     

a x t b x t
A x t

c x t d x t

 
  
  

,                                       (1.4) 

где функции   a x t ,   b x t ,   c x t ,   d x t  имели вид линейных, квадратичных или дробно-рациональных за-

висимостей. 
В работе [4] рассматривалась математическая модель динамики популяций, описываемая системой вида (1.4) 

при следующих предположениях:  1x t  – численность популяции жертвы,  2x t  – численность популяции хищника, 

    1 11a x t r x t K      – удельная скорость роста изолированной популяции жертвы,       1 1 11b x t bx t Ax t      

трофическая функция хищника,     2 2c x t c gx t   – удельная скорость вымирания популяции хищника, Величины 

r , K , b , A , g  являлись постоянными параметрами.  
В работе [7] приводилось предположение о необходимости введения "фактора последействия". Действительно, 

в отличие от механических систем, в биологических, экономических и социальных процессах текущее состояние 
существенно зависит от предистории и более адекватными являются модели, описываемые дифференциальными 
уравнениями с запаздыванием и нейтрального типа.  Рассматривалась система уравнений 

       1
1 2 1

K x t
x t a bx t x t

K

    
    
 

 ,      2 1 2x t c dx t x t       . 

Параметры системы представляли собой коэффициенты взаимодействия особей популяций. Система имела 
три положения равновесия:  

 ,1 1
1 1 2M x x , 1

1 0x  , 1
2 0x  ;  ,1 1

2 1 2M x x , 2
1 0x  , 2

2x a b ;  ,3 3
3 1 2M x x , 1

1x c d ,  0
2x a dK c bdK  . 

Исследование устойчивости положений равновесия проводилось с использованием метода линеаризации. Про-
водилась оценка области устойчивости, аппаратом исследования был выбран второй метод Ляпунова. Проведено 
исследование динамики стационарного положения равновесия системы при произвольном запаздывании 0   и 
при запаздывании 0   , зависящем от параметров системы. Получена оценка сходимости (расходимости) в лока-

льной окрестности положений равновесия. 
Квазилинейные системы общего вида записывались в виде 

      x t A x t x t


   ,    
 

1

2

x t
x t

x t

 
   
 

,         
     

a x t b x t
A x t

c x t d x t

    
    

     
. 

2. Системный подход исследования нелинейных моделей. При исследовании моделей динамических сис-
тем, описанных с использованием нелинейных дифференциальных уравнений, важным является качественное по-
ведение системы в целом. В отличие от линейных систем, одни траектории могут быть устойчивыми, другие нет. 
Отсутствует само понятие "устойчивая система". Имеются понятия "грубая система", "структурно устойчивая" и др. 
Качественное поведение системы "в целом" (на плоскости) определяется особыми точками и периодическими трае-
кториями. Причем, если нахождение особых точек сводится к решению систем алгебраических уравнений, то зада-
ча нахождения периодических траекторий нуждается в дополнительных исследованиях [8]. Для систем большей 
размерности возможны более сложные предельные структуры ("странные аттракторы"). Еще более сложные явле-
ния возможны в функционально-дифференциальных уравнениях, одним из простейших видов которых являются 
уравнения с одним постоянным запаздыванием.  

В настоящей работе предлагается подход исследования нелинейных динамических систем с одним постоянным 
запаздыванием, описывающих модели динамики популяций на плоскости, основанный на нахождении особых точек 
и предельных циклов системы, линеаризации исходной нелинейной системы в окрестности каждой из ее особенно-
стей, исследовании и построении фазового портрета линеаризованных подсистем и "сшивании отдельных траекто-
рий каждой из подсистем в единый фазовый портрет системы в целом. 

Пусть система двух стационарных уравнений с запаздыванием на плоскости имеет вид 

          , , ,1 0 1 2 1 2y t P y t y t y t y t     ,           , , ,2 0 1 2 1 2y t Q y t y t y t y t     .                       (2.1) 

Система уравнений с запаздыванием имеет те же положения равновесия, что и система без запаздывания. По-
этому особые точки (точки покоя) определяются при решении системы уравнений 

 , , ,0 1 2 1 2 0P y y y y  ,  , , ,0 1 2 1 2 0Q y y y y  .                                                           (2.2) 

Пусть решением системы (2.2) являются точки  ,1 2
i i

iM y y , i I . Исследование каждой из них будем проводить с 

использованием метода линейного приближения. Рассмотрим особую точку  ,0 0
0 1 2M y y . Произведем замену  

    0
1 1 1y t x t y  ,     0

2 2 2y t x t y  .                                                              (2.3) 

После подстановки замены (2.3) в систему (2.1) получаем 

          , , ,0 0 0 0
1 0 1 1 2 2 1 1 2 2x t P x t y x t y x t y x t y         , 

          , , ,0 0 0 0
2 0 1 1 2 2 1 1 2 2x t Q x t y x t y x t y y t y                                                     (2.4) 

Обозначив 

                 , , , , , ,0 0 0 0
0 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2P x t y x t y x t y x t y P x t x t x t x t             , 
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                 , , , , , ,0 0 0 0
0 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2Q x t y x t y x t y x t y Q x t x t x t x t             , 

получим систему 

          , , ,1 1 2 1 2x t P x t x t x t x t     , 

          , , ,2 1 2 1 2x t Q x t x t x t y t     . 

Или в векторно-матричном виде 

      ,x t F x t x t   ,    
 

1

2

x t
x t

x t

 
   
 

,                
        

, , ,
,

, , ,

1 2 1 2

1 2 1 2

P x t x t x t x t
F x t x t

Q x t x t x t x t

    
   
     

..                (2.5) 

Причем 

 , , ,0 0 0 0 0P  ,  , , ,0 0 0 0 0 0Q  , 

т.е. особой точкой, соответствующей  ,0 0
0 1 2M y y . будет уже нулевая  ,0 0 0O . При ее исследовании будем исполь-

зовать метод линейного приближения. Система линейного приближения в окрестности особой точки  ,0 0 0O  будет 

иметь вид 

             , , , , , ,
1 21 1 20 0 0 0 0 0x t x tx t P x t P x t              , , , , , ,

1 21 20 0 0 0 0 0 0x t x tP x t P x t      , 

             , , , , , ,
1 22 1 20 0 0 0 0 0 0 0x t x tx t Q x t Q x t              , , , , , ,

1 21 20 0 0 0 0 0 0 0x t x tQ x t Q x t      . 

Или в векторно-матричном виде 

     0 0x t A x t B x t    .                                                                       (2.6) 

11 12
0

21 22

a a
A

a a

 
  
 

, 11 12
0

21 22

b b
B

b b

 
  
 

,    
 

1

2

x t
x t

x t

 
   
 

,    
 

1

2

x t
x t

x t

  
       

, 

где 

   , , ,
111 0 0 0 0x ta P ,    , , ,

212 0 0 0 0x ta P ,    , , ,
111 0 0 0 0x tb P  ,    , , ,

212 0 0 0 0x tb P  , 

   , , ,
121 0 0 0 0x ta Q ,    , , ,

222 0 0 0 0x ta Q ,    , , ,
121 0 0 0 0x tb Q  ,    , , ,

222 0 0 0 0x tb Q  . 

Исследование устойчивости положения равновесия линеаризованной системы (2.6) можно проводить с исполь-
зованием двух подходов. Во-первых, с использованием характеристического уравнения системы (2.6), а именно 

 det det ,11 11 12 12 2 2
0 0 10 11 20 21 22

21 21 22 22

0
a e b a e b

A e B I p e p p e p e p
a e b a e b

 
    

 

   
                     

     (2.7) 

10 11 22p a a  , 11 11 22p b b  , 20 11 22p a a , 21 11 22 22 11p a b a b  , 20 11 22p b b . 

Устойчивость нулевого положения равновесия определяется условием отрицательности действительных частей 
всех корней квазиполинома. Однако, исследование нулей характеристического квазиполинома (2.7) в общем случае 
является достаточно трудоемкой задачей. Уравнение имеет счетное число корней и в аналитическом виде, в об-
щем случае, не разрешимо. 

Альтернативой этому подходу является второй метод Ляпунова. Суть его заключается в исследовании поведе-
ния некоторой наперед заданной функции (функционала) вдоль решений системы в окрестности положения равно-
весия. Для систем с запаздыванием возможны два подхода, а именно, метод конечномерных функций Ляпунова с 
дополнительным условием Б.С.Разумихина и метод функционалов Ляпунова-Красовского. 

3. Метод функций Ляпунова. Рассмотрим метод функций Ляпунова с условием Б.С.Разумихина [9-11]. Функция 

Ляпунова будет искаться в виде квадратичной формы   TV x x Hx . Если матрица H  положительно определенная, 

то функция является положительно определенной и для нее справедливы двусторонние оценки 

     min max
2 2

H x V x H x    , 2 2
1 2x x x  , 

 min H ,  max H  экстремальные собственные числа симметричной, положительно определенной матрицы  

11 12

12 12

h h
H

h h

 
  
 

, 

Равные 

     max
2 2

11 12 11 12 12
1

4
2

H h h h h h        
,      min

2 2
11 12 11 12 12

1
4

2
H h h h h h        

.                      (3.1) 

Полная производная функции Ляпунова  V x  вдоль решений нелинейной системы уравнений возмущений (2.5) 

имеет вид 
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                        , ,T T T Td
V x t x t Hx t x t Hx t F x t x t Hx t x t HF x t x t

dt
        . 

Перепишем систему (2.5), выделив линейную часть,  

                   ,0 0 0 0 0x t A B x t B x t x t F x t x t A x t B x t                   .                                (3.2) 

Тогда полную производную функции Ляпунова в силу системы (3.2) можно переписать в виде 

                0 0 0 0 02
T T Td

V x t A B Hx t x t H A B x t HB x t x t
dt

             

           , 0 02 Tx t H F x t x t A x t B x t        .                                                (3.3) 

Известно [5,6,10,11], что необходимым условием асимптотической устойчивости линейных систем с запаздыва-
нием является асимптотическая устойчивость системы без запаздывания 

     0 0x t A B x t  .                                                                          (3.4) 

А в этом случае, для произвольной положительно определенной матрицы 0C  матричное уравнение Ляпунова 

   0 0 0 0 0
T

A B H H A B C                                                                      (3.5) 

имеет единственное решение – положительно определенную матрицу 0H H .  

Перепишем исходную нелинейную систему (2.5) в виде (3.2). Поскольку 0A  и 0B  матрицы линейной части, то 

нелинейная часть системы удовлетворяет условиям 

            ,
1 1

0 0 1 2F x t x t A x t B x t N x t N x t
 

          , 0  , 0  .                           (3.6) 

Пусть матрица 0 0A B  линейной части асимптотически устойчивая. Тогда, выбрав матрицу 0C  и решив матрич-

ное уравнение Ляпунова (3.5), перепишем полную производную (3.3) функции Ляпунова  0 0
TV x x H x  в силу сис-

темы (3.2) в виде    

                        , .0 0 0 0 0 0 02 2T T Yd
V x t x t C x t x t H B x t x t x t H F x t x t A x t B x t

dt
                    

Первое слагаемое характеризует "степень устойчивости" нулевого положения равновесия, второе слагаемое 
характеризует "степень влияния запаздывания линейной части", третье – "влияние нелинейной части".  

Суть условия Б. С. Разумихина [9, 10, 11] заключается в том, что полная производная функции Ляпунова   V x t  в 

момент t T  вычисляется при условии, что состояние системы  x T    в предшествующий момент времени находится 

внутри поверхности уровня функции Ляпунова (решение подходит к поверхности уровня функции Ляпунова "изнутри").  

Аналитически, это означает следующее. Пусть для произвольного 0   поверхность уровня 

  :nV x R V x      функции Ляпунова   TV x x Hx  находится внутри сферы  :nU x R x     . Поместим 

внутри поверхности уровня V   сферу     :nU x R x       ,    0H     ,      max min0 0 0H H H    , где 

 max 0H ,  min 0H   экстремальные собственные числа симметричной, положительно определенной матрицы 0H . 

Пусть начальные условия    x t t  , 0t    решения  x t  находятся внутри шара  U  . Тогда, в силу непреры-

вности, при некотором 0 t T   решение  x t  будет находиться внутри поверхности уровня V  . Покажем, что оно 

будет находиться внутри и при t T . Пусть, от противного, это не так и при некотором t T  решение  x t  достиг-

нет поверхности уровня, т.е.  x T V  . Тогда 

             min max
2 2

0 0 0 0H x T V x T V x T H x T         . 

Отсюда получаем 

     0x T H x T    ,      max min0 0 0H H H    .                                               (3.7) 

Рассмотрим каждое из трех слагаемых, входящих в полную производную функции Ляпунова. 

3.1. Рассмотрим первое слагаемое. Поскольку матрица 0C  положительно определенная, то  

                       min , .
2

0 0 0 0 0 02 2
d

V x T C x T H B x T x T x T H x T F x T x T A x T B x T
dt

              

3.2. Рассмотрим второе слагаемое. Можно получить условия устойчивости, не зависящие от запаздывания, и 
зависящие от него [10,11]. Рассмотрим условия, равномерные по запаздыванию. По предположению 

        01x T x T H x T      . 
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Пусть существует положительно определенная матрица 0H , при которой выполняется неравенство 

      min0 0 0 0 02 1 0L H C H B H      .                                                          (3.8) 

Тогда для полной производной функции Ляпунова в момент t T можно записать  

        min
2

0 0
d

V x T C L H x T
dt

                 ,0 0 02 H x T F x T x T A x T B x Y      . 

3.3.Рассмотрим третье слагаемое. Поскольку оно определяет нелинейную часть, то его можно сделать достато-
чно малым за счет близости к началу координат. Согласно методу линеаризации, имеет место неравенство 

            ,
1 1

0 0 1 2F x T x T A x T B x T N x T N x T
 

          , 0  , 0  . 

Вновь используя условие Б. С. Разумихина (3.7), для оценки полной производной получаем 

        min
2

0 0
d

V x T C L H x T
dt

              21
0 1 22 H N x T N H x T x T

      
. 

Обозначим 

   min0 0 0C L H    , 1 0 12 H N  , 2 0 22 H N  .                                                  (3.9) 

Тогда будет выполняться 

          2
0 1 2

d
V x T x T x T x T

dt

 
       . 

И в области 

 : 1 2 0
nD x R x x

 
                                                                      (3.10) 

полная производная квадратичной функции Ляпунова будет отрицательно определенной. Это означает, что вектор 
скорости движения на поверхности уровня функции Ляпунова будет направлен внутрь, т.е. допущение о достиже-
нии решением  x t  в момент t T  поверхности уровня неверно. Таким образом, нулевое решение нелинейной 

системы устойчиво по Ляпунову. И имеет место следующее утверждение. 

Теорема 3.1. Пусть матрицы 0A и 0B  линеаризованной системы (2.6) таковы, что 0 0A B  асимптотически устой-

чивая и существует положительно определенная матрица 0H , являющаяся решением матричного уравнения  

Ляпунова (3.5), при которой выполняется неравенство (3.8). Тогда нулевое решение нелинейной системы (2.5) 

устойчиво по Ляпунову. Область устойчивости содержится внутри области  : 1 2 0
nD x R x x

 
        , где ве-

личины 0 , 1 , 2  определены в (3.9). Причем для произвольного решения  x t  нелинейной системы (2.5) при 

0t   будет выполняться  x t   , лишь только начальные условия удовлетворяют условиям    x t    , 0t   , 

   0H     ,      max min0 0 0H H H    . 

Выводы. В работе проведено исследование математической модели динамики популяции. Модель описана в 
виде системы двух дифференциальных уравнений с одним постоянным запаздыванием. Определена особая точка, 
лежащая в первом квадранте плоскости. Проведено исследование устойчивости положения равновесия. Исследо-
вание устойчивости проводится с использованием метода функций Ляпунова с условием Б. С. Разумихина.  
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ВПЛИВ ПІСЛЯДІЇ НА ОЦІНКИ ЗБІЖНОСТІ РОЗВ'ЯЗКІВ В НЕЛІНІЙНИХ СИСТЕМАХ 
Однією з актуальних задач сучасності є уміння оцінювати характер взаємодії людини на природу та величини її післядії, з метою мінімізації шкід-

ливих явищ та навантажень. В цій ситуації найбільш вагомим інструментом є математичне  моделювання. Під математичним моделюванням про-
цесів будемо розуміти складання диференціальних рівнянь процесів, що досліджуються, їх чисельне розв'язування з виявленням характеристик пове-
дінки при різних значеннях параметрів системи. Труднощі при математичному моделюванні динамічних процесів в біології, економіці та екології ма-
ють свої  особливості [1–3]. Складання рівнянь динаміки процесів пов'язане, як з особливостями процесів, так і з можливостями математичного 
апарату. В запропонованій роботі при складенні математичних моделей використовуються підходи, запропоновані в [4]. Крім того, автори вважа-
ють, що, на відміну від "ньютонівської динаміки миттєвої взаємодії", в економічних, екологічних та соціальних процесах важливе значення відіграє  
"ефект запізнення" [5, 6]. При наявності достатньо великої величини запізненняя процес може бути дестабілизированим.Запропоновані загальні 
підходи дослідження динаміки моделей, які записані у вигляді диференціальних рівнянь з запізненням.  

Ключові слова: математична модель, диференциальні рівняння, популяція, запізнення, стійкість, метод функцій Ляпунова.  
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INFLUENCE DELAY EFFEKTS IN THE CONVERGENCE OF SOLUTIONS IN NONLINEAR SYSTEMS  
Now One of the actual tasks is the ability to assess the nature of the human impact on the nature and extent of its effects, in order to minimize the harmful 

effects of anthropogenic pressures. In this situation, the most promising is a tool for mathematical modeling. Under mathematical modeling processes we mean 
drawing up of the processes of differential equations and their numerical solution with the identification of the characteristics of behavior for different values of the 
system parameters. The difficulties in the mathematical modeling of dynamic processes in biology, economics and ecology have their own characteristics [1–3]. 
Writing equations related to process dynamics as a feature of the process, and with the possibilities of the mathematical apparatus. In this paper, in the preparation 
of mathematical models used approaches proposed in [4]. In addition, the authors believe that, in contrast to the "Newtonian dynamics instant action" in economic, 
environmental and social processes plays a significant role "lag effect" [5, 6]. At the sufficiently large value of the delay process can be destabilized. Proposed 
common approaches study the dynamics of models written in the form of differential equations with delay. 
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КРИТЕРІЇ ДИСТРИБУТИВНОСТІ ТА ПЕРЕСТАВНОСТІ ОПЕРАЦІЇ ПРОЕКЦІЇ  

В ТАБЛИЧНИХ АЛГЕБРАХ 
 

В роботі досліджено властивості операції проекції в табличних алгебрах. Знайдено необхідні та достатні умови, за 
яких у табличних алгебрах операція проекції є дистрибутивною відносно операцій перетину та різниці таблиць, а також 
критерій переставності операцій проекції та активного доповнення. Ці умови виражаються в термінах активних доменів 
таблиць та є природними. 

Ключові слова: таблична алгебра, проекція, база даних.  
 

Вступ. Процес інформатизації суспільства має об'єктивний характер. Ядром для переважної більшості сучасних 
інформаційних систем є бази даних. Наразі найбільш поширеними залишаються реляційні бази даних, математична 
модель яких була вперше запропонована Е. Коддом в 1970 році [1]. З математичної точки зору реляційна база да-
них є скінченною множиною скінченних відношень різної розмірності (арності) між заздалегідь визначеними множи-
нами елементарних даних. 

Табличні алгебри, які були визначені В. Н. Редько і Д. Б. Буєм [2], побудовані на основі реляційних алгебр Е. Код-
да і суттєво їх розвивають. Вони складають теоретичний фундамент мов запитів сучасних табличних баз даних. 
Елементи носія табличної алгебри уточнюють реляційні структури даних, а сигнатурні операції побудовані на базі 
основних табличних маніпуляцій в реляційних алгебрах і SQL-подібних мовах. 

У монографії [3] встановлено значну кількість різних властивостей операцій табличних алгебр, більшість з яких 
для загального випадку виконуються у вигляді включень. У даній роботі наведено та доведено критерії переходу 
трьох таких включень в рівності. Ці рівності є цікавими для теорії табличних алгебр з тієї причини, що тільки на ос-
нові рівностей можна здійснювати еквівалентні перетворення виразів, які є необхідними для розв'язання актуальної 
задачі оптимізації запитів [4], [5]. 

Основні поняття та визначення. Зафіксуємо деяку непорожню множину атрибутів  , ,  1 nA A . Довільну скі-

нченну підмножину множини   назвемо схемою, причому схема може бути порожньою множиною. Рядком s  схеми 

R  є множина пар     , , , ,  1 1 k ks A d A d , проекція якої за першою компонентою дорівнює R , причому атрибути 

, , 1 kA A  є попарно різними, тобто рядок є функціональним бінарним відношенням. Таблицею схеми R  є скінченна 

множина рядків схеми R . Далі в роботі розглядаємо таблиці схеми R  із кількістю атрибутів k . На множині всіх та-
ких таблиць введено наступні операції: 

1) об'єднання 
R

 таблиць схеми R  – таблиця, що складається з тих і лише тих рядків, які належать хоча б одній 

з вихідних таблиць;  
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2) перетин 
R

 таблиць схеми R  – таблиця, що складається з тих і лише тих рядків, які одночасно належать усім 

вихідним таблицям;  
3) різниця 1 2

R
T T  двох таблиць схеми R  – таблиця, що складається з тих і лише тих рядків, які належать таблиці 

1T та не належать таблиці 2T . 

Також на множині таблиць введена операція активного доповнення, для визначення якої необхідно дати означення 
допоміжного поняття. Активним доменом атрибуту A  відносно таблиці T  називається множина  

  , ,    A TD d s T A d s , яка, якщо казати змістовно, складається з усіх можливих значень атрибуту A  в таблиці T . 

Насиченням  C T  називається таблиця ,

 A T

A R
D , де R  – схема таблиці T ,  – оператор декартового добутку, що 

відповідає індексуванню за всіма атрибутами A  схеми T . Активним доповненням таблиці T  є таблиця   
R

T C T T . 

Дамо визначання операції проекції. Проекцією за множиною атрибутів X R  є унарна параметрична операція 

X , значенням якої є таблиця, що складається з обмежень за X  усіх рядків вихідної таблиці: 

 ( )  X T s X s T . Тут обмеження розуміємо стандартно:   2s X s X pr s , де 2pr s  – проекція рядка s  за 

другою компонентою. Нехай  , , 1 pX X X . Далі в роботі через  , ,  1 k pO O O  позначимо множину атрибутів 

R X , що не мають участі у проекції. 
Крім цих операцій, на множині всіх таблиць введені операції селекції, ділення таблиць і операція перейменуван-

ня атрибутів; означення цих операцій наведено в [3], [6]. Табличною алгеброю називають часткову алгебру з носієм 
– множиною всіх таблиць довільної схеми і наведеними вище дев'ятьма операціями (насичення розглядається як 
допоміжна операція). У табличній алгебрі виділяють дві особливі таблиці: таблицю    T , де  – порожній рядок, 

при цьому схема T  є порожньою множиною, і таблицю   T  – порожню множину рядків довільної (в тому числі і 

непорожньої) схеми. 
Основні результати. У монографії [3] в підрозділі про властивості проекції сформульовано і доведено ряд 

властивостей цієї операції. Автором були знайдені необхідні і достатні умови, за яких три з цих включень пере-
творюються в рівності. 

Теорема 1 (про переставність проекції та активного доповнення). Рівність    
~ 

  
 
 

XX TT  виконується тоді і 

лише тоді, коли для кожного рядка       , , , , 1 1 p p Xs X x X x T  та будь-яких значень , ,, ,
 

11 k pO T k p O To D o D , ря-

док         , , , , , , , , ,    1 1 1 1p p k p k ps X x X x O o O o  належить таблиці T . 

Доведення. Необхідність. Нехай виконується рівність    
~ 

  
 
 

XX TT . Від супротивного, припустимо, що умова 

теореми не виконується, тобто існують такий рядок       , , , , 1 1 p p Xs X x X x T  та значення 

, ,, ,
 

11 k pO T k p O To D o D , що         , , , , , , , , ,    1 1 1 1p p k p k ps X x X x O o O o T . Тоді з приналежності  Xs T  ви-

пливає існування такого рядка 1s , що  1s s  та 1s T , тому виконуються приналежності , ,, , 
11 pX T p X Tx D x D . Та-

ким чином,  s C T  та з s T  за визначенням операції активного доповнення випливає приналежність  s T , тому 

  
Xs T . З іншого боку, з приналежності  Xs T  випливає  

~ 
 
 
Xs T , тобто рівність    

~ 
  

 
 

XX TT  не ви-

конується, що неможливо за припущенням. Одержане протиріччя доводить необхідність.  
Доведемо достатність. Нехай виконується умова теореми. Від супротивного, припустимо, що рівність 

   
~ 

  
 
 

XX TT  не виконується. З огляду на виконуваність включення    
~ 

  
 
 

XX TT , доведеного в [3] (на-

слідок 2.4.2), рівність може не виконуватися лише у тому випадку, коли існує такий рядок 

    , , , , 1 1 p pw X w X w , що   
Xw T  та  

~ 
 
 
Xw T . Тоді, за визначенням проекції, з   

Xw T  випливає, що 

в таблиці T  існує рядок         , , , , , , , , ,   1 1 1 1p p k p k pz X w X w O o O o  для деяких значень 

, ,, ,
 

11 k pO T k p O To D o D . За визначенням активного доповнення виконується z T  та, крім того, виконуються 

приналежності , ,, ,
 

11 k pX T k p X Tw D w D , звідки випливає приналежність       , , , , ( ) 1 1 p p XX w X w C T . Оскіль-

ки за припущенням умови теореми виконуються, то з z T  випливає, що     , , , , ( ) 1 1 p p Xw X w X w T , тому за 

визначенням активного доповнення виконується приналежність  
~ 

 
 
Xw T , що суперечить припущенню. З цьо-

го протиріччя випливає, що припущення невірне, це доводить достатність умови. 
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Покажемо, що ця рівність виконується для обох особливих таблиць.  

Нехай T T . Тоді  
~

 
 

   
 
 

X T TT  та         
X XT T T . 

Нехай тепер T T . Тоді  
~

 
 

   
 
 

X T TT  та         
X XT T T . 

Знайдемо необхідні та достатні умови, за яких операція проекції є дистрибутивною відносно операції перетину. В 

монографії [3] доведено включення      
 
 X i X i
i i
T T  (твердження 2.4.1, п. 8) та показано (наслідок 2.4.1, п. 1), що 

достатньою для рівності      
 
 X i X i
i i
T T  є умова, за якою X  – ключ таблиці  i

i
T , тобто всі набори значень на 

атрибутах з X  у таблиці  i
i
T  є унікальними. Розглянемо посилення цього результату. 

Теорема 2 (про дистрибутивність проекції відносно перетину). Рівність      
 
 X i X i
i i
T T  виконується тоді 

і лише тоді, коли для кожного рядка       , , , ,   1 1 p p X i
i

s X x X x T  існують такі значення 

, ,, ,
  

11 i k p i
i i

O T k p O To D o D , що рядок         , , , , , , , , ,    1 1 1 1p p k p k ps X x X x O o O o  належить таблиці  i
i
T . 

Доведення. Необхідність. Нехай виконується рівність      
 
 X i X i
i i
T T . Від супротивного, припустимо, що 

умова теореми не виконується, тобто існує такий рядок       , , , ,   1 1 p p X i
i

s X x X x T , що для усіх значень 

, ,, ,
  

11 i k p i
i i

O T k p O To D o D  рядки         , , , , , , , , ,    1 1 1 1p p k p k p i
i

X x X x O o O o T . Тоді, за визначенням проекції, 

одержуємо, що       , , , ,    
 

 1 1 p p X i
i

X x X x T , тобто рівність      
 
 X i X i
i i
T T  не виконується, що неможливо 

за припущенням. Одержане протиріччя доводить необхідність.  
Доведемо достатність. Нехай виконується умова теореми. Від супротивного, припустимо, що рівність 

     
 
 X i X i
i i
T T  не виконується. З огляду на виконуваність включення      

 
 X i X i
i i
T T , рівність може не виконува-

тися лише у тому випадку, коли існує такий рядок     , , , , 1 1 p ps X x X x , що    X i
i

s T  та    
 
X i
i

s T . За умовою 

теореми існують такі значення , ,, ,
  

11 i k p i
i i

O T k p O To D o D , що         , , , , , , , , ,     1 1 1 1p p k p k p i
i

s X x X x O o O o T . 

Тоді за визначенням проекції       , , , ,    
 

 1 1 p p X i
i

X x X x T , тобто    
 
X i
i

s T , що суперечить припущенню.  

З цього протиріччя випливає, що припущення невірне, це доводить достатність. 
Знайдемо необхідні та достатні умови, за яких операція проекції є дистрибутивною відносно операції різниці. В 

монографії [3] доведено включення          1 2 1 2X X X
X R

T T T T  (твердження 2.4.1, п. 9) та показано (наслідок 2.4.1, 

п. 2), що достатньою для рівності          1 2 1 2X X X
X R

T T T T  є умова, за якою X  – ключ таблиці 1 2
R

T T . Розгляне-

мо посилення цього результату. 

Теорема 3 (про дистрибутивність проекції відносно різниці). Рівність          1 2 1 2X X X
X R

T T T T  виконуєть-

ся тоді і лише тоді, коли для кожного рядка         , , , ,   1 1 1 2p p X X
X

s X x X x T T  та усіх значень , , ,  
1 1 21 O T To D  

,  1 2k pk p O T To D з приналежності         , , , , , , , , ,    1 1 1 1 1p p k p k ps X x X x O o O o T  випливає приналежність  2s T . 

Доведення. Необхідність. Нехай виконується рівність          1 2 1 2X X X
X R

T T T T . Від супротивного, припустимо, 

що умова теореми не виконується, тобто існує такий рядок         , , , ,   1 1 1 2p p X X
X

s X x X x T T  і такі значення 

, ,, ,
  

1 1 2 1 21 k pO T T k p O T To D o D , що         , , , , , , , , ,    1 1 1 1 1p p k p k ps X x X x O o O o T  та  2s T . Тоді  1 2
R

s T T , та за 

визначенням проекції       , , , ,  1 1 1 2p p X
R

X x X x T T , тобто   1 2X
R

s T T . З іншого боку, за припущенням 

  1Xs T  та   2Xs T , тому за визначенням різниці таблиць     1 2X X
X

s T T , тобто в цьому випадку рівність 

         1 2 1 2X X X
X R

T T T T  не виконується, що неможливо за припущенням. Одержане протиріччя доводить необхідність.  
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Доведемо достатність. Нехай виконується умова теореми. Від супротивного, припустимо, що рівність 

         1 2 1 2X X X
X R

T T T T  не виконується. З огляду на виконуваність включення          1 2 1 2X X X
X R

T T T T , рів-

ність може не виконуватися лише у тому випадку, коли існує такий рядок     , , , , 1 1 p ps X x X x , що  

  1 2X
R

s T T  та     1 2X X
X

s T T . Оскільки   1 2X
R

s T T , то у таблиці 1 2
R

T T  існує рядок 

        , , , , , , , , ,    1 1 1 1p p k p k ps X x X x O o O o , тому за визначенням різниці таблиць  1s T  та  2s T . Тоді за визна-

ченням проекції виконується приналежність       , , , , 1 1 1p p XX x X x T , тобто   1Xs T . За припущенням 

    1 2X X
X

s T T , що з урахуванням   1Xs T  за визначенням різниці таблиць може бути лише в тому випадку, 

коли   2Xs T , тому     1 2X Xs T T . За умовою теореми у цьому випадку рядок s  повинен належати таблиці 

2T , що суперечить припущенню. З цього протиріччя випливає, що припущення невірне, це доводить достатність. 

Висновки. В роботі досліджено деякі властивості операції проекції для табличних алгебр. Знайдено критерії, за 
яких деякі включення з [3] перетворюються в рівності. Результати роботи представляють теоретичний і практичний 
інтерес. На підставі рівності можна вводити аналоги визначальних співвідношень, що є ефективним засобом задан-
ня та аналізу різних дискретних структур, а також здійснювати еквівалентні перетворення виразів, необхідні для їх 
оптимізації, в тому числі і для оптимізації запитів в реляційних базах даних. 
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В ТАБЛИЧНЫХ АЛГЕБРАХ 

В работе исследованы свойства операции проекции в табличных алгебрах. Найдены необходимые и достаточные условия, при которых в таб-
личных алгебрах операция проекции дистрибутивна относительно операций пересечения и разности таблиц, а также критерий перестановочнос-
ти операций проекции и активного дополнения. Эти условия выражаются в терминах активных доменов таблиц и являются естественными. 
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In this paper was found the necessary and sufficient conditions for which a operation projection is distributive to intersection and difference operations. Also is found 

the criteria of permutability of operations projection and active complement. These conditions are expressed in terms of active domains of tables and are natural. 
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АВТОМАТЫ НА КВАЗИГРУППАХ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ 
 
В настоящей работе определены и исследованы модели автоматов Мили и Мура, заданных рекуррентными соотно-

шениями на конечных квазигруппах общего вида, а также на Т-квазигруппах. Предложенные в данной работе модели авто-
матов Мили, а также модели автоматов Мура, отличаются друг от друга независимым выбором левого, либо правого 
умножения состояния автомата на входной символ при определении функций переходов и выходов автомата. Показано, 
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и исследован обратный автомат. Оценена временная сложность вычислений, осуществляемых предложенными автома-
тными моделями. Показана возможность применения предложенных автоматов Мили и Мура в качестве математических 
моделей поточных шифров, а также возможность применения соответствующих автоматов без выхода в качестве ма-
тематических моделей криптографических хэш-функций. 
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Введение. Происходящий в течение последних двух десятилетий переход в криптографии от чисто комбина-

торных к комбинаторно-алгебраическим моделям оказал существенное влияние на переосмысление актуальности 
задач, решаемых в рамках теории конечных алгебраических систем. В результате появились многочисленные ис-
следования, посвященные применению теории конечных полей при решении модельных задач криптографии (в 
частности, криптография на эллиптических кривых над конечным полем считается одним из наиболее перспектив-
ных направлений современной криптографии). Значительно меньше исследований посвящено применению, как 
конечных колец, так и конечных квазигрупп при решении модельных задач криптографии (в этом направлении сле-
дует выделить работу [1], в которой представлены интересные результаты, связанные с использованием квазиг-
рупп и колец в кодировании и построении криптосхем). По-видимому, такая ситуация в первую очередь характери-
зуется тем, что в настоящее время не завершена классификация этих алгебраических систем, а их свойства требу-
ют дальнейшего более глубокого изучения. 

Целесообразность использования конечных квазигрупп при решении модельных задач криптографии обуслов-
лена следующими двумя факторами. Во-первых, операция в квазигруппе является обратимой. Во-вторых, отсутст-
вие требований ассоциативности, коммутативности и существования единицы приводят к высокой сложности ре-
шения задач идентификации, сформулированных в терминах квазигрупп. Достаточно полный обзор результатов, 
связанных с использованием конечных квазигрупп для построения схем аутентификации, шифрования и однона-
правленных функций, представлен в работах [2, 3]. 

Использование конечных квазигрупп для решения модельных задач криптографии естественно приводит к не-
обходимости формирования нового раздела алгебраической теории автоматов, объектом исследования которого 
являются автоматы, заданные рекуррентными соотношениями на таких квазигруппах, а предметом исследования − 
анализ вычислительной стойкости соответствующих автоматных отображений. В связи со сказанным, основной 
целью настоящей работы является определение и исследование моделей автоматов Мили и Мура, заданных ре-
куррентными соотношениями на конечных квазигруппах, и рассмотрение возможности их применения в качестве 
математических моделей поточных шифров и криптографических хэш-функций. 

1. Основные понятия. Квазигруппой [4] называется пара ( , )Q , где Q  − множество (носитель), а   − такая би-

нарная операция, что для любых , a b Q  каждое из уравнений a x b  и y a b  имеет единственное решение. 
Отметим, что таблица Кэли конечной квазигруппы − это латинский квадрат. Всюду в дальнейшем мы будем рас-
сматривать только конечные квазигруппы, т.е. такие квазигруппы ( , )Q , что Q  − конечное множество. Подчеркнем, 

что при логарифмическом весе объем памяти, необходимой для представления таблицы Кэли квазигруппы ( , )Q  

определяется формулой (| | log | |)V O Q Q  (| | )Q . Кроме того, если квазигруппа ( , )Q  задана таблицей Кэли, то 
выполнение операции   осуществляется с временной сложностью, которая при логарифмическом весе определя-
ется формулой (| | log | |)T O Q Q  (| | )Q . 

Обратимость операции   квазигруппы ( , )Q  дает возможность определить следующие пять операций 
r

, 
l

, 
rl

, 


lr

 и 
s

 на множестве Q : 

   
r

a b c a c b ,                                                                               (1) 

   
l

a b c c b a ,                                                                               (2) 

   
rl

a b c b c a ,                                                                               (3) 

   
lr

a b c c a b ,                                                                               (4) 

   
s

a b c b a c .                                                                               (5) 

Эти операции вместе с операцией   называются парастрофами, а квазигруппы ( , )Q  ( { , , , , , })      
l r lr rl s

 − систе-

мой обратных квазигрупп. Таким образом, множество всех квазигрупп с одним и тем же носителем Q  разбивается 

на системы обратных квазигрупп. Известно, что для любой квазигруппы ( , )Q  количество различных парастроф 

равно 1, 2, 3 или 6. Из (1)-(5) непосредственно вытекает, что при задании квазигруппы ( , )Q  таблицей Кэли опера-
ции в любой квазигруппе, принадлежащей системе обратных квазигрупп, выполняются с использованием этой же 
таблицы Кэли. Отличие состоит только в порядке организации поиска по строкам и столбцам (включая их имена) 
таблицы Кэли. Отсюда вытекает, что истинно следующее утверждение. 

Утверждение 1. Если квазигруппа ( , )Q  задана таблицей Кэли, то при логарифмическом весе временная слож-
ность выполнения операции в каждой квазигруппе, принадлежащей системе обратных квазигрупп, определяется 
формулой (| | log | |)T O Q Q  (| | )Q . 

Квазигруппы ( , )1Q  и ( , )2Q  называются ортогональными, если система уравнений i ix y a  ( , )1 2i  имеет 

единственное решение для всех , 1 2a a Q . Квазигруппа ( , )Q  называется totCO-квазигруппой, если все ее пара-

строфы различны и попарно ортогональны. Известно [5], что для любого натурального числа 11n , взаимно про-
стого с числами 2, 3, 5 и 7, существует totCO-квазигруппа порядка n . 

Квазигруппа ( , )Q  называется Т-квазигруппой [6], если существуют абелева группа ( , )Q , упорядоченная пара 

ее автоморфизмов ( , )  , а также элемент c Q , такие, что равенство 

( ) ( )    x y x y c                                                                             (6) 

истинно для всех , x y Q . Истинно следующее утверждение. 

Утверждение 2. Предположим, что для Т-квазигруппы ( , )Q  абелева группа ( , )Q , упорядоченная пара ее ав-

томорфизмов ( , )   и элемент c Q  выбраны так, что равенство ( ) ( )    x y x y c  истинно для всех , x y Q . 
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Тогда при логарифмическом весе временная сложность выполнения операции в Т-квазигруппе ( , )Q  определяется 

формулой (max{ , } ) 1 2 3T O t t t  (| | )Q , где 1t  и 2t  − временная сложность (при логарифмическом весе) вычис-

ления образа элемента для соответственно отображения   и  , а 3t  − временная сложность (при логарифмиче-

ском весе) выполнения операции в абелевой группе ( , )Q . 

Отметим, что каждая абелева группа ( , )Q , упорядоченная пара ее автоморфизмов ( , )   и элемент c Q  по-

рождают некоторую Т-квазигруппу ( , )Q , в которой операция   определена равенством (6). В частности, если 

{ , , , } 0 1 1Q n  ( ) 2n , то для любой упорядоченной пары элементов ( , ) 1 2k k Q Q , которые являются взаимно 

простыми с числом n , Т-квазигруппой является пара ( , )Q , где операция   определена равенством 

( ) (mod )  1 2  x y k x k y n .                                                                       (7) 

При этом в [5] показано, что ( , )Q  является totCO-квазигруппой тогда и только тогда, когда все числа 1ik  

( , )1 2i , 1 2k k , 2
3i ik k  ( , )1 2i , 1 2 1k k , взятые по модулю n , являются взаимно простыми с числом n . 

Из равенства (7) вытекает, что истинно следующее утверждение. 
Утверждение 3. Предположим, что { , , , } 0 1 1Q n  ( ) 2n , ( , ) 1 2k k Q Q  − упорядоченная пара элементов, ко-

торые являются взаимно простыми с числом n , а операция в Т-квазигруппе ( , )Q  определена равенством 

( ) (mod )  1 2  x y k x k y n . Тогда при логарифмическом весе временная и емкостная сложность операции   опреде-

ляется соответственно формулами ( log )T O n n  ( )n  и (log )V O n  ( )n . 

Из утверждения 3 непосредственно вытекает, что в Т-квазигруппе ( , )Q  ( { , , , }) 0 1 1Q n , операция в которой 
определена равенством (7), вычисления являются быстрыми и компактными. 

Гомотопией квазигруппы ( , )1 1Q  в квазигруппу ( , )2 2Q  называется такая упорядоченная тройка ( , , )   1 2 3T  

отображений : 1 2i Q Q  ( , , )1 2 3i , что равенство 

( ) ( ) ( )    3 1 1 2 2x y x y                                                                         (8) 

истинно для всех ,  1x y Q . Отметим, что если     1 2 3 , то гомотопия − это гомоморфизм квазигруппы ( , )1 1Q  в 

квазигруппу ( , )2 2Q . 

Из равенства (8) вытекает, что истинно следующее утверждение. 
Утверждение 4. Пусть квазигруппы ( , )1 1Q  и ( , )2 2Q  заданы таблицей Кэли и ( , , )   1 2 3T  − гомотопия квазигруп-

пы ( , )1 1Q  в квазигруппу ( , )2 2Q . Тогда при логарифмическом весе временная сложность выполнения операции в гомо-

топе квазигруппы ( , )1 1Q  определяется формулой (max{ , , }(| | log | | | | log | |)) 1 2 3 1 1 2 2T O t t t Q Q Q Q  (| | ,| | ) 1 2Q Q , 

где it  ( , , )1 2 3i  − временная сложность (при логарифмическом весе) вычисления образа для отображения i . 

Если  1 2Q Q Q , а 1 , 2  и 3  − подстановки множества Q , то гомотопия ( , , )   1 2 3T  называется изотопи-

ей квазигруппы ( , )1Q  на квазигруппу ( , )2Q , подстановки 1 , 2  и 3  − соответственно левой, правой и главной 

компонентами изотопии T , а квазигруппа ( , )2Q  − изотопом квазигруппы ( , )1Q . При этом, если     1 2 3 , то 

изотопия − это изоморфизм квазигрупп ( , )1Q  и ( , )2Q . 

Пусть T  − множество всех изотопий квазигруппы ( , )1Q  на квазигруппу ( , )2Q . Определим на множестве T  

операцию   следующим образом: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , , ) & ( , , ) ( , , )               1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 21 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3T T T T , 

где   − суперпозиция подстановок   и  . Известно (см., напр., [4]), что ( , )T  является группой. 

Напомним, что конечным автоматом называется пятерка ( , , , , )  M Q X Y , где Q  − конечное множество состоя-

ний, X  − конечный входной алфавит, Y  − конечный выходной алфавит, :  Q X Q  − функция переходов, а 

:  Q X Y  − функция выходов. В дальнейшем, для краткости, в словосочетании "конечный автомат" слово "ко-
нечный" будем опускать. В тех случаях, когда при исследовании автоматов интересуют только переходы состояний, 
рассматривают автомат без выхода. Такой автомат определяется как тройка ( , , ) M Q X . 

Если для функции выходов   переменная x X  − существенная, то говорят, что M  − автомат Мили. Если же 
для функции выходов   переменная x X  является фиктивной, то  говорят, что M  − автомат Мура. Для автомата 
Мура, как правило, считают, что : Q Y . Отметим, что любой автомат без выхода ( , , ) M Q X  можно рассматри-

вать как автомат Мура ( , , , , )  M Q X Q , где : Q Q  − тождественное отображение. 
При рассмотрении функционирования автомата во времени, следуя [7], будем считать, что автомат Мили функ-

ционирует в соответствии с рекуррентными соотношениями 
( , )

( , )
 

 

 
  

1 1

1 1

t t t

t t t

q q x

y q x
  ( )t  , 

а автомат Мура − в соответствии с рекуррентными соотношениями 
( , )

( )
 

 

 
  

1 1

1 1    
t t t

t t

q q x

y q
  ( )t  . 

2. Модели автоматов Мили. Зафиксируем упорядоченную пару квазигрупп (( , ),( , )) 1 2Q Q  с одним и тем же но-

сителем Q , в которой квазигруппа ( , )1 1Q  будет использоваться для определения функции переходов автомата 

Мили, а квазигруппа ( , )2 2Q  − для определения функции выходов автомата Мили. 
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Функция переходов автомата Мили может быть определена либо формулой 

( , )  1r q x q x   ( , )q x Q ,                                                                         (9) 

либо формулой 
( , )  1l q x x q   ( , )q x Q ,                                                                       (10) 

а функция выходов автомата Мили − либо формулой 
( , )  2r q x q x   ( , )q x Q ,                                                                      (11) 

либо формулой 
( , )  2l q x x q   ( , )q x Q .                                                                      (12) 

Таким образом, для заданной упорядоченной пары квазигрупп (( , ),( , )) 1 2Q Q  с одним и тем же носителем Q  по-

строены четыре модели автоматов Мили 
( , , , , )  uv u vA Q Q Q   ( , { , })u v l r . 

Отметим, что с позиции теории категорий автоматы rrA  исследованы в [8,9]. 

Нетрудно доказать, что истинно следующее утверждение. 
Утверждение 5. Для каждой упорядоченной пары квазигрупп (( , ),( , )) 1 2Q Q : 

1) равенства rr llA A  и rl lrA A  истинны тогда и только тогда, когда ( , )1Q  и ( , )2Q  − коммутативные квазигруппы; 

2) равенства rr lrA A  и rl llA A  истинны тогда и только тогда, когда ( , )1Q  − коммутативная квазигруппа; 

3) равенства rr rlA A  и lr llA A  истинны тогда и только тогда, когда ( , )2Q  − коммутативная квазигруппа. 

Из утверждения 1 и формул (9)–(12) вытекает, что истинно следующее утверждение. 
Утверждение 6. Предположим, что квазигруппы ( , )1 1Q  и ( , )2 2Q  заданы таблицей Кэли. Тогда при логарифми-

ческом весе временная сложность моделирования функционирования автомата Мили ( , , , , )  uv u vA Q Q Q  

( , { , })u v l r  на одном такте определяется формулой (max{| | log | |,| | log | |}) 1 1 2 2T O Q Q Q Q  (| | ,| | ) 1 2Q Q . 

Пусть ( , )1Q  и ( , )2Q  − Т-квазигруппы, причем ( ) ( )    i i i i i ix y x y c  ( , )1 2i , где ( , ) i i  − пара автомор-

физмов абелевой группы ( , ) iQ , а , 1 2c c Q  − фиксированные элементы. Тогда формулы (9)–(12) принимают  

следующий вид 
( , ) ( ) ( )     1 1 1 1 1r q x q x c   ( , )q x Q ,                                                            (13) 

( , ) ( ) ( )     1 1 1 1 1l q x x q c   ( , )q x Q ,                                                            (14) 

( , ) ( ) ( )     2 2 2 2 2r q x q x c   ( , )q x Q ,                                                           (15) 

( , ) ( ) ( )     2 2 2 2 2l q x x q c   ( , )q x Q .                                                           (16) 

Из утверждения 2 и формул (13)–(16) вытекает, что истинно следующее утверждение. 
Утверждение 7. Предположим, что ( , )1Q  и ( , )2Q  − Т-квазигруппы, причем ( ) ( )    i i i i i ix y x y c  ( , )1 2i , 

где ( , ) i i  − упорядоченная пара автоморфизмов абелевой группы ( , ) iQ , а , 1 2c c Q  − фиксированные элементы. 

Тогда при логарифмическом весе временная сложность моделирования функционирования автомата Мили 
( , , , , )  uv u vA Q Q Q  ( , { , })u v l r  на одном такте определяется формулой (max{ , , , } max{ , }) 1 2 3 4 5 6T O t t t t t t  

(| | ,| | ) 1 2Q Q , где 1t , 2t , 3t  и 4t  − временная сложность (при логарифмическом весе) вычисления образа 

элемента для соответственно отображения 1 , 1 , 2  и 2 , а 5t  и 6t  − временная сложность (при логарифмиче-

ском весе) выполнения операции соответственно в абелевой группе ( , )1Q  и ( , )2Q . 

Пусть { , , , } 0 1 1Q n  ( ) 2n , ( ) ( )( , ) 1 2
i ik k Q Q  ( , )1 2i  − упорядоченные пары элементов, которые являются 

взаимно простыми с числом n , а ( , )1Q  и ( , )2Q  − такие Т-квазигруппы, что ( ) ( )( ) (mod )  1 2  i i
ix y k x k y n  ( , )1 2i . 

Тогда формулы (9)-(12) принимают следующий вид: 
( ) ( )( , ) ( ) (mod )  1 1
1 2  r q x k q k x n   ( , )q x Q ,                                                        (17) 
( ) ( )( , ) ( ) (mod )  1 1
1 2  l q x k x k q n   ( , )q x Q ,                                                         (18) 
( ) ( )( , ) ( ) (mod )  2 2
1 2  r q x k q k x n   ( , )q x Q ,                                                        (19) 
( ) ( )( , ) ( ) (mod )  2 2
1 2  l q x k x k q n   ( , )q x Q .                                                        (20) 

Из утверждения 3 и формул (17)–(20) вытекает, что истинно следующее утверждение. 

Утверждение 8. Предположим, что { , , , } 0 1 1Q n  ( ) 2n , ( ) ( )( , ) 1 2
i ik k Q Q  ( , )1 2i  − упорядоченные пары 

элементов, которые являются взаимно простыми с числом n , а ( , )1Q  и ( , )2Q  − такие Т-квазигруппы, что 
( ) ( )( ) (mod )  1 2  i i

ix y k x k y n  ( , )1 2i . Тогда при логарифмическом весе временная и емкостная сложность модели-

рования функционирования автомата Мили ( , , , , )  uv u vA Q Q Q  ( , { , })u v l r  на одном такте определяются соответ-

ственно формулами ( log )T O n n  ( )n  и (log )V O n  ( )n . 

Обозначим через Q  множество всех непустых слов в алфавите Q  и положим { }   Q Q , где   − пустое 

слово. Функции переходов и выходов автомата Мили uvA  ( , { , })u v r l  распространим на множество Q Q  обыч-

ным образом, а именно: 
( , )  u q q ,  ( , )   v q ,  ( , ) ( ( , ), )   u u uq px q p x ,  ( , ) ( , ) ( ( , ), )    v v v uq px q p q p x  

для всех , q x Q  и p Q . 
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Зафиксировав в автомате uvA  ( , { , })u v r l  начальное состояние q Q , получим инициальный автомат Мили 

( , )uvA q . Такой автомат реализует отображение ( , ) :  
uvA qF Q Q  входной полугруппы Q  в выходную полугруппу 

Q , определенное равенством ( , ) ( ) ( , ) 
uvA q uF p q p  для всех p Q . Индукцией по длине входного слова несложно 

доказать, что истинно следующее утверждение. 
Утверждение 9. Для каждого автомата Мили ( , , , , )  uv u vA Q Q Q  ( , { , })u v l r , определяемого упорядоченной 

парой квазигрупп (( , ),( , )) 1 2Q Q , при каждом начальном состоянии q Q  отображение ( , )uvA qF  является биекцией. 

При этом если 1 2q q  ( , )1 2q q Q , то ( , ) ( , )
1 2uv uvA q A qF F , т.е. автомат ( , , , , )  uv u vA Q Q Q  ( , { , })u v l r  − приведенный. 

Следствие 1. Каждый автомат Мили ( , , , , )  uv u vA Q Q Q  ( , { , })u v l r , определяемый упорядоченной парой ква-

зигрупп (( , ),( , )) 1 2Q Q , является приведенным автоматом, состояния которого 1-диагностируемы. 

Следствие 2. Автоматный граф каждого автомата Мили ( , , , , )  uv u vA Q Q Q  ( , { , })u v l r , определяемого упо-

рядоченной парой квазигрупп (( , ),( , )) 1 2Q Q , является размеченным полным | |Q -вершинным направленным гра-

фом с петлей в каждой вершине. 
Следствие 3. Каждый автомат Мили ( , , , , )  uv u vA Q Q Q  ( , { , })u v l r , определяемый упорядоченной парой ква-

зигрупп (( , ),( , )) 1 2Q Q , является обратимым автоматом. 

Построим обратные автоматы для автоматов Мили ( , , , , )  uv u vA Q Q Q  ( , { , })u v l r . 

Построим автомат ( , , , , )   1
rr rr rrA Q Q Q , обратный для автомата Мили ( , , , , )  rr r rA Q Q Q . 

Из (1) и (11) вытекает, что 

   22

r

q x y q y x .                                                                         (21) 

Следовательно, 

( , )  2
r

rr q y q y   ( , )q y Q .                                                                     (22) 

Из (9) и (21) вытекает, что 

( )     21 1

r
q x q q q y q . 

Следовательно, 

( , ) ( )   21

r

rr q y q q y   ( , )q y Q .                                                                 (23) 

Таким образом, доказано следующее утверждение. 
Утверждение 10. Для каждого автомата Мили ( , , , , )  rr r rA Q Q Q , определяемого упорядоченной парой квазиг-

рупп (( , ),( , )) 1 2Q Q , функции переходов и выходов обратного автомата ( , , , , )   1
rr rr rrA Q Q Q  определяются соответ-

ственно формулами (23) и (22). 
Следствие 4. Для каждого автомата Мили ( , , , , )  rr r rA Q Q Q , определяемого упорядоченной парой квазигрупп 

(( , ),( , )) 1 2Q Q , при задании квазигрупп таблицами Кэли обратный автомат ( , , , , )   1
rr rr rrA Q Q Q  функционирует в 

два раза медленнее, чем исходный автомат ( , , , , )  rr r rA Q Q Q . 

Пусть ( , )1Q  и ( , )2Q  − Т-квазигруппы, причем ( ) ( )    i i i i i ix y x y c  ( , )1 2i , где i  и i  − автоморфизмы 

абелевой группы ( , ) iQ , а , 1 2c c Q  − фиксированные элементы. Из (15) вытекает, что 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) )                1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2q x c y x y q c x y q c .                            (24) 

Следовательно, 

( , ) ( ) ( ( ) )     1
2 2 2 2 2rr q y y q c   ( , )q y Q .                                                        (25) 

Из (13) и (24) вытекает, что 

( ) ( ) ( ) (( ) ( ( ) )               1
1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 1 1q x c q q y q c c q . 

Следовательно, 

( , ) ( ) (( ) ( ( ) ))         1
1 1 1 2 2 2 2 2 1 1rr q y q y q c c   ( , )q y Q .                                          (26) 

Таким образом, доказано следующее утверждение. 
Утверждение 11. Предположим, что ( , )1Q  и ( , )2Q  − Т-квазигруппы, причем ( ) ( )    i i i i i ix y x y c  ( , )1 2i , 

где i  и i  − автоморфизмы абелевой группы ( , ) iQ , а , 1 2c c Q  − фиксированные элементы. Тогда для автомата 

Мили ( , , , , )  rr r rA Q Q Q , определяемого упорядоченной парой квазигрупп (( , ),( , )) 1 2Q Q , функции переходов и 

выходов обратного автомата ( , , , , )   1
rr rr rrA Q Q Q  определяются соответственно формулами (26) и (25). 

Построим автомат ( , , , , )   1
rl rl rlA Q Q Q , обратный для автомата Мили ( , , , , )  rl r lA Q Q Q . 

Из (2) и (12) вытекает, что 

   22

l

x q y y q x .                                                                          (27) 

Следовательно, 

( , )  2
l

rl q y y q   ( , )q y Q .                                                                      (28) 
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Из (9) и (27) вытекает, что 

( )     21 1

l

q x q q y q q . 

Следовательно, 

( , ) ( )   21

l

rl q y q y q   ( , )q y Q .                                                                 (29) 

Таким образом, доказано следующее утверждение. 
Утверждение 12. Для каждого автомата Мили ( , , , , )  rl r lA Q Q Q , определяемого упорядоченной парой квазиг-

рупп (( , ),( , )) 1 2Q Q , функции переходов и выходов обратного автомата ( , , , , )   1
rl rl rlA Q Q Q  определяются соответ-

ственно формулами (29) и (28). 
Следствие 5. Для каждого автомата Мили ( , , , , )  rl r lA Q Q Q , определяемого упорядоченной парой квазигрупп 

(( , ),( , )) 1 2Q Q , при задании квазигрупп таблицами Кэли обратный автомат ( , , , , )   1
rl rl rlA Q Q Q  функционирует в 

два раза медленнее, чем исходный автомат ( , , , , )  rl r lA Q Q Q . 

Пусть ( , )1Q  и ( , )2Q  − Т-квазигруппы, причем ( ) ( )    i i i i i ix y x y c  ( , )1 2i , где i  и i  − автоморфизмы 

абелевой группы ( , ) iQ , а , 1 2c c Q  − фиксированные элементы. Из (16) вытекает, что 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) )                1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2x q c y x y q c x y q c .                            (30) 

Следовательно, 

( , ) ( ) ( ( ) )     1
2 2 2 2 2rl q y y q c   ( , )q y Q .                                                        (31) 

Из (13) и (30) вытекает, что 

( ) ( ) ( ) (( ) ( ( ) )               1
1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 1 1q x c q q y q c c q . 

Следовательно, 

( , ) ( ) (( ) ( ( ) ))         1
1 1 1 2 2 2 2 2 1 1rl q y q y q c c   ( , )q y Q .                                          (32) 

Таким образом, доказано следующее утверждение. 
Утверждение 13. Предположим, что ( , )1Q  и ( , )2Q  − Т-квазигруппы, причем ( ) ( )    i i i i i ix y x y c  ( , )1 2i , 

где i  и i  − автоморфизмы абелевой группы ( , ) iQ , а , 1 2c c Q  − фиксированные элементы. Тогда для автомата 

Мили ( , , , , )  rl r lA Q Q Q , определяемого упорядоченной парой квазигрупп (( , ),( , )) 1 2Q Q , функции переходов и вы-

ходов обратного автомата ( , , , , )   1
rl rl rlA Q Q Q  определяются соответственно формулами (32) и (31). 

Построим автомат ( , , , , )   1
lr lr lrA Q Q Q , обратный для автомата Мили ( , , , , )  lr l rA Q Q Q . 

Так как   lr rr , то из (22) вытекает, что 

( , )  2
r

lr q y q y   ( , )q y Q .                                                                      (33) 

Из (10) и (21) вытекает, что 

( )     21 1

r
x q q q y q q . 

Следовательно, 

( , ) ( )   2 1

r

lr q y q y q   ( , )q y Q .                                                                 (34) 

Таким образом, доказано следующее утверждение. 
Утверждение 14. Для каждого автомата Мили ( , , , , )  lr l rA Q Q Q , определяемого упорядоченной парой квазиг-

рупп (( , ),( , )) 1 2Q Q , функции переходов и выходов обратного автомата ( , , , , )   1
lr lr lrA Q Q Q  определяются соответ-

ственно формулами (34) и (33). 
Следствие 6. Для каждого автомата Мили ( , , , , )  lr l rA Q Q Q , определяемого упорядоченной парой квазигрупп 

(( , ),( , )) 1 2Q Q , при задании квазигрупп таблицами Кэли обратный автомат ( , , , , )   1
lr lr lrA Q Q Q  функционирует в 

два раза медленнее, чем исходный автомат ( , , , , )  lr l rA Q Q Q . 

Пусть ( , )1Q  и ( , )2Q  − Т-квазигруппы, причем ( ) ( )    i i i i i ix y x y c  ( , )1 2i , где i  и i  − автоморфизмы 

абелевой группы ( , ) iQ , а , 1 2c c Q  − фиксированные элементы. Так как   lr rr , то из (25) вытекает, что 

( , ) ( ) ( ( ) )     1
2 2 2 2 2lr q y y q c   ( , )q y Q .                                                        (35) 

Из (14) и (24) вытекает, что 

( ) ( ) (( ) ( ( ) ) ( )               1
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 1 1 1 1x q c q y q c q c q . 

Следовательно, 

( , ) (( ) ( ( ) )) ( )         1
1 2 2 2 2 2 1 1 1 1lr q y y q c q c   ( , )q y Q .                                          (36) 

Таким образом, доказано следующее утверждение. 
Утверждение 15. Предположим, что ( , )1Q  и ( , )2Q  − Т-квазигруппы, причем ( ) ( )    i i i i i ix y x y c  ( , )1 2i , 

где i  и i  − автоморфизмы абелевой группы ( , ) iQ , а , 1 2c c Q  − фиксированные элементы. Тогда для автомата 

Мили ( , , , , )  lr l rA Q Q Q , определяемого упорядоченной парой квазигрупп (( , ),( , )) 1 2Q Q , функции переходов и вы-

ходов обратного автомата ( , , , , )   1
lr lr lrA Q Q Q  определяются соответственно формулами (36) и (35). 

Построим автомат ( , , , , )   1
ll ll llA Q Q Q , обратный для автомата Мили ( , , , , )  ll l lA Q Q Q . 
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Так как   ll rl , то из (28) вытекает, что 

( , )  2
l

ll q y y q   ( , )q y Q .                                                                      (37) 

Из (10) и (27) вытекает, что 

( )     21 1

l

x q q y q q q . 

Следовательно, 

( , ) ( )   2 1

l

ll q y y q q   ( , )q y Q .                                                                 (38) 

Таким образом, доказано следующее утверждение. 
Утверждение 16. Для каждого автомата Мили ( , , , , )  ll l lA Q Q Q , определяемого упорядоченной парой квазиг-

рупп (( , ),( , )) 1 2Q Q , функции переходов и выходов обратного автомата ( , , , , )   1
ll ll llA Q Q Q  определяются соответ-

ственно формулами (38) и (37). 
Следствие 7. Для каждого автомата Мили ( , , , , )  ll l lA Q Q Q , определяемого упорядоченной парой квазигрупп 

(( , ),( , )) 1 2Q Q , при задании квазигрупп таблицами Кэли обратный автомат ( , , , , )   1
ll ll llA Q Q Q  функционирует в два 

раза медленнее, чем исходный автомат ( , , , , )  ll l lA Q Q Q . 

Пусть ( , )1Q  и ( , )2Q  − Т-квазигруппы, причем ( ) ( )    i i i i i ix y x y c  ( , )1 2i , где i  и i  − автоморфизмы 

абелевой группы ( , ) iQ , а , 1 2c c Q  − фиксированные элементы. Так как   ll rl , то из (31) вытекает, что 

( , ) ( ) ( ( ) )     1
2 2 2 2 2ll q y y q c   ( , )q y Q .                                                        (39) 

Из (14) и (30) вытекает, что 

( ) ( ) (( ) ( ( ) )) ( )               1
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 1 1 1 1x q c q y q c q c q  

Следовательно, 

( , ) (( ) ( ( ) )) ( )         1
1 2 2 2 2 2 1 1 1 1ll q y y q c q c   ( , )q y Q .                                              (40) 

Таким образом, доказано следующее утверждение. 
Утверждение 17. Предположим, что ( , )1Q  и ( , )2Q  − Т-квазигруппы, причем ( ) ( )    i i i i i ix y x y c  ( , )1 2i , 

где i  и i  − автоморфизмы абелевой группы ( , ) iQ , а , 1 2c c Q  − фиксированные элементы. Тогда для автомата 

Мили ( , , , , )  ll l lA Q Q Q , определяемого упорядоченной парой квазигрупп (( , ),( , )) 1 2Q Q , функции переходов и вы-

ходов обратного автомата ( , , , , )   1
ll ll llA Q Q Q  определяются соответственно формулами (40) и (39). 

3. Модели автоматов Мура. Зафиксируем упорядоченную пару (( , ), )Q , где ( , )Q  − квазигруппа, которая бу-

дет использоваться для определения функции переходов автомата Мура, а : Q Q  − перестановка, которая бу-

дет использоваться для определения функции выходов автомата Мура. 
Функция переходов автомата Мура (как и функция переходов автомата Мили) может быть определена либо 

формулой 
( , )  r q x q x   ( , )q x Q ,                                                                         (41) 

либо формулой 
( , )  l q x x q   ( , )q x Q ,                                                                         (42) 

а функция выходов автомата Мура − либо формулой 
( , ) ( )   r q x q x   ( , )q x Q ,                                                                      (43) 

либо формулой 
( , ) ( )   l q x x q   ( , )q x Q .                                                                       (44) 

Таким образом, для заданной упорядоченной пары (( , ), )Q , где ( , )Q  − квазигруппа, а : Q Q  − отображе-
ние, построены четыре модели автоматов Мура 

( , , , , )  uv u vB Q Q Q   ( , { , })u v l r . 

Отметим, что даже если перестановка : Q Q  задана таблицей, то для нее при логарифмическом весе слож-

ность вычисления образа элемента определяется формулой (| | log | |)T O Q Q  (| | )Q . Поэтому из утверждения 

1 и формул (41)-(44) вытекает, что истинно следующее утверждение. 
Утверждение 18. Предположим, что квазигруппа ( , )Q  задана таблицей Кэли. Тогда при логарифмическом весе 

временная сложность моделирования функционирования автомата Мура ( , , , , )  uv u vB Q Q Q  ( , { , })u v l r  на одном 

такте определяется формулой (| | log | |)T O Q Q  (| | )Q . 

Пусть ( , )Q  − Т-квазигруппа, причем ( ) ( )    x y x y c , где ( , )   − пара автоморфизмов абелевой группы 

( , )Q , а c Q  − фиксированный элемент. Тогда формулы (41)-(44) принимают следующий вид 

( , ) ( ) ( )     r q x q x c   ( , )q x Q ,                                                               (45) 

( , ) ( ) ( )     l q x x q c   ( , )q x Q ,                                                                (46) 

( , ) ( ( ) ( ) )      r q x q x c   ( , )q x Q ,                                                             (47) 

( , ) ( ( ) ( ) )      l q x x q c   ( , )q x Q .                                                             (48) 

Из утверждения 2 и формул (45)-(48) вытекает, что истинно следующее утверждение. 
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Утверждение 19. Предположим, что ( , )Q  − Т-квазигруппа, причем ( ) ( )    x y x y c , где ( , )   − пара ав-

томорфизмов абелевой группы ( , )Q , а c Q  − фиксированный элемент. Тогда при логарифмическом весе вре-

менная сложность моделирования функционирования автомата Мура ( , , , , )  uv u vB Q Q Q  ( , { , })u v l r  на одном 

такте определяется формулой (max{ , , } ) 1 2 3 4T O t t t t  (| | ,| | ) 1 2Q Q , где 1t , 2t  и 3t  − временная сложность 

(при логарифмическом весе) вычисления образа элемента для соответственно отображения  ,   и  , а 4t  − вре-

менная сложность (при логарифмическом весе) выполнения операции в абелевой группе ( , )Q . 

Распространим функции переходов и выходов автомата Мура uvB  ( , { , })u v r l  на множество Q Q  обычным 

образом и для каждого состояния q Q  положим ( , ) ( ) ( , ) 
uvB q vF p q p  ( )p Q . Нетрудно доказать, что истинно сле-

дующее утверждение. 
Утверждение 20. Для каждого автомата Мура ( , , , , )  uv u vB Q Q Q  ( , { , })u v l r , определяемого упорядоченной 

парой (( , ), )Q , где ( , )Q  − квазигруппа, а : Q Q  − перестановка, при каждом начальном состоянии q Q  ото-

бражение ( , )uvB qF  является биекцией. При этом если 1 2q q  ( , )1 2q q Q , то ( , ) ( , )
1 2uv uvB q B qF F , т.е. автомат 

( , , , , )  uv u vB Q Q Q  ( , { , })u v l r  − приведенный. 

Следствие 8. Каждый автомат Мура ( , , , , )  uv u vB Q Q Q  ( , { , })u v l r , определяемый упорядоченной парой 

(( , ), )Q , где ( , )Q  − квазигруппа, а : Q Q  − перестановка, является приведенным автоматом, состояния кото-
рого 1-диагностируемы. 

Следствие 9. Автоматный граф каждого автомата Мура ( , , , , )  uv u vB Q Q Q  ( , { , })u v l r , определяемого упо-

рядоченной парой (( , ), )Q , где ( , )Q  − квазигруппа, а : Q Q  − перестановка, является размеченным полным 

| |Q -вершинным направленным графом с петлей в каждой вершине. 

Следствие 10. Каждый автомат Мура ( , , , , )  uv u vB Q Q Q  ( , { , })u v l r , определяемый упорядоченной парой 

(( , ), )Q , где ( , )Q  − квазигруппа, а : Q Q  − перестановка, является обратимым автоматом. 

Построим обратные автоматы для автоматов Мура ( , , , , )  uv u vB Q Q Q  ( , { , })u v l r . 

Построим автомат ( , , , , )   1
rr rr rrB Q Q Q , обратный для автомата Мура ( , , , , )  rr r rB Q Q Q . 

Из (1) и (43) вытекает, что 

( ) ( ) ( )          1 1
r

q x y q x y q y x .                                                       (49) 
Следовательно, 

( , ) ( )   1
r

rr q y q y   ( , )q y Q .                                                                   (50) 

Из (41) и (49) вытекает, что 

( ( ))       1
r

q x q q q y q . 
Следовательно, 

( , ) ( ( ))    1
r

rr q y q q y   ( , )q y Q .                                                                (51) 

Таким образом, доказано следующее утверждение. 
Утверждение 21. Для каждого автомата Мура ( , , , , )  rr r rB Q Q Q , определяемого упорядоченной парой 

(( , ), )Q , где ( , )Q  − квазигруппа, а : Q Q  − перестановка, функции переходов и выходов обратного автомата 

( , , , , )   1
rr rr rrB Q Q Q  определяются соответственно формулами (51) и (50). 

Следствие 11. Для каждого автомата Мура ( , , , , )  rr r rB Q Q Q , определяемого упорядоченной парой (( , ), )Q , 

где ( , )Q  − квазигруппа, а : Q Q  − перестановка, при задании квазигруппы таблицей Кэли обратный автомат 

( , , , , )   1
rr rr rrB Q Q Q  функционирует в два раза медленнее, чем исходный автомат ( , , , , )  rr r rB Q Q Q . 

Пусть ( , )Q  − Т-квазигруппа, причем ( ) ( )    x y x y c , где ( , )   − пара автоморфизмов абелевой группы 

( , )Q , а c Q  − фиксированный элемент. 
Из (47) вытекает, что 

( ( ) ( ) ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) )                            1 1 1 1q x c y q x c y x y q c x y q c .          (52) 
Следовательно, 

( , ) ( ( ) ( ) )       1 1
rr q y y q c   ( , )q y Q .                                                        (53) 

Из (45) и (52) вытекает, что 

( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) ) ( )                   1 1q x c q q y q c c q y q  
Следовательно, 

( , ) ( )   1
rr q y y   ( , )q y Q .                                                                   (54) 

Таким образом, доказано следующее утверждение. 
Утверждение 22. Предположим, что ( , )Q  − Т-квазигруппа, причем ( ) ( )    x y x y c , где ( , )   − пара ав-

томорфизмов абелевой группы ( , )Q , а c Q  − фиксированный элемент. Тогда для автомата Мура 

( , , , , )  rr r rB Q Q Q , определяемого упорядоченной парой (( , ), )Q , функции переходов и выходов обратного авто-

мата ( , , , , )   1
rr rr rrB Q Q Q  определяются соответственно формулами (54) и (53). 
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Построим автомат ( , , , , )   1
rl rl rlB Q Q Q , обратный для автомата Мура ( , , , , )  rl r lB Q Q Q . 

Из (2) и (44) вытекает, что 

( ) ( ) ( )          1 1
l

x q y x q y y q x .                                                      (55) 
Следовательно, 

( , ) ( )   1
l

rl q y y q   ( , )q y Q .                                                                   (56) 

Из (41) и (55) вытекает, что 

( ( ) )      1
l

q x q q y q q . 
Следовательно, 

( , ) ( ( ) )   1
l

rl q y q y q   ( , )q y Q .                                                               (57) 

Таким образом, доказано следующее утверждение. 
Утверждение 23. Для каждого автомата Мура ( , , , , )  rl r lB Q Q Q , определяемого упорядоченной парой (( , ), )Q , 

где ( , )Q  − квазигруппа, а : Q Q  − перестановка, функции переходов и выходов обратного автомата 

( , , , , )   1
rl rl rlB Q Q Q  определяются соответственно формулами (57) и (56). 

Следствие 12. Для каждого автомата Мура ( , , , , )  rl r lB Q Q Q , определяемого упорядоченной парой (( , ), )Q , 

где ( , )Q  − квазигруппа, а : Q Q  − перестановка, при задании квазигруппы таблицей Кэли обратный автомат 

( , , , , )   1
rl rr rrB Q Q Q  функционирует в два раза медленнее, чем исходный автомат ( , , , , )  rl r lB Q Q Q . 

Пусть ( , )Q  − Т-квазигруппа, причем ( ) ( )    x y x y c , где ( , )   − пара автоморфизмов абелевой группы 

( , )Q , а c Q  − фиксированный элемент. 
Из (48) вытекает, что 

( ( ) ( ) ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) )                           1 1 1 1x q c y x q c y x y q c x y q c .          (58) 
Следовательно, 

( , ) ( ( ) ( ) )      1 1
rl q y y q c   ( , )q y Q .                                                          (59) 

Из (45) и (59) вытекает, что 

( ) ( ) ( ) ( ( ( ) ( ) ))                1 1q x c q q y q c c q  
Следовательно, 

( , ) ( ) ( ( ( ) ( ) ))           1 1
rl q y q y q c c   ( , )q y Q .                                                 (60) 

Таким образом, доказано следующее утверждение. 
Утверждение 24. Предположим, что ( , )Q  − Т-квазигруппа, причем ( ) ( )    x y x y c , где ( , )   − пара ав-

томорфизмов абелевой группы ( , )Q , а c Q  − фиксированный элемент. Тогда для автомата Мура 

( , , , , )  rl r lB Q Q Q , определяемого упорядоченной парой (( , ), )Q , функции переходов и выходов обратного авто-

мата ( , , , , )   1
rl rl rlB Q Q Q  определяются соответственно формулами (60) и (59). 

Построим автомат ( , , , , )   1
lr lr lrB Q Q Q , обратный для автомата Мура ( , , , , )  lr l rB Q Q Q . 

Так как   lr rr , то из (50) вытекает, что 

( , ) ( )   1
r

lr q y q y   ( , )q y Q .                                                                   (61) 

Из (42) и (49) вытекает, что 

( ( ))      1
r

x q q q y q q . 
Следовательно, 

( , ) ( ( ))   1
r

lr q y q y q   ( , )q y Q .                                                              (62) 

Таким образом, доказано следующее утверждение. 
Утверждение 25. Для каждого автомата Мура ( , , , , )  lr l rB Q Q Q , определяемого упорядоченной парой 

(( , ), )Q , где ( , )Q  − квазигруппа, а : Q Q  − перестановка, функции переходов и выходов обратного автомата 

( , , , , )   1
lr lr lrB Q Q Q  определяются соответственно формулами (62) и (61). 

Следствие 13. Для каждого автомата Мура ( , , , , )  lr l rB Q Q Q , определяемого упорядоченной парой (( , ), )Q , 

где ( , )Q  − квазигруппа, а : Q Q  − перестановка, при задании квазигруппы таблицей Кэли обратный автомат 

( , , , , )   1
lr lr lrB Q Q Q  функционирует в два раза медленнее, чем исходный автомат ( , , , , )  lr l rB Q Q Q . 

Пусть ( , )Q  − Т-квазигруппа, причем ( ) ( )    x y x y c , где ( , )   − пара автоморфизмов абелевой группы 

( , )Q , а c Q  − фиксированный элемент. 

Так как   lr rr , то из (53) вытекает, что 

( , ) ( ( ) ( ) )       1 1
lr q y y q c   ( , )q y Q .                                                        (63) 

Из (46) и (52) вытекает, что 

( ) ( ) ( ( ( ) ( ) ) ( )                 1 1x q c q y q c q c q . 
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Следовательно, 

( , ) ( ( ( ) ( ) ) ( )           1 1
lr q y y q c q c   ( , )q y Q .                                               (64) 

Таким образом, доказано следующее утверждение. 
Утверждение 26. Предположим, что ( , )Q  − Т-квазигруппа, причем ( ) ( )    x y x y c , где ( , )   − пара ав-

томорфизмов абелевой группы ( , )Q , а c Q  − фиксированный элемент. Тогда для автомата Мура 

( , , , , )  lr l rB Q Q Q , определяемого упорядоченной парой (( , ), )Q , функции переходов и выходов обратного авто-

мата ( , , , , )   1
lr lr lrB Q Q Q  определяются соответственно формулами (64) и (63). 

Построим автомат ( , , , , )   1
ll ll llB Q Q Q , обратный для автомата Мура ( , , , , )  ll l lB Q Q Q . 

Так как   ll rl , то из (56) вытекает, что 

( , ) ( )   1
l

rl q y y q   ( , )q y Q .                                                                   (65) 

Из (42) и (55) вытекает, что 

( ( ) )      1
l

x q q y q q q . 
Следовательно, 

( , ) ( ( ) )    1
l

ll q y y q q   ( , )q y Q .                                                               (66) 

Таким образом, доказано следующее утверждение. 
Утверждение 27. Для каждого автомата Мура ( , , , , )  ll l lB Q Q Q , определяемого упорядоченной парой 

(( , ), )Q , где ( , )Q  − квазигруппа, а : Q Q  − перестановка, функции переходов и выходов обратного автомата 

( , , , , )   1
ll ll llB Q Q Q  определяются соответственно формулами (66) и (65). 

Следствие 14. Для каждого автомата Мура ( , , , , )  ll l lB Q Q Q , определяемого упорядоченной парой (( , ), )Q , 

где ( , )Q  − квазигруппа, а : Q Q  − перестановка, при задании квазигруппы таблицей Кэли обратный автомат 

( , , , , )   1
ll ll llB Q Q Q  функционирует в два раза медленнее, чем исходный автомат ( , , , , )  ll l lB Q Q Q . 

Пусть ( , )Q  − Т-квазигруппа, причем ( ) ( )    x y x y c , где ( , )   − пара автоморфизмов абелевой группы 

( , )Q , а c Q  − фиксированный элемент. 

Так как   ll rl , то из (59) вытекает, что 

( , ) ( ( ) ( ) )      1 1
ll q y y q c   ( , )q y Q .                                                          (67) 

Из (46) и (58) вытекает, что 

( ) ( ) ( ( ) ( ) ) ( ) ( )                  1 1x q c q y q c q c q y q . 
Следовательно, 

( , ) ( )   1
ll q y y   ( , )q y Q .                                                                   (68) 

Таким образом, доказано следующее утверждение. 
Утверждение 28. Предположим, что ( , )Q  − Т-квазигруппа, причем ( ) ( )    x y x y c , где ( , )   − пара ав-

томорфизмов абелевой группы ( , )Q , а c Q  − фиксированный элемент. Тогда для автомата Мура 

( , , , , )  ll l lB Q Q Q , определяемого упорядоченной парой (( , ), )Q , функции переходов и выходов обратного авто-

мата ( , , , , )   1
ll ll llB Q Q Q  определяются соответственно формулами (68) и (67). 

4. Приложения автоматов на квазигруппах. 
4.1. Математические модели поточных шифров. 
Каждый автомат ( , , , , )  uv uv uvC Q Q Q  ( { , }, , { , }) C A B u v r l  является обратимым автоматом. Поэтому любая 

упорядоченная пара инициальных автоматов (( , ),( , ))1
uv uvC q C q  ( )q Q  представляет собой математическую модель 

поточного шифра, в которой инициальный автомат ( , )uvC q  используется для шифрования информации, а иници-

альный автомат ( , )1
uvC q  − для ее расшифрования. 

Анализ построенных в предыдущих двух разделах обратных автоматов 1
uvC  ( { , }, , { , }) C A B u v r l  показывает, 

что в процессе шифрование/расшифрование оба автомата uvC  и 1
uvC  движутся в пространстве состояний Q  по 

одной и той же траектории в одном и том же направлении. Это обстоятельство может быть эффективно использо-
вано для организации дополнительного контроля ошибок, возникающих при передаче информации по каналу связи. 

При использовании пары инициальных автоматов (( , ),( , ))1
uv uvC q C q  ( )q Q  в качестве математической модели по-

точного шифра естественно выбирать начальное состояние q  в качестве части секретного сеансового ключа, автомат 

uvC  − в качестве секретного ключа средней длительности, а упорядоченную пару (( , ),( , )) 1 2Q Q  (для автомата Мили) 

и упорядоченную пару (( , ), )Q  (в случае автомата Мура) − в качестве секретного долговременного ключа. 

Каждый автомат uvC  ( { , }, , { , }) C A B u v r l  является приведенным 1-диагностируемым автоматом. Поэтому 

идентификация начального состояния q  автомата uvA  сводится к решению при известных значениях , x y Q  

уравнения 2q x y  (если v r ) и уравнения 2x q y  (если v l ). Аналогичным образом, идентификация на-

чального состояния q  автомата uvB  сводится к решению при известных значениях , x y Q  уравнения ( ) q x y  
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(если v r ) и уравнения ( ) x q y  (если v l ). Отсюда вытекает, что сложность идентификации начального со-

стояния q  автомата uvC  не ниже, чем сложность решения простейшего уравнения в квазигруппе. 

В этой связи привлекательным является то обстоятельство, что достаточно высокой является сложность решения 
уравнения в квазигруппах, заданных в неявном виде. Нетривиальным классом таких квазигрупп являются Т-квазигруппы. 

Действительно, пусть ( , )Q  − заданная в неявном виде абелева группа (которая может рассматриваться как часть 

секретного ключа), а ( , )   − пара автоморфизмов этой абелевой группы (которая также может рассматриваться как 

часть соответствующего секретного ключа). Тогда заданная в неявном виде квазигруппа ( , )Q , где 

( ) ( )    x y x y c , где c Q  − фиксированный элемент (который также может рассматриваться как часть соответ-
ствующего секретного ключа), является Т-квазигруппой. Для того чтобы решать уравнения в этой квазигруппе необхо-
димо вначале решить задачи идентификации пары автоморфизмов ( , )   и элемента c . Известно, что эти задачи 
идентификации являются трудными задачами. При этом необходимым условием для решения этих задач является 
наличие у криптоаналитика средств, обеспечивающих проведение с исследуемым автоматом, при возможности уста-
новки его в требуемые начальные состояния, кратных экспериментов заранее неизвестной кратности и высоты. 

Задача идентификации секретного сеансового ключа существенно усложняется, если используется нестацио-
нарная модель поточного шифра. Общая схема такого шифра была предложена в [10]. Основная идея этой схемы 
состоит в том, чтобы инициализация псевдослучайных генераторов управляла выборами автоматов, принадлежа-
щих заданному семейству автоматов, а также выбором начального состояния этих автоматов. Таким образом, сек-
ретным сеансовым ключом является именно настройка псевдослучайных генераторов. 

Нетривиальным примером, заслуживающим отдельного исследования при построении нестационарных моде-
лей поточных шифров, являются семейства автоматов, определяемые системой обратных квазигрупп. Безуслов-
ным достоинством этих семейств автоматов является быстрый переход от одного автомата к другому. 

4.2. Семейства хэш-функций. 
Автоматы без выхода, соответствующие автоматам ( , , , , )  uv uv uvC Q Q Q  ( { , }, , { , }) C A B u v r l , имеют вид 

( , , ) uv uvD Q Q . Каждый инициальный автомат ( , )uvD q  ( , { , }, ) u v r l q Q  реализует отображение ( ) :  uv
q Q Q  

( )q Q , определяемое равенством ( ) ( ) ( , )  uv
q uvp q p  ( )p Q . Это отображение представляет собой математиче-

скую модель некоторой хэш-функции. Таким образом, каждый инициальный автомат ( , )uvD q  ( , { , }, ) u v r l q Q  оп-

ределяет некоторое семейство хэш-функций. 
Как было установлено выше, автоматный граф автомата ( , , ) uv uvD Q Q  ( , { , })u v r l  является размеченным 

полным | |Q -вершинным направленным графом с петлей в каждой вершине. Нетрудно доказать, что каждое ото-

бражение ( ) :  uv
q Q Q  ( , { , }, ) u v r l q Q  удовлетворяет следующим двум условиям: 

1) для любых , q q Q  истинно равенство 
( )| { | ( ) } |   1uv
qx Q x q ; 

2) для любых , , q q q Q  ( )q q  истинно равенство 
( ) ( ){ | ( ) } { | ( ) }         uv uv
q qx Q x q x Q x q . 

В [11] показано, что отображения, удовлетворяющие этим условиям, представляют собой хэш-функции, обла-
дающие высокой вычислительной стойкостью. Поэтому исследование возможности применения автоматов без вы-
хода, определенных на квазигруппах, в качестве математических моделей семейств криптографических хэш-
функций является актуальной с теоретической и прикладной точки зрения. 

Заключение. В настоящей работе определены и исследованы автоматные модели Мили и Мура, заданные ре-
куррентными соотношениями над конечными квазигруппами и показана возможность их  использования при по-
строении поточных шифров и криптографических хэш-функций. Полученные результаты показывают, что особый 
интерес представляют автоматные модели, заданные рекуррентными соотношениями на конечных Т-квазигруппах. 

Детальный анализ структуры и свойств таких автоматов в зависимости от абелевой группы, ее автоморфизмов 
и элементов, используемых при определении Т-квазигруп, представляет возможное направление дальнейших ис-
следований. Другое направление связано с анализом сложности решения задач идентификации для таких автома-
тов, что в конечном итоге характеризует вычислительную стойкость отображений, реализуемых этими автоматами. 
Третье направление исследований  состоит в детальном анализе вычислительной стойкости поточных шифров и 
хэш-функций, определяемых на основе введенных моделей автоматов. 
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АВТОМАТИ НА КВАЗІГРУПАХ ТА ЇХ ЗАСТОСУВАННЯ 
У даній роботі визначено та досліджено моделі автоматів Мілі та Мура, які визначено рекурентними співвідношеннями на скінченних квазігрупах 

загального виду, а також на Т-квазігрупах. Моделі автоматів Мілі, а також моделі автоматів Мура, які запропоновано в даній роботі, відрізняються 
одна від одної незалежним вибором лівого, або правого множення стану автомату на вхідний символ при визначенні функцій переходів та виходів 
автомату. Встановлено, що запропоновані автоматні моделі є оборотними автоматами. Для кожної з запропонованих моделей побудовано та 
досліджено обернений автомат. Оцінена часова складність обчислень, які здійснюють запропоновані автоматні моделі. Показана можливість засто-
сування запропонованих автоматів Мілі та Мура у якості математичних моделей поточних шифрів, а також можливість застосування відповідних 
автоматів без виходу у якості математичних моделей криптографічних геш-функцій. 

Ключові слова: скінченні квазігрупи, Т-квазігрупи, автомати Мілі та Мура, оборотні автомати, поточні шифри,криптографічні геш-функції. 
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AUTOMATA OVER QUASIGROUPS AND THEIR APPLICATIONS 
In the given paper there are defined models of Mealy and Moore automata that are presented via recurrence relations over finite quasigroups of general type as 

well as of T-quasigroups. Models of Mealy automata as well as of Moore automata proposed in the given paper differ from each other by independent choice of the 
left or right multiplication of the state of an automaton by the input symbol. It has been established that proposed automata models are invertible ones. For each 
proposed model the inverse automaton has been designed. Time complexity for computations carried out by proposed automata models has been estimated. It has 
been illustrated the possibility of application of proposed Moore and Mealy automata in the role of mathematical models of stream ciphers as well as the possibility of 
application of corresponding automata without output function in the role of mathematical models of cryptographic hash-functions. 

Keywords: finite quasigroups, T-quasigroups, Mealy and Moore automata, invertible automata, stream ciphers, cryptographic hash-functions. 
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CONVERGENCE OF SOLUTIONS OF NONLINEAR SYSTEMS 
 

One of the main requirements for the mathematical models of dynamic systems is the requirement of stability of their solutions, in 
particular the stability of stationary equilibria. At the time, the fact of establishing stability for most technical systems is insufficient. 
Even for linear time-invariant systems is the presence on the diagonal terms can lead to a "large emissions" at the end times. This can 
destroy the technical systems. In the report the system of linear equations stationary is considered. The research is conducted using the 
second method of Lyapunov with quadraric type function. Majoring estimate of the convergence solutions is received. In the future, we 
consider the nonlinear system with quadratic right-hand side. It is assumed that the linear part of the system is the asymptotically 
stable. Estimate of the area of no stability is reserved. For solutions from the field of no stability by the convergence of solutions to the 
equilibrium position is calculated [1–10].       

Key words: stability, Lyapunov function, differential equations, delay. 
 

INTRODUCTION. When solving practical tasks establish only one fact stability is often not enough. So all solutions of 
the linear system  

x x y    , y y   
asymptotically stable under arbitrary  . However, their convergence depends on the parameter  . When 0  the so-

lution of the Cauchy problem has the form 

   0 tx t x e ,    0 ty t y e . 

And all solutions tend to zero monotonically to the equilibrium position. When 0   the solution of the Cauchy problem 

  00x x ,   00y y  has the form  

   0 0
tx t x ay t e  ,   0

ty t y e . 

At 2   at the time  
2 2
0 0 0 0

1
0 02

x y ax y
t

ax y

 
  

"emission trajectory" and its maximum value has the form  

    1
1 0 0 1

tx t x ay t e  ,      1
1 0 ty t y e . 

Thus, important is not so much the establishment of the fact of sustainability as having quantitative estimates of the be-
havior of solutions.  

SYSTEM WITHOUT DELAY. In this section, we consider linear stationary systems and systems with quadratic right-hand 
side with one lag. Estimates of convergence of decisions are received with use of a method of square functions of Lyapunov. 

Linear stationary systems. Estimates of convergence solutions for linear time-invariant systems 
   x t Ax t                                                                                   (1.1) 

can be obtained using the method of Lyapunov quadratic functions. The Lyapunov function is taced as a quadratic form 

  TV x x Hx , where H  the symmetric positive definite matrix is a solution of the Lyapunov equation 

© Khusainov D., Kamratov S., Dzhalladova I., 2016 
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TA H HA C   .                                                                           (1.2) 
For quadratic functions have a two-way evaluation  

     min max
2 2

H x V x H x    .                                                               (1.3) 

Here  min H ,  max H  the extreme eigenvalues of a symmetric, positive definite matrices H , under vector and matrix 

norms are understood  

   
1
2

2

1

n

i
i

x t x t


   
 
 ,   max

TB B B  . 

The complete derivative of the Lyapunov function along the trajectory of system (1.1) has the form 

       T Td
V x t x t A H HA x t

dt
  . 

You know, if the matrix A  is asymptotically stable, a matrix Lyapunov equation  
TA H HA C   ,                                                                             (1.4) 

has a unique solution positive definite matrix H  with arbitrary positive definite matrix C .  
Using it, we obtain a linear differential inequality 

    
    min

max

Cd
V x t V x t

dt H


 


. 

The solution is to 

       
 

min

max

exp0
C

V x t V x t
H

    
  

. 

And, again using (1/3) to solve system (1.1) we obtain  

       exp
1

0
2

x t x H H t
     
 

,    
 

max

min

H
H

H


 


,  

 
 

min

max

TA H HA
H

H

  
 


.                        (1.5) 

 
Quadratic systems. Let`s consider the following a system with non-linearity of the particular (individual) forms  namely 

systems with quadratic right-hand side, written in vector-matrix form   

       Tx t Ax t X t Bx t


  .                                                                      (1.5) 

where  , ,...,1 2
T

nB B B B  rectangle 2n n  matrix consisting symmetric matrix n n   matrix iB , ,1i n ,  

...

...

. . ... .

...

11 12 1

12 22 2

1 2

i i i
n

i i i
n

i

i i i
n n nn

b b b

b b b
B

b b b

 
 
   
 
  

, ,1i n , 

       , ,...,1 2
T

nX t X t X t X t     rectangular 2n n  matrix consisting of square n n   matrix  iX t , in which the i  х 

rows are vectors  x t , the other elements are zero, i.e.  

 

     ...

...

. . ... .

...

1 2

1

0 0 0

0 0 0

nx t x t x t

X t

 
 
 
 
 
  

,        
...

...

. . ... .

...

1 2
2

0 0 0

0 0 0

nx t x t x t
X t

 
 
 
 
 
 

,…,  

     

...

...

. . ... .

...1 2

0 0 0

0 0 0
n

n

X t

x t x t x t

 
 
 
 
 
  

. 

Let the matrix A  of the linear part of (2.1) is asymptotical stable. Then as it follows from the theory of stability of the lin-
ear approximation, the zero solution of a nonlinear system is also asymptotical stability. If it's taken as a quadratic form 

  TV x x Hx  of the Lyapunov function, then its derivative with respect to the system (2.1) has the form 

             T T T Td
V x t x t A H HA B X t H HX t B x t

dt
      .                                          (1.6) 

If matrix A  is asymptotical stable, then for any positive definite matrix C , there is Lyapuvov matrix equation (1.2) has a 
unique solution, a positive definite matrix C . Taking in account that the solution of this Lyapunov equation, we obtain  

           T T Td
V x t x t C B X t H HX t B x t

dt
      .                                                 (1.7) 

The stability domain of the zero equilibrium is the interior surface of the level of the Lyapunov function, whithing the area 

 :0
n T TG x R C B XH HX B      , 

where the symbol denotes 
T TC B XH HX B     

is positive definition of matrix. 
Let`s replace this condition with more "rough." Since, by the selected matrix and vector norms, then the total derivative 

of the Lyapunov function is satisfied 

        min
2

2
d

V x t C H B x t x t
dt

      .                                                      (1.8) 
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Denote 

 
:0

1

2
n H

G x R x
B

     
  

.                                                                   (1.9) 

Then the region of "guarantee" stability has the form  

 max :
0 0

0
r r r

r
G G G G


  ,  : 2n T

rG x R x Hx r   .                                                 (1.10) 

If it follows from this dependence to determine the "maximum" of sustainable it should be placed inside a sphere of radius  

 
2

H
R

B


 ,  

 
 

min

max

TA H HA
H

H

  
 


 

ellipse 2Tx Hx r  and "stretch" r   as long as the ellipse touches the sphere.  
We obtain an estimate of the convergence, the initial position of with it to "guarantee of stability". 
Тheorem 1.1. Suppose the matrix A  of the linear part of system (2.1) asymptotically stable. Тhen the trivial solution of 

the system is asimptotically stable and for your solutions with initial conditions  
0

0 rx G  

     

     
 

   
1

2

0

2 0 2 0
H t

H x
x t

H B H x e B H x




      

                                              (1.11) 

are hold next estimates convergence 
Nonlinear systems in general form. Consider a nonlinear system with a dedicated linear part 

 x Ax R x                                                                              (1.12) 

The total derivative of a quadratic Lyapunov function by virtue of the system (3.1) has the form 

            2T T Td
V x t x t A H HA x t x t HR x t

dt
   . 

Let the vector functional  R x  of a higher order than the first, and satisfies the condition, 

  1
R x N x


 , 0N  , 1  . 

Тhen we get 

          min max
2 2

2
d

V x t C x t H N x t
dt


    .                                                (1.13) 

As for systems with a square right-hand side, write  

          min max
2

2
d

V x t C H N x t x t
dt

       
. 

And in a bowl  

 
 

min

max

:

1

2
n C

G x R x
H N





            

 

full derivative is negative definite. A guaranteed region of asymptotic stability is given by 

 max :
0

r r r
r

G G G G
 


  ,  : 2n T

rG x R x Hx r   . 

Obtain an estimate of the convergence solutions of the system (3.1), the initial conditions of the buyout are in the stabil-
ity region. Now we have next theorem: 

Тheorem 1.2. Let the matrix A  of the linear part of the non-linear system (3.1) is asymptotically stable. Тhen the zero 
solution of the system (1.12) is asymptotically stable and its solution satisfying the initial conditions 

 
0

0 rx G , 

we have the following convergence estimate 

     

     
 

   

1

2

0

2 0 2 0
H t

H x
x t

H N H x e N H x






 
    
         

.                                           (1.14) 

Remark 3.1. At 1   we receive estimates of systems with square right part. 
SYSTEM WITH DELAY. Research of systems of the differential equations with the deviating argument with use of the 

second method of Lyapunov is conducted in two directions.  
In one of them, Krasovskii N. N. proposed to consider the segment of the trajectory ( )x t s , 0s    as a point in a 

banach space. And ( ) 0x t  systems with an after-effect (with delay or neutral type) to consider research of stability of the 

zero decision how research of stability of a point ( ) 0x t   systems of the differential equations determined in functional 
space. Instead of Lyapunov's functions Lyapunov-Krasovsky's functionalities were entered, respectively. Theorems of sta-
bility and asymptotic stability were as appropriate formulated. The value of a method was its theoretical completeness. 
Theorems (generally) had necessary and sufficient character. Essential weakness of a method was difficulty in case of 
creation of functionality (especially for nonlinear systems) a specific type. 

There is a system of the differential equations with the late argument  

( ) ( ( ), ( )),x t F x t x t


   ,0t  ( ) nx t R , 
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meeting a condition ( , )0 0 0F  , i.е. having the solution of zero   0x t  . If there is a functionality  ( )V x t , that satisfies the 

bilateral estimates  

     ( ) ( ) ( )a x t V x t b x t  , 

whose derivative along the solutions ( )x t  

      ( ) lim ( ) ( ), ( ) ( )
0

1
h

d
V x t V x t hF x t x t V x t

dt h
         

is a functional satisfying the condition 

 ( ) ( )
d

V x t c x t
dt

    , 

where  ,a    b  ,  c   – a continuous, monotonically increasing on the half-line R  functions that satisfy the conditions 

( ) ( ) ( )0 0 0 0a b c   , 

and ( )x t  – a certain norm in a function space  ,
1

0C  , the solution ( ) 0x t   is asymptotically stable. 

In the second direction of the second Lyapunov method proposed by Razumikhin B. S., has been used as before, nite-
dimensional Lyapunov functions. But when evaluating the total derivative in force of system with delay was used an addi-
tional condition, called "condition Razumihin's". 

As follows from the definition of stability of the zero solution and the basic theorems of the Lyapunov type, the initial dis-
turbance is within the level surfaces of the Lyapunov function. In the proof of theorems of Lyapunov type, on the contrary, it 
is assumed that the decision was reached – the neighborhood of the origin. This neighborhood contains the area inside the 
level surface. It is proved that this is impossible, since the vector field of the system is inside (the derivative of the Lyapunov 
function is negative defined). Razumihin B. S. proposed to estimate the derivative of a nite-dimensional Lyapunov function 
under the assumption that prehistory is not in an arbitrary point in phase space, and inside the level surfaces of the 
Lyapunov function. Analytically, this condition has the  

   ( ), ( ),V x s s V x t t ,  s t . 

Benefit of this approach was the possibility of use of well developed device of finite-dimensional functions of Lyapunov 
(especially for nonlinear systems). It should be noted that in case of practical research of systems with an after-effect both 
approaches give (generally) only sufficient stability conditions and majorant estimates of convergence of decisions. 

Linear systems. The method of Lyapunov functions with the condition Razumihin's. Stability, uniform delay and stability 
that depends on the deviation of the argument. 

In this part of the report describes the estimation of convergence of solutions of linear stationary systems of differential-
difference equations with retarded argument  

( ) ( ) ( ),x t Ax t Bx t


      0t  ,  0  ,  ( ) nx t R .                                                  (2.1) 
As a rule, for linear dynamic systems using the Lyapunov function of quadratic form. Let us estimate the convergence of 

the solutions ( )x t ,  0t   system (2.1.1) is obtained using the finite-dimensional Lyapunov functions. Using the inequality of 
quadratic forms, the condition Razumihin's B. S. can be written as follows 

   min max( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

H x s V x s V x t H x t     . 

From here we receive 

( ) ( ) ( )x s H x t  ,  max

min

( )
( )

( )

H
H

H


 


. 

The conclusion about the stability of the system (2.1) will be made on the basis of "comparing" it with some so-called 
"model" system (comparison system) with the "stability margin"  

    ( )x t A B x t


  .                                                                            (2.2) 

It is assumed that the system (2.2) is asymptotically stable. In this case as the symmetric, positive definite matrix H , in-

cluded in the Lyapunov function   TV x x Hx , you can take the solution of the matrix Lyapunov equation 

   T
A B H H A B C     ,                                                                   (2.3) 

which, if any positive definite matrix C  has a unique solution – positive definite matrix H . 
The conditions of asymptotic stability of system (2.1.1), independent of the lag 0  , have the following form. 
Тheorem 2.1. Suppose that the system without delay (2.1) is asymptotically stable. Let there exist a positive definite ma-

trix H , which is the solution of the matrix equation (2.1.3), at which the following inequality is satisfied  

    min 2 1 0TA H HA HB H       ,   max

min

( )

( )

H
H

H


 


,                                       (2.4) 

Then the system with delay (2.1) is asymptotically stable for any delay 0  . 

And for any solution of ( )x t  of system (2.1) at 0t   will run ( )x t   , only  ( )0x

   , where  

 
 H


  


.                                                                            (2.5) 

The conditions stated in theorem 2.1.1, provide exponential stability, i.e. there are constant 0N   and 0  , which is true 

( ) ( )
1

20
t

x t N x e
 


 , 0t  . 
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When obtaining these values nonautonomous function of Lyapunov is already used  , t TV x t e x Hx , where matrix H  

is the solution of the matrix Lyapunov equation, a constant 0   depends on system parameters. 

Тheorem 2.2. Let the system without delay (2.1.2) asymptotically steady also exist positively certain matrix of H , which 
is the solution of the equation of Lyapunov (2.1.3), at which the inequality is fair (2.1.4). Then for decisions ( )x t  of system 
with delay (2.1.1) the following assessment of exponential decrease is fair  

 ( ) ( ) exp
1

0
2

x t H x t


     
 

, 0t  ,                                                           (2.6) 

where 

 
 

min max

min

( )
ln

( ) ( ) ( )

11
2

2 2 2 1

C HB H

HB H C HB H

         
        

,                                          (2.7) 

   T
C A B H H A B     . 

Let us formulate conditions for asymptotic stability, depending on the value 0  . 
Тheorem 2.3. Let the system without delay (2.1.2) asymptotically be steady. Then at 0   , where 

   
min ( )

0
2

C

HB A B H


 

 
                                                                     (2.8) 

is asymptotically stable and the system with delay (2.1.1). At the same time for any decision ( )x t  system (2.1.1) of 0t   

will run ( )x t   , only  ( ) ,0x

    , where 

 
 

,
1

Ae

B H

  
   

  
.                                                                      (2.9) 

Get estimates for the convergence of the solutions ( )x t  assuming the conditions of the theorem. The proof will be car-

ried out using a non-Autonomous Lyapunov function  , t TV x t e x Hx . 

Тheorem 2.4. Let the system without delay (2.1.2) asymptotically be steady. Then at 0   , where 0  identified (2.8), it 

is defined in (2.8), for any decision ( )x t  system (2.1.1) at t    the following exponential assessment of convergence will 
be carried out 

     ( ) exp
1

1
2

x t H B A t
          
 

,                                                 (2.10) 

where 

 max

min

( )

( ) ln

1
1H

C

 
 

  


 

,  
0


 


,                                                         (2.11) 

2.2. Receiving exponential estimates of convergence of solutions of the equations with delay by method of functional-
ities of Lyapunov-Krasovsky  

Again we will consider linear system with one delay  

( ) ( ) ( )x t Ax t Bx t


                                                                        (2.12)   
Most natural to take the functional quadratic form 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

T TV x t x t Hx t x t s Gx t s ds


                                                       (2.13) 

with positive definite matrix H  and G . This functionality satisfies the bilateral estimates  

 min min max max( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2 2
H x t G x t V x t H x t G x t                                     (2.14) 

where 

( ) ( )

1
0 2

2

2
x t x t s ds



 
  
 
 , 

min ( ),   max ( )   – minimum and maximum own numbers of the corresponding symmetric, positively certain matrixes. 

For a functionality derivative  ( )V x t  owing to system (2.1) the ratio is fair  

    ( )
( ) ( ), ( )

( )

T
T T

T

A H HA G HB x td
V x t x t x t

x tdt B H G

      
           

. 

Here 

     min( ) , ( ) ( )
2 2d

V x t S G H x t x t
dt

     , 

where 

 ,
T

T

A H HA G HB
S G H

B H G

    
  

  
. 
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Thus, if there exist a positive definite matrix H  and G , under which the matrix  ,S G H  will also be positive definite, the 

system (1.2.3) is uniformly asymptotically stable for the delay 0  . 
Currently, there are a lot of types of functionals of sums of quadratic forms and integrals of quadratic forms. The sim-

plest are  

[ ( )] ( ) ( ) ( ) ( )0 0

t
T T

t

V x t x t H x t x s H x s ds


     

where 0H  a positive definite matrix, and 0    is some constant. Considered a functional of the form  

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ) (1 2 1 2 1 20 2
t t t

T T T T

t t t

V x t x t H x t x t H s t Bx s ds x s B H s s Bx s ds ds
  

          

A number of studies have used the most general form of a quadratic functional  

     

   

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) , ( )

, , ( ) .

0 0

0 0

1 1 2 2 1 2

T T T T

T

V t x t x t P t x t x t Q t s x s ds x s Q t s ds x t

x s R t s s x s ds ds

 

 

   
      

   



 

 

 

Here ( ), ( , ), ( , , )1 2P t Q t s R t s s – square matrix, ( )P t  – symmetric, positive definite matrix, ( , , )1 2R t s s – symmetric matrix. It 

is assumed that the elements of these matrices are limited and have piecewise continuous derivatives. 
However, the conditions of stability, formulated in terms of this functional, contain a system of matrix differential equa-

tions with cumbersome boundary conditions and almost never used. 
Consider the possibility of establishing convergence estimate for solutions  ( ),x t   ( ) ( ),x t t    0t    systems of the 

form (2.2.1). For this, we use the functional of the form 

 ( ), ( ) ( ) ( ) ( )
0

t T s TV x t t e x t Hx t e x t s Gx t s ds 



 
    

 
 .                                                 (2.16) 

We denote 

   max

min

,
( )11

H
H

H


 


max

min

( )
( , ) ,

( )12
G

G H
H


 


  max

min

( )
( , ) ,

( )21
H

G H
G


 


  max

min

( )
( )

( ).22
G

G
G


 


, 

 ,
T

T

A H HA G HB
S G H

B H G

    
  

  
.                                                                (2.17) 

Fairly following statement.  
Theorem 2.5. Let there exist a positive definite matrix G  and H , in which the matrix  ,S G H  is also positively defined. 

Then the system (2.1) is asymptotically stable and its solutions ( )x t  fair the following upper exponential estimates for the 
convergence  

,
( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) exp11 12

1
0 0

2
x t H x G H x t

 
           

,  ,0t                                       (2.18) 

and 

 , ,
( ) , ( ) ( ) ( ) exp ,21 22

1
0 0

2
x t G H x G x t

   
           

  0t  ,                                     (2.19) 

where 

    min min min

max max max

, ( ) ( )
, min ,

( ) ( ) ( )
1

S G H G G

H G G

                   
,                                               (2.20) 

The value 0  can be arbitrary when 

  min max, ( )S G H G    

and 

  
max

max min

( )
ln

( ) ,

1 G

G S G H

     
     

, 

if 

    min max, .S G H H    

Value   satisfies the condition    . 

Consider the case, where could not find matrix G  and H , in which the matrix  ,S G H  will be positive definite.  

We denote 

 , ,
T

T

A H HA H G HB
S G H

B H G

      
   

  
.                                                      (2.21) 

Obviously, due to the choice of the scalar 0    a matrix   , ,S G H   can always be positive definite.  

Lemma 2.1. Let the matrix G , H  is positive definite and the following inequality is satisfied  

min

max ( )

1T TA H HA G HBG B H

H

       


                                                         (2.22) 
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Then the matrix will also be positive definite.  
Using this lemma, we get the following statement. 
Тheorem 2.6. Let there are (or aren't found) a positive definite matrix G , H , at which the matrix  ,S G H  is also posi-

tively defined. If the value   is selected according to inequality (2.2.11) and    , for solutions of ( )x t  system (2.1) is true 

upper exponential estimates for the convergence (2.2.7) 

,
( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) exp11 12

1
0 0

2
x t H x G H x t

 
           

,  ,0t   

 , ,
( ) , ( ) ( ) ( ) exp ,21 22

1
0 0

2
x t G H x G x t

   
           

  0t  , 

And 

    min min min

max max max

, , ( ) ( )
, min ,

( ) ( ) ( )
1

S G H G G

H G G

                      
,                                        (2.23) 

The value   can be arbitrary when  

  min max, , ( )S G H G     

and 

  
max

max min

( )
ln

( ) , ,

1 G

G S G H

     
      

, 

If  

    min max, ,S G H H    . 

Remark 2.1. As for the value 
,

( )
2

x t
 

 value upper bounds  

,
( ) ( )

0
2 sx t e x t s ds
 


     max

02

0

s

s
x t s e ds

  
    ( ) ( )

21
1 e x t x t

 
   


,  

where 

 ( ) max ( )
0s

x t x t s  
  , 

the inequality (2.2.7) can be replaced by the following 

( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ,
1

2
11 120 0

t
x t H x G H x e

 


        0t  , 

or even 

( ) ( ) ( , ) ( ) ,
1

2
11 12 0

t
x t H G H x e

 


        0t  ,                                                (2.24) 

Remark 2.2. Because marantao type, they contain two free parameter   and  , and where in the second theorem   

can be negative. If you set the task of finding "optimal estimation" in given class of functionals, the parameters   and   can 

be calculated exactly. 
Consider the scalar linear differential equation with constant delay 

( ) ( ) ( )x t ax t bx t


     , 0a  , 10 t t  ,  0  .                                           (2.25) 

The functional of Lyapunov-Krasovskii functional has the form  

 ( ), ( ) ( )
0

2 2t sV x t t e hx t g e x t s ds 



 
   

 
 ,                                                    (2.26) 

where 0h  , 0g   the positive constants. To make divergent perturbations on a finite time interval. Because 0h  , 0g   

scalaria value, it6 

min max( ) ( )H H h    ,  min max( ) ( )G G g    . 

For the full derivative of the functional along the solutions of an equation is the equality  

   ( ), ( ) ( )2 2
t

tt

t

d
V x t t e hx t g e x d

dt
 



 
      

 
   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22te hx t ax t bx t gx t ge x t           

  ( )2
t

tt

t

e g e x d 



 
    

 
 . 

We rewrite it in the form 

     ( ), ( )2
t

tt

t

d
V x t t e g e x d

dt
 



 
        

 
  

( )
( ), ( )

( )

2t ah g hb x t
e x t x t

hb g x t
    

        
 

 ( ) ( )2 21t te hx t e e gx t        . 

We find 0h  , 0g   from the condition of maximum positive definiteness of matrix  

 ,
2ah g hb

S g h
hb g

  
   

. 
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If the parameters of the equation and the functional of Lyapunov-Krasovskii functional such that then  

  2 22 0g ah g h b   , 

as follows from the Sylvester criterion, the matrix  ,S g h  will be positive definite. Because 0h  , 0g  , given the uniform-

ity, put 1h   can rewrite the inequality as  

  22 0g a g b   . 

A function ( ) ( ) 22F g g a g b    on a variable g  represents a parabola with downward branches. And its extreme value 

it takes in g a . Thus, the "maximum positive definiteness" of the matrix  ,S g h  will be at g a . And the functional of 

Lyapunov-Krasovskii functional will take the form  

   ( ), ( ) ( )2 2
t

tt

t

V x t t e x t a e x d 



 
    

 
 . 

In this case, the matrix  ,S g h  has the form 

 ,
a b

S g h
b a

 
   

. 

Here 

 
,

( ) ( ) ( )
1

2 2 20 0
t

x t x a x e
 

 
  ,  

 
, ,

( ) ( ) ( )
1

2 2 21
0 0 0

t
x x x e

a

 

   
  , 0t  . 

We denote 

   min ,a b     . 

Since the value   is subject to the extremum, we get the following the most accurate assessment of convergence.  

Statement 2.1. Let the condition be satisfied a b . Then the scalar equation is asymptotically stable and fair solutions 

to an exponential estimation convergence 

,
( ) ( ) ( )

1
2 2 20 0

t
x t x a x e

 

 
  ,  

, ,
( ) ( ) ( )

1
2 2 21

0 0
t

x t x x e
a

 

   
  , 0t  , 

where  

min , ln
1 a

a b
b

     
  

. 

The estimation of perturbations in the case of unstable equations. We rewrite the expression for the total derivative in 
the form 

     ( ), ( )2
t

tt

t

d
V x t t e g e x d

dt
 



 
        

 
  

 
( )

( ), ( )
( )

2t ah g h hb x t
e x t x t

hb g x t
      

         
  ( )21te e gx t    . 

Let 1h  , g a . Then 

 , ,
a b

S g h
b a

   
    

,   min , , 2 21 1

2 4
S g h a b        . 

We assume that a b , i.е. the equation is unstable. Then when 

2 2a b

a


   

the matrix  , .S g h   is positive definite, i.е. 

  min , , 0S g h    

and the expression for the total derivative of the functional can be written in the form  

    min( ), , , ( )
2td

V x t t e S g h x t
dt

          min , , ( )
2

1te S g h e a x t          ,
( )

2te a x t
 

   . 

The value 

  min , , 2 21 1
0

2 4
S g h a b          , 

is always negative. When 

ln
2 2

1

1 1
2 4

a

b

 


   
 

for the total derivative of the functions will run inequality 

    min( ), , , ( )
2td

V x t t e S g h x t
dt

      ,
( )

2te a x t
 

    . 
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Statement 2.2. Let the condition be satisfied  a b . Then the equation is unstable and the solutions fair the following 

exponential estimate  

,
( ) ( ) ( )

1
2 2 20 0

t
x t x a x e

 

 
  ,  

, ,
( ) ( ) ( )

1
2 2 21

0 0 0
t

x x x e
a

 

   
  , 

2 2a b

a


  , 0t  . 
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ЗБІЖНІСТЬ РОЗВ'ЯЗКІВ В НЕЛІНІЙНИХ СИСТЕМАХ 
Однією з головних вимог математичного моделювання динамічних систем є вимога стійкості їх розв'язків, зокрема стійкість стаціонарної рівно-

вагі. В той же час, наявність стійкості стаціонарної рівновагі для більшості технічних систем не  достатня. Навіть для лінійних інваріантних за 
часом систем в теперішньому стані зсуви на діагональних членах можуть призвести до великих збурень. Це може зруйнувати систему. В статті 
розглядаються системи лінійних стаціонарних систем. Для дослідження використовується другий метод Ляпунова з функцієй квадратичного типу. 
Отримані оцінки збіжності розв'язків. В майбутньому и розглянуто нелінійні системи з квадратичною правою частиною. Припущено, що лінійна час-
тина асимптотична стійка. Отримані оцінки області стійкості. Для розв'язків з області стійкості обчислено збіжність розв'язків до стану рівновагі. 

Ключові слова: стійкість, функція Ляпунова, диференціальні рівняння, запізнення. 
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СХОДИМОСТЬ РЕШЕНИЙ В НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМАХ 
Одним из главных требований математического моделирования динамических систем есть требование устойчивостих решений, в частности, 

устойчивость стационарного положення равновесия. В то же время, существование устойчивости стационарного решения для більшинства тех-
нических систем не является достатным. Даже для линейних стационарных систем возмущения диагональных членов может призвести к большо-
му возмущению решений. Это может разрушить техническую систему. В статье  рассматриваются системы нелинейных уравнений. Для иссле-
дования используется второй метод Ляпунова с функцией квадратического вида. Получены оценки сходимости решений. В дальнейшем рассмотре-
ны   нелинейные системы с квадратичной правой частью. Предполагается, что линейная часть асимптотически устойчива. Получены оценки 
области устойчивости. Для решений из области устойчивости вычислена оценка сходимости решений к положенню равновесия. 

Ключевые слова: устойчивость,функция Ляпунова, дифференциальные уравнения, запаздывание. 
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ЛИНЕЙНАЯ МАТРИЧНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА  
В СЛУЧАЕ ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО РЕЗОНАНСА  

 
Традиционно изучение периодических и нетеровых краевых задач в критических случаях было связано с предположени-

ем, что дифференциальное уравнение, а также краевое условие, известны и фиксированы [1, 2]. Как правило, изучение пе-
риодических задач в случае параметрического резонанса ограничивалось исследованием вопросов устойчивости [3, 4, 5]. В 
то же время, при изучении периодических краевых задач в случае параметрического резонанса в связи с многочисленными 
приложениями в электронике [3], теории плазмы [6], нелинейной оптике, механике [7] и станкостроении [8], наряду с нахож-
дением решений требуется вычисление собственной функции соответствующей краевой задачи. Целью данной статьи 
является построение решений линейных матричных краевых задач в случае параметрического резонанса, разрешимость 
которых обеспечена соответствующим выбором собственной функции краевой задачи. Используемая классификация 
линейных матричных краевых задач в случае параметрического резонанса в зависимости от простоты или кратности 
корней уравнения для порождающих констант существенно отличается от аналогичной классификация периодических 
задач в случае параметрического резонанса [4, 5] и соответствует общей классификации периодических и нетеровых 
краевых задач [1, 2]. Полученные для линейных матричных краевых задач в случае параметрического резонанса условия 
разрешимости, а также уравнение для порождающих функций обобщают соответствующие условия разрешимости, а 
также традиционное уравнения для порождающих констант в случае параметрического резонанса [9, 10, 11] – на случай 
линейных матричных краевых задач [12]. В статье существенно используется техника решения матричных уравнений 
Ляпунова, а также их обобщений – матричных уравнения Сильвестра [13, 14, 15]. 

Ключевые слова: матричные краевые задачи, параметрический резонанс, матричные уравнения Сильвестра. 
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1. Постановка задачи. Исследуем задачу о построении решений  
               1

0( , ) : ( , ) [ ; ],   ( , ), ( ) [0; ],   ( , ) ,   ( )Z t Z a b Z t h Z t h  

матричного дифференциального уравнения  
            ( , ) = ( , ) ( , ) ( , )  ( ( , ), ( ), , ),Z t AZ t Z t B F t Z t h t                                                (1) 

подчиненных краевому условию  

  .    ( , ) ,   ( )LZ t A A                                                                      (2) 

Решение матричной краевой задачи (1), (2) ищем в малой окрестности решения порождающей задачи  
(         0 0 0 0, ) = ( , ) ( , ) ( , ),   L ( , ) = A( ).Z t AZ t Z t B F t Z                                                 (3) 

Здесь A  и B – постоянные матрицы. Матричный оператор    ( ( , ), ( ), , ) : Z t h t    предпола-

гаем линейным по первому аргументу ( , ),Z t  а также линейным по второму аргументу ( ).h  Матрицы ( , )F t  и  A  

предполагаем непрерывными по независимой переменной  [ ; ],t a b  и по малому параметру  0[0; ].  Кроме того, 

( , )LZ t – линейный ограниченный матричный функционал:  : ; .  1( , )LZ t a b  Вообще говоря, предполагаем 

      .  Условия разрешимости и структура решения линейной дифференциальной системы (3) были приведе-
ны в монографии [16]. Конструктивные условия разрешимости и структура периодического решения линейной сис-
темы (3) при условии  =  получены в статье [17] с использованием обобщенного обращения матриц и операто-

ров, описанного в статье [18]. Как известно [16], общее решение   ( , ) = ( ) ( ), W t U t V t   задачи Коши  
  ( ) = ( ) ( ) ,   ( ) =Z t AZ t Z t B Z a  

определяют ( )U t  и ( )V t  – нормальные фундаментальные матрицы:  

  ( ) = ( ),   ( ) = ,   ( ) = ( ),   ( ) = .U t AU t U a I V t BV t V a I  

Общее решение  ;1( )Z t a b  задачи Коши [17]  

   ( ) = ( ) ( ) ( ),   ( ) =Z t AZ t Z t B F t Z a                                                                  (4) 
имеет вид  

  ( , ) = ( , ) [ ( )]( ),  Z t W t K F s t ,  
где  

  1 1[ ( )]( ) := ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) t
a

K F s t U t U s F s V t V s ds  

– оператор Грина задачи Коши для матричного уравнения (4). Подставляя общее решение матричного дифферен-
циального уравнения (4) в краевое условие (2), приходим к линейному алгебраическому уравнению  

         ( , )LZ A LK F s                                                                           (5) 

относительно матрицы   Обозначим   , , ,...        1 2j j – естественный базис [19] пространства   и 

jc  – константы, определяющие разложение матрицы   по векторам   j  базиса пространства   при этом  

         , , , , , ,...
 

 
             1

1 1
         1 2jk j

j j j
j j

LW LU V c c c j  

Таким образом, приходим к линейному алгебраическому уравнению  

         .



        

1

j
j

j
LU V c A LK F s  

Определим оператор [13, 14]   : ,  m n m nM B  как оператор, который ставит в соответствие матрице 

m nB вектор-столбец   m nM B  составленный из n  столбцов матрицы ,B  а также обратный оператор 

: ,   1 m n m nM  который ставит в соответствие вектор-столбцу   m nM B  матрицу .m nB  Итак, приходим к 

линейному алгебраическому уравнению  

      M      Q c M A LK F s                                                                      (6) 

относительно вектора ,c  равносильному уравнению (5); здесь  

             : ... , : .                  
  1 2 j jQ M Q M Q M Q Q LU V  

Уравнение (6) разрешимо тогда и только тогда, когда [1, 13, 14, 15]  

     .       0
dQ

P M A LK F s                                                                          (7) 

Здесь Q
P  – ортопроектор:  ;   Q  матрица 

dQ
P  составлена из d  линейно независимых строк ортопроек-

тора Q
P  матрицы ,Q  При условии (7) и только при нем общее решение уравнения (6)  

     ,
           

r

r
r rQ

c Q M A LK F s P c c  

определяет общее решение [13, 14, 15] матричного уравнения (5)  

      ,
             

1 1

r
rQ

M Q M A LK F s M P c  

а также общее решение матричного дифференциального уравнения (4), подчиненного краевому условию (2)  
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 ( , ) = ( , )r rZ t W t    ; , : .
          
1   

r
r rQ

G F s A t M P c  

Здесь QP – ортопроектор:  ;   Q  матрица ,
r

r
QP  составлена из r  линейно независимых столбцов 

ортопроектора ,QP   

         ; : W ,              
1G F s A t t M Q M A LK F s [ ( )]( )K F s t  

– обобщенный оператор Грина [12] матричной краевой задачи (2), (4) Q – псевдообратная (по Муру-Пенроузу) 
матрица [1, 19], при этом  

       t, : , 


     

1
   

r
jk

r jk r
k

W U t V t c  

– общее решение матричного дифференциального уравнения (4), подчиненного краевому условию (2). При условии 
  0

Q
P  будем говорить, что для краевой задачи (3) имеет место критический случай, при этом задача (3) разреши-

ма лишь для тех неоднородностей ( )F t  и ,A  для которых выполнено условие (7). В свою очередь, при условии 

  0
Q

P  для краевой задачи (3) имеет место некритический случай, при этом задача (3) разрешима для любых не-

однородностей ( , )F t  и  .A  Условие (7) является обобщением соответствующих условий [1] на случай матричной 

краевой задачи (3). 
2. Условия разрешимости. Предположим, что для краевой задачи (3) имеет место критический случай, при 

этом условие (7) выполнено и задача (1), (2) в малой окрестности решения  

         , , , ;        0 r rZ t W t G F s A t  

порождающей задачи (3) имеет решение  

     , , , , ,      0     r rZ t Z t X t  

для которого в достаточно малой окрестности начального значения собственной функции  0( )  существует не-

прерывная собственная функция     0( ) = ( ) ( ),   h h    , , .   0 00h Таким образом, приходим к задаче о нахож-

дении решения 

             , : , , , , , , ,            1
0 0   0     0X t X a b X t  

матричной нетеровой краевой задачи  
   ( , ) / = ( , ) ( , )dX t dt AX t X t B         0 0 0( ( , ( )) ( , ), ( ) ( ), , ), Z t c X t h t  , ,  0LX                        (8) 

разрешимой тогда и только тогда, когда  
Q

P MLK          0 0 0[ ( ( , ( )) ( , ), ( ) ( ), , )]( ) = 0.K Z t c X t h t  

Обозначим вектор  

   
   : , , . 

     

  0
0 0

0

  0rc
c

h
 

В силу непрерывности по ( , )Z t  и  ( )  нелинейной функции     ( ( , ), ( ), , )Z t t  в малой окрестности решения по-

рождающей задачи (3) и начального значения 0( )h  функции ( )h  приходим к следующему уравнению  

   : 

0F c ML      0 0 0[ ( ( , ( )), ( ), , )]( ) = 0.K Z t c h t  

Необходимые условия существования решения матричной краевой задачи (1), (2) в случае параметрического 
резонанса определяет следующая лемма, являющаяся обобщением соответствующего утверждения [11] на случай 
матричной краевой задачи, а также [1, 2] на случай параметрического резонанса и явной зависимости неоднород-
ностей порождающей краевой задачи от малого параметра. 

Лемма. Пусть матричная краевая задача (1), (2) представляет критический *( = 0)
Q

P  случай и выполнено усло-

вие разрешимости (7) порождающей задачи (3). Предположим также, что в малой окрестности порождающего ре-
шения 0 0( , ( ))Z t c  матричная краевая задача (1), (2) имеет решение  

         , : , , , , , ,       1
0   0Z t Z a b Z t  

при этом в достаточно малой окрестности функции 0( )h  существует собственная функция 0( )h  , .  00  Тогда 

имеет место равенство   

   . 


0 0F c                                                                                     (9) 

По аналогии с нетеровыми слабонелинейными краевыми задачами в критическом случае [1], а также периоди-
ческими краевыми задачами [2, 4, 5], уравнение (9) будем называть уравнением для порождающих функций мат-
ричной краевой задачи (1), (2) в случае параметрического резонанса. Предположим, что уравнение (9) имеет не-

прерывные действительные корни. Фиксируя одно из решений    


 1
0

rc  уравнения (9), приходим к задаче об оты-

скании решения  

         , : , , , , ,       1
0   0X t X a b X t  

матричной краевой задачи (1), (2) в окрестности порождающего решения  

             , , ; , : ,
                 
1

0    
r

r r r rQ
Z t W t G F s A t M P c  
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а также функции       0( ) := ( ) ( ), ( )h h  ,  00  в окрестности точки 0( ).h  Обозначим    ( ( ))d r  мерную матрицу  

                  
 

00 0 c c cD c F c  

При условии [11]  
  


* * 0 0
0

= 0,   ( ( ))
D Qd

P P D c  ,  00                                                                     (10) 

матричная краевая задача (1), (2) имеет по меньшей мере одно решение. Здесь 


* ( ( ))0 0D c
P  –  ( )d d  матрица-

ортопроектор:  


* ( ( ))0 0

: 
D c

P     , 


  0 0
d D c  

 


0 0( ( ))D c  – псевдообратная по Муру-Пенроузу матрица [1, 19]. 

Теорема. Пусть матричная краевая задача (1), (2) представляет критический *( = 0)
Q

P  случай и выполнено усло-

вие разрешимости (7) порождающей задачи (3). Тогда для каждого корня  0( )c r   0, ( )h   равнения для порож-

дающих функций (9) при условии (10) в малой окрестности решения 0 0( , ( ))Z t c  порождающей задачи (3) и в достаточ-

но малой окрестности начального значения 0( )h  функции ( )h  задача (8) имеет по меньшей мере одно решение  

         , : , , , , ,       1
0   0X t X a b X t  

и существует непрерывная функция  *
0( ) : (0) := .h h h  При этом в малой окрестности решения 0 0( , ( ))Z t c  порождаю-

щей задачи (3) и в достаточно малой окрестности начального значения 0( )h  функции ( )h  матричная краевая за-

дача (1), (2) имеет по меньшей мере одно решение   

         , : , , , , ,       1
0   0Z t Z a b Z t  

Для построения приближенного решения матричной краевой задачи (1), (2) в случае (10) применим метод простых 

итераций [1, 2]. Длина отрезка *[0, ],  на котором применим метод простых итераций, может быть оценена, как посред-

ством мажорирующих уравнений Ляпунова [1, 2], так и непосредственно из условия сжимаемости соответствующего 
оператора аналогично [21, 20]. В случае параметрического резонанса доказанная теорема является обобщением со-
ответствующих утверждений [9, 10, 11] на случай матричной краевой задачи и векторной функции ( ).h  В отсутствие 

параметрического резонанса доказанная теорема является обобщением соответствующего утверждения [1, 2] на слу-
чай явной зависимости неоднородностей ( , )F t  и  A  порождающей краевой задачи (2) от малого параметра. 

3. Уравнение типа Матье с параметрическим возбуждением. Условия доказанной теоремы выполняются в 
случае 2 -периодической задачи для уравнения типа типа Матье  

          ( , ) = ( , ) ( , )  ( ( , ), ( ), , ),Z t AZ t Z t B Z t h t                                                        (11) 

где  

cos            2
1 2 3( ( , ), ( ), , ) := ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ),Z t h t S Z t Z t S S tZ t  

         
              

1 2

1 2 2 2 0 1 0 0
:= ,   := ,   := ,   := ,

1 1 4 2 0 0 0 1
A B S S

( )
.

( )

               
3

1 0
:= ,  ( ) :=1

0
2

S h  

Общее решение полуоднородной задачи Коши для матричного дифференциального уравнения 

  ( ) = ( ) ( ) , (0) =Z t AZ t Z t B Z  имеет вид   ( , ) = ( ) ( ),  W t U t V t ,2 2
 где ( )U t  и ( )V t  – нормальные 

2 2( (0) = , (0) = )U I V I  фундаментальные матрицы:  

cos sin sin cos sin sin

sin cos sin sin cos sin

      
       
   
   

2 2 2 2

( ) = ,   ( ) = 2 2 2 2 .

t t t t t t

U t t t t V t t t t  

Обозначим  

     
       

     
(1) (2) (4)1 0 0 0 0 0

= ,   = , ... , =
0 0 1 0 0 1

 

– естественный базис пространства .2 2  Общее решение однородной матричной задачи (11) определяет матрица 
 0Q  и ее ортопроекторы .  4Q Q

P P I  Таким образом, для матричной краевой задачи (11) имеет место критиче-

ский случай. Уравнение (9) в случае матричного дифференциального уравнения (11) имеет действительный корень 
 

   


0

0
0

( )
( ) :=

( )

c
c

h
,6

 

  
    

0
0

0

( )
  ( ) :=

( )
h ,2

 
       *

0 0 0
1 1

( ) :=  (  0  1  0  1  ) ,   ( ) ,   ( ) 0.
5 3

c  

Этому корню соответствует матрица полного ранга  
    
   
    
 

    


0 0

10 0 0 0 6 0

0 0 0 0 3 01
( ( )) =  ,

0 0 10 0 6 015

0 0 0 0 3 3

D c  
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при этом условие (10) выполнено, следовательно, согласно доказанной теореме, в малой окрестности порождающего 
решения 0 0( , ( ))Z t c  и в достаточно малой окрестности начального значения 0( )h  функции ( )h  2 -периодическая 

задача для уравнения типа типа Матье (11) имеет по меньшей мере одно решение. 
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ЛІНІЙНА МАТРИЧНА КРАЙОВА ЗАДАЧА У ВИПАДКУ ПАРАМЕТРИЧНОГО РЕЗОНАНСУ 
Традиційне вивчення періодичних і нетерових крайових задач у критичних випадках було пов'язано з припущенням, що диференціальне рівняння, а 

також крайова умова, відомі та фіксовані [1,2]. Як правило, вивчення періодичних задач у випадку параметричного резонансу обмежувалося дослі-
дженням питань стійкості [3,4,5]. У той же час, при дослідженні періодичних крайових задач у випадку параметричного резонансу, пов'язаних із чис-
ленними застосуваннями в електроніці [3], теорії плазми [6], нелінійній оптиці, механіці [7] і верстатобудуванні [8], окрім знаходженням розв'язків 
потрібне обчислення власної функції відповідної крайової задачі. Метою цієї статті є побудова розв'язків лінійних матричних крайових задач у випадку 
параметричного резонансу, розв'язність яких забезпечується відповідним вибором власної функції крайової задачі. Використовувана класифікація 
лінійних матричних крайових задач у випадку параметричного резонансу залежно від простоти або кратності коренів рівняння для породжуючих 
констант, істотно відрізняється від аналогічної класифікація періодичних задач у випадку параметричного резонансу [4, 5] і відповідає загальній кла-
сифікації періодичних і нетерових крайових задач [1, 2]. Отримані для лінійних матричних крайових задач у випадку параметричного резонансу умови 
розв'язності, а також рівняння для породжуючих функцій, узагальнюють відповідні умови розв'язності, а також традиційне рівняння для породжуючих 
констант у випадку параметричного резонансу [9,10,11] на випадок лінійних матричних крайових задач [12]. У статті істотно використовується 
техніка розв'язання  матричних рівнянь Ляпунова, а також їх узагальнень – матричних рівняння Сильвестра [13–15]. 

Ключові слова: матричні крайові задачі, параметричний резонанс, матричні рівняння Сильвестра. 
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LINEAR MATRIX BOUNDARY VALUE PROBLEM IN THE CASE OF PARAMETRIC RESONANCE 
Traditionally the study of periodic and Noether boundary value problems in critical cases is associated with the assumption that the differential equation and the 

boundary conditions are known and fixed [1, 2]. As a rule, the study of periodic problems in the case of parametric resonance is limited to researching of stability 
issues [3, 4, 5]. At the same time, during the study of periodic boundary value problems in the case of parametric resonance in connection with numerous applica-
tions in electronics, [3] theory of plasma [6], nonlinear optics, mechanics [7] and the machine tool [8], besides finding solutions we must calculate the eigenfunction of 
the corresponding boundary value problem. The purpose of this article is to construct solutions of matrix linear boundary value problems in the case of parametric 
resonance that is provided with an appropriate choice of eigenfunction of the boundary problem. The used classification of linear matrix boundary-value problems in 
the case of parametric resonance depending on the simplicity or multiplicity of the roots of the equation for generating constants significantly differs from similar 
periodic classification of periodic problems in the case of parametric resonance [4, 5] and corresponds to the general classification and periodic and Noether 
boundary value problems [1, 2]. The conditions for the solvability of linear matrix boundary value problems in the case of parametric resonance, which we have got, 
and the equation for the generating functions generalize the corresponding conditions for the solvability, as well as the traditional equation for generating constants 
in the case of parametric resonance [9, 10, 11] in the case of linear matrix boundary-value problems [12]. The technique of Lyapunov and Sylvester matrix equations 
solving is heavily used in the article [13–15]. 

Keywords: matrix boundary value-problem, parametric resonance, matrix Sylvester equation. 
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АПАРАТНЕ, МАТЕМАТИЧНЕ ТА АЛГОРИТМІЧНЕ ЗАБЕЗПЕЧЕННЯ  
СУПУТНИКОВОГО АДАПТИВНОГО НАДПРОВІДНОГО ГРАВІМЕТРА 

 
Обґрунтовані принципи створення перспективного супутникового гравіметра, придатного для отримання оператив-

ної інформації щодо гравітаційного поля. Розроблено математичні моделі динаміки та стійкості керованого надпровідно-
го підвісу. Побудовано чисельні алгоритми оцінювання величини гравітаційного збурення, що впливає на левітаційне проб-
не тіло. Обґрунтовано технологію створення макету супутникового гравіметра на основі високотемпературних надпро-
відних наноплівок. 

Ключові слова: вимірювально-обчислювальна система, алгоритм, пробне тіло, динамічна модель, гравіметр, матема-
тичне моделювання, оптимізація, керуючий вплив, адаптивна фільтрація, мікропроцесор. 

 
Вступ. У галузі гравіметрії однією з актуальних проблем є підвищення точності супутникового гравіметра. Серед 

найкращих стаціонарних наземних гравіметрів точність складає 810 g , для гравіметрів морського базування  
 710 g , а для авіаційного  610 g . При сучасних темпах розвитку багатьох галузей прикладних наук (космічні 

дослідження, геологія, навігація, моніторинг природних ресурсів на основі аналізу гравітаційних аномалій, вивчення 
глобальних геодинамічних процесів, гравітаційного поля і форми Землі, руху полюсів Землі тощо) зазначена 
точність є недостатньою. Підвищення точності гравіметра сприятиме збільшенню точності спостережень визначення 
місця розташування та орієнтації для довготривалих авіапольотів і навігацій підводних апаратів, тому необхідно 
знати гравітаційне поле Землі, а також його аномалії. Детальна інформація про гравітаційне поле Землі необхідна 
також багатьом галузям прикладних наук (космічні дослідження, геологія, навігація, наука про форму Землі). Дійсно, 
точне і швидке детектування геодинамічних процесів може дозволити отримати дані щодо зародження і розвитку 
критичних локальних і глобальних екологічних станів. Іншою практичною проблемою є потреба отримання 
інформації щодо нерозвіданих корисних копалин Землі. 

Тому, для розв'язання даної проблеми, пропонуються різні макети надпровідних гравіметрів, що відрізняються 
способом неконтактного підвішування чутливої маси гравіметра, використанням електричних або магнітних сил, ме-
тодами вимірювання зміщень чутливої маси гравіметра (системи оптичної реєстрації, Джозефсонівські ефекти як 
основа вимірювань тощо), а також комп'ютерними методами оброблення сигналів [5, 13]. Стрибок у вдосконаленні 
гравіметрів став можливим завдяки фінансуванню розробок надпровідних гравіметрів. У роботі [5] описується в де-
талях надпровідний гравіметр, базова конструкція якого залишається незмінною протягом більше 30-ти років з мо-
менту першої публікації в [13]. Вільний стан (левітація) чутливої маси цього гравіметра досягається на основі ефекту 
Браунбека-Мейснера [10, 12]. 

Однак підвищення точності супутникового надпровідного гравіметра з керованим магнітним підвісом на основі 
наноплівок та процесорного мікромодуля, придатного для отримання оперативної інформації щодо гравітаційного 
поля Землі, раніше не проводились. Тому, оскільки апаратне, алгоритмічне і математичне забезпечення такого 
гравіметра є невід'ємною частиною, яка впливає на його точність, воно потребує подальшої уваги. 

Метою даної статті є обґрунтування та розроблення наукових основ та пропозицій щодо створення перспектив-
них супутникових гравіметрів, що включають принципово новий керований магнітний підвіс (чутливий елемент) на 
основі наноплівок з використанням явища керованої магнітної левітації та процесорного мікромодуля; 
обґрунтування технології розроблення функціональних вузлів на основі високотемпературних надпровідних 
наноплівок для створення малогабаритного супутникового гравіметра. 

Поставлена мета обумовила розв'язання наступних задач: 
 необхідно розробити математичну модель динаміки та стійкості керованого надпровідного підвісу; 
 запропонувати алгоритми ідентифікації та оцінювання; 
 побудувати чисельні алгоритми оцінювання величини гравітаційного збурення, що впливає на левітаційне 

пробне тіло; 
 провести аналіз впливу різних чинників на жорсткість підвісу, серед яких, зокрема – наявність додаткової 

феромагнітної маси на вільній пробній масі, вплив пасивного фільтру сигналів на точність вимірювань; 
 обґрунтувати технологію створення макету супутникового гравіметра на основі високотемпературних 

надпровідних наноплівок. 
Функціональна структура вимірювально-обчислювальної системи. Структуру вимірювально-обчислю- 

вальної системи зручно представити схемою (Рис. 1). Основні складові частини цієї системи: надпровідний підвіс, 
оптична система реєстрації інформації та мікропроцесорний обчислювальний блок. 

Підвіс є коаксіальним, тобто утримуючі магніти зміщені з коаксіальної позиції на позиції, коли їх осі паралельні осі 
підвісу. З різних варіантів кількості утримуючих магнітів (два, три, чотири) було обрано систему з чотирьох рідкісно-
земельних постійних магнітів з вертикальною віссю. Кожен магніт в горизонтальній площині мав прямокутну форму. 
Вертикальні магнітні осі чотирьох наборів магнітів були зміщені від осі підвісу так, що утворився простір розміром 18 
мм в діаметрі для розміщення оптичного датчика. Проблема не вертикальності положення підвішеної вільної проби, 
що виникла в результаті неоднакових магнітних властивостей наборів постійних магнітів, вирішувалася двома 
змінами конструкції. Одна з них – збільшення маятниковості пробної маси, інша зводилася до тонкого 
феромагнітного кільця, що компенсувало азимутальну неоднорідність магнітного поля підвісу. Після теоретичних та 
експериментальних досліджень підвісу, оптичного датчика та програмного забезпечення вимірювань, аналізувалася 
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доцільність реалізації обраної проектної конструкції в цілому. У частині підвісу основні роботи стосувалися змін 
конструкції магнітної системи, коли замість розміщення утримуючих магнітів на осі підвісу вони повинні були бути 
зміщені від осі для розташування на ній оптичного лазерного датчика. Нова конструкція робочого макету включає 
чотири набори постійних рідкісноземельних магнітів, вертикальні осі яких були зрушені від осі підвісу в чотирьох 
радіальних напрямках. Пробна маса має два ніобій-титанових кільця. Верхня площина пробного тіла була 
полірованою як відбиваюча площина для лазерних променів. Левітаційний зазор в залежності від маси пробного 
тіла був від 7-ми до 15-ти міліметрів. На базі цієї робочої моделі було проведено теоретичні та експериментальні 
дослідження спільної роботи системи "підвіс – реєстрація". Аналізувався вплив фізичного стану гелію (рідина або 
газ) на цю систему та вивчався вплив пасивного фільтра на точність вимірювань, а також – чинники, що впливають 
на зменшення жорсткості підвісу, зокрема, наявність додаткової феромагнітної маси на вільній пробі. 

 

 
 

Рис. 1. Функціональна схема вимірювально-обчислювальної системи: 
1 – кріостат з вставкою, на якому змонтована оптична головка; 2 – оптичний кабель;  

3 – фокусуючий об'єктив; 4 – головка з лазерним діодом; 5 – блок живлення лазерного діода; 6 – блок стабілізації температури;  
7 – інтерферометр Фарбі – Перо ІФП-1; 8 – фотоприймач; 9 – синхронний детектор; 10 – мікроконтролер з вбудованим ЦАП і АЦП; 

11 – модулятор; 12 – блок клавіатури та індикації. 
 
Були проведені експериментальні дослідження спільної роботи з визначення властивостей робочого макету гра-

віметра, динамічних характеристик магнітного підвісу вільної пробної маси робочого макета гравіметра (спільно з 
групою Інституту фізики НАНУ), а також доопрацювання чутливого елемента в частині магнітного підвісу, що було 
продиктовано експериментальними роботами. 

Математична модель динаміки та стійкості пробного тіла. Однією з актуальних задач механіки вільного тіла в 
магнітному полі є завдання побудови та аналізу рівнянь динаміки вільного тіла в полі ідеально провідних струмових 
контурів. Це обумовлено можливістю застосування ефектів діамагнітного відштовхування [10, 11] та мінімуму 
магнітної потенційної енергії [2, 11], що дозволяють стабілізувати рівновагу вільного тіла [11]. В [2] обґрунтовано 
ефект мінімуму магнітної енергії та стійкості рівноваги вільного ідеально провідного струмового кільця, співвісного в 
положенні рівноваги до нерухомого ідеально провідного струмового кільця. 

Проведено дослідження рівняння руху і стійкості при наявності не одного, а двох нерухомих ідеально провідних 
струмових кілець, що являють собою консервативну потенційну систему. Ця система не вимагає спеціальних пере-
творень форми сигналів, що забезпечує її високу надійність.  Для складання рівнянь динаміки використовується ме-
тод Лагранжа, який в [2, 4] розвинено, стосовно електромеханічних перетворювачів енергії. В якості кінетичної 
енергії виберемо енергію магнітного поля. Нехай механічними координатами вільного ідеально провідного кільця є 
циліндричні координати його центру маси ξα,ρ,  і кути Ейлера θψ,φ, , які визначають орієнтацію кільця щодо три-

гранника ηζO  (Рис. 2). Початок тригранника ηζO  розміщено в центрі верхнього нерухомого ідеально провідного 

кільця, а вісь Oζ  співпадає з спільною віссю двох нерухомих ідеально провідних кілець. 

З метою вивчення властивостей робочого макету гравіметра були проведені експериментальні дослідження ди-
намічних характеристик магнітного підвісу вільної пробної маси (спільно з групою Інституту фізики НАНУ), а також 
доопрацьовано чутливий елемент магнітного підвісу. 

Система рівнянь для змінних стану y,,y 61 , функціонал z1 описують відображення zy 11  інтерферометра, 

що допускає лінійне представлення згідно [5]. Шляхом введення функції yβyαz 21 , де  – константа, і 

прирівнюючи 0,α1j   ,52,j  , одержуємо білінійну систему:   
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yβyαz 21                                                                                    (2) 

Тут aa 111 , aa 172 , aa 183  , aa 1104  , aa 195  , aa 166  , aa 1117  . Нехай   0tu3  ,   0tu4  . Отримаємо 

умови асимптотичної стійкості білінійної системи із лінійної системи вимірювання, умови існування якої приведені в 
[2, 7]. Шляхом лінеаризації системи (1) в околі точки 0y1  , 0y2   стійкої рівноваги пробного тіла при   0tu1  , 

одержимо (3) і (4): 
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Z= Τ][ ]xx[α 21 ,                                                                               (4) 

де Z – вихідний сигнал лазерного інтерферометра, βα, – коефіцієнти підсилення, 1x – стан системи, x2 –прискорення 

пробного тіла,  T0,t ,  tu1 – обернений зв'язок. 

 

 
 

Рис. 2. Орієнтація кільця відносно тригранника ηζO  

 
Систему (3), (4) запишемо в більш загальному вигляді:  

 tBuAxx 1 , Cxz  .                                                                      (5) 

Визначимо керування [6, 9, 10]: 

  K(z)tu1  ,   00K  ,                                                                        (6) 

яке забезпечує асимптотичну стійкість незбуреного руху 0x  .  

Із керованості лінійної системи (5), випливає стабілізованість білінійної системи (1) лінійним керуванням   Fxtu1  . 

Нехай aλaλaΘ(λ) 32
2

1  – будь який ненормований многочлен, всі корені якого мають від'ємні дійсні час-

тини. Знайдемо таку матрицю K, щоб корені характеристичного полінома матриці BKCA   співпадали з коренями 

полінома Θ(λ) . 
В силу керованості системи (6) існує матриця  1,2j  ,fF j  така, що BFA   має заданий спектр. Отже, 

існування шуканої матриці K еквівалентне існуванню розв'язку рівняння 
FKC  .                                                                                             (7) 

 
Введемо наступні позначення: 

αC1  , βC2  ,  T1   01E ,  2 0   1E .                                                     (8) 

Для існування матриці K, яка задовольняє рівнянню (8), необхідно і достатньо виконання умови 

,CCEEQ0,FQ 2
1
112
                                                                           (9) 

в якій враховується (4), 
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Якщо елементи матриці (10) розглядати як координати вектора q  в двомірному просторі, то умова (9) означає, 

що вектор   1,2j,fs j  , повинен бути колінеарним вектору  βα1,q 1 . Отже, при фіксованій орієнтації осі 

чутливості квантового інтерферометра рівняння (9) задовольняє одно параметричній множині матриць F  вигляду 

 βfαfF 1
1

 .                                                                                        (11) 

Щоб характеристичний поліном матриці BFA   співпадав з заданим поліномом  λΘ , необхідно, щоб викону-

валися умови   ,aaaf 1
2131
 1a1  , fβαaa 1

1
22

 . Таким чином, при 1a1  , 0,a2  0 , матриця 

CEFK 1
11
  зворотного зв'язку по виходу визначається виразом 

 αfK 1
1

                                                                                               (12) 

і керування   zαfKztu 1
11

  забезпечує асимптотичну стійкість положення рівноваги (1) в деякій області H зміни x . 

Висновки. Обґрунтовано принципи створення перспективного супутникового гравіметра, придатного для отри-
мання оперативної інформації щодо гравітаційного поля. Розроблено математичну модель динаміки та стійкості 
керованого надпровідного підвісу. Побудовано чисельні алгоритми оцінювання величини гравітаційного збурення, 
що впливає на левітуюче пробне тіло. 

Розроблено технічні пропозиції щодо створення магнітного підвісу на високотемпературних наноплівках та 
здійснено обґрунтування макету супутникового гравіметра на основі високотемпературних надпровідних наноплівок 
з використанням процесорного мікромодуля.  
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АППАРАТНОЕ, МАТЕМАТИЧЕСКОЕ И АЛГОРИТМИЧЕСКОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ  
СПУТНИКОВОГО АДАПТИВНОГО НАДПРОВОДНОГО ГРАВИМЕТРА 

Обоснованы принципы создания перспективного спутникового гравиметра, пригодного для получения оперативной информации о гравитаци-
онном поле. Разработаны математические модели динамики и устойчивости управляемого сверхпроводящего подвеса. Построены численные 
алгоритмы оценивания величины гравитационного возмущения, влияющего на левитирующее пробное тело. Обоснована технология создания 
макета спутникового гравиметра на основе высокотемпературных сверхпроводящих нанопленок. 

Ключевые слова: измерительно-вычислительная система, алгоритм, пробное тело, динамическая модель, гравиметр, моделирование, опти-
мизация, управляющее воздействие, адаптивная фильтрация, микропроцессор. 
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APPARATUS, MATHEMATICAL AND ALGORITHMIC GUARANTEE  
OF SATELLITE ADAPTIVE SUPER-WIRE GRAVIMETER 

Principles of satellite gravimeter creation to obtain an information about gravitational field are considered. The mathematical model of the dynamic and stability 
of controlled superconducting suspension has been developed. Numerical algorithms for gravitational perturbation estimation acting on levitated probe have been 
proposed. The technology of satellite gravimeter creation based on high-temperature superconducting nanofilms has been proposed. 

Key words: measuring-computing system, algorithm, probe, dynamic model, gravimeter, modeling, optimization, control, adaptive filtering, microprocessor. 
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