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В.О. Мiрошниченко1, асп.

Аналiз залишкiв у моделi регресiйної
сумiшi

1Київський нацiональний унiверситет iме-
нi Тараса Шевченка, 01033, Київ, вул. Воло-
димирська, 64.
vitaliy.miroshnychenko@gmail.com

V.O. Miroshnychenko1, PhD stud.
Residual analysis in regression mixture
model

1Taras Shevchenko National University of
Kyiv, 01033, Kyiv, 64 Volodymyrska st.
vitaliy.miroshnychenko@gmail.com

Розглянуто оцiнку коефiцiєнтiв нелiнiйної регресiї за спостереженнями з сумiшi зi скiнче-
ною кiлькiстю компонент. Концентрацiї компонент у сумiшi є рiзними для рiзних спостере-
жень. Для побудови оцiнок регресiї використовується узагальнений метод найменших квадра-
тiв Побудованi оцiнки використанi для оцiнки функцiй розподiлу i дисперсiй залишкiв рiзних
компонент. Оцiнки перевiренi симуляцiйним моделюванням i використанi для аналiзу соцiоло-
гiчних даних. Побудованi дiаграми типу квантиль проти квантиля для вiзуального порiвняння
розподiлу залишкiв.

Ключовi слова: асимптотична поведiнка, метод оцiнюючих рiвнянь, модель сумiшi, нелi-
нiйна регресiя, мiнiмакснi ваги, оцiнка дисперсiї.

We consider data in which each observed subject belongs to one of different subpopulations (components).
The true number of component which a subject belongs to is unknown, but the researcher knows the
probabilities that a subject belongs to a given component (concentration of the component in the mi-
xture). The concentrations are different for different observations. So the distribution of the observed
data is a mixture of components’ distributions with varying concentrations. A set of variables is observed
for each subject. Dependence between these variables is described by a nonlinear regression model. The
coefficients of this model are different for different components. An estimator is proposed for these
regression coefficients estimation based on the least squares and generalized estimating equations. Consi-
stency of this estimator is demonstrated under general assumptions. A mixture of logistic regression
models with continuous response is considered as an example. It is shown that the general consistency
conditions are satisfied for this model under very mild assumptions. Performance of the estimator is
assessed by simulations and applied for sociological data analysis. Q-Q diagrams are built for visual
comparison of residuals’ distributions.

Key Words: asymptotic behavior, generalized estimation equations, mixture model, non-linear regressi-
on, minimax weights, variance estimator.

Communicated by Prof. Sugakova O.V.

1 Вступ

Моделi регресiйних сумiшей широко використо-
вуються для опису прикладних статистичних
даних. Як правило, на основi цих моделей бу-
дують оцiнки невiдомих параметрiв [3], [6] i до-
вiрчi множини для них [9],[13]. Важливим еле-
ментом статистичного дослiдження є також дi-
агностика моделi, тобто перевiрка її вiдповiд-
ностi реальним даним. Для регресiйних моде-
лей однорiдних спостережень така дiагности-
ка зазвичай спирається на аналiз залишкiв, що
визначаються як вiдхилення спостережуваних
значень вiдгуку вiд результатiв прогнозування
на основi моделi [4]. У випадку регресiйної су-

мiшi дослiдник працює не з одним прогнозом,
а з набором кiлькох прогнозованих значень, що
вiдповiдають рiзним компонентам сумiшi. Тому
модифiкацiя стандартних технiк аналiзу зали-
шкiв на випадок регресiйних сумiшей являє со-
бою нетривiальну задачу.

У данiй роботi для нелiнiйних моделей ре-
гресiйних сумiшей розглядаються двi задачi
аналiзу залишкiв: оцiнювання дисперсiй похи-
бок i вiзуальна перевiрка припущень про роз-
подiл похибок за допомогою модифiкованої дi-
аграми квантиль-квантиль (QQ-дiаграма). Для
розв’язання цих задач використовуються за-
гальнi методи статистики сумiшей [1], [2] [7].

c⃝ В.О. Мiрошниченко, 2019
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Опис моделi нелiнiйної регресiйної сумiшi
наведено у роздiлi 1. У роздiлi 2 описанi мiнiма-
кснi коефiцiєнти, якi використовуються у роздi-
лi 3 для отримання оцiнок коефiцiєнтiв регресiї.
Використання параметрiв регресiї для аналiзу
залишкiв описано у роздiлi 4. У роздiлi 5 до-
ведена консистентнiсть оцiнок дисперсiй похи-
бок регресiї для рiзних компонентiв сумiшi. По-
ведiнки оцiнок для вибiрок фiксованого обсягу
дослiджено на модельованих даних i застосова-
но для аналiзу соцiологiчних даних у роздiлi 6
i роздiлi 7.

2 Модель сумiшi

Розглянемо модель сумiшi зi змiнними концен-
трацiями. Кожен дослiджуваний об’єкт O нале-
жить одному iз M класiв (компонентiв сумiшi).
Номер компонента, якому належить об’єкт, по-
значимо κ(O) ∈ 1, ...,M . Ця характеристика не
спостерiгається. Вектор спостережуваних змiн-
них об’єкта O позначимо ξ(O). Будемо вважа-
ти, що розподiл спостережуваних змiнних для
кожного компонента описується моделлю нелi-
нiйної структурної регресiї.

Таким чином

ξ(O) = (Y (O), X1(O), ..., Xd(O))T ,

де Y (O) – вiдгук, X(O) = (X1(O), ..., Xd(O)) –
регресори у моделi.

Y (O) = g(X(O), b(κ(O))) + ε(O)

де g – деяка вiдома функцiя g : χd × Θ → R,
b(κ) = (b

(κ)
1 , ..., b

(κ)
d )T ∈ Θ ⊆ Rd, κ = 1, ...,M –

невiдомi коефiцiєнти регресiї для κ-ї компонен-
ти сумiшi, ε(O) – випадкова похибка. Припуска-
ємо, що ε(O):

E[ε(O)|κ(O) = m] = 0,m = 1, ...,M,

та
σ2
m = Var[ε(O)|κ(O) = m] < ∞.

(σ2
m невiдомi).
Fε,m(A) = P(ε(O) ∈ A|κ(O) = m) для до-

вiльної вимiрної A ⊆ R – розподiл випадкової
похибки.

Вектори регресорiв

X(O) = (X1(O), ..., Xd(O))

вважаємо випадковими з розподiлом, що зале-
жить вiд κ(O). Додатково ми припускаємо, що

регресори X(O) та ε(O) – незалежнi при фiксо-
ваному κ(O) = m, m = 1, ...,M . Позначимо
невiдому функцiю розподiлу спостережуваних
змiнних X(O)

FX,m(A) = P(X(O) ∈ A|κ(O) = m)

для довiльної вимiрної A ⊆ Rd.
Вибiрка Ξn, що спостерiгається, складає-

ться зi значень ξi = (Yi, X
T
i )

T = ξ(Oi), j =
i, ..., n, де O1, ..., On - незалежнi об’єкти, якi мо-
жуть належати до рiзних компонентiв з ймовiр-
ностями

pmi = P(κ(Oi) = m),m = ¯1,M ; i = ¯1, n.

(цi ймовiрностi змiшування вiдомi для кожного
об’єкту)

3 Мiнiмакснi емпiричнi навантаження

Нехай далi k – фiксований номер компонента,
для якого оцiнюються параметри b(k). Для оцiн-
ки функцiй розподiлу i FX,k можна використати
навантажену емпiричну функцю розподiлу, як
це зроблено у [8]:

F̂
(k)
X,n(x) =

∑n
i=1 a

(k)
i:nI[Xi < x]

Мiнiмакснi ваги a
(k)
i:n , якi визначенi [10] i якi ма-

ють вигляд

a
(k)
i:n =

1

det Γn

M∑
m=1

(−1)m+kγkm:np
m
i ,

де i – номер об’єкту у вибiрцi, a γkm:n – km-й
мiнор матрицi Грамма Γn = (⟨pk, pm⟩)Mk,m=1, де
pk = (pki )

n
i=1.

4 Оцiнки параметрiв, що отриманi за до-
помогою оцiночних рiвнянь

Для оцiнювання невiдомих параметрiв регре-
сiї природно використати навантажений метод
найменших квадратiв. Для цього складається
функцiонал МНК

Gk
n(γ) =

n∑
i=1

a
(k)
i:n (Yi − g(Xi, γ))

2

Оцiнки параметрiв регресiї є розв’язком
оцiночного рiвняння, яке отримується шля-
хом диференцiювання наведеного функцiоналу

9
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Gk
n(b

(k)):

∇Gk
n(γ) =

n∑
j=1

∇(a
(k)
j:n(Yj − g(Xj , γ))

2) =

=
n∑

j=1

(−2)a
(k)
j:ns(ξi, γ) = 0, (1)

де

s(z, γ) = (y − g(x, γ))∇g(x, γ), z = (x, y)

Вектор оцiнок буде стацiонарною точкою
функцiоналу але не завжди буде точкою мi-
нiмуму. У деяких випадках розв’язком рiвня-
ння (1) буде множина точок. У такому випадку
як оцiнку можна обрати будь-який елемент цiєї
множини, але ми вимагаємо, щоб оцiнка була
вимiрною функцiєю вiд даних.

Позначимо Jk
n(γ) =

def ∇Gk
n(γ).

Означення: b̂
(k)
n – розв’язок оцiночного

рiвняння (1), тобто така вимiрна функцiя вiд
даних Ξn, що Jk

n(b̂
(k)
n ) = 0 м.н., називається

оцiнкою методу найменших квадратiв.
Введемо наступне позначення:

Γ∞ = lim
n→∞

n−1Γn = lim
n→∞

n−1(

n∑
j=1

pijp
k
j )

M
i,k=1

Далi X(m)
. , Y (m)

. , ε(m)
. – випадковi величини

iз розподiлами:

X(m)
. ∼ FX,m, ε(m)

. ∼ Fε,m – незалежнi,

та

Y (m)
. = g(X(m)

. , b(m)) + ε(m)
. .

5 Застосування до дiаграми квантиль
проти квантиля i оцiнки дисперсiї за-
лишкiв

У роздiлi 3 були побудованi оцiнки b̂
(k)
n , k =

1, ...,M . Їх можна використати для оцiнки фун-
кцiї розподiлу похибок рiзних компонент. Для
цього розглянемо залишки, що вiдповiдають k-
тому компоненту: ui = Yi−g(Xi, b̂

(k)
n ). Оскiльки

у сумiшi присутнi об’єкти, що належать рiзним
компонентам, для оцiнювання функцiї розподi-
лу похибок, що вiдповiдає k-тiй компонентi, ви-
користаємо навантажену ф.р. залишкiв з мiнi-
максними коефiцiєнтами: a(k)i:n :

F̂ε,k(u) =

n∑
i=1

a
(k)
i:nI[ui < u] (2)

Оцiнка (2) може бути використана для по-
будови дiаграми типу квантиль проти квантиля
i для оцiнки моментiв залишкiв, в тому числi i
дисперсiї.

Для вiзуальної перевiрки гiпотез про розпо-
дiл похибок за однорiдними даними використо-
вують дiаграми квантиль проти квантиля (QQ
дiаграма).

Щоб побудувати аналогiчну дiаграму для
залишкiв у моделi сумiшi, розглянемо оцiнки
квантилiв на основi навантажених ф.р., запро-
понованi у [6].

QF̂ε,k(α) =
1

2
(Q

(k)
+ (α) +Q

(k)
− (α)),

тут

Q
(k)
+ (α) = sup (x ∈ R : F̂ε,k(x) 6 α),

Q
(k)
− (α) = inf (x ∈ R : F̂ε,k(x) > α).

Якщо потрiбно перевiрити, що ф.р. зали-
шкiв належить сiм’ї розподiлiв Fε,k, задаємо на-
бiр рiвнiв α1, ..., αN ∈ [0, 1]. На дiаграмi вiдобра-
жаються точки з координатами QF̂ε,k(αi) по го-
ризонталi, i QFε,k(αi) по вертикалi, i ∈ 1, ..., N .
Тут QFε,k(α) - квантиль розподiлу Fε,k iз рiвнем
α. Додатково на дiаграмi проводиться пряма зi
змiщенням 0 i коефiцiєнтом нахилу 1.

На основi (2) можна також побудувати
оцiнку для дисперсiї похибки регресiї k-того
компонента сумiшi.

σ̂2
k(γ) =

n∑
i=1

a
(k)
i:n [Yi − g(Xi, γ)]

2.

Тодi статистика σ̂2
k(b̂

(k)
n ) - оцiнка дисперсiї зали-

шкiв k-го компонента.

6 Консистентнiсть оцiнки дисперсiї за-
лишкiв

Для доведення консистентностi σ̂2
k(b̂

(k)
n ) буде ви-

користане наступне твердження з [9]:
Твердження 1
Припустимо що det Γ∞ > 0. Тодi

1 . supj= ¯1,n,k= ¯1,M |a(k)j:n| = O(n−1)

2 . supi,j= ¯1,n,k= ¯1,M,i̸=j |a
(k)
j:n − a

(k)
j:i−| = O(n−2)

10
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Твередження 1 з [12] дає приклади умов
консистентностi оцiнок b̂

(k)
n . Наступна теорема

доводить консистенту збiжнiсть оцiнок σ̂2
k(b̂

(k)
n )

до параметрiв σ2
k.

Теорема
Нехай b̂

(k)
n →P b(k), i ∀γ ∈ Θ ∃E[ε(k). ]4 < ∞

та ∃Eg(X(k)
. , γ)4 < ∞. Тодi ∀α > 0 має мiсце

мiсце вiдношення:

σ̂2
k(b̂

(k)
n )− σ2

k−

Ek[g(X
(k)
. , γ)− g(X(k)

. , b(k))]2|
γ=b̂

(k)
n

= oP (n
−1/2+α)

(3)

Якщо додатково припустити рiвноступене-
ву неперервнiсть g(x, γ) у деякому околi точки
γ = bk i неперервнiсть по x, то:

σ̂2
k(b̂

(k)
n )− σ2

k = oP (1) (4)

Доведення. Для доведення буде використано
наступне твердження з [11].

Твердження 2
Нехай ξn - послiдовнiсть випадкових вели-

чин, для якої iснує перший момент Eξn i дода-
тна дисперсiя D ξn. Тодi:

ξn − Eξn = OP ([D ξn]
1/2).

Щоб довести рiвнiсть (3) знайдемо мате-
матичне сподiвання Eσ̂2

k(γ), оцiнимо дисперсiю
D σ̂2

k(γ), i застосуємо Твердження 2.
Запишемо перший момент оцiнки дисперсiї

похибок в iншому виглядi:

Eσ̂2
k(γ) =

n∑
i=1

a
(k)
i:nE[Yi − g(Xi, γ)]

2 =

n∑
i=1

a
(k)
i:n

M∑
t=1

ptiEt[Y
(t)
. − g(X(k)

. , γ)]2 =

M∑
t=1

Et[Y
(t)
. − g(X(k)

. , γ)]2
n∑

i=1

a
(k)
i:np

t
i =

Ek[Y
(k)
. − g(X(k)

. , γ)]2 (5)

Остання рiвнiсть випливє з iз властивостi
незмiщеностi коефiцiєнтiв a

(k)
i:n :∑n

i=1 a
(k)
i:np

t
i = I[k = t],

що детальнiше описана у [10]. З виразу (5)
можна виокремити параметр дисперсiї зали-
шкiв σ2

k, якщо згадати про центрованiсть по-
хибки ε(k). i, що Y (k)

. = g(X(k)
. , b(k)) + ε(k). . Тодi:

Eσ̂2
k(γ) = Ek[Y

(k)
. − g(X(k)

. , γ)]2 =

σ2
k + Ek[g(X

(k)
. , b(k))− g(X(k)

. , γ)]2

Далi оцiнимо дисперсiю статистики σ̂2
k(γ).

Якщо винести суму i навантаження зi знаку
дисперсiї, то

D σ̂2
k(γ) =

∑n
i |a

(k)
i:n |2D[Yi − g(Xi, γ)]

2.

За припущенням теореми усi дисперсiї iсну-
ють i скiнченнi. Зауважимо, що використання
Твердження 1 для мiнiмаксних коефiцiєнтiв дає
вiдношення

∑n
i |a

(k)
i:n |2 = O(n−1). Це означати-

ме, що D σ̂2
k(γ) = O(n−1) = o(n2α−1),∀α > 0.

У результатi застосування Твердження 2,
маємо ∀γ ∈ Θ,∀α > 0:

σ̂k
2(γ)−σ2

k−Ek[g(X
(k)
. , γ)−g(X(k)

. , b(k))]2 = oP (n
α−1/2)),

i це доводить вiдношення (3) при пiдставленнi
γ = b̂

(k)
n .

Доведемо вiдношення (4). Для цього пока-
жемо, що R(γ) = Ek[g(X

(k)
. , γ) − g(X(k)

. , b(k))]2

неперервна у b(k). З рiвноступеневої неперерв-
ностi g(x, γ) у точцi γ = bk:

Для довiльного λ > 0, iснує δ > 0, для
всiх x ∈ Rd i для всiх γ iз околу b(k) таких,
що |γ − b(k)| < δ, випливає:

|g(x, γ)− g(x, b(k))| < λ (6)

Отже, з (6) отримуємо

|R(γ)| = |Ek[g(X
(k)
. , γ)− g(X(k)

. , b(k))]2| =

|
∫
Rd

[g(x, γ)−g(x, b(k))]2dFk(x)| < ε2
∫
Rd

dFk(x) = ε2

Тобто R(γ) є неперервною у точцi b(k). За при-
пущенням консистентностi оцiнок b̂

(k)
n →P b(k),

R(b̂
(k)
n ) →P R(b(k)) = 0. Тому з (3) випливає

(4).

11
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7 Моделювання

Було проведено серiю iз H = 1000 експеримен-
тiв для рiзних розмiрiв вибiрки. Цими експе-
риментами перевiрялася консистентнiсть оцiн-
ки σ̂2

k(b̂
(k)
n ) у рiвностi (4) та її уточнення у рiв-

ностi (3). Для цього було пораховано середнє
абсолютне змiщення справжнiх параметрiв вiд
їх оцiнок у (4) i окремо з уточненням (3). Дода-
тково рахувалася i дисперсiя отриманих оцiнок
для рiвностi (4).

Номера компонент генерованих об’єктiв
κi = κ(Oi), i = 1, ..., n обиралися вiдповiдно
до векторiв розподiлу (p1i , ..., p

M
i )ni=1. Тут pki -

ймовiрностi, що згенерованi наступною проце-
дурою:

pki =
uk
i∑M

t=1 u
t
i

;uti ∼ U [0, 1]

Для моделювання регресiї використовува-
лась логiстична модель.

g(X, γ) = 1
1+e−γ0−γ1X1

. Характеристики, якi спостерiгаються для m-
го компонента сумiшi ξ(m)

i = (Y
(m)
i , X

(m)
i ) гене-

рувалися наступним чином:

Y m
i = g(Xm

i , b(m)) + ε
(m)
i

X
(m)
i ≃ N(µ(m),Σ(m)).

ε
(m)
i ≃ N(0, σ2

k)

Параметри розподiлiв та регресiї наведенi у
Таблицi 1.

компонент
1 2

µ(m) 0.0 1.0
Σ(m) 2.0 2.0
b
(m)
0 0.5 0.5
b
(m)
1 2 -1/3
σ2
k 0.05 0.05

Таблиця 1

Результати моделювання для рiвностi (3)
при α = 0.25 i рiвностi (3) наведено у таблицi 2.

Дисперсiї оцiнок σ̂2
k(b̂

(k)
n ) наведенi у таблицi 3.

рiвнiсть (3), α = 0.25 рiвнiсть (4)
n\Компонент 1 2 1 2
100 0.039 0.050 0.01615 0.0099
500 0.0268 0.0191 0.0058 0.0044
1000 0.0145 0.0152 0.0027 0.0028
5000 0.0090 0.0101 0.00099 0.00122
7500 0.0077 0.0097 0.00092 0.00091
10000 0.0073 0.0089 0.00068 0.00076

Таблиця 2. Змiщення
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n\Компонент 1 2
100 0.0048 0.00021
500 1.88e-3 4.31e-5
1000 3.005e-5 2.17e-5
5000 3.61e-6 5.03e-6
7500 2.89e-6 3.02e-6
10000 1.68e-6 2.15e-6

Таблиця 3. Дисперсiї оцiнок

8 Застосування до соцiологiчних даних

Для демонстрацiї дiаграми квантиль проти
квантиля i оцiнки дисперсiї залишкiв було обра-
но соцiологiчнi данi. У нашому прикладi це - ре-
зультати зовнiшнього незалежного оцiнювання
(ЗНО) за 2016 рiк (див [13]), яке складають абi-
турiєнти у вишi. Спостережуванi характеристи-
ки: результати iспитiв iз математики (регресор)
та української мови i лiтератури (вiдгук). Абi-
турiєнтiв, якi подолали мiнiмальний порiг усьо-
го 94 тисячi особи. Ми розглянули випадок, ко-
ли функцiя залежностi - логiстична:

g(X, γ) = 1
1+e−γ0−γ1X1

Оскiльки результати iспитiв - це числа в iнтер-
валi вiд 100 до 200, то вони були переведенi в
iнтервал вiд 0 до 1 вiднiманням i дiленням на
100.

Додатково для кожного абiтурiєнта спосте-
рiгається область, у якiй вiн складав iспит. Це
знання необхiдне для побудови концентрацiй
компонент. Кожна з компонент у сумiшi - це
українськi полiтичнi течiї 2014 року, що об’єд-
нанi у 3 групи:

1 Коалiцiя (проукраїнськi): БПП, Народний
Фронт, Батькiвщина, Радикальна партiя,
Самопомiч.

2 Опозицiя (контрукраїнськi): Опозицiйний
блок, маленькi партiї, проти всiх.

3 Не зацiкавленi у полiтицi, - громадяни, що
не проголосували.

Частку отриманих голосiв пiд час парла-
ментських виборiв 2014 року по рiзних областях
вважатимемо концентрацiями компонент. Далi
кожному абiтурiєнту поставили у вiдповiднiсть
концентрацiї течiй по назвi областi в якiй вони
складали iспити.

Наведеної iнформацiї достатньо, щоб побу-
дувати мiнiмакснi навантаження, i оцiнити па-
раметри регресi. Оцiнки параметрiв регресiї i
оцiнка дисперсiї залишкiв наведенi у Таблицi 3.
За цими параметрами та мiнiмаксними наван-
таженнями були оцiненi функцiї розподiлу за-
лишкiв i побудованi дiаграми квантиль проти
квантиля у припущеннi що апрiорний розподiл
залишкiв має гаусiв розподiл.

Графiки першої колонки - порiвняння оцiн-
ки функцiї розподiлу компонент (суцiльна лi-
нiя) i нормального розподiлу (пунктиром) iз
вiдповiдною дисперсiєю σ2

k. У другiй колонцi зо-
браженi дiаграми квантиль проти квантиля для
оцiнок розподiлiв i нормального розподiлу.

Як видно з дiаграми, квантилi гаусової
функцiї розподiлу з оцiненою дисперсiєю схожi
на квантилi оцiнених розподiлiв. Це каже нам
про те, що при припущенiй логiстичнiй зале-
жностi, залишки можеть бути розподiленi нор-
мально. Для впевненостi слiд розробити стати-
стичний тест перевiрки гiпотез про рiвнiсть роз-
подiлiв.
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9 Висновки

У результатi були побудованi оцiнки розподiлу
залишкiв у регресiйнiй сумiшi. Це наближен-
ня було використано для побудови дiаграм ти-
пу квантиль проти квантиля i оцiнки дисперсiї
залишкiв. Для оцiнки дисперсiї залишкiв дове-
дено теорему про консистентнiсть i результати
перевiренi iмiтацiйним моделюванням. Його ре-

зультати показують що якiсть оцiнок для вибi-
рок понал 5 000 спостережень не дуже сильно
вiдрiзняються вiд результатiв на 5 000. Знайде-
нi оцiнки застосованi для аналiзу даних ЗНО та
виборiв 2014 року. Побудованi дiаграми кван-
тиль проти квантиля показують, розподiли за-
лишкiв для логiстичної функцiї досить близь-
кi до нормальних розподiлiв. Точний результат
можуть дати статистичнi тести.
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В роботі отримані консистентні оцінки параметра Хюрста дробового броунівського руху та 

побудовані довірчі інтервали отриманих оцінок. 

В багатьох прикладних задачах, що пов’язані з обробкою даних, необхідно оцінювати 

параметр Хюрста. Серед таких задач - задача обробки і аналізу сигналів,  коли сигнал 

можна  розглядати як накладення корисного сигналу і фонового шуму. Фоновий шум є, як 

правило, комбінацією  стохастичної  і фрактальної складових. Числовими показниками 

зазначених властивостей є, відповідно, показник Хюрста, індекс стійкості, коефіцієнти 

взаємозв'язку інкрементів, які узагальнюють автокореляційну функцію. Очевидно, що оцінка 

індексу  Хюрста є пріоритетним завданням при аналізі самоподібних процесів. 

В даний час існує безліч методів оцінки параметра Хюрста, але всі вони орієнтовані на 

окремі випадки  процесів, коли властивість самоподібності поєднується або з тривалою 

залежністю (дробовий броунівський рух), або з важкими хвостами. 

При оцінці параметра Хюрста найбільш часто використовуються RS-аналіз, дисперсно-

часовий аналіз і аналіз відхилень. Загальною властивістю цих методів є те, що всі вони 

засновані на використанні статистичних властивостей вибірок другого порядку (дисперсії, 

середньоквадратичного відхилення, коефіцієнтів кореляції). 
Ключові слова: індекс Хюрста, дробовий броунівський рух,консистентна оцінка. 

In the paper consistent estimates of the Hurst parameter of fractional Brownian motion are obtained 

and confidence intervals of the obtained estimates are constructed. 
In many applications related to data processing, it is necessary to estimate the Hurst parameter. Among 

such tasks is the task of signal processing and analysis, when the signal can be considered as the imposition 

of a useful signal and background noise. Background noise is usually a combination of stochastic and fractal 
components. 

Numerical indicators of these properties are, respectively, the Hurst index, the stability index, the 

coefficients of the relationship of increments, which generalize the autocorrelation function. Obviously, the 
estimation of the Hurst index is a priority in the analysis of self-similar processes. 

Currently, there are many methods for estimating the Hurst parameter, but they are all focused on 

individual cases of processes where the property of self-similarity is combined with either long-term 

dependence (fractional Brownian motion), or with heavy tails. 
RS-analysis, disperse-time analysis and deviation analysis are most often used in estimating the Hurst 

parameter. A common feature of these methods is that they are all based on the use of statistical properties 

of second-order samples (variance, standard deviation, correlation coefficients). 
Key Words: Hurst index, fractional Brownian motion, consistent estimate. 
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Вступ 

У граничних теоремах для випадкових 

процесів можна виділити окремо теореми 

бакстерівського типу. Бакстерівськими 

сумами називають послідовності сум 

нелінійних функцій від приростів 

випадкових процесів. За певних умов 

послідовності бакстерівських сум збігаються 

у тому чи іншому сенсі до невипадкової 

сталої. Теореми, в яких встановлюється така 

збіжність, називаються теоремами Леві-

Бакстера або теоремами бакстерівського 

типу. 

Робота  присвячена застосуванню методу 

бакстерівських сум  для оцінювання 

параметра Хюрста дробового броунівського 

руху. 

Статистичному оцінюванню у моделях з 

дробовим броунівським рухом присвячена 

багато робіт. В роботі [1] наведено огляд 

літератури і аналіз задач з використанням 

бакстерівського підходу. 

В роботі отримані консистентні оцінки 

параметра Хюрста.  

 Оцінки параметра Хюрста 

використовуються в багатьох прикладних 

задачах  [2, 3]. 

Консистентні оцінки параметра Хюрста. 

Нехай  0,  tBB t – дробовий

броунівський рух з параметром Хюрста   – 

гауссовий випадковий процес  з нульовим 
середнім значенням та кореляційною функцією 

    0,,
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Припустимо, що параметр Хюрста   – 

невідомий, такий що ],0(   , де )1,0(  – 

фіксоване. Також, припустимо, що випадковий 

процес  0,  tBB t  спостерігається в точках
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Безпосередній підрахунок дозволяє отримати 
наступні формули для математичного сподівання 

та дисперсії випадкової величини p
nS


, 1p  [1] : 
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Теорема 1. Статистика 
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Хюрста  . 

Доведення. Нехай 1p , тоді із рівностей (1) 
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Для знаходження оцінки дисперсії  1 D nS


використаємо наступну лему. 

Лема 1. [1] Нехай  0,  tBB t – дробовий

броунівський рух з параметром Хюрста 

],0(   . Тоді при )1,0(  справедлива 

наступна нерівність: 
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З припущення про збіжність ряду 
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Отже, статистика (7) є сильно консистентною 

оцінкою параметра  . □ 

Аналогічно, можна показати, що статистики 
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, 2p  є сильно 

консистентними оцінками параметра Хюрста  . 

Лема 2. Нехай  0,  tBB t – дробовий

броунівський рух з параметром Хюрста  . Тоді 

виконується нерiвнiсть: 
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Доведення. Знайдемо дисперсiю випадкової 

величини 
 p
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, p = 2; 3, 
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Тоді, обчислюючи математичне сподівання 
добутку приростів p–го порядку дробового 

броунівського руху з нульовим середнім 

значенням та кореляційною функцією  tsr , :
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Позначимо 

20



Вісник Київського національного університету 
імені Тараса Шевченка  
Серія фізико-математичні науки  

2019, 3 Bulletin of Taras Shevchenko 
National University of Kyiv 

Series Physics & Mathematics 

 

 

.0,

,)(1
2

1

,

2

0,

1












lk

jilkCC

lkV

p

ji

j
p

i
p

ji

p





 (13) 

При k = l маємо  2)(
,
p
nkBE  =   ,02

pn Va . 

Покладемо 11,  nammlk . Тодi iз 

формул (10)–(13) випливає: 
 

     





























1

0,

2
4

22 ,
4

2,02

 D

na

lk
lk

p
n

pnn

p
n

lkV
a

Vaa

S






    













 








1

1

2
4

241 ,)(
2

,02
na

m
pn

n
pn mVma

a
Va 




      .,
2

1
,1

2

1
,0

2

1

2

222

41




















na

m
ppp

n

mVVV

a





(14) 

Зауважимо, що при p = 2 та p = 3 iз 
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Оскільки, функція  ,mVp  є приростом 2p–

го порядку функції   1,2  xxxf  ,  1,0
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де )(  – дзета - функція Рiмана. 
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Теорема 2. Нехай  0,  tBB t – дробовий

броунівський рух з параметром Хюрста  . Тоді 
    1,,0  pVS p
p

n 


 з ймовірністю одиниця при

n . 

Доведення. Оскільки математичне 

сподівання випадкової величини 
  1, pS p
n


: 
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Розв’яжемо останню нерівність відносно 
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Нерівність 0
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1 
n

p

a

D
виконується для 

достатньо великих n , оскільки 0/ np aD  при 

n . 

Теорему доведено. □ 

Висновки 

Отримані результати можна 

використовувати в багатьох прикладних 

задачах, що пов’язані з обробкою даних. 

Особливе місце займає задача обробки і 

аналізу сигналів,  коли сигнал  розглядається 

як комбінація корисного сигналу і шуму. А 

шум є комбінацією  стохастичної і 

фрактальної складових. Числовими 

показниками зазначених властивостей є, 

відповідно, показник Хюрста, індекс 

стійкості, коефіцієнти взаємозв'язку 

складових, які узагальнюють 

автокореляційну функцію. 

При оцінці параметра Хюрста найбільш 

часто використовуються RS-аналіз, 

дисперсно-часовий аналіз і аналіз відхилень. 

Ці методи не дозволяють отримати якісні 

оцінки – незміщені, консистентні, тощо. 
В роботі отримані консистентні оцінки 

параметра Хюрста дробового броунівського руху 
та побудовані довірчі інтервали.  
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У роботi вивчаються два методи моделювання випадкового процесу Орнштейна-Уленбека.
Цей процес має безлiч застосувань - у фiзицi, фiнансовiй математицi, бiологiї, тому вкрай
важливою є можливiсть моделювати цей процес для вирiшення рiзних теоретичних та пра-
ктичних задач. Особливiстю цього процесу є те, що вiн має багато цiкавих властивостей - вiн
є гауссовим процесом, є стацiонарним процесом, є маркiвським процесом, є розв’язком стоха-
стичного рiвняння Ланжевена тощо. Кожна iз цих властивостей дозволяє застосовувати до
цього процесу рiзнi методи моделювання. Ми розглянули лише два методи, хоча їх є набагато
бiльше. Один метод використовує те, що цей процес є гауссовим. Iнший – базується на розкла-
дi Фур’є. Для обох цих методiв було отримано конкретнi умови, коли цi моделi вiдповiдають
заданим рiвням точностi та надiйностi.

Ключовi слова: процес Орнштейна-Уленбека, моделювання iз заданою точнiстю та надiй-
нiстю, центрований гауссовий процес, розклад Фур’є.

Two methods of modeling for the Ornstein-Uhlenbeck process are studied in the work. This process
has many applications in physics, financial mathematics, biology. Therefore, it is extremely important
to have instruments for modeling this process to solve various theoretical and practical tasks. The
peculiarity of this process is that it has many interesting properties: it is Gaussian process, is a stationary
process, is a Markov process, it is a solution of the Langevin stochastic equation, etc. Each of these
properties allows you to apply different methods to this process modeling. We have considered only
two methods, although there are many more. One method uses the fact that this process is Gaussian.
Another is based on the Fourier expansion. For both of these methods there were specific conditions are
obtained when these models satisfy the given levels of accuracy and reliability.

Key Words: Ornstein–Uhlenbeck process, modeling with given accuracy and reliability, centered
gaussian process, Fourier series.

1 Вступ

Процес Орнштейна-Уленбека має дуже довгу
та цiкаву iсторiю. Вiн виник як альтернати-
ва Вiнерiвськом процесу при побудовi моделi
руху зваженої частинки, що рухається в рi-
динi. В 30-х роках двадцятого столiття дан-
ськi фiзики-теоретики Леонард Орнштейн та
Джордж Уленбек [7] запропонували модель, що
враховує, на вiдмiну вiд процесу Вiнера, ньюто-
нiвську взаємодiю частинок. Ця модель опису-
вала поведiнку частинок за допомогою рiвня-
ння Ланжевена. Невироджений розв’язок цьо-
го стохастичного рiвняння i назвали процесом
Орнштейна-Уленбека. Вiн має безлiч застосу-

вань в фiзицi, фiнансовiй математицi, еволю-
цiйнiй бiологiї тощо. Тому моделювання такого
процесу має дуже важливе значення для пра-
ктичний застосування у рiзних прикладних за-
дачах.

Процес Орнштейна-Уленбека є стацiонар-
ним, гауссiвським та маркiвським. Найбiльшо-
го розповсюдження набув процес Орнштейна-
Уленбека, що має нульове математичне сподi-
вання, тобто є центрованим. Рiзнi методи моде-
лювання саме такого процесу ми будемо дослi-
джувати в цiй статтi.

Наведемо математично строге означення
цього процесу.

c⃝ А.О. Пашко, Т.О. Яневич, 2019
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Означення 1.1. Процес Орнштейна-Уленбека
X(t) – це стацiонарний центрований гауссiв-
ський процес з кореляцiйною функцiєю

B (τ) = EX(t+ τ)X(t) = σ exp (−α|τ |) , σ, α > 0.

При моделюваннi процесу Орнштейна-
Уленбека можна використовувати:

• зображення процесу Орнштейна-
Уленбека як гауссiвського стацiонарного
процесу;

• зображення Фур’є для процесу
Орнштейна-Уленбека;

• зображення процесу Орнштейна-
Уленбека як процесу з дискретним спе-
ктром;

• зображення процесу Орнштейна-
Уленбека як розв’язку стохастичного рiв-
няння.

В данiй статтi ми докладно розглянемо першi
два пiдходи. Два iнших залишимо на майбу-
тнє. Також варто зауважити, що наведений спи-
сок методiв молеювання процесу Орнштейна-
Уленбека далеко не повний - ми навели лише
основнi. Зокрема, для перших двох пiдходiв мо-
жна визначити певнi умови, коли для моделi
можна знайти умови, при яких вона буде мати
заданi точнiсть та надiйнiсть. Докладнiше про
методи моделювання рiзних процесiв iз потрi-
бною точнiстю та надiйнiстю можна ознайоми-
тись в книзi [5].

Означення 1.2. Нехай випадковий процес
X (t) , t ∈ T та його модель Xn(t,Λ) належать
деякому функцiональному банаховому просто-
ру A (T) з нормою ∥∥. Нехай задано два числа
δ > 0 та 0 < ε < 1. Модель Xn (t,Λ) набли-
жає процес X (t) з надiйнiстю 1− ε та точнiстю
δ > 0 у нормi простору A (T), якщо має мiсце
нерiвнiсть

P {∥X (t)−Xn (t,Λ) ∥ > δ} 6 ε.

2 Моделювання гауссiвських стацiонар-
них випадкових процесiв

Нехай (T,B, µ) - деякий вимiрний простiр з
µ (T) = 1.

Нехай X (t) , t ∈ R+ – гауссовий стацiонар-
ний випадковий процес, EX (t) = 0, B (τ) =

EX (t+ τ)X (t) =
∫∞
0 cos (uτ) dF (u) – кореля-

цiйна функцiя процесу, F (u) – спектральна
функцiя. Випадковий процес X (t) , t ∈ R1 має
зображення

X (t) =

∫ ∞

0
cos (tu) dζ1 (u)+

∫ ∞

0
sin (tu) dζ2 (u) ,

де ζ1 (u) , ζ2 (u) – центрованi некорельованi ви-
падковi процеси з некорельованими приро-
стами такi, що для довiльних 0 6 u1 <
u2 має мiсце рiвнiсть E (ζ1 (u2)− ζ1 (u1))

2 =
E (ζ2 (u2)− ζ2 (u1))

2 = F (u2)− F (u1) .
Для моделювання випадкового процесу для

деякого Λ > 0 використаємо зображення:

X (t) =

∫ ∞

0
cos (tu) dζ1 (u) +

+

∫ ∞

0
sin (tu) dζ2 (u) =

=

∫ Λ

0
cos (tu) dζ1 (u) +

+

∫ Λ

0
sin (tu) dζ2 (u) +

+

∫ ∞

Λ
cos (tu) dζ1 (u) +

+

∫ ∞

Λ
sin (tu) dζ2 (u) .

Означення 2.1. Нехай Λ > 0, D (Λ, n) :
0 = u0 < u1 < ... < un = Λ –
розбиття iнтервалу [0,Λ]. Випадковий процес
Xn (Λ, t) =

∑n−1
i=0 cos (uit) (ζ1 (ui+1)− ζ1 (ui)) +

sin (uit) (ζ2 (ui+1)− ζ2 (ui)) називається апро-
ксимацiйною моделлю процесу X (t) (А - мо-
дель).

Отже, А – модель процесу X (t) мо-
жна отримати змоделювавши суму Xn (Λ, t) =∑n−1

i=0

(
cos (uit) η

1
i + sin (uit) η

2
i

)
, де

{
η1i , η

2
i

}
–

незалежнi строго субгауссовi випадковi величи-
ни з Eη1i = Eη2i = 0 та E

(
η1i
)2

= E
(
η2i
)2

=
F (ui+1)− F (ui).

Розглядаються строго субгауссовi випадко-
вi величини тому, що вони отримуються при
моделюваннi гауссових випадкових величин. Це
викликано точнiстю представлення чисел в об-
числювальних системах та наближених алгори-
тмах моделювання гауссових випадкових вели-
чин. Докладнiше про теорiю строго субгауссо-
вих випадкових величин можна ознайомитись в
книзi [1].
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В роботi [2] отримано оцiнки точностi i на-
дiйностi в рiвномiрнiй метрицi. В роботах [3] -
[4] отримано оцiнки точностi i надiйностi в про-
сторах Орлiча. Простори L2(T ) - частинний ви-
падок просторiв Орлiча.

Для оцiнки параметрiв моделей iз заданими
точнiстю та надiйнiстю скористаємось резуль-
татами таких теорем:

Теорема 2.1. [2] Модель Xn (t,Λ) наближає
процес X(t) з надiйнiстю 1 − ε i точнiстю δ
в нормi простору L2 (T), якщо для чисел Λ та
n виконуються нерiвностi:
B2n,Λ < δ2 та exp

{
1
2

}
δ√

B2n,Λ
exp

{
− δ2

2B2n,Λ

}
6

ε, де B2n,Λ =
∫
T E (X (t)−Xn (t,Λ))

2 dµ (t).

Теорема 2.2. [3, 4] Модель Xn (t,Λ) наближає
процес X(t) з надiйнiстю 1 − ε i точнiстю δ
в нормi простору L2 ([0, T ]), якщо для чисел Λ
та n виконуються нерiвностi:
B3n,Λ < δ2 та exp

{
1
2

}
δ

B3n,Λ
exp

{
− δ2

2B3n,Λ

}
6 ε,

де
B3n,Λ = 2T

n∑
i=0

∫ λi+1

λi

(
1− sin(T (λ−λi))

T (λ−λi)

)
f (λ) dλ +

T
(∫∞

Λ f (λ) dλ
)
.

Нехай для розбиття DΛ виконується умова
T (λi+1 − λi) 6 1, тодi мають мiсце такi наслiд-
ки:

Наслiдок 2.1. Модель Xn (t,Λ) наближає про-
цес X(t) з надiйнiстю 1−ε i точнiстю δ в нор-
мi простору L2 ([0, T ]), якщо для чисел Λ та n
виконуються нерiвностi:
G1n,Λ < δ2 та exp

{
1
2

}
δ√

G1n,Λ
exp

{
− δ2

2G1n,Λ

}
6

ε, де G1n,Λ = T
3

∑n
i=0

∫ λi+1

λi
(λ− λi)

2 f (λ) dλ +

T
(∫∞

Λ f (λ) dλ
)
.

Якщо розбиття вибрати рiвномiрним, тоб-
то, λi+1 − λi =

Λ
n i TΛ

n 6 1 тодi матимемо iнший
наслiдок.

Наслiдок 2.2. Модель Xn (t,Λ) наближає про-
цес X(t) з надiйнiстю 1−ε i точнiстю δ в нор-
мi простору L2 ([0, T ]), якщо для чисел Λ та n
виконуються нерiвностi:
G2n,Λ < δ2 та exp

{
1
2

}
δ

G2n,Λ
exp

{
− δ2

2G2n,Λ

}
6 ε,

де G2n,Λ = T 3Λ2

3n2

∫ Λ
0 f (λ) dλ+ T

(∫∞
Λ f (λ) dλ

)
.

Для процесу Орнштейна-Уленбека

f (λ) =
σ2α

π (α2 + λ2)
,

F (u) =

∫ u

0
f (λ) dλ =

σ2

π
arctg

(u
α

)
.

Тодi

Наслiдок 2.3. Модель Xn (t,Λ) наближає про-
цес Орнштейна-Уленбека X(t) з надiйнiстю
1− ε i точнiстю δ в нормi простору L2 ([0, T ]),
якщо для чисел Λ та n виконуються нерiвно-
стi:
G2n,Λ < δ2 та exp

{
1
2

}
δ√

G2n,Λ
exp

{
− δ2

2G2n,Λ

}
6

ε, де G2n,Λ = T 3Λ2

3n2 F (Λ) + T (F (∞)− F (Λ)) =
Tσ2

2 + T σ2

π arctg
(
Λ
α

) [
T 2Λ2

3n2 − 1
]
.

Таблиця 2.1 Оцiнки рiзних чисел Λ та n для
моделi процесу Орнштейна-Уленбека для зада-
них надiйностi 1 − ε та точностi δ коли T = 1
та α = σ = 1.

№ Λ n δ ε

1 1000 13000 0.1 0.1
2 2000 65000 0.05 0.1
3 50000 8000000 0.01 0.1
4 1000 15000 0.1 0.05
5 2900 95000 0.05 0.05
6 55000 10000000 0.01 0.05
7 2000 33000 0.1 0.01
8 11000 350000 0.05 0.01
9 300000 47000000 0.01 0.01

Рис 2.1. Реалiзацiї процесу Орнштейна-
Уленбека як гауссового процесу

δ = 0.1, ε = 0.1, T = 1, α = σ = 1
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Рис 2.2. Реалiзацiї процесу Орнштейна-
Уленбека як гауссового процесу

δ = 0.05, ε = 0.1, T = 1, α = σ = 1

3 Моделювання процесу Орнштейна-
Уленбека iз використанням розкладу
Фур’є

Нехай на iнтервалi T = [0, T ] кореляцiйну фун-
кцiю процесу X (t) можна розкласти у ряд
Фур’є

B (τ) =

∞∑
k=0

b2kcos

(
kπτ

T

)
,

де коефiцiєнти b2k = γk
T

∫ T
0 B (τ) cos

(
kπτ
T

)
dτ та

γk =

{
2, k > 1
1, k = 0

– є невiд’ємними.

Розглянемо випадковий процес

Y (t) =
∞∑
k=0

(
ξkcos

(
πkt

T

)
+ ηksin

(
πkt

T

))
,

(1)
де {ξk, ηk} , k = 0, 1, ... – незалежнi випадковi
величини такi, що Eξk = Eηk = 0, k = 0, 1, ...,
Eξ2k = Eη2k = b2k.

Процес Y (t) — стацiонарний випадковий
процес. Якщо цей процес розглянути на вiдрiз-
ку [0, T ], то його кореляцiйна функцiя збiгає-
ться на iнтервалi [0, T ] з кореляцiйною функцi-
єю B (t) =

∑∞
k=0 b

2
k cos

(
kπt
T

)
. Отже, процес Y (t)

можна розглядати як модель процесу X (t) на
T = [0, T ]. Бiльш докладно iз теорiєю розкладiв
Фур’є для випадкових процесiв можна ознайо-
митись в книзi [6].

Теорема 3.1. [6] Якщо кореляцiйна функцiя
B (τ) опукла на вiдрiзку [0, T ], то коефiцiєнти
Фур’є цiєї функцiї b2k невiд’ємнi.

Для кореляцiйної функцiї процесу
Орнштейна-Уленбека B (τ) = σexp (−ατ), τ ∈

[0, T ], маємо:∫
B (τ) cos

(
kπτ

T

)
dτ =

= σ
exp (−ατ)

α2 + d2k
[dksin (dkτ)− αcos (dkτ)] ,

де dk = πk
T . Тодi

b2k =
γk
T

∫ T

0
B (τ) cos

(
kπτ

T

)
dτ =

=
γk
T

ασ

α2 + d2k

(
1 + (−1)k+1 exp (−αT )

)
, (2)

а отже, випадковий процес X(t) на промiжку
[0, T ] можна представити у виглядi (1).

Означення 3.1. Випадковий процес XM (t) =∑M
k=0

(
ξkcos

(
πkt
T

)
+ ηksin

(
πkt
T

))
, де випадковi

величини {ξk, ηk} , k = 0, 1, ... визначенi в (1)
та (2), будемо називати моделлю Фур’є процесу
Орнштейна-Уленбека X(t) з кореляцiйною фун-
кцiєю B (τ) = σexp (−ατ), τ ∈ [0, T ].

Теорема 3.2. Модель Фур’є процесу XM (t) на-
ближає процес X (t) з точнiстю δ > 0 та на-
дiйнiстю 0 < 1− ε < 1 в просторi L2 (T), якщо
M задовольняє нерiвностi:
δ > AM+1, exp

{
1
2

}
δ

AM+1
exp

(
− δ2

2A2
M+1

)
6 ε, де

A2
M+1 = T

∑∞
k=M+1 b

2
k.

Наслiдок 3.1. Для процесу Орнштейна-
Уленбека X (t) величина

A2
M+1 = T

∞∑
k=M+1

γk
T

ασ

α2 + d2k

(
1 + (−1)k+1 e−αT

)
=

= 2ασ

∞∑
k=M+1

1 + (−1)k+1 e−αT

α2 +
(
πk
T

)2 =

= 2ασT 2
∞∑

k=M+1

1 + (−1)k+1 e−αT

T 2α2 + π2k2
.

Оскiльки точно порахувати цю величину
аналiтично не можливо, тому оцiнимо її звер-
ху

A2
M+1 6 2ασT 2 1 + e−αT

π2

∞∑
k=M+1

1

k2
=

= 2ασT 2 1 + e−αT

π2

(
π2

6
−

M∑
k=1

1

k2

)
.

27



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2019, 3
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

Таблиця 3.2 Оцiнки рiзних значень чисел M
для моделi Фур’є процесу Орнштейна-Уленбека
для заданих надiйностi 1− ε та точностi δ коли
T = 1 та α = σ = 1.

№ M δ ε

1 230 0.1 0.1
2 900 0.05 0.1
3 21500 0.01 0.1
4 270 0.1 0.05
5 1050 0.05 0.05
6 26000 0.01 0.05
7 370 0.1 0.01
8 1500 0.05 0.01
9 36000 0.01 0.01

Рис 3.1. Реалiзацiї процесу Орнштейна-
Уленбека методом розкладу в ряд Фур’є

δ = 0.1, ε = 0.1, T = 1, α = σ = 1

Рис 3.2. Реалiзацiї процесу Орнштейна-
Уленбека методом розкладу в ряд Фур’є

δ = 0.05, ε = 0.1, T = 1, α = σ = 1

Рис 3.3. Реалiзацiї процесу Орнштейна-
Уленбека методом розкладу в ряд Фур’є

δ = 0.01, ε = 0.1, T = 1, α = σ = 1

4 Висновки

В статтi було розглянуто два методи мо-
делювання центрованого процеса Орнштейна-
Уленбека. Перший метод базується на загаль-
ний принципах моделювання гауссових проце-
сiв, оскiльки процес Орнштейна-Уленбека є га-
уссовим процесом. Оцiнки точностi i надiйностi
знайдено в загальному випадку, вони майже не
залежать вiд виду кореляцiйної функцiї.

Другий метод використовує розклади коре-
ляцiйної функцiї процесу в ряд Фур’є. I оцiнки
точностi i надiйностi знайдено для конкретної
кореляцiйної функцiї. Тому така велика рiзни-
ця в кiлькостi доданкiв у моделях.

Для обох методiв були наведенi основнi те-
оретичнi результати, що дозволяють моделюва-
ти процес iз заданими точнiстю та надiйнiстю.
Були зробленi вiдповiднi пiдрахунки та визна-
ченi умови на певнi параметри, що дозволяють
будувати реалiзацiї iз необхiдними точнiстю i
надiйнiстю.

Другий метод моделювання бiльш простий
в застосуванннi. Але обидва вони потребують
попереднiх знань та навичок моделювання гаус-
сових випадкових величин. Зокрема, треба ма-
ти на увазi, що при їх моделюваннi отримую-
ться строго субгаусовi випадковi величини.

В майбутньому планується дослiдити iн-
шi методи моделювання процесу Орнштейна-
Уленбека, їх точнiсть i надiйнiсть. Набувають
популярностi методи моделювання гауссових
випадкових процесiв з вiдомими кореляцiйними
функцiями, що також будуть об’єктами наших
подальших дослiджень.
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Steady magnetohydrodynamic (MHD) flows of suspensions of conducting micro/nanoparticles through a 
thin tube of a circular cross-section in a transverse constant magnetic field driven by a constant pressure 
drops at the ends of the tube is studied. The governing MHD system of equations for a viscous 
incompressible micro/nanofluid in the non-induction approximation is solved with the second order velocity 
slip boundary condition at the wall of the tube. The material parameters of the fluid are considered as non-
linear functions of the particle concentration according to the mixture models of suspensions and electric 
conductivity theory. The velocity field, pressure, electric current and magnetic field have been computed as 
series expansions. The influence of two non-dimensional slip coefficients of the flow rate and wall shear 
stress is studied. Optimal concentrations of the micro/nanoparticles in the suspensions have been computed 
from the minimum entropy production condition for different slip conditions, material parameters, magnetic 
fields and flow regimes (Reynolds and Hartmann numbers).  

Key Words: Microfluids, Nanofluids, Magnetohydrodynamics, Steady flows.

Досліджуються стаціонарні магнітогідродинамічні (МГД) течії суспензій електропровідних 
мікро/наночастинок крізь тонку трубку кругового перерізу в поперечному постійному магнітному 
полі за рахунок постійного перепаду тиску на кінцях трубки. Система рівнянь MГД-течії в'язкої 
нестисливої мікро/нанорідини в безіндукційному наближенні розв’язується за наявності для 
швидкості граничних умов прослизання другого порядку на стінці трубки. Матеріальні параметри 
рідини розглядаються як нелінійні функції концентрації частинок відповідно до моделей сумішей та 
теорії електропровідності. Вираження для поля швидкості, тиску, електричного струму та 
магнітного поля отримані у вигляді розкладень у ряди. Вивчено вплив двох безрозмірних коефіцієнтів 
прослизання на швидкість течії та напруження зсуву на стінці. Оптимальні концентрації мікро / 
наночастинок у суспензіях обчислені з умови мінімуму виробництва ентропії в каналі для різних умов 
прослизання, параметрів матеріалу, магнітних полів та режимів течії (числа Рейнольдса та 
Гартмана). 

Ключові слова: Мікрорідини, Нанорідини, Магнітна гідродинаміка, Стаціонарні течії. 

 Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Жук Я.О 

1. Introduction. Significant success in material
sciences and electronics, medicine and biology, 
chemical and power engineering is tightly connected 
with novel micro- and nanotechnology that had been 
developed during the last decades. Precise 
‘molecular’ assembling of nanocomposites, coatings, 

molecular motors, and other nanoscale analogies of 
macroscopic materials and machines allow 
elaboration of microgears, molecular motors, and 
microelectromechanical systems (MEMS) for 
detailed manipulations with nanoparticles, fibers, 
biological cells and extracellular materials [1]. 
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Suspensions of micro or nanoparticles (microfluids 
and nanofluids) possess unique physical, chemical 
and biological properties due to high surface-to-
volume ratio for the small particles. Mictofluidic and 
nanofluidic systems are widely used in modern 
technologies, biology and medicine for mixing or 
separation of fluids, water purification and 
desalinization, heating of small volumes of materials, 
cooling of the MEMS, drug delivery to the target 
tissues, medical diagnostics with lab-on-a-chip and 
other promising technologies [2].  
       The micro- and nanofluids used in such systems 
have complex mechanical, thermal, electromagnetic 
and optic properties which depend on the 
concentration, shape, size and material parameters of 
the micro/nanoparticles. Therefore, even low-
intensity external electric or magnetic fields may 
significantly influence the flows of micro/nanofluids 
through the tubes or ducts [3]. Weak electric and 
magnetic fields generated by the heart and muscle 
contractions, brain and cell activity could influence 
the drug delivery to tumors inside the organisms [4]. 
Electromagnetic properties of the blood cells used 
for early diagnosis of cancer [5] may also influence 
the measurement results and, therefore, the accuracy 
of the diagnostic test.    
       In the moving suspensions the Fahraeus-
Lindquist effect produces a low viscosity boundary 
layer free of the particles (apparent slip layer, ASL) 
that accelerates the flow [5]. In the suspensions of 
microparticles (1 d 100 m  ) or nanoparticles 
(1 d 100 m  ) the Knudsen layer produced by the 
complete or partial diffusion scatter of the particles 
at the wall roughness appears and influences the flow 
velocity and wall shear stress [6]. Its thickness is 
compatible to the mean free path λ of the particles 
that is much smaller than the thickness of the ASL 
[7].  As it was shown in numerous experiments with 
the flows in micro and nanotubes, the measured 
volumetric rates and wall shear stress differ in 5-60% 
from the corresponding values computed on the 
classical Navier-Stokes equations for convenient 
incompressible fluids [2,6,7]. The main reasons of 
the differences are velocity slip and temperature 
jump boundary conditions (BC) at the solid walls 
and complex dependencies of the material 
parameters on the particle concentration   and other 
properties. The heat conduction, electric and other 
physical parameters of the micro/nanosuspensions 
are increasing functions of  , while the fluid 
viscosity and energy loss for viscous dissipation also 
increases with  . Therefore, the solution of the 
optimization problem for the values   when the 
physical properties are high enough and the viscous 
dissipation is reasonably low is of a great importance 
for micro/nanofluid dynamics applications.  

       In this paper the influence of the BC and 
suspension parameters on the MHD flow and the 
field strength is studied. The optimization problem 
for the particle concentration at different material 
parameters and flow conditions is solved based on 
the minimum entropy production approach.  

2. Problem formulation. Steady flow ( / t 0   ,
xv Ve
 , x 0 zB Be B e 

   , cylindrical coordinates) of 
a uniform suspension of the micro or nanoparticles 
of diameters pd  with concentration   in an 
incompressible Newtonian fluid through a thin tube 
of a circular cross-section with radius R  and wall 
thickness h R  in a transverse external magnetic 
field 0 0 zB B e

  , 0B = const and the pressure drop 
P P P    = const (Fig.1) is considered. 

Рис.1. Scheme of the flow geometry. 

       The flow is governed by the following system of 
equations in the non-induction approximation [8] 

eff 0
V 10, V B B P / L
x 4





     




, (1) 

m 0B B V 0    


, (2) 
where 2

m effc / (4 )  is the magnetic viscosity, B


 
is the field inside the tube. 
       The BC for (1)-(2) are the 2-nd order velocity 
slip condition at the wall and the flow symmetry at 
the axis [6,7] 

Vr 0 : 0
r


 


, (3) 

2
2

1 2 2
V Vr R : V Kn Kn
r r

  
  

 
(4) 

where Kn / R is the Knudsen number, 1,2  are 
constants (according to [6], 1 [1;1.15]  , 

2 [ 0.5;1.31]   ), 2 0   for the microfluids. 
 The second BC at the wall  for (1)-(2) is [8] 

Br R : 0
r


 


 for ideal conducting wall, (5) 

2 jr R : B
c


   for ideal insulating wall, (6) 

where effj V B / c 
  

 is the electric current, w is 
the wall conductivity. 
       Solution of (1)-(3), (5), (6) for the velocity non-
slip BC has been obtained in the approximations of 
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large and small Hartmann numbers, walls with zero 
and small conductivity, thin wall with arbitrary 
conductivity and the wall with finite thickness and 
conductivity [8,9]. 
       As it is well-known from the general MHD 
theory, with two new parameters introduced as 

0
1,2

eff eff

cB / 4 zc P / B L
V V exp( mz),


 

 
    
 

 (7) 

where eff 0

eff

B
m

2c



 , the system (1)-(2) gives 

second-order equations 
 2

1,2 1,2V m V 0   (8) 
with boundary conditions (3) and 

2
21 2 1 2

1 2 1 2 2
(V V ) (V V )V V C Kn C Kn

r r
   

  
 

(9) 

and eff1 2
1 2

w

(V V )
(V V ) 0

r h



 
  


 (10) 

or       1 2V V 2 j / c  ,                  (11) 
instead of the conditions (4)-(6) accordingly.  

 The effective density eff , electric conductivity 
eff  and dynamic viscosity eff  of the suspension 

can be introduced by one of the formulae accepted 
for mixtures and corrected for the micro/nanofluids 
in the experiments [2,3,6,7] 

eff p f (1 )       ,   (12) 

p f
eff f

p f f p

3 ( )
1

2 ( )
  

 
    

 
      

, (13) 

2.5
eff f (1 )     , (14) 

where the subscripts (.)p and (.)f stand for the 
particles and basic fluid accordingly. 

3. Problem solution. In the non-dimensional
variables r r / R ,  x x / R , 0 f fB B / (V )  , 

0V V / V , where 0V  is the characteristic velocity 
the solution 1,2V (r, )   of (8)-(10) can be found by 
using the technique of separation of variables in the 
general form 

   1,2 1,2
1,2 n n n

n 0
V I Hr C cos(n ) D sin(n ) 




  , (15) 

where 0 f fH B R    is the Hartmann number, 

nI (y)  are modified Bessel functions of order n. 
 The magnetic field in the wall has the form [9] 

n n
w 0 0 n n

n 0
B A B ln( r ) (A r B r )cos(n )





    , (16) 

and the field continuity equations 

w
w

eff w

B1 B 1r 1: B B ,
r r 


  

 
(17) 

where w  is the wall conductivity are satisfied. 
       Unknown constants 1,2

nC , 1,2
nD , nA , 0A , 0B  have 

been found from the algebraic system of equations. 
The complex expressions for them are not presented 
due to brevity.  
       Numerical computations have been carried out 
for the material parameters taken for blood as a 
microfluid [4,5] and some technical diluted 
nanofluids of rigid nanoparticles [7]. The most 
interesting results are presented in Fig.2-5. Entropy 
generation due to viscous dissipation in the flow has 
been computed as a function of the concentration 
 in the form: 

2 21 2 1

0 0 0






                
   V VS dx d dr

r
 . (18) 

      Optimal values for the particle concentration 
have been found from the following conditions 

0



dS
d

, 
2

2 0



d S

d
. (19) 

      Numerical solutions of the corresponding 
transcendental equation (19) have been found for 
different sets of material parameters, external 
magnetic field (H number) and flow regime 
(Reynolds number 0Re /  f fV R ).

4. Results and discussion. At the first stage of the
study, the obtained results have been compared to 
similar ones computed in [9] with non-slip BC. The 
same material parameters and values Re, H have 
been used. The velocity profiles at different angular 
coordinates   are presented in Fig.2a,b. In the 
velocity slip BC noticeable flow acceleration near 
the wall due to the Knudsen layer is observed. 
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a 

b 
Fig.2. Velocity profiles V(r )  at 90    (a) and  45  

(b) at Re=100, H=500, h/R=0.5, 5%  ; the curves 1-5 
correspond to w f/  =0.1,1,10,100,1000. 

       The flow is no axisymmetrical due to the 
magnetic field distribution; at low wall conductivity 
the profiles are close to the parabolic at any   while 
at low relative conductivity of the wall the profiles 
are flattened (curves 2 in Fig.2a,b) that is proper to 
MHD flows in comparison with Poiseuille-type 
flows [8]. At high wall conductivity the M-shaped 
velocity profiles (curves 3-1 in Fig.2a,b) are 
developed. Similar results have been obtained in the 
rectangle ducts [8] and the circular tubes without slip 
[9]. The flow velocity at the wall always increases 
with 1,2  while the velocity at the axis is negligibly 
increased with 1 , became more flattened at higher 

2  and the maximal axial velocity at 0.5 r 0.8  is 
smaller when 2 0   due to negative curvature of the 
flow profile in the Knudsen layer. At  1,2 =0 all the 
profiles pass through a common point [9] 
(intersection points in Fig.2a,b) while when 1 0   
the intersection points could differ at some angles   
(Fig.2b). 

 The dependence of the non-dimensional pressure 

gradient 
2

2
f 0

P(R h)P
LR V






 on the relative wall 

thickness h h / R  is presented in Fig.3. It is shown, 
the thick electrically conducting wall significantly 
influence the pressure drop needed for the steady 
flow of the micro/nanofluid with the same flow rate 
or the flow with the same wall shear stress that is the 
main factor of the entropy production (18). This 
conclusion corresponds to the computational results 
presented in [9] for the no-slip BC.  

 Such characteristic dependence P(h) gave 
already been founded for the MHD-flows between 
the parallel conducting and insulating thin plates, in 

the rectangular ducts with conducting and insulating 
walls, and in the circular ducts with thin and thick 
walls with arbitrary electrical conduction.  

Fig. 3. Dependencies of the nondimensional pressure 
gradient of the wall thickhess; the curves 1-6 correspond 
to w f/  =100, 10,5,1,0.5,0.1; other parameters are the 

same as in Fig.2. 
      The aim of this study is computation of the 
optimal concentration of the micro/nanoparticles in 
the suspension. As we can see from the Fig. 2-3, 
high concentration of the micro/nanoparticles 
increases the density, electric conductivity and other 
useful properties of the suspension for the heat/mass 
transfer abilities. As it is shown in Fig.2a,b, in this 
case the suspension in the presence of the external 
magnetic field will benefit in the flow acceleration in 
the core of the flow, but due to the lower flow 
gradients the rotational Magnus forces exerted onto 
the micro/nanoparticles will produce thinner wall 
layer free of particle [5].  

5. Conclusions. Numerical computations on the
detailed MHD flow model of the electrically 
conducting suspension of micro/nanoparticles 
through a circular tube with a wall of finite thickness 
and electric conductivity with the second order 
velocity slip BC proper to the micro- and nanofluids 
in comparison to the velocity non-slip BC accepted 
for convenient fluids, revealed significant differences 
in the velocity profiles, pressure gradients governing 
the fluid flow, the magnetic field distributions inside 
the fluid flow and the thick conducting/insulating 
wall. The most interesting results for the macrofluids 
with no-slip boundary conditions at the walls have 
been obtained before, but the same conditions for the 
micro/nanofluidics are still of a great interest in 
relation of numerous applied applications for the 
micro/nanosuspensions used for the purification and 
desalinization of natural waters, different biological 
fluids, environmental waters polluted by different 
microparticles and nanoparticles like bacteria, 
wastewaters, wicro/nano wastes, etc. 
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Conservation laws in dynamic fracture tasks 
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03680, Kyiv, Acad. Glushkova av., 4-e, 
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Розглянуто дві моделі руйнування стрижня під дією пружної хвилі: з дисипацією енергії при 
руйнуванні та без дисипації енергії. Досліджено збереження інтегралів повної механічної енергії та 
кількостей руху фрагментів стрижня. Для моделі руйнування без дисипації енергії повна механічна 
енергія зберігається. Для моделі руйнування, що передбачає дисипацію енергії, повна механічна 
енергія зменшується, хоча рух центру інерції зберігається. А отже, динамічне руйнування 
відбувається за рахунок зменшення енергії хвильового процесу в стрижні. Застосування моделей 
проілюстровано на прикладі дослідження квазістатичного руйнування шляхом поширення крихкої 
тріщини. Отримано залежність енергії руйнування від розміру тріщини та повну енергію 
руйнування. 

Ключові слова: динамічне руйнування, поширення хвиль, енергія руйнування. 

Two fracture model under elastic wave action are considered: with energy dissipation while fracturing 
and without energy dissipation. The conservation of integrals of the complete mechanical energy and the 
quantities of motion of the fragments of the rod is investigated. For the model of fracture without energy 
dissipation, the complete mechanical energy is stored. For a fracture model involving energy dissipation, the 
complete mechanical energy decreases, although the motion of the inertia center remains. Therefore, 
dynamic fracture occurs due to the dissipation of the energy of the wave process in the rod. The application 
of the models is illustrated by an example of a study of quasistatic fracture by the propagation of a brittle 
crack. The dependence of the fracture energy on the crack size as well as the complete fracture energy were 
obtained. 

Key Words: dynamic fracture, wave propagation, energy of fracture.

1. Вступ

     Руйнування - це процес розділення тіла на дві 
або більше частин, при прикладенні напружень 
розтягу, стиску або зсуву. Будь-який процес 
руйнування відбувається в два етапи: спочатку 
зароджується тріщина, а потім вона поширюється 
[1,2].  
     Найчастіше руйнування конструкцій є 
крихким або квазіпластичним [3]. У випадку 
крихкого руйнування, тріщина поширюється 
швидко з граничною швидкістю Rc  без помітних 
пластичних деформацій. Тріщину в цьому 
випадку характеризують як нестійку, а розвиток 
тріщини після того, як вона виникла, 
відбувається довільним чином без збільшення 
прикладених напружень [4,5]. 

     Під дією навантаження в тілі накопичується 
потенціальна енергія пружної деформації, а при 
зростанні тріщини частина потенціальної енергії 
вивільняється. Гріффітс показав, що зростання 
тріщини можливо лише в тому випадку, якщо 
при її зростанні виділяється більше енергії, чим 
потрібно для утворення нових поверхонь при 
зростанні тріщини [6,7]. 

2. Задача

Розглядається задача про поширення в 
стрижні скінченної довжини пружних хвиль 
збурених обмеженим імпульсом напружень, 
прикладеного до торця (Рис. 1).  

© В.О. Гусак , 2019 
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Рис. 1. Модель навантаження стрижня 
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     Швидкість руху центру інерції та енергію 
(кінетичну та потенціальну) стрижня можна 
порахувати як безпосередньо з розв’язку, так і 
через інтегральні перетворення виразу (1). 

1

0 0

0

( / )( , ) ( / )(0, )

( )

       



 



t

c

t

v u t x t dx u x t dt

S t dt
 (3) 

Рис. 2. Швидкість руху центру інерції 

 Повні кінетична та потенціальна енергії: 

 
1

2

0

1 / 2 / ( , )  T u t x t dx  (4) 
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2

0

1/ 2 / ( , )    u x x t dx  (5) 

 Кінетична енергія руху разом з центром 
інерції та відносного руху відносно центру 
інерції: 

21/ 2c cT v  (6) 
21/ 2 r cT T v  (7) 

Рис. 3. Кінетична енергія 
min( , )

2

0

( )   
bt

E T S d


   (8) 

Зберігається також і  внутрішня енергія стрижня 
після закінчення збурення  st  .        

Рис. 4. Повна механічна енергія 

     Отже, для хвильових процесів в твердому тілі 
справедливі теореми про рух центру інерції 
матеріальної системи та про зміну повної 
механічної енергії матеріальної системи [8]. 
Дифракція пружної хвилі призводить до 
зменшення потенціальної енергії та збільшення 
на таку ж частку кінетичної енергії. Повна 
механічна енергія не змінюється в процесі 
дифракції. Кінетична енергія твердотільного руху 
разом з центром інерції не змінюється в процесі 
дифракції. Для коротких імпульсів навантаження, 
частка енергії твердотільного руху пропорційна 
проміжку навантаження.  
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3. Фрагментування стрижня без дисипації
енергії 

Вважаємо, що в перерізі fx  в момент часу ft
(умова 0 ( 1) (1 )    f f st x  , забезпечує умову 
можливого руйнування в зоні розтягу) стрижень 
руйнується на 2 фрагменти.  

За модель руйнування приймемо умову 
розділення стрижня та прикладання до торців, що 
утворилися, напружень, протилежних до 
хвильових напружень в суцільному стрижні, що 
забезпечує умову звільнення від напружень для 
суперпозиції розв’язків. Подібна модель 
руйнування не передбачає, вочевидь, дисипації 
енергії. Дійсно, нехай маємо складений стрижень 
(з фрагментами 0   fx x  та 1 fx x ). При 
навантаженні хвилею стиску фрагменти не 
розділяються. Після відбиття та формування 
хвилі розтягу, фрагменти розділяються без 
відсутності контакту по перерізу складання для 
наступних після руйнування моментів часу. 
Збережені величини знаходяться за методом 
попереднього розділу. 

Швидкості центрів інерцій фрагментів: 
2

0

1 ( )
 

 
f ft x
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v S t dt
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а отже, швидкість спільного центру інерції 
фрагментів зберігається: 

0
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f c f cx v x v S t dt  (11) 

що збігається з виразом (3) для    f St t . 
Можна показати, що кінетичні, потенціальні (а 
отже і повні) механічні енергії фрагментів не 
залежать від часу. Для 1-го фрагменту: 
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Для 2-го фрагменту: 
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А отже, повна спільна механічна енергія 
фрагментів зберігається: 

2

0

( ) 
t

E S t dt  (14) 

Для такої моделі руйнування, справедливі 
теореми про збереження руху центру інерції та 
збереження повної механічної енергії для 
системи матеріальних точок [8].  
     Повна механічна енергія двох фрагментів та 
швидкість спільного центру інерції зберігаються: 
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Фрагменти роз’єднуються без удару (швидкості 
руху центрів інерції неперервні). Фрагмент І 
гальмується, фрагмент ІІ розганяється. 
Повторний контакт неможливий. 

4. Руйнування стрижня, що враховує
дисипацію енергії 

     Розглянута модель руйнування не може бути 
застосована для випадку, коли руйнування 
пов’язане з розвиненням тріщин або утворенням 
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зони пластичної деформації. Для останнього 
випадку, запропонуємо модель руйнування, що 
зводиться до послаблення перерізу руйнування за 
заданим часовим законом. Нехай 

0 (1 ( ) ( )), ( ) : (0) 0,

( ) 1, ( ) 0, [0, ]

      

     
f f

f f

E E f t t x x f f

f f
 (16) 

Шукаємо повний розв’язок для моделі у вигляді 
розв’язку (1) для ft [0, )   та розв’язку задачі: 
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де 0 0( ), ( )u x v x  - переміщення та швидкості 
розв’язку (2) в момент часу ft . Для зручності, в 
подальшому при розв’язанні (8) під t  будемо 
розуміти  ft t . 
     Використавши другу формулу Гріна для 
хвильового оператора з фундаментальним 
розв’язком: 
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Розв’язок має утримувати неперервну частину 

0 ( , ),u x t  що пов’язана з проходженням хвилі 

перерізу  fx x  так і розривну 1( , )u x t , що 
визначається дифракцією хвилі в перерізі 
руйнування. 
Отже, 0 1( , ) ( , ) ( , ), u x t u x t u x t  де 
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Умова автомодельності для 1( , ) :u x t  
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(18) з врахуванням (19), (20) та (21) має вигляд: 
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що і визначає модель руйнування, побудовану на 
нашій гіпотезі. 
     Інтегрування щодо стрибка переміщень 
дозволяє отримати: 

    0 1
1 ( , ) ( ) ( , )          

f f
u uu u x f x
x x

 (24) 

Оскільки цей вираз отримано з інтегрального 
представлення розв’язку, він подає зв’язок між 
стрибком переміщень та напруженнями в 
перерізі руйнування. Для введеної моделі 
руйнування, як і раніше можна визначити 
збережені величини: 
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А отже, руйнування не призводить до зміни 
швидкості центру інерції стрижня:  0 cv . 
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Енергія руйнування ( ( )E t  для   f ft t  - не 
залежить від часу) визначається рівнем 

напружень розтягу 
( , )


fu x t

E
x

 та фіктивним 

стрибком переміщень  1[ ]( , )fu x t  в перерізі 
руйнування і  залежить від динаміки руйнування 

( )f t . У випадку, коли  ( , )fu x t  можна 

знехтувати, ( ) 0   f fE t та руйнування 
відбувається без дисипації енергії. 

5. Квазістатичне крихке руйнування

      В якості прикладу реалізації другої 
динамічної моделі руйнування розглянемо 
руйнування стрижня через виникнення та 
розвинення в перерізі руйнування внутрішньої 
центральної дискової тріщини. Для спрощення, 
вважатимемо, що руйнування відбувається 
квазістатично.  
     Для квазістатичної рівноважної тріщини 
радіусу r  в перерізі з напруженнями розтягу 0 ,  
що розташована центральним чином в стрижні з 
радіусом R  наближений за методом плоских 
перерізів та усереднений по перерізу 
обезрозмірений стрибок переміщень може бути 
знайдено за [9]: 
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де   - коефіцієнт Пуасона, l  -  довжина
стрижня. 
Поклавши в цьому випадку  2( ) ( ) /f t r t R  та 
застосувавши (26), отримаємо: 
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Повна енергія, що дисипується при 
фрагментуванні стрижня: 
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Як випливає з (28), для малих тріщин, 
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Окрім того, ˆ( ( )) ' 0 E r , ˆ( ( )) '' 0 E r . Ця 
властивість дає змогу пояснити результати 
експериментів  в яких поширення пружних хвиль 
призводить до часткового руйнування 
(пошкодження): дископодібні тріщини 
ініціюються але не досягають поверхні стрижня, 
оскільки відносний приріст енергії руйнування 
стрімко зростає при наближенні крихкої тріщини 
до границі. Модель пошкодження 

0 (1 ( ) ( ))      
f f
uE f t t x x
x

дозволяє 

врахувати скінченну енергію руйнування. 
     При руйнуванні, швидкість спільного центру 
інерції фрагментів (а отже, повна кінетична 
енергія руху як твердих тіл) зберігається. При 
руйнуванні, швидкості руху фрагментів 
змінюються стрибком. Руйнування відбувається 
за рахунок  повної енергії стрижня. При 
подальшому русі фрагментів після руйнування 
повна механічна енергія фрагментів зберігається. 
При квазістатичному руйнуванні шляхом 
поширення крихкої тріщини, енергія руйнування 
не залежить від періоду руйнування та від 
швидкості поширення тріщини. В цьому випадку 
при поширенні тріщини, енергія руйнування 
залежить від лінійного розміру тріщини за 
лінійним законом для малих значень та за 
кубічним законом при великих значеннях. 

6. Висновки

     Процес поширення та відбиття пружних хвиль 
в стрижні, що навантажений фінітним імпульсом 
напружень підкоряється теоремам про рух 
центру інерції та про зміну повної механічної 
енергії системи [8]. Після закінчення процесу 
навантаження, рух центру інерції та повна 
механічна енергія зберігаються. Відношення 
кінетичної енергії руху разом з центром інерції 
до повної механічної енергії завжди менше 1/2. 
     В моделі руйнування, що зводиться до 
прикладання протидіючих навантажень до торців 
фрагментів, що розділяються також виконуються 
теореми про рух центру інерції та про зміну 
повної механічної енергії системи [8]. Кінетичні 
та потенціальні енергії фрагментів не залежать 
від часу, повна спільна  механічна енергія не 
змінюється в результаті розділення, незмінним 
залишається рух спільного центру інерції. 
     Запропонована друга модель одновимірного 
динамічного руйнування, що базується на 
фінітному в часі послабленні жорсткості перерізу 
руйнування. Руйнування за цією моделлю 
супроводжується дисипацією енергії, а отже 
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допускає використання енергетичного критерію 
руйнування. Застосування такого критерію, 
вочевидь, дозволяє повне визначення руйнування 
стрижня: переріз руйнування, момент 
руйнування, фрагментування  чи пошкодження. 
В той же час, модель має кінематичну 
інтерпретацію через фіктивний стрибок 
переміщень в перерізі руйнування. Показано, що 
за цією моделлю, повна механічна енергія 
зменшується, хоча рух центру інерції 
зберігається. А отже, динамічне руйнування 
відбувається за рахунок зменшення  внутрішньої 
(потенціальної енергії деформацій та кінетичної 

енергії відносного руху відносно центру інерції) 
енергії хвильового процесу в стрижні. 
     Запропонована модель, що враховує 
дисипацію енергії при руйнуванні 
проілюстрована на прикладі руйнування, що 
визначається квазістатичним поширенням 
внутрішньої крихкої тріщини, що розташована в 
перерізі руйнування. Отримано залежність 
енергії руйнування від відносного радіусу 
тріщини, асимптотичну поведінку енергії для 
малих та розвинутих тріщин, а також, 
підраховану повну енергію руйнування. 
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У цій статті розглядається перевага використання стохастичного моделювання для розрахунку 

технічних резервів порівняно з детерміністичним підходом. 
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метод ланцюгових сходинок. 

In the modern rapidly evolving society, the science and the business are facing new needs and challenges 

constantly. The insurance industry and its mathematical foundation, the actuarial science, are not exceptions. 
Currently, the greatest challenge that the insurance system has to cope with is the issue of the new international 

financial standard that affects the calculation of reserves among other things. So far, insurers have mainly 

used common classical deterministic methods. However, the new standard emphasizes the necessity of the 

realistic prognosis that is best achieved with stochastic modelling tools since deterministic models do not 
represent the uncertainty and the random nature of future possible losses. This article considers the advantage 

of using stochastic modelling for reserve calculation in comparison to the deterministic approach.  

The article consists of five sections. 
In the first section, we briefly present the technique that lies in the basis of technical reserves calculation. 

The second section is devoted to such deterministic methods of reserve calculation as the Bornhuetter-

Ferguson method and the chain-ladder method. 
In the third section, we consider modifications of two stochastic models – the Mack method and the 

bootstrapping technique. 

The fourth section considers the adjustment of reserves for the time value of money and inflation. 

In the fifth section, the results of modelling in the programming language R are presented.     
Key Words: reserve calculation, Mack method, bootstrapping, Bornhuetter-Ferguson method, chain-

ladder method. 

Статтю представила к.ф.-м.н. Пашко А.О. 

Introduction 

In general, the insurance industry is divided into 

two sectors: life and non-life. Technical reserves are 

amounts set side by non-life insurers to ensure the 
fulfillment of their obligations in respect to 

policyholders and shareholders. 

According to the Ukrainian law that does not 

contradict the current International Financial 
Reporting Standard 4 (IFRS 4) for insurance 

contracts, non-life insurers are obliged to form three 

types of reserves:  

 the Unearned Premium Reserve (UPR) 
for the insurance risks that have not 

expired at the reporting date, 

 the Outstanding Claims Reserve (OCR) 

for known but not yet settled claims and 

 the Reserve for Incurred but not 
Reported Claims (IBNR). 

However, on January 1 of 2023 the new standard 

(IFRS 17) comes in force. It creates challenge while 

estimating the IBNR since it requires very realistic 
prognosis whereas so far insurers have calculated the 

IBNR using mainly deterministic methods that do not 

take into account the random nature of loss processes. 

© М.С. Лижечко, І.В. Розора, 2019 
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Moreover, they have not adjusted reserves for the time 
value of money and inflation impact.  

The aim of this work was to compare two 

deterministic methods – the Bornhuetter-Ferguson 

and the chain-ladder methods with modifications of 

two stochastic models – the Mack and the 

bootstrapping methods. We have calculated 
deterministic results and built loss distributions using 

stochastic methods. Afterwards, we have estimated 

approximate quantiles of these distributions to which 
the deterministic results correspond in order to find 

out if any additional sums have to be reserved to 

achieve a certain confidence level, i.e., a certain 
probability level of a company not becoming 

insolvent and being able to fulfill its liabilities. 

Cumulative run-off triangle 

Let (Ω, ℱ, 𝑃) be a probability space on which all 
random variables are defined. Assume all variables 

are square integrable. All equalities and inequalities 

involving random variables hold almost surely with 

respect to the probability measure 𝑃. 

We consider a portfolio of contracts that are 

subject to similar risks and managed together. 

Assume that each claim of the portfolio is settled 

either in an accident period or in the following 𝑛 

periods that are called development periods. Periods 

are usually taken on a quarterly, monthly, half-year or 
annual basis. 

Definition 1. Consider a family of random 

variables {𝐶𝑖,𝑘}
𝑖,𝑘∈{0,1,… ,𝑛}

. Let 𝐶𝑖,𝑘 denote the loss of

an accident period 𝑖 that is settled with a delay of at 

most 𝑘 periods, in other words, not later than in a 

development period 𝑘 and in a calendar period 𝑖 + 𝑘. 

𝐶𝑖,𝑘 is called a cumulative loss of an accident period 𝑖 
and a development period 𝑘. 

To predict future losses based on the losses that 
have already been reported, we use the technique 

known as the cumulative run-off triangle. 

The enumeration of the development periods 

represents delays of claims settlement with respect to 

the accident periods.  

Definition 2. A cumulative loss 𝐶𝑖,𝑘 is said to be 

observable if 𝑖 + 𝑘 ≤ 𝑛, non-observable or future if 

𝑖 + 𝑘 > 𝑛, current if 𝑖 + 𝑘 = 𝑛 and ultimate if 𝑘 = 𝑛. 
Our main goal is to predict all non-observable 

losses and calculate a total reserve: 

𝑅 = ∑ 𝑅𝑖

𝑛

𝑖=1

= ∑(𝐶𝑖,𝑛 − 𝐶𝑖,𝑛−𝑖)

𝑛

𝑖=1

. 

A total reserve is a sum of all accident period 

reserves. An accident period reserve is a difference 

between corresponding ultimate and current claims. 

Deterministic methods 

One of the most commonly used deterministic 

methods is the Bornhuetter-Ferguson method. It is 
based on the assumption that there exist parameters 

𝛼0, 𝛼1, … , 𝛼𝑛 and 𝛾0 , 𝛾1 , … , 𝛾𝑛 with 𝛾𝑛 = 1 such that 

the identity  

𝐸[𝐶𝑖,𝑘] = 𝛾𝑘𝛼𝑖

holds for all 𝑖, 𝑘 ∈ {0, 1, … , 𝑛}. Then we have 

𝐸[𝐶𝑖,𝑛] = 𝛼𝑖

and hence 

𝐸[𝐶𝑖,𝑘] = 𝛾𝑘𝐸[𝐶𝑖,𝑛].
Additionally, we assume that prior estimators 

�̂�0, �̂�1, … , �̂�𝑛 of the expected ultimate cumulative 

losses 𝐸[𝐶𝑖,𝑛] and prior estimators 𝛾0 , 𝛾1, … , 𝛾𝑛 of the

development pattern are given with 𝛾𝑛 = 1. 

The Bornhuetter-Ferguson method offers the 
following formulas for estimators of ultimate losses, 

future losses and accident year reserves: 

�̂�𝑖,𝑛
𝐵𝐹 = 𝐶𝑖,𝑛−𝑖 + (1 − 𝛾𝑛−𝑖

𝐶𝐿 )𝜋𝑖�̂�𝑖 ,

Table 1 

Run-off triangle of cumulative losses 

Accident 

period 

Development period 

0 1 … 𝑘 … 𝑛 − 𝑖 … 𝑛 − 1 𝑛 

0 𝐶0,0 𝐶0,1 … 𝐶0,𝑘 … 𝐶0,𝑛−𝑖 … 𝐶0,𝑛−1 𝐶0,𝑛 

1 𝐶1,0 𝐶1,1 … 𝐶1,𝑘 … 𝐶1,𝑛−𝑖 … 𝐶1,𝑛−1 𝐶1,𝑛 

… … … … … … … … … … 

𝑘 𝐶𝑘,0 𝐶𝑘,1 … 𝐶𝑘,𝑘 … 𝐶𝑘,𝑛−𝑖 … 𝐶𝑘,𝑛−1 𝐶𝑘,𝑛 

… … … … … … … … … … 

𝑛 − 𝑖 𝐶𝑛−𝑖,0 𝐶𝑛−𝑖,1 … 𝐶𝑛−𝑖,𝑘 … 𝐶𝑛−𝑖,𝑛−𝑖 … 𝐶𝑛−𝑖,𝑛−1 𝐶𝑛−𝑖,𝑛 

… … … … … … … … … … 

𝑛 − 1 𝐶𝑛−1,0 𝐶𝑛−1,1 … 𝐶𝑛−1,𝑘 … 𝐶𝑛−1,𝑛−𝑖 … 𝐶𝑛−1,𝑛−1 𝐶𝑛−1,𝑛 

𝑛 𝐶𝑛,0 𝐶𝑛,1 … 𝐶𝑛,𝑘 … 𝐶𝑛,𝑛−𝑖 … 𝐶𝑛,𝑛−1 𝐶𝑛,𝑛 
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�̂�𝑖,𝑘
𝐵𝐹 = 𝐶𝑖,𝑛−𝑖 + (𝛾𝑘

𝐶𝐿 − 𝛾𝑛−𝑖
𝐶𝐿 )𝜋𝑖�̂�𝑖 , 𝑖 + 𝑘 > 𝑛,

�̂�𝑖
𝐵𝐹 = (1 − 𝛾𝑛−𝑖

𝐶𝐿 )𝜋𝑖�̂�𝑖

where 

𝛾𝑘
𝐶𝐿 = ∏

1

�̂�𝑘
𝐶𝐿

𝑛
𝑙=𝑘+1 , 

�̂�𝑘
𝐶𝐿 =

∑ 𝐶𝑗,𝑘
𝑛−𝑘
𝑗=0

∑ 𝐶𝑗,𝑘−1
𝑛−𝑘
𝑗=0

, (1) 

𝜋𝑖 are the earned premiums (shares of sums of 

insurance premiums corresponding to insurance risks 
that have expired at the date of the liability 

calculation) and �̂�𝑖 are estimators of loss ratios 

𝑘𝑖 = 𝐸 [
𝐶𝑖,𝑛

𝜋𝑖
] that can be obtained, for instance, from 

market statistics. The product 𝜋𝑖�̂�𝑖 is taken as the prior 

estimator �̂�𝑖 (𝑖 ∈ {0, 1, … , 𝑛). 
Another famous method is the chain-ladder 

method. It is based on the assumption that there exist 

parameters 𝜑1 , … , 𝜑𝑛 such that the identity 

𝐸[𝐶𝑖,𝑘] = 𝜑𝑘𝐸[𝐶𝑖,𝑘−1]

holds for all 𝑖 ∈ {0, 1, … , 𝑛} and 𝑘 ∈ {1, … , 𝑛}. 
Under this method, estimators of ultimate losses, 

future losses and accident period reserves are 

calculated as follows: 

�̂�𝑖,𝑛
𝐶𝐿 = 𝐶𝑖,𝑛−𝑖 ∏ �̂�𝑙

𝐶𝐿

𝑛

𝑙=𝑛−𝑖+1

, 

 �̂�𝑖,𝑘
𝐶𝐿 = 𝐶𝑖,𝑛−𝑖 ∏ �̂�𝑙

𝐶𝐿𝑘
𝑙=𝑛−𝑖+1 , 𝑖 + 𝑘 > 𝑛 (2) 

�̂�𝑖
𝐶𝐿 = 𝐶𝑖,𝑛−𝑖 ∙ ( ∏ �̂�𝑙

𝐶𝐿

𝑛

𝑙=𝑛−𝑖+1

− 1) 

where �̂�𝑙
𝐶𝐿  are from (1).

Stochastic methods 

 The modification of the Mack method we have 

used in this work is a stochastic model underlying 

pure chain-ladder. The aim is not only to predict non-

observable losses 𝐶𝑖,𝑘, 𝑖 + 𝑘 > 𝑛 and reserves for 

accident periods 𝑅𝑖 but also to calculate the standard 
error of the chain-ladder reserve estimate. 

The model has three explicit assumptions. 

Assumption 1. The expected value of cumulative 

losses at the development period 𝑘 is equal to 

cumulative losses at the development period 𝑘 − 1 

multiplied by the development factor 

𝐸(𝐶𝑖,𝑘|𝐶𝑖,0, 𝐶𝑖,1, … , 𝐶𝑖,𝑘−1) = 𝐶𝑖,𝑘−1𝜑𝑘

where 𝑖 ∈ {0, 1, … , 𝑛} and 𝑘 ∈ {1, … , 𝑛}. 

Assumption 2. The cumulative losses are 
independent between accident periods for all 

development periods, in other words, 

{𝐶𝑖,0, 𝐶𝑖,1, … , 𝐶𝑖,𝑛} and {𝐶𝑗,0, 𝐶𝑗,1, … , 𝐶𝑗,𝑛} with    𝑖 ≠ 𝑗

are independent. 

Assumption 3. The variance of the cumulative 

losses at the development period 𝑘 is proportional to 

the cumulative losses at the development period 

𝑘 − 1, in other words,  

𝑉𝑎𝑟(𝐶𝑖,𝑘|𝐶𝑖,0, 𝐶𝑖,1, … , 𝐶𝑖,𝑘−1) = 𝐶𝑖,𝑘−1𝜎𝑘
2

where 𝑖 ∈ {0, 1, … , 𝑛} and 𝑘 ∈ {1, … , 𝑛}. 

Theorem 1. Under the assumptions 1, 2 and 3 the 

mean squared error 𝑚𝑠𝑒(�̂�𝑖) can be estimated by:

𝑚𝑠𝑒(�̂�𝑖)
̂ = �̂�𝑖,𝑛

2 ∑
�̂�𝑘

2

(�̂�𝑘
𝐶𝐿)2

(
1

�̂�𝑖,𝑘−1

+

𝑛

𝑘=𝑛−𝑖+1

 

+
1

∑ 𝐶𝑗,𝑘−1
𝑛−𝑘
𝑗=0

) 

where �̂�𝑙
𝐶𝐿  are from (1), �̂�𝑖,𝑘 are from (2) and �̂�𝑘

2 are

estimators of the variance calculated as follows: 

�̂�𝑘
2 =

1

𝑛−𝑘
∑ 𝐶𝑖,𝑘−1 (

𝐶𝑖,𝑘

𝐶𝑖,𝑘−1
− �̂�𝑘

𝐶𝐿)
2

𝑛−𝑘
𝑖=0 . (3) 

Definition 3. The square root of an estimator of 

the mean squared error is defined to be the standard 

error of �̂�𝑖 and is denoted by 𝑠. 𝑒. (�̂�𝑖).

Corollary 1. The mean squared error of the total 

reserve estimate �̂� can be estimated by: 

(𝑠. 𝑒. (�̂�))
2

= ∑{(𝑠. 𝑒. (�̂�𝑖))
2

+ �̂�𝑖,𝑛 ( ∑ �̂�𝑗,𝑛

𝑛

𝑗=𝑖+1

) ∙

𝑛

𝑖=1

 

∙ ∑

2
�̂�𝑘

2

(�̂�𝑘
𝐶𝐿)2

∑ 𝐶𝑡,𝑘
𝑛−𝑘
𝑡=0

𝑛

𝑘=𝑛−𝑖+1

} 

where �̂�𝑙
𝐶𝐿  are from (1), �̂�𝑖,𝑘 are from (2) and �̂�𝑘

2 are

from (3). 

The chain-ladder reserve estimate and its 

standard error are then used as parameters to build the 
loss distribution. The question is what distribution to 

choose. The most famous ones are normal and 

lognormal. 
Generally, bootstrapping is a resampling method 

of independent sampling with replacement from an 

existing sample data with same sample size 𝑛, and 

performing estimation of the sampling distribution 
based on these resampled data. 

The bootstrapping technique that is going to be 

considered in this work involves the following steps: 
1. We calculate the age-to-age factors from a run-

off triangle of cumulative losses using the data 

observed so far: 

𝜑𝑖,𝑘 =
𝐶𝑖,𝑘

𝐶𝑖,𝑘−1
, 𝑖 + 𝑘 ≤ 𝑛. 

These factors represent the ratio of loss amounts 

from one valuation date to another, and they are 

intended to capture growth patterns of losses over 
time. 

2. The previous step results in an upper triangle

of age-to-age factors. Then a lower triangle is built 
using a technique known as “resampling with 
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replacement”. When an age-to-age factor is sampled, 
it is not removed from the upper triangle and can 

hence be sampled again. Age-to-age factors in each 

column of the lower triangle are sampled from the 
known age-to-age factors in the same column of the 

upper triangle. The possibility to choose any age-to-

age factor in a column is uniform. 
3. The age-to-age factors in the lower triangle are

then applied to the corresponding values of the run-

off triangle of cumulative losses to project the future 

claims. Then the reserve estimates �̂�𝑖 = �̂�𝑖,𝑛 − 𝐶𝑖,𝑛−𝑖 

are found. 

The results of this step are saved as the results 

produced by one simulation. 
4. Further simulations are produced by repeating

steps 2 and 3. 

In the end, we can build the distribution of future 
losses. 

These are considered to be the results of one 

simulation. The procedure is then repeated arbitrary 
number of times.  

Time value of money and inflation 

The time value of money is the concept that 

money a person has currently is worth more than the 
identical sum in the future due to its potential earning 

capacity. Discounting is the process of determining 

the present value of payments that are to be received 
in the future. According to the new standard, insurers 

are obliged to adjust the estimates of reserves to 

reflect the time value of money if the claim settlement 

exceeds 12 months. Besides, the impact of inflation 
that measures the rate at which the purchasing power 

of currency is falling has to be taken into account. 

Suppose we have projected the values �̂�𝑖,𝑘 with 

𝑖 + 𝑘 > 𝑛 using one of the modelling methods 

mentioned above and we have estimated the inflation 

rate 𝑟𝑖𝑛𝑓𝑙  as well as the discrete values of discount

rates for future years {𝑟𝑗
𝑑𝑖𝑠𝑐}

𝑗∈{1,…,𝑚}
 where 𝑚 is a

number of future years in the run-off triangle. Then in 

order to adjust the cumulative losses for the time value 

of money and inflation impact we can apply the 
following formula: 

�̂�𝑖,𝑘
𝐴𝑑𝑗 = �̂�𝑖,𝑘 ∙ (

1 + 𝑟𝑖𝑛𝑓𝑙

1 + 𝑟𝑗
𝑑𝑖𝑠𝑐

)

𝑦
𝑌

where 𝑖 + 𝑘 > 𝑛, 𝑗 ∈ {1, … , 𝑚}, �̂�𝑖,𝑘 is one of the 

cumulative losses in the future year 𝑗, 𝑌 is a number 

of days in the year (usually 365) and 𝑦 is the 

difference in days between the valuation date and the 

future date. The future date can be taken, for instance, 
as the middle of the last month of the future period. 

Modelling results 

For the modelling purposes, the programming 
language for statistical computing and graphics R has 

been used.  

As the input run-off triangles of the cumulative 
losses, we have taken a built-in dataset of R – GenIns 

that is a run-off triangle of accumulated general 

insurance claims data. We assume this triangle is 
formed on the quarterly basis.  

We have also set the desired probability of a 

liability fulfilment as 80%. As the inflation rate we 

have considered the European Union annual inflation 
rate in 2019 according to the World Bank (1.631%), 

as the discount rates – the risk-free rates with 

volatility adjustment for Euro calculated by European 
Insurance and Occupational Pensions Authority as of 

31/03/2020 (year 1 – 0.055%, year 2 – 0.045%, year 

3 – 0.065%).  
(All sums of money hereinafter are in 

conventional units.) For the Bornhuetter-Ferguson 

method, we have used the following values of earned 
premiums: 2017Q3 – 3,802,596; 2017Q4 – 

6,993,203; 2018Q1 – 7,105,451; 2018Q2 – 

6,907,309; 2018Q3 – 5,470,946; 2018Q4 – 

5,247,609; 2019Q1 – 5,375,851; 2019Q2 – 
9,143,934; 2019Q3 – 6,389,883; 2019Q4 – 

5,980,535; and the following values of loss ratios: 

2017Q3 – 1.016; 2017Q4 – 0.767; 2018Q1 – 0.747; 
2018Q2 – 0.757; 2018Q3 – 0.878; 2018Q4 – 0.964; 

2019Q1 – 1.043; 2019Q2 – 0.732; 2019Q3 – 0.873; 

2019Q4 – 0.821.  
We have chosen the lognormal probability 

distribution for the Mack method and performed 

10,000 simulations under the bootstrapping 

technique. All calculations have been done as of 
31/12/2019. 

As the result of modelling, we have obtained that 

the desired reserve (i.e., the 80th quantile of the 
distribution) under the bootstrapping technique is 

equal to 19,531,742 (without adjustment for the time 

value of money and the inflation) and 19,741,101 

(with adjustment for the time value of money and the 
inflation). According to the Mack method, these 

values are equal to 20,671,824 and 20,892,024 

respectively. 
The analysis of the deterministic approach has 

shown that both the Bornhuetter-Ferguson method 

and the chain-ladder method have produced results 
that are not enough to achieve an 80% confidence 

level. Therefore, we have calculated additional sums 

that have to be reserved to ensure that an insurance 

company will be able to fulfill its obligations with the 
probability 80%. The calculation results are provided 

in the tables below. 
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To illustrate these results, we have also built plots 

of the cumulative distribution function using 
stochastic methods and shown the location of 

deterministic results on these plots. 

Fig. 1. 

Fig. 2. Close-up 
Fig. 3.  

Fig. 4. Close-up 

Conclusions 

The insurance industry and the actuarial science 

are currently facing quite a lot of fascinating 
challenges. One of them is new requirements for loss 

reserves calculations. 

In this work, we have considered two common 

classical deterministic methods for loss reserving – 
the Bornhuetter-Ferguson method and the chain-

ladder method as well as two modifications of famous 

stochastic models – the Mack method and the 
bootstrapping technique. In order to achieve the 

Table 2 

Chain-ladder results 

Reserve 18,680,856 

Reserve* 18,889,151 

BS Mack 

Order of 

quantile 
0.656 0.526 

Order of 
quantile* 

0.657 0.526 

Additional 

amount 
850,886 1,990,968 

Additional 
amount* 

851,950 2,002,873 

BS – bootstrapping 

*the time value of money and inflation impact

Table 3 

Bornhuetter-Ferguson results 

Reserve 18,460,879 

Reserve* 18,666,725 

BS Mack 

Order of 

quantile 
0.609 0.490 

Order of 

quantile* 
0.611 0.489 

Additional 

amount 
1,070,863 2,210,945 

Additional 

amount* 
1,074,376 2,225,299 

BS – bootstrapping 

*the time value of money and inflation impact

50



Вісник Київського національного університету 
імені Тараса Шевченка  

Серія фізико-математичні науки  

2019, 3 Bulletin of Taras Shevchenko 
National University of Kyiv 

Series Physics & Mathematics 

realistic prognosis of future losses, we have set the 
desired confidence level, in other words, the 

probability of a liability fulfilment. We have also 

juxtaposed deterministic and stochastic results and 
calculated the additional amounts that have to be 

reserved in order to reach the confidence level if this 

additional reserving has been needed. Furthermore, 

the time value of money and the inflation impact have 
been taken into account in all cases. 

In order to perform these calculations and build 

plots that illustrate the obtained results, we have used 
R – the programming language and environment for 

statistical computing and graphics (IDE: RStudio). 
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У статті розглядається марковська модель системи з повторними викликами з одним 

обслуговуючим приладом, одним місцем в черзі та нескінченною орбітою зі змінною інтенсивністю 

вхідного потоку, керована пороговою стратегією. Для такої моделі знайдено умови існування та 
формули для ергодичного розподілу кількості вимог у випадку скінченної та нескінченної черги 

повторних вимог. Отримано швидкість збіжності стаціонарного розподілу скінченної системи з 

повторними викликами до стаціонарного розподілу нескінченної системи з одним обслуговуючим 
приладом та одним місцем в черзі.  

Ключові слова: стохастична система, повторні виклики, порогова стратегія, стаціонарний 

режим, швидкість збіжності. 

This paper describes a steady state behavior of the retrial system in the case of one server, one place in 

the queue and an infinity orbit. We research Markov`s models of retrial systems and variable rate of input 

flow controlled by threshold strategy. We defined stationary regime existence conditions and investigated 
probability characteristics of process for two-dimension Markov process with continuous time which we took 

as a main model of the specified system. In stationary regime for probability characteristics of the service 

process were found explicit formulas. Research methods which we used are based on the initial process 
approximation by the process with bounded state space. Results of the research allow us to evaluate 

convergence rates of stationary distribution of finite systems with repeated calls to stationary distribution of 

infinite systems. Method of probability flow equating is used for obtain explicit expressions for stationary 

system probabilities through the closed path which are defined in a special way. We considered model for 
one service devices and one place in the queue, which are controlled by threshold strategies. 

Key Words: queue, repeated calls, threshold strategies, stationary regime, convergense rate. 

Статтю представив д. т. н., проф. Заславський В.А. 

 Теорія систем з повторними викликами є 
одним із важливих розділів теорії масового 

обслуговування. Такі системи розглянуті в 

монографіях [1], [2]. Математичні моделі систем 
з повторними викликами мають широке 

застосування в практиці (див. [3], [4]). 

У даній роботі розглядаються системи 
обслуговування з повторними викликами типу 

[ / /1/1 1]M M   та ( )[ / /1/1 1] NM M  . 

Стандартну систему такого типу можна описати 

таким чином. Система складається з одного 
обслуговуючого приладу. Вхідний потік 

пуассонівський з інтенсивністю j , яка залежить

від j - кількості джерел повторних викликів. 
Вимога, яка надійшла в систему і знайшла 

прилад вільним, негайно надходить на 

обслуговування, а обслужившись, залишає 

систему. Час обслуговування вимоги має 

показниковий розподіл з параметром  . Якщо ж 

прилад зайнятий, то ця вимога стає повторною і 

надходить на так звану орбіту. Кожна вимога, яка 
знаходиться на орбіті намагається потрапити на 

обслуговування через випадковий час, 
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розподілений за показниковим законом з 

параметром  , і якщо в момент звернення 

обслуговуючий прилад вільний, то ця вимога 
надходить на обслуговування. В іншому випадку 

вона повертається на орбіту і процес 

повторюється. Таким чином, на відміну від 
традиційних систем (див. [1],[2]) маємо ситуацію, 

коли інтенсивність вхідного потоку залежить від 

кількості вимог в системі. 
Процес керування роботою системи 

визначається на основі порогової стратегії, яка 

реалізує наступний алгоритм управління 

процесом обслуговування: вважаємо 1j  , 

якщо 0,1,...,j H , і 2j  , якщо 1,...j H  . Н 

представляє собою поріг, при переході через 
який стрибком змінюється інтенсивність 

вхідного потоку. Змінний характер інтенсивності 

вхідного потоку в моделях такого типу дозволяє 
розв’язувати для них оптимізаційні задачі. 

 Процес обслуговування будемо моделювати 

двовимірним процесом Маркова 

      1 2,Q t Q t Q t з неперервним часом у 

фазовому просторі    0,1,2 0,1,... ,S    де  tQ1

– кількість зайнятих приладів у момент часу t ,

 tQ2 – кількість джерел повторних викликів.

 З’ясуємо умови існування стаціонарного 

режиму для процесу   , 0Q t t  . 

Лема 1. Нехай lim j
j

 


  . Тоді при 

1    ланцюг  Q t  ергодичний і його

граничний розподіл співпадає з єдиним 

стаціонарним. 
Доведення леми базується на застосуванні 

теореми Твіді ([1], стор.97). 

Для побудови розрахункових алгоритмів і 
явних формул розглядається скінченна модель 

( )[ / /1/1 1] NM M  , для якої стаціонарний 

розподіл 
      1 2lim ,
N

ij
t

P Q t i Q t j


   завжди 

існує. 
При виконанні умови леми 1 і N

стаціонарні ймовірності  N

ij наближають

відповідні стаціонарні ймовірності ij для

системи [ / /1/1 1]M M  . 

Відмітимо (див. [1]), що завжди виконується 

нерівність  
.

N

ij ij   

В роботі оцінюється швидкість збіжності 

стаціонарного розподілу  N

ij системи 

( )[ / /1/1 1] NM M   до відповідного розподілу ij

системи [ / /1/1 1]M M   з повторними 

викликами. 

Позначимо 
1

1

2

(1 ) ( 1)
, ,

( ) [( ) ]
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k ii k k

k
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  - завантаження системи первинними 

викликами, коли орбіта  2Q t k .

Теорема 1. Якщо 0, 0,1,...,j j N   , то для

будь-якого N стаціонарні ймовірності для 

системи ( )[ / /1/1 1] NM M   мають вигляд 
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Розглянемо тепер систему [ / /1/1 1]M M  . 

Для того, щоб знайти представлення для 

стаціонарного розподілу при виконанні умов 

леми 1, необхідно в формулах теореми 1 перейти 

до границі при N . 

Введемо позначення 
( )
0lim ! ( ).N N

j N j
N

R N A N 




Неважко показати, що 
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Використовуючи представлення для 
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N

N з

теореми 1, маємо 
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Тепер розглянемо швидкість збіжності 
стаціонарного розподілу системи 

( )[ / /1/1 1] NM M  до відповідного розподілу 

системи [ / /1/1 1]M M   при умові, що він існує. 
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Скористаємось наступною лемою 

Лема 2. Нехай lim / 1.N
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Теорема 3. Нехай в системі з повторними 

викликами типу [ / /1/1 1]M M   виконуються 

умови леми 1. Тоді для будь-якого j
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і для кожного фіксованого j та всіх

 0max , ( ), 1N N I j   справедливі оцінки 
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Розглянемо приклад системи 
(20)[ / /1/1 1]M M  . Нехай 1,1, 1, 0,1j     . 

Програма, написана на основі отриманих 

формул, дає наступні значення стаціонарного 

розподілу 

0 (20)j 

0.00734806, 0.0177823, 0.0264239, 

0.0310369, 0.031622, 0.0292629, 0.0252561, 
0.0206734, 0.0162316, 0.0123223, 

0.00909825,0.00656287, 0.00464089, 0.00322603, 

0.00220929, 0.00149327, 0.000997633, 

0.000659625, 0.000432092, 0.000280672, 
0.00018093. 

1 (20)j 

0.00808286, 0.0213388, 0.034351, 0.0434516, 
0.047433, 0.0468206, 0.0429354, 0.0372121, 

0.0308401, 0.0246446, 0.0191063, 0.0144383, 

0.010674, 0.00774247, 0.00552322, 0.00388249, 
0.00269361, 0.00184695, 0.00125307, 0.000842016, 

0.00056087. 

2 (20)j 

0.00355646, 0.01105, 0.020315, 0.0287473, 
0.0345834, 0.0371954, 0.0368362, 0.0342339, 

0.0302457, 0.0256405, 0.0210012, 0.0167072, 

0.0129628, 0.00984138, 0.00733058, 0.00536908, 

0.0038738, 0.00275753, 0.00193919, 0.00134874, 
0.00105029. 

 У статті отримано нові результати для класу 

систем з повторними викликами і чергою, з 
керованою інтенсивністю вхідного потоку, які 

розвивають теорію стохастичних систем з 

повторними викликами. Розглянуто модель з 

одним обслуговуючим приладом і одним місцем 
в черзі та знайдено оцінку швидкості збіжності 

стаціонарного розподілу скінченної системи з 

повторними викликами до стаціонарного 
розподілу нескінченної системи, що може бути 

використано при побудові алгоритмів розрахунку 

стаціонарного розподілу. 
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Pattern matching by the terms of cache 

memory limitations 

Taras Shevchenko National University of Kyiv, 

03680, Kyiv, Glushkova av., 4d

Удосконалено кілька відомих підходів до розв’язання задачі пошуку рядка в тексті, таких як 

двобайтне читання та цикл пропуску. У застосуванні до задачі пошуку рядка в тексті на 256-

символьному алфавіті ці вдосконалення дали змогу побудувати родину пошукових алгоритмів, які 

перевершують за швидкодією всі відомі аналоги для всіх досліджуваних довжин рядка. 

Ключові слова: пошук рядка в тексті, алгоритм Боєра-Мура-Хорспула, вікно пошуку. 

A few known techniques of exact pattern matching, such as 2-byte read, skip loop, and sliding search 

windows, are improved and applied to pattern matching algorithms, performing over 256-ary alphabets. 

Instead of 2-byte read, we offer “1.5-byte read”, i.e. reading more than 8 but less than 16 bits of two sequential 

bytes of a text at each iteration of a search loop. This allows us to fit the search table into L1 cache memory, 

which significantly improves the algorithm performance. Also, we introduce the so-called double skip loop 

instead of single one, resolve problems caused by endianness of a machine, and adopt the sliding windows 

technique to our algorithms. The experimental results averaged over 500 runs of algorithms on 40 different 

computers show that our algorithms outperform all other tested methods for all tested pattern lengths.  

Key words: pattern matching, Boyer-Moore-Horspool, fast search, text search, sliding windows. 

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Анісімов А.В. 

1. Вступ

У даній роботі досліджується одна з 

найважливіших задач кібернетики: пошук усіх 

точних входжень заданого рядка у великий 

текст. Надалі використовуються такі 

позначення: 

T – вхідний текст; 

P – шуканий рядок (патерн); 

n – довжина вхідного тексту; 

m – довжина патерна; 

 – алфавіт вхідного тексту і патерна; 

|| – розмір алфавіту  

Як правило, ефективність алгоритмів пошуку 

оцінюють на площині (||,m). Ми розглядаємо на 

цій площині смугу ||=256. Це важливий 

частинний випадок, оскільки у 256-символьному 

тексті кожен символ займає 1 байт і всі біти 

цього байту значущі, а отже, бінарні дані (потік 

бітів) можна розглядати як текст на 256- 

символьному алфавіті. Тому всі алгоритми 

пошуку бітового рядка в бінарних даних 

базуються на певних алгоритмах пошуку рядка в 

текстах на 256-символьному алфавіті. 

Згідно з [1] та нашими власними 

експериментами, найвищу швидкодію у 

згаданому випадку демонструють такі 

алгоритми, як Fast Search (FS, [2]), що базується 

на порівнянні символів тексту, та родина 

алгоритмів BNDM, що використовують ідею 

бітового паралелізму. «Першопредком» усіх 

вищеназваних алгоритмів є алгоритм Боєра-

Мура-Хорспула (BMH, [3]). 

 Як показано у [4], швидкодію BNDM-

алгоритмів можна суттєво покращити завдяки 

двобайтному читанню, тобто формуванню 

індексу таблиці зсувів на основі не одного, а 

двох послідовних байтів тексту. Однак цей 

підхід призводить до суттєвого збільшення 

обсягу пошукових таблиць. Як свідчать 

експерименти, час виконання алгоритму стрімко 

зростає, щойно пошукові таблиці, які він 

використовує, разом із іншими допоміжними 

даними, перестають вміщуватися в кеш-пам’ять 

L1, типовий обсяг якої становить від 16 до 64 Кб. 

Для 256-символьного алфавіту обсяг пошукової 

таблиці із двобайтними індексами становить 
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якраз 64 Кб, що в більшості випадків 

призводитиме до згаданого сповільнення. 

Інша відома методика прискорення 

різноманітних алгоритмів пошуку рядка в тексті 

полягає у використанні так званого циклу 

пропуску [5], що дає змогу уникати перевірки 

можливого збігу патерна з вікном пошуку на 

кожній ітерації пошукового циклу. 

У цій роботі ми вдосконалюємо техніки як 

двобайтного читання, так і циклу пропуску, і 

разом з ще однією відомою методикою — вікон 

пошуку, що ковзають, застосовуємо їх до 

алгоритму BMH як до базового рішення. У 

результаті ми конструюємо родину алгоритмів 

пошуку рядка у 256-символьному тексті, які, за 

даними експериментів, перевершують за 

швидкодією всі інші відомі рішення. 

2. Опрацювання нецілого числа байтів

В алгоритмі BMH довжина максимального 

зсуву вікна пошуку за евристикою «поганого 

символу» дорівнює m, а його ймовірність для 

випадкових тексту та патерну становить 

(255/256)m. Це достатньо багато, якщо патерн 

короткий, однак якщо, наприклад, m=512, то ця 

величина становить лише  приблизно 0,135.  

Ситуацію можна виправити  якщо, наприклад,  

виконувати зсув за евристикою двох суміжних 

символів. Тоді для m=512 ця ймовірність стає 

більшою за 0,99. Ефективна реалізація цього 

підходу обговорюється  в [4]: вираз Z[T[i]] 

перетворюється на  Z[word(T[i], T[i+1])], де 

функція word перетворює 2 послідовних байти 

пам’яті на двобайтне  слово в регістрі процесора. 

У мові програмування C цю функцію можна 

реалізувати за допомогою механізмів  

перетворення типів даних, наприклад як  

*(unsigned short*)(T+i). Фактично, часова 

складність обчислення значень Z[T[i]] та 

Z[word(T[i], T[i+1])] є однаковою,   проте 

витрати пам’яті зростають із 256 байтів, 

потрібних для 1-байтного зчитування, до 64 Кб, 

потрібних для зберігання таблиці зсувів із 2-

байтними індексами. 

Однак для розумних довжин патерна, в межах 

1000 символів, витрати пам’яті можуть бути 

суттєво знижені, й при цьому вплив на довжину 

зсуву буде незначним. Для цього в індексі 

таблиці зсувів достатньо використовувати не всі 

біти двобайтного слова. Наприклад, можна 

застосувати маску: Z[word(T[i]; T[i+1])&mask]. 

Якщо, скажімо, m=512 і маска mask містить 14 

одиничних бітів, то ймовірність максимального 

зсуву для випадкових тексту та  патерну 

становитиме  ((214–1)/ 214)5110,97, що всього 

лише на 0,022 менше, ніж для двобайтного 

зчитування. Водночас таблиця зсувів міститиме 

214 елементів, а не 216, тобто буде меншою 

вчетверо. Звичайно, в пошуковому циклі 

необхідно буде виконувати додаткову операцію 

&mask, однак витрати на неї цілком 

компенсуються тим, що пошукова таблиця 

вміщуватиметься в кеш-пам’ять L1. 

3. Подвійний цикл пропуску

Іншим недоліком алгоритму BMH є потреба 

перевіряти збіг патерна з вікном пошуку кожної 

ітерації пошукового циклу. Проте цієї операції 

можна уникнути, застосувавши так званий 

«цикл пропуску», що був вперше введений у [5], 

а згодом реалізований у низці алгоритмів. 

Особливо ефективним цей  прийом стає, коли 

зсув виконується за евристикою більш ніж 

одного символу і ймовірність  максимального 

зсуву є високою. Тоді точне значення довжини 

зсуву можна в таблиці зсувів не зберігати. 

Достатньо  знати лише, чи є зсув певної 

фіксованої довжини, наприклад m чи  m–1 

безпечним, тобто таким, що не може призвести 

до пропуску патерна.  Якщо це так, то ми 

виконуємо цей зсув фіксованої довжини, інакше 

перевіряємо збіг і обчислюємо значення 

подальшого зсуву за деяким іншим алгоритмом. 

Враховуючи, що розглянутий у 

попередньому підрозділі зсув «за 1,5 байтами»  з 

високою ймовірністю є максимальним, ми 

розвинемо ідею циклу пропуску, зробивши його 

подвійним. Базове припущення полягає в тому, 

що значення Z[word(T[i–1], T[i])] може 

сигналізувати про максимальний зсув з тією ж 

ймовірністю, що і значення Z[word(T[i], T[i+1])]. 

Це означає, що навіть якщо умова продовження 

циклу пропуску не виконується, ми можемо 

відступити 1 крок назад і, дуже ймовірно, 

продовжити цикл пропуску з цієї позиції. Такий 

подвійний цикл пропуску буде особливо 

ефективним для довгих патернів, коли 

ймовірність завершення циклу  пропуску вище, 

а вплив кроку на 1 символ назад — нижче. 

4. Довші зсуви

Припустимо, що T[i] та T[i+1] — два останніх 

символи вікна пошуку. Якщо значення 

Z[word(T[i]; T[i+1])&mask] свідчить про 

можливість максимального зсуву, це означає що 

пара символів T[i] та T[i+1] не може належати 

патерну. Проте символ T[i+1] може збігатися з 
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P[0] і тому вікно пошуку можна безпечно 

перемістити на m–1 символ вправо, але не на m. 

Якщо патерн короткий, то це зменшення 

довжини максимального безпечного зсуву може 

суттєво знижувати продуктивність алгоритму. 

Цю ситуацію можна виправити, якщо всім 

елементам таблиці зсувів Z вигляду Z[word(c, 

P[0])&mask], c  , присвоїти значення, що 

сигналізує про немаксимальний зсув. Тобто 

якщо останній байт вікна пошуку міститиме 

символ P[0], то зсув вважатиметься 

немаксимальним, а величина максимального 

зсуву тоді може дорівнювати m. Здавалось би, це 

підвищить ймовірність немаксимального зсуву у 

випадковому тексті не більш ніж на 1/256, що 

небагато. Однак потрібно брати до уваги 

порядок зчитування байтів машинного слова із 

пам’яті в регістр процесора (endianness). Як уже 

зазначалося, функція word(T[i], T[i+1]) може 

бути реалізована у вигляді операції 

перетворення типів *(unsigned short*)(T+i). 

Однак результат цієї операції залежить від того, 

як байти машинного слова завантажуються з 

пам’яті у процесор: зліва направо (наприклад, у 

комп’ютерах Apple) чи справа наліво 

(наприклад, в IBM-сумісних комп’ютерах, x86). 

Зчитування справа наліво є небажаним, якщо 

індекс таблиці зсувів компонується з повного 

останнього байту вікна пошуку та неповного 

передостаннього, оскільки результуюче 

значення буде зсунуто до лівої межі двобайтного 

слова (рис. 1а), і обсяг пошукової таблиці стане 

таким самим, як і в разі використання таблиці 

зсувів із двобайтним індексом. Проте ситуація, 

зображена на рис. 1б — неповний останній байт 

вікна пошуку і повний передостанній — також є 

небажаною, оскільки, щоб зсув став 

немаксимальним, достатньо, щоб лише частина 

останнього байту вікна пошуку збігалася з 

частиною байту P[0], а отже, ймовірність 

немаксимального зсуву зростатиме не на 1/256, 

а на 1/2k–8, де k — кількість одиничних бітів у 

масці. 

Рис. 1. Завантаження двобайтного слова з 

пам’яті до регістра процесора на комп’ютері зі 

зчитуванням байтів справа наліво: (а) повний 

молодший байт, неповний старший; (б) 

неповний молодший байт, повний старший. 

Тим не менше, ситуація, зображена на рис. 

1б, стає прийнятною, якщо пошук відбувається 

справа наліво: тоді збільшення максимального 

зсуву з m–1 до m байтів призводить до зниження 

його ймовірності не більше ніж на 1/256, а індекс 

таблиці зсувів формується з молодших бітів 

двобайтного слова. Ми називатимемо алгоритм 

пошуку справа наліво реверсним і 

позначатимемо його як RZk, де k — кількість 

одиничних бітів у масці. 

Псевдокод алгоритму RZk наведено на рис. 2. 

На стадії передобчислень, крім основної 

пошукової таблиці Z, ініціалізується також 

допоміжна таблиця RQS, що реалізує зсув за 

алгоритмом [6], але в реверсному варіанті. 

Подвійний цикл пропуску реалізовано в рядках 

11–16. Також припускається, що текст зліва 

доповнено «стоп-патерном». 

1   mask  2k–1;            // Передобчислення 

2   foreach i  [0; 2k) do Z[i]  1; 

3   for i  0 to m–2 do 

4      Z[word(P[i]; P[i + 1])]  0; 

5   for i  0 to 2k–8 do 

6      Z[(i << b) | P[m – 1]]  0; 

7   foreach c   do RQS[c]  m+1; 

8   for i  m–1 downto 0 do RQS[P[i]]  i+1; 

9   pos  n;              // Пошук 
10 repeat 
11    repeat 

12   pos  pos–m; 

13   while Z[word(T[pos]; T[pos+1]) & mask]0 do 

14   pos  pos–m; 

15     pos  pos+1; 

16    until Z[word(T[pos]; T[pos + 1]) & mask]0; 

17    pos  pos–1; 
18    перевірити збіг у позиції pos; 

19    pos  pos – RQS[T[pos – 1]] + m; 
20 until pos ≥ m; 

Рис. 2. Реверсний пошуковий алгоритм RZk 

5. Порівняння швидкодії алгоритмів

Наведений на рис. 2 алгоритм було 

реалізовано мовою С++ як в «реверсній», так і в 

«прямій» версії, а також застосовано до нього 

відому методику вікон, що ковзають (sliding 

windows). Кількість таких вікон у табл. 2 вказано 

після літери w. Реверсні алгоритми з 

максимальним зсувом вікна пошуку на m байтів 

позначено літерами RZ, а «прямі» алгоритми  з 

максимальним зсувом вікна пошуку на m–1 

байтів — літерою Z. Для порівняння були взяті 

найкращі з відомих алгоритмів у базовій версії, 
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із вікнами, що ковзають, а також, де це доречно, 

із застосуванням двобайтного читання. Час 

виконання найшвидших алгоритмів для кожної 

довжини патерна зафарбовано сірим. 

Пошук виконувався у файлі обсягом 10 Мб, 

що являв собою архів англомовних текстів, 

створений одним із сучасних архіваторів. 

Результати усереднено за 500 пробігами 

кожного алгоритму на 40 різних комп’ютерах і 

нормовано таким чином, щоб значущість усіх 

комп’ютерів була однаковою. 

Алгоритм / m 2 8 32 128 512 

Z8-w2 40.63 19.64 14.58 12.52 12.35 

RZ13 67.50 21.21 11.80 8.82 4.51 

RZ14 67.92 21.16 11.85 8.92 4.40 

RZ13-w2 49.34 15.90 10.36 8.33 3.50 

RZ14-w2 49.59 15.97 10.47 8.41 3.41 

RZ13-w3 49.45 15.67 9.59 7.93 3.86 

RZ14-w3 49.78 15.91 9.74 8.02 3.70 

RZ13-w5 50.89 16.04 9.50 8.09 4.32 

RZ14-w5 51.38 16.31 9.70 8.19 4.06 

Z13-w3 94.31 15.95 9.44 7.90 3.83 

Z14-w3 99.79 16.21 9.60 8.03 3.71 

RZ16-w2 49.87 17.94 10.86 8.29 4.43 

FSBNDM 69.76 20.29 11.61 12.04 12.26 

FSBNDM-

2byte 

90.33 30.55 16.47 17.02 17.13 

GSBNDMq2 - 20.84 11.45 11.70 11.82 

GSBNDMq2-

2byte 

- 29.15 15.67 16.06 16.19 

SBNDMq2 130.04 21.44 11.50 11.69 11.82 

SBNDMq2-

2byte 

199.07 37.28 16.89 17.32 17.43 

SBNDM/BMH 152.10 43.68 19.86 20.38 20.51 

LBNDM 118.87 38.63 18.93 13.83 7.33 

FSw4 77.47 21.91 9.96 9.23 8.80 

FSw6 62.46 18.23 9.65 8.97 7.56 

FSw8 57.15 19.11 9.62 8.88 7.07 

Табл. 2. Результати експериментів з 

вимірювання швидкодії алгоритмів (мс) 

6. Висновки

Як свідчать результати експериментів, для 

всіх досліджуваних довжин патерна різні 

алгоритми із запропонованої родини мають 

вищу швидкодію, ніж усі відомі аналоги.  

З огляду на широту експериментальної бази, 

ці результати можна вважати достатньо 

надійними.  
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Інтерферометрія зворотного зв’язку в 
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Параметрична модель. 
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Стаття присвячена альтернативному погляду на пояснення механізму дії приладів, побудованих 
на інтерферометрії зворотного зв’язку (LFI- модель), який викликаний протиріччями між теорією 
існуючих моделей та практичними результатами. Пропонується відмінна від моделі Ленга - Кобаясі 
(LK- модель), параметрична модель LFI (P- модель). На базі теорії, яка ґрунтується на 
параметричних властивостях LFI- моделі, кількісно обґрунтовується рівень переваги технології LFI 
над традиційними технологіями. В статті наведений приклад розрахунку потужності корисного 
сигналу. Розраховано, що на відстані 500 метрів, сигнал згідно P- модель на 34 дБ вищий ніж сигнал, 
розрахований традиційними моделями. Так, із традиційних моделей випливає зворотно квадратична 
залежність відношення сигнал/шум (S/N ratio, надалі – SNR) від відстані до мішені - 𝑙𝑙𝑡𝑡, тобто 
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆~𝑙𝑙𝑡𝑡−2. На практиці, SNR значно вищий. У рамках P - моделі, теоретично доводиться та 
експериментально підтверджується інша залежність SNR від 𝑙𝑙𝑡𝑡, а саме:𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆~(𝑙𝑙𝑡𝑡 ∗ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑡𝑡2)−1 2⁄ . 
Традиційні моделі не розглядають наявність корисного сигналу в струмі накачки, тоді як, фактично, 
його потужність в більш ніж 10 разів перевищує потужність випромінювання в резонаторі. P - 
модель усуває протиріччя між теоретичними моделями та практичними результатами. 

Ключові слова: інтерферометрія, параметрична LFI-модель, струм накачки. 

The article is devoted to an alternative view on the explanation of the mechanism of action of devices 
based on laser feedback interferometry (LFI-model), which is caused by contradictions between the theory of 
existing models and practical results. A view other than the Lang-Kobayashi model (LK model) and the 
parametric LFI model (P model) are proposed. Due to the theory, which is based on the parametric properties 
of the LFI-model, the level of advantage of LFI technology over traditional technologies is quantitatively 
substantiated. The article gives an example of calculating the useful signal power. It is calculated that at a 
distance of 500 meters, the signal according to the P-model is 34 dB higher than the signal calculated by 
traditional models. Thus, from the traditional models follows the inverse square dependence of the signal-to-
noise ratio (S / N ratio, hereinafter - SNR) on the distance to the target 𝑙𝑙𝑡𝑡, viz.: 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆~𝑙𝑙𝑡𝑡−2. In practice, the SNR 
is much higher. Within the P-model, another dependence of SNR on 𝑙𝑙𝑡𝑡, is theoretically proved and 
experimentally confirmed, viz.: 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆~(𝑙𝑙𝑡𝑡 ∗ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑡𝑡2)−1 2⁄ . Traditional models do not consider the presence of a 
useful signal in the pump current, while, in fact, its power is more than 10 times greater than the radiation 
power in the resonator. The P-model eliminates contradictions between theoretical models and practical 
results. 

Key Words: interferometry, LFI model, pump current.. 

Статтю представив к.ф-м.н. Розора І.В. 

Вступ 

Неавтономні моделі лазерів вивчаються вже 
більше 50-ти років. Інтерес до них був викликаний 
головним чином прагненням вивчити вплив 
випромінювання, повернутого зовнішніми 
поверхнями всередину резонатору, бо воно 
погіршувало якість лазерного променя. 

З часом звернули увагу на корисні властивості 
цього ефекту. Так виникла технологія self-mixing, 
яка використовувала інтерферометрію зворотного 
зв’язку Laser Feedback Interferometry (LFI). Роботи 
по LFI носять як теоретичний так і (головним 
чином) прикладний характер і присвячені вимірам 
параметрів руху: відстані, швидкості, параметрам 

© Отто Г.К., 2020 
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вібрацій. Всі вони засновуються на LK- або 3-
дзеркальній моделі [1], [2]. 

Дана робота з’явилась в наслідок 
експериментів, пов’язаних із  дистанційними 
вимірами віддалених вібрацій. 

Для експериментів були використані лазерні 
діоди  #LD-1060-0200-AR-2 виробництва 
TopticaPhotonics з анти-рефлекторним покриттям  
(AR-coating) передньої поверхні кристала. 
Довжина активного елемента становить ≈ 300 μ. 
Зовнішній резонатор довжиною ~ 320 мм з 
дифракційним виводом випромінювання. Діаметр 
пучка в резонаторі 30 мм, діаметр головного 
дзеркала 0.3 мм. Коефіцієнт відбиття становить 
~0.99 по інтенсивності. 

Під час експериментів були виявлені факти, 
які не пояснювались відомими моделями: Ленга-
Кобаясі (LK – модель)  [1] та її різновидом – 3-
дзеркальною моделлю [2], хоча до цього часу всі 
дослідження, які ґрунтуються на LFI 
користуються цими моделями. 

Ось ці факти: 
• Виявлено набагато слабкіше

зменшення  відношення сигнал/шум
(S/N) при збільшенні відстані (𝑙𝑙𝑡𝑡) до
мішені ніж зворотно квадратичне:
𝑆𝑆 𝑆𝑆 ∝ 𝑙𝑙𝑡𝑡−2⁄ , як це випливає із
розрахунків, виконаних згідно з
прийнятими на сьогодні, вище

1З’ясуванню причин наявності та кількісного 
визначення корисного сигналу в струмі накачки буде 
присвячена наступна робота. 

зазначеними моделями. 
• Під час експериментів спостерігалось

значно більше (>10 разів) відношення
сигнал/шум (𝑆𝑆 𝑆𝑆⁄ ) при виділенні
корисного сигналу із струму накачки
лазера, ніж із випромінювання
резонатору, яке зазвичай
використовується.

• Вище згадані моделі не передвіщають
навіть наявність корисного сигналу в
струмі накачки, не кажучи вже про
його потужність.

З ціллю усунення зазначених недоліків 
загальноприйнятих моделей та пояснення 
експериментально виявлених фактів була 
запропонована інша,  параметрична (Parametric) 
[7] модель LFI (в подальшому P- модель). 

 Аналізу причин значного збільшення 
чутливості, тобто першому з наведених та не 
з’ясованих фактів, присвячена ця робота1. 

Теоретична частина 

Наведемо теоретичне обґрунтування та 
експериментальне підтвердження  Р-моделі. 

Схема загальноприйнятих LK- та 3-
дзеркальної моделі  [3] виглядає наступним 
чином:

a b 

Рис. 1. Схема LK- та 3-дзеркальної моделі 
The schematic diagram of three-mirror model in the laser feedback system (a). The standard three-mirror model 
(b). The simplified model of the compound cavity. M1, M2, mirrors of the resonant cavity; M3, the equivalent 
reflective mirror of the target; Meff, the compound reflective mirror of M2 and M3 
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На Рис. 2 наведено схему Р- моделі:

1-лазерний діод із глухим заднім дзеркалом та 
просвітленою передньою гранню, 2-коліматорний 
об’єктив, 3-дзеркало головного резонатору, 4-
акустооптичний модулятор, 5-поверхня мішені. 

1↔3 - дзеркала головного резонатору, 1↔5 – 
дзеркала резонатору мішені. 

В якості відправної будемо використовувати 
систему балансних рівнянь, яка описує роботу 
класичного одномодового лазеру без LFI, [4]:

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝐸𝐸∗(𝑡𝑡) = 𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑆𝑆) ∙ 𝐸𝐸∗(𝑡𝑡) + 1

2
�𝐺𝐺(𝑆𝑆) − 1

𝜏𝜏𝑝𝑝
� ∙ 𝐸𝐸∗(𝑡𝑡) (1) 

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑆𝑆(𝑡𝑡) = 𝐽𝐽 −

𝑆𝑆(𝑡𝑡)
𝜏𝜏𝑠𝑠

− 𝐺𝐺(𝑆𝑆) ∙ 𝐸𝐸2(𝑡𝑡) 

𝐸𝐸∗(𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑡𝑡) ∙ exp ( 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑡𝑡) 
де: 

𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑆𝑆)- різниця між резонансною частотою 
резонатора та частотою генерації; 
𝐸𝐸(𝑡𝑡)- амплітуда електричного поля;𝑆𝑆(𝑡𝑡)- 
концентрація електронів в резонаторі;𝐺𝐺(𝑆𝑆)- 
підсилення;𝜏𝜏𝑝𝑝- тривалість життя фотонів у 
резонаторі;𝜏𝜏𝑠𝑠- тривалість життя електронів;𝐽𝐽- 
змінна, пропорційна току інжекції. 

Зазначимо, що складений резонаторна рис. 2 
буде мати усереднений на своїй довжині  
коефіцієнт заломлення: 

𝜇𝜇 = 𝜇𝜇1∙𝑙𝑙1+𝜇𝜇2∙𝑙𝑙2
𝑙𝑙1+𝑙𝑙2

≈ 𝜇𝜇1 ∙
𝑙𝑙1
𝑙𝑙2

+ 𝜇𝜇2, 
де:  𝜇𝜇1, 𝑙𝑙1- коефіцієнт заломлення та довжина 

активного тіла, 𝜇𝜇2, 𝑙𝑙2 - коефіцієнт заломлення та 
довжина повітряної частини резонатора. 
Зважаючи на те, що 𝑙𝑙1

𝑙𝑙2
≈ 10−3 приймемо 𝜇𝜇 ≈ 𝜇𝜇2 =

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑙𝑙𝑐𝑐𝑡𝑡, так як це випливає із [4], стор. 29, формула 
(2.61). При цьому 𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑆𝑆) ∙ 𝐸𝐸∗(𝑡𝑡) ≈ 0, тож цією 
змінною можна знехтувати. Таким чином 
рівняння (1) при наявності повітряної частини 
зовнішнього резонатору значно (в 1000 разів) 
довшому ніж активне середовище, можна дещо 
спростити 2: 

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝐸𝐸∗(𝑡𝑡) = 1

2
�𝐺𝐺(𝑆𝑆) − 1

𝜏𝜏𝑝𝑝
� ∙ 𝐸𝐸∗(𝑡𝑡) (2) 

2Вивід рівняння (2) наведений в додатку 1. 

Порівнюючи моделі на рис.1 та рис.2, бачимо, 
що відмінність Р- моделі від LK- та 3- дзеркальної 
в тому, що у Р- моделі обидва резонатори - 
головного дзеркала та мішені працюють 
паралельно, тобто містять активне середовище та 
мають спільне «глухе» дзеркало. 

У Р- моделі тривалість життя фотонів у 
складеному резонаторі буде залежати від 
тривалості життя та співвідношення кількості 
фотонів в парціальних резонаторах: 𝜏𝜏𝑝𝑝 =
𝑓𝑓(𝑟𝑟𝑚𝑚,𝜏𝜏𝑚𝑚; 𝑟𝑟𝑡𝑡 , 𝜏𝜏𝑡𝑡), де 𝜏𝜏𝑚𝑚, 𝑟𝑟𝑚𝑚- тривалість життя 
фотонів та коефіцієнт відбиття по інтенсивності в 
головному резонаторі, 𝜏𝜏𝑡𝑡 , 𝑟𝑟𝑡𝑡- тривалість життя 
фотонів та коефіцієнт відбиття по інтенсивності в 
резонаторі мішені. В загальному випадку 𝜏𝜏𝑚𝑚, 𝜏𝜏𝑡𝑡 та 
𝑟𝑟𝑡𝑡, 𝑟𝑟𝑚𝑚 можуть бути функціями часу. 

Загальноприйняті моделі передбачають, що 
відбите зовнішньою поверхнею випромінювання 
інтерферує із випромінюванням в середині 
резонатору, але при цьому ніякі параметри  лазеру 
не змінюються. Тобто моделі не є параметричні. 

У Р- моделі віддалена відбиваюча поверхня є 
частиною складеного резонатору. Його змінні 
коефіцієнт відбиття та довжина модулюють 
тривалість життя фотонів складеного резонатору, 
що є модуляцією втрат або добротності, які є 
енергоємними параметрами лазеру. Тому Р- 

Рис. 2. Схема P- моделі системи LFI 
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модель є параметрична. Саме з цього 
випливають її властивості, про які піде мова далі. 

Р- модель ґрунтується на передумові, що на 
протязі спільної ділянки резонаторів  мішені та 
головного дзеркала, зустрічатимуться фотони, 
відбиті мішенню та головним дзеркалом. 
Ймовірність того, що обраний навмання фотон 
(Ph) належить до множини Г, відбитих головним 
дзеркалом чи М – мішенню, при тому, що Г⋂М =
∅, зазначимо відповідно 𝑝𝑝1 та 𝑝𝑝2. Події: «Ph⊂ Г» 

та «Ph⊂ М» складають повну систему, тобто: 𝑝𝑝1 +
𝑝𝑝2 = 1, де {𝑝𝑝1,𝑝𝑝2}- щільність поділу ймовірностей 
випадкової змінної  «приналежність фотону», яка 
приймає одне з двох можливих значень, 
наведених вище. 
Середнє значення випадкової величини 𝜏𝜏𝑝𝑝, 
розподіленою у відповідності із щільністю 
розподілення: 𝑃𝑃�{𝜏𝜏𝑖𝑖 = 𝜏𝜏𝑚𝑚} = 𝑝𝑝1, {𝜏𝜏𝑖𝑖 = 𝜏𝜏𝑡𝑡} = 𝑝𝑝2�, 
буде визначатися:

𝜏𝜏𝑝𝑝 = ∑ 𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝜏𝜏𝑖𝑖 = 𝑝𝑝1 ∙ 𝜏𝜏𝑚𝑚 + 𝑝𝑝2 ∙ 𝜏𝜏𝑡𝑡 (3)

Загальна кількість фотонів в резонаторі при 
сталому рівні накачки та з коефіцієнтом відбиття 
глухого дзеркала близького до одиниці, 

пропорційна сумарному коефіцієнту відбиття 
дзеркал мішені та головного:

𝑟𝑟𝑚𝑚 + (1 − 𝑟𝑟𝑚𝑚2) ∙  𝑟𝑟𝑡𝑡 (4)

Ймовірність 𝑝𝑝1  є відношення коефіцієнта 
відбиття головного дзеркала 𝑟𝑟𝑚𝑚 та сумарного 
коефіцієнту відбиття (4). Ймовірність 𝑝𝑝2 є 

відношення коефіцієнта відбиття мішені 𝑟𝑟𝑡𝑡 та 
сумарного коефіцієнту (4). Тож тривалість життя 
фотонів складеного резонатору у відповідності із 
(3)

𝜏𝜏𝑝𝑝 = 𝑟𝑟𝑡𝑡
𝑟𝑟𝑚𝑚+�1−𝑟𝑟𝑚𝑚2 �∙ 𝑟𝑟𝑡𝑡

∙ 𝜏𝜏𝑡𝑡 + 𝑟𝑟𝑚𝑚
𝑟𝑟𝑚𝑚+�1−𝑟𝑟𝑚𝑚2 �∙ 𝑟𝑟𝑡𝑡

∙ 𝜏𝜏𝑚𝑚 (5) 

Враховуючи, що 𝑟𝑟𝑚𝑚 ≫ 𝑟𝑟𝑡𝑡, вираз (5) 
перепишемо у дещо іншому вигляді: 

𝜏𝜏𝑝𝑝
−1 = �𝜏𝜏𝑚𝑚 +

𝑟𝑟𝑡𝑡
𝑟𝑟𝑚𝑚

∙ 𝜏𝜏𝑡𝑡�
−1

= 𝜏𝜏𝑚𝑚−1 ∙ �1 +
𝑟𝑟𝑡𝑡
𝑟𝑟𝑚𝑚

∙
𝜏𝜏𝑡𝑡
𝜏𝜏𝑚𝑚
�
−1

Зазначимо: 

�
𝑟𝑟𝑡𝑡
𝑟𝑟𝑚𝑚

∙
𝜏𝜏𝑡𝑡
𝜏𝜏𝑚𝑚
� = 𝑥𝑥, 𝑥𝑥 ≪ 1 

Скористаємось розкладенням: 

(х + 1)−1 = 1 − х + х2 − ⋯при|х| < 1. 

Відкинувши старші члени розкладення, 
отримаємо: 

𝜏𝜏𝑝𝑝
−1 = 1

𝜏𝜏𝑚𝑚
− 𝑟𝑟𝑡𝑡

𝑟𝑟𝑚𝑚
∙ 𝜏𝜏𝑡𝑡
𝜏𝜏𝑚𝑚2

(6) 

Зазначимо, що згідно із [4], стр. 137, з 
урахуванням фази відбиття: 

𝑟𝑟𝑡𝑡 = |𝑟𝑟𝑡𝑡| ∙ 𝑒𝑒−𝑖𝑖∙𝜑𝜑 (7) 

де: 𝜑𝜑 = 𝜑𝜑(𝑡𝑡) - фаза відбиття поверхні мішені, 
яка при відключеному АОМ, поз. 4 на Рис. 2, буде 
визначатись довжиною хвилі випромінювання та 
відстанню до мішені. В присутності накачки 
𝜑𝜑(𝑡𝑡) = sin 2𝑖𝑖𝑡𝑡.   

Підставимо (6) та (7) у рівняння (2): 

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝐸𝐸∗(𝑡𝑡) = 1

2
∙ 𝐺𝐺(𝑆𝑆)

1
2 ∙ 𝐸𝐸∗(𝑡𝑡) − 1

2
∙ �� 1

𝜏𝜏𝑚𝑚
�
1
2 ∙ 𝐸𝐸∗(𝑡𝑡) + � 𝑟𝑟𝑡𝑡

𝑟𝑟𝑚𝑚
∙ 𝜏𝜏𝑡𝑡
𝜏𝜏𝑚𝑚2
�
1
2 ∙ 𝐸𝐸∗(𝑡𝑡) ∙ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑� (8)

Доданки у скобках  є членами рівняння, що 
інтерферують. Після врахування інтерференції 
рівняння (8) виглядатиме так:

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝐸𝐸∗(𝑡𝑡) = 1

2
∙ 𝐺𝐺(𝑆𝑆) ∙ 𝐸𝐸∗(𝑡𝑡) − 1

2
∙ 1
𝜏𝜏𝑚𝑚
∙ �1 + 𝑟𝑟𝑡𝑡

𝑟𝑟𝑚𝑚
∙ 𝜏𝜏𝑡𝑡
𝜏𝜏𝑚𝑚

+ 2 ∙ � 𝑟𝑟𝑡𝑡
𝑟𝑟𝑚𝑚
∙ 𝜏𝜏𝑡𝑡
𝜏𝜏𝑚𝑚
�
1 2⁄

∙ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑� ∙ 𝐸𝐸∗(𝑡𝑡) (9)

Помноживши (9) на 2 ∙ 𝐸𝐸∗(𝑡𝑡), згідно Д1.2 
отримаємо:

𝑑𝑑𝑆𝑆
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝐺𝐺(𝑆𝑆) ∙ 𝑆𝑆 − 1
𝜏𝜏𝑚𝑚
∙ ��1 + 𝑟𝑟𝑡𝑡

𝑟𝑟𝑚𝑚
∙ 𝜏𝜏𝑡𝑡
𝜏𝜏𝑚𝑚
� + 2 ∙ � 𝑟𝑟𝑡𝑡

𝑟𝑟𝑚𝑚
∙ 𝜏𝜏𝑡𝑡
𝜏𝜏𝑚𝑚
�
1 2⁄

∙ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑� ∙ 𝑆𝑆, (10) 
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Де: 𝑆𝑆 = 𝑆𝑆(𝑡𝑡) - кількість фотонів, яке помножене 
на ℎ𝜈𝜈 (𝜈𝜈 - частота, ℎ - постійна Планка) 
представляє енергією випромінювання; 𝑟𝑟𝑡𝑡, 𝑟𝑟𝑚𝑚 - 
коефіцієнти відбиття по інтенсивності мішені та 
головного резонатору, відповідно. 

Чи не найважливішим параметром будь 
якого приладу, який базується на аналізі відбитого 
випромінювання (локатор, лідар, віброметр) є 
характер залежності потужності прийнятого 
сигналу від відстані до об’єкту. У формулі (10) 3-
й додаток обумовлює інтенсивність відбитого 
мішенню корисного сигналу, який складається із 
постійного множника та частини, залежної від 
відстані до об’єкту –  𝐼𝐼(𝑙𝑙𝑡𝑡)~(𝑟𝑟𝑡𝑡 ∙ 𝜏𝜏𝑡𝑡)1 2⁄  : 

𝑟𝑟𝑡𝑡 = 𝑟𝑟𝑡𝑡0 ∙ �
𝑙𝑙𝑡𝑡0
𝑙𝑙𝑡𝑡
�
2

(11) 

Де: 𝑟𝑟0 - коефіцієнт відбиття мішені на 
мінімально можливій відстані 𝑙𝑙0 від приладу 
(альбедо мішені), 𝑙𝑙𝑡𝑡 - відстань до мішені. Вираз 
(11) за умовою, що має місце Ламбертове 
відбиття, є однією з основних залежностей 
радіолокації – квадратичне зменшення 
інтенсивності відбитого сигналу при віддаленні 
від об’єкту [8]. 

𝜏𝜏𝑡𝑡 = 2 ∙ 𝑙𝑙𝑡𝑡 𝑐𝑐 ∙ ln 𝑟𝑟𝑡𝑡−1⁄ (12) 

Див. Додаток 2. 
Таким чином:

𝐼𝐼(𝑙𝑙𝑡𝑡) ∝ 2 ∙ �𝑟𝑟𝑡𝑡0 ∙ �
𝑙𝑙𝑡𝑡0
𝑙𝑙𝑡𝑡
�
2
∙ 2∙𝑙𝑙𝑡𝑡
𝑐𝑐∙ln 𝑟𝑟𝑡𝑡−1

= 2 ∙ 𝑙𝑙𝑡𝑡0 �
𝑟𝑟𝑡𝑡0
𝑐𝑐
�
1 2⁄

∙ 1.41 ∙ (𝑙𝑙𝑡𝑡 ∙ ln 𝑟𝑟𝑡𝑡−1)−1 2⁄ =

2.82 ∙ 𝑙𝑙𝑡𝑡0 �
𝑟𝑟𝑡𝑡0
𝑐𝑐
�
1 2⁄

∙ �𝑙𝑙𝑡𝑡 ∙ ln �𝑟𝑟𝑡𝑡0 ∙ �
𝑙𝑙𝑡𝑡0
𝑙𝑙𝑡𝑡
�
2
�
−1
�
−1 2⁄

(13)

Де: 𝐼𝐼(𝑙𝑙𝑡𝑡) – інтенсивність змінної складової 
інтерференційного члена, який відображає 
інтенсивність корисного сигналу, повернутого 
мішенню. 

Для більшої наочності введемо такі 
коефіцієнти: 

𝑘𝑘1 = 2.82 ∙ 𝑙𝑙𝑡𝑡0 ∙ �(𝑟𝑟𝑚𝑚 ∙ 𝜏𝜏𝑚𝑚)−1 ∙ 𝑟𝑟𝑡𝑡0
𝑐𝑐
�
1 2⁄

 ,

𝑘𝑘2 = 𝑟𝑟𝑡𝑡0 ∙ 𝑙𝑙𝑡𝑡02  

З урахуванням (10), 𝑘𝑘1, 𝑘𝑘2 та (13), 𝐼𝐼(𝑙𝑙𝑡𝑡)  
виглядатиме наступним чином: 

(𝑙𝑙𝑡𝑡) = 𝑘𝑘1 ∙ (𝑙𝑙𝑡𝑡 ∙ ln(𝑘𝑘2 ∙ 𝑙𝑙𝑡𝑡−2))−1 2⁄  (14) 

Числові приклади 

Із (10) та (14) випливає, що інтенсивність 
корисного сигналу не залежить від інтенсивності 
зондувального випромінювання, а залежить лише 
від співвідношення тривалості життя фотонів та 
коефіцієнтів відбиття головного дзеркала та 
мішені. 
𝑟𝑟𝑚𝑚 ≔ 4 ∗ 10−2 – Коефіцієнт відбиття головного 
дзеркала 
𝑐𝑐 ≔ 3 ∗ 108 – Швидкість світла 
𝑟𝑟𝑡𝑡0 ≔ 1 ∗ 10−2 – Коефіцієнт відбиття мішені на 
відстані lt0 
𝑙𝑙𝑡𝑡0 ≔ 2.0 – значення відстані𝑙𝑙𝑡𝑡0 
𝑙𝑙𝑡𝑡 ≔ 10,10.1.50 – відстань до мішені

0 100 200 300 400 500
0

1 10 6−×

2 10 6−×

3 10 6−×

4 10 6−×

It lt( )

lt

Рис. 3. Залежність інтенсивності змінної складової частини випромінювання, що циркулює в 
резонаторі, від відстані до мішені. 
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Із Рис. 4 випливає, що в порівнянні із 
класичною, Р- модель має значну перевагу при 
роботі на далеких відстанях. Так, на відстані 500 
метрів перевага становить близько 34 дб.  

Користуючись залежністю, наведеною на 
Рис.1, знаючи рівень струму порогу генерації та 
відстань до мішені,  можна легко визначити 
потужність корисного сигналу - 𝑃𝑃𝑆𝑆 у струмі 
накачки:  

Приклад: 
𝐼𝐼пор = 50 𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑈𝑈𝐷𝐷 = 2 𝑉𝑉, 𝐼𝐼𝑇𝑇(200) = 0.8 ∙ 10−6, 
тоді: 𝑃𝑃𝑆𝑆 = 1

2
∙ 𝐼𝐼пор ∙ 𝑈𝑈𝐷𝐷 ∙ 𝐼𝐼𝑡𝑡(𝑙𝑙𝑡𝑡) = 100 ∙ 0.8 ∙ 10−6 =

40 𝜇𝜇𝜇𝜇. 
Тобто змінна складова потужності накачки лазеру 
буде дорівнювати 40 𝜇𝜇𝜇𝜇. 

Із питання обґрунтування (інтуїтивно 
зрозумілого) коефіцієнту 1

2
 при підрахунку 𝑃𝑃𝑆𝑆, див. 

зноску на стр. 2. 

Висновки 

Виграш у інтенсивності повернутого 
корисного сигналу при збільшенні відстані 𝑥𝑥 до 
мішені у схемі LFI, в порівнянні із класичними 
схемами пояснюється тим, що послаблення 
компенсується збільшенням часу життя фотонів 
𝜏𝜏𝑝𝑝. Послаблення в схемі LFI 
пропорційно(𝑥𝑥 ln𝑥𝑥2)1 2⁄ , а не 𝑥𝑥2, як у класичних 
схемах. 

В схемі LFI має місце модуляція добротності 
резонатору – енергоємного елементу лазеру. Як 
відомо із [7], модуляція енергоємних параметрів 
будь якої резонансної системи є параметричний 
вплив, який при сприятливих умовах приводить 
до розвитку параметричного резонансу. 

У Р- моделі параметричний резонанс грає 
виключно важливу позитивну роль. Дякуючи 
параметричному резонансу корисний сигнал 
може бути підсилений у 𝑄𝑄разів, де 𝑄𝑄 - добротність 
резонансної системи. Практично важливим 

вбачається аналіз умов виникнення, розвитку та 
ступінь впливу параметрів моделі на досягнення 
максимальної добротності  резонансу. 
Окремим науково-технічним завданням 
вбачається підтримка резонатора в режимі 
стабільного параметричного резонансу. 

Додаток 1. Вивід рівняння балансу 
фотонів для електричного поля. 

Будемо виходити разом з [8] із спрощеного 
рівняння для кількості фотонів -𝑆𝑆, без члена, 
відповідального за спонтанне випромінювання:  

𝑑𝑑𝑆𝑆/𝑑𝑑𝑡𝑡 =  𝑆𝑆(𝐺𝐺(𝑡𝑡) −  1/𝜏𝜏𝑝𝑝ℎ  ) (Д1.1) 
Де: 
𝑑𝑑𝑆𝑆/𝑑𝑑𝑡𝑡 - швидкість виходу фотонів із 

резонатору; 
𝑆𝑆 ∙ 𝐺𝐺(𝑡𝑡) – швидкість надходження фотонів в 

резонатор; 
𝑆𝑆 𝜏𝜏𝑝𝑝ℎ⁄  - швидкість втрат фотонів на зворотний 

зв'язок. 
Інтуїтивно рівняння Д1.1 віддзеркалює те, що 

інтенсивність корисного випромінювання 
дорівнює різниці між швидкістю надходження 
фотонів у резонатор (накачки резонатору) та 
швидкості витрат на підтримання рівня порогу 
генерації. 

𝑆𝑆(𝑡𝑡) = |𝐸𝐸(𝑡𝑡)|2; 𝐸𝐸(𝑡𝑡) = �𝑆𝑆(𝑡𝑡) ∙ 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑡𝑡; 
𝑆𝑆(𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑡𝑡) ∙ 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑡𝑡 ∙ 𝐸𝐸(𝑡𝑡) ∙ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑡𝑡 

Будемо вважати, що частота генерації 𝑖𝑖 
дорівнює власній частоті резонатора Ω. В іншому 
випадку поле мало би більш складний вигляд.
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40−

30−

20−

10−

0

10 log
It lt( )

It 10( )






⋅

10 log
10

lt






2















⋅

lt

Рис. 4. Зменшення інтенсивності змінної складової (в дБ) при збільшенні відстані до мішені. Червона 
лінія - Р- модель, синя – класична. 
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𝑑𝑑𝑆𝑆(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡

=
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡 �

𝐸𝐸(𝑡𝑡) ∙ 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑡𝑡� ∙ 𝐸𝐸(𝑡𝑡) ∙ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑡𝑡 +
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡 �

𝐸𝐸(𝑡𝑡) ∙ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑡𝑡� ∙ 𝐸𝐸(𝑡𝑡) ∙ 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑡𝑡

= �
𝑑𝑑𝐸𝐸(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡

∙ 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑡𝑡 + 𝑗𝑗𝑖𝑖 ∙ 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑡𝑡 ∙ 𝐸𝐸(𝑡𝑡)� ∙ 𝐸𝐸(𝑡𝑡) ∙ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑡𝑡 + �
𝑑𝑑𝐸𝐸(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡

∙ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑡𝑡 − 𝑗𝑗𝑖𝑖 ∙ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑡𝑡 ∙ 𝐸𝐸(𝑡𝑡)�

∗ 𝐸𝐸(𝑡𝑡) ∙ 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑡𝑡

= �
𝑑𝑑𝐸𝐸(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡

∙ 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑡𝑡 + 𝑗𝑗𝑖𝑖 ∙ 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑡𝑡 ∙ 𝐸𝐸(𝑡𝑡)� ∙ 𝐸𝐸(𝑡𝑡) ∙ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑡𝑡 + �
𝑑𝑑𝐸𝐸(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡

∙ 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑡𝑡 − 𝑗𝑗𝑖𝑖 ∙ 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑡𝑡 ∙ 𝐸𝐸(𝑡𝑡)�

∙ 𝐸𝐸(𝑡𝑡) ∙ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑡𝑡 = (𝐺𝐺(𝑡𝑡) −  1/𝜏𝜏𝑝𝑝ℎ  ) ∙ 𝐸𝐸(𝑡𝑡) ∙ 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑡𝑡 ∙ 𝐸𝐸(𝑡𝑡) ∙ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑡𝑡

Скоротимо на 𝐸𝐸(𝑡𝑡) ∙ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑡𝑡 та приведемо подібні 
члени:

𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡

∙ 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑡𝑡 = 1
2

((𝐺𝐺(𝑡𝑡))1 2⁄ −  �1/𝜏𝜏𝑝𝑝ℎ�
1 2⁄  ) ∙ 𝐸𝐸(𝑡𝑡) ∙ 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑡𝑡 (Д1.2)

(Д1.2) є рівняння балансу фотонів для 
електричного поля.

Додаток 2. Вивід співвідношення для часу 
життя фотонів - 𝝉𝝉𝒑𝒑.

Будемо вважати, що коефіцієнт відбиття 
глухого дзеркала дорівнює 1. 
Кількість фотонів в момент часу 𝑡𝑡𝑖𝑖, тобто 
післяодногоциклувідбиття: 

𝑆𝑆(𝑡𝑡𝑖𝑖) = 𝑆𝑆 ∙ 𝑆𝑆(𝑡𝑡𝑖𝑖−1)  (Д2.1) 
Кількість фотонів в момент часу 𝑡𝑡𝑚𝑚, після 
𝑚𝑚цикліввідбиття: 

𝑆𝑆(𝑡𝑡𝑚𝑚) = 𝑆𝑆𝑚𝑚 ∙ 𝑆𝑆(𝑡𝑡0) (Д2.2) 
𝑡𝑡𝑚𝑚 = 2∙𝐿𝐿

𝑐𝑐
∙ 𝑚𝑚 (Д2.3) 

Де: 
𝑆𝑆(𝑡𝑡0)−  кількість фотонів в резонаторі в 

початковий момент часу; 
𝑚𝑚 – кількість циклів відбиття в резонаторі; 
𝑆𝑆 − коефіцієнт відбиття по інтенсивності, 

𝑆𝑆 < 1; 
𝐿𝐿 – довжина резонатору; 
с - швидкість світла в резонаторі. 
Вирази (Д2.1), (Д2.2) задають процес, якому 

підкорюються багато інших процесів: природних, 
соціальних, фінансових, медичних і т. д. Принцип 
формулюється: 

«Швидкість зростання пропорційна величині, 
що зростає», тобто: 

𝑑𝑑𝑆𝑆(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡

∝ 𝑆𝑆(𝑡𝑡) 
З цього випливає диференційне рівняння, яке 
після розділення змінних інтегрується: 

∫ 𝑑𝑑𝑆𝑆(𝑡𝑡)
𝑆𝑆(𝑡𝑡)

= ∫𝑘𝑘 ∙ 𝑑𝑑𝑡𝑡 (Д2.4) 
Після інтегрування отримаємо: 

ln 𝑆𝑆(𝑡𝑡𝑚𝑚) = 𝑘𝑘 ∙ 𝑡𝑡𝑚𝑚 + 𝐶𝐶 (Д2.5) 
Визначимо 𝐶𝐶,  враховуючи начальні умови: 
при 𝑚𝑚 = 0; 
𝑆𝑆(𝑡𝑡𝑚𝑚) = 𝑆𝑆(𝑡𝑡0)  та  𝑡𝑡𝑚𝑚 = 0.  
З Д2.5 випливає: 

𝐶𝐶 = ln 𝑆𝑆(𝑡𝑡0) (Д2.6) 
Підставляючи Д2.3 та Д2.6 в Д2.5, отримаємо: 

𝑘𝑘 = 𝑐𝑐⋅ln𝑅𝑅
2⋅𝐿𝐿

 (Д2.7) 
Враховуючи те, що 𝑘𝑘 повинен мати розмірність 
1 сек⁄  та бути від’ємним, як це випливає з Д2.1: 

−𝑘𝑘 = 1
𝜏𝜏𝑝𝑝

(Д2.8) 

Ми отримали співвідношення для часу життя 
фотонів - 𝜏𝜏𝑝𝑝 : 

𝜏𝜏𝑝𝑝 = −
2 ∙ 𝐿𝐿
с ∙ ln𝑆𝑆

=
2 ∙ 𝐿𝐿

𝑐𝑐 ∙ ln𝑆𝑆−1
 

Примітно, що 𝜏𝜏𝑝𝑝 не залежить ні від 𝑆𝑆нівід𝑚𝑚, 
тобто визначається виключно конструктивними 
параметрами резонатору.  

Зазначимо, що випадковий характер довжини 
прольоту окремого фотону - 𝐿𝐿, коефіцієнту 
відбиття - 𝑆𝑆 та швидкості світла - 𝑐𝑐, обумовлюють 
випадковий характер - 𝜏𝜏𝑝𝑝 та, як слідство, 
розширення спектру частот генерації:  

Δ𝜈𝜈 = (2 ∙ 𝜋𝜋 ∙ 𝜏𝜏𝑝𝑝)−1. 
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