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Важливий практичний аспект оцiнювання статистичних властивостей фiзичних систем
спирається на ефективне представлення зв’язку мiж розв’язками рiвнянь з частинними по-
хiдними та випадковими початковими умовами. У цiй роботi дослiджуються властивостi
траєкторiй випадкових процесiв, що задають розв’язки (в L2(Ω)) для рiвняння Айрi з φ-суб-
гауссовими стацiонарними випадковими початковими умовами. Властивостi субгауссовостi
та φ-субгауссовостi є важливими характеристиками випадкових процесiв, оскiльки вони да-
ють можливiсть оцiнити рiзнi функцiонали вiд цих процесiв, i, зокрема, дослiдити поведiнку
їх супремумiв. Основнi результати роботи – це оцiнки для розподiлiв супремумiв випадкових
процесiв, що задають розв’язки для рiвняння Айрi, на обмежених множинах. Застосування
отриманих результатiв проiлюстровано на прикладах у випадках гауссових початкових умов з
рiзними допустимими функцiями та φ-субгауссових початкових умов з певними функцiями φ,
зокрема φ(x) = exp{|x|} − |x| − 1, x ∈ R.

Ключовi слова: φ-субгауссовi процеси, рiвняння Айрi, випадковi початковi умови, розподiл
супремуму

In this paper, there are studied sample paths properties of stochastic processes representing solutions
(in L2(Ω) sense) to the linear Korteweg–de Vries equation (called also the Airy equation) with random
initial conditions given by φ-sub-Gaussian stationary processes. The main results are the bounds for
the distributions of the suprema for such stochastic processes considered over bounded domains. Also,
there are presented some examples to illustrate the results of the study.

Key Words: φ-sub-Gaussian processes, Airy equation, random initial condition, distribution of
supremum

1 Introduction

It is well known that effects of dispersion play
the important role in the description of linear and
nonlinear wave motion.

The Korteweg–de Vries equation is the one of
the most popular and well studied nonlinear dis-
persive partial differential equation used in many

areas of physics. In its classical form

∂

∂t
u(t, x) + 6u(t, x)

∂

∂x
u(t, x) +

∂3

∂3x
u(t, x) = 0,

t > 0, x ∈ R, this equation was derived
by Korteweg and de Vries in 1895 to model
the unidirectional propagation of small ampli-
tude long water waves in a shallow canal. Now
many generalizations of this equation have been

c⃝ О.М. Гопкало, Л.М. Сахно, О.I. Василик 2022

DOI: https://doi.org/10.17721/1812-5409.2022/2.1
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investigated and applied in various areas inclu-
ding fluid dynamics, acoustics, electrodynamics,
plasma physics, in modeling shock waves forma-
tion, solitons, waves in elastic media, turbulence,
traffic flows, mass transport. The above equation
with nonlinear term droped is called the linear
Korteweg–de Vries equation or the Airy equation.

The purpose of this paper is to investigate
sample paths properties of stochastic processes
representing solutions of the linear Korteweg–de
Vries equation with random initial conditions gi-
ven by φ-sub-Gaussian stationary processes.

The general theory of φ-sub-Gaussian
processes is presented in the classical monograph
[4] and its further development can be found in
numerous recent studies (see, e.g., [3, 15, 19]
and references therein). The properties of sub-
Gaussianity and φ-sub-Gaussianity are important
characteristics of random processes, as they make
it possible to estimate different functionals from
these processes, and, in particular, the behavior
of their suprema. The theory of φ-sub-Gaussian
random processes provides us with powerful
techniques and tools suitable not only for obtai-
ning asymptotic results, but also for deriving
many useful bounds on the distributions of such
processes.

Partial differential equations with random ini-
tial conditions have been intensively studied in the
literature from different points of view, starting
from the papers by J. Kampé de Feriet (1955)
and M. Rosenblatt (1967) who introduced ri-
gorous probabilistic tools in this area. In [13,
14] solutions to PDE subject to random initial
conditions were investigated by means of Fourier
methods, representations of solutions by uniformly
convergent series and their approximations in di-
fferent functional spaces were developed.

The present paper is most closely related to
the papers [2, 5, 7, 8, 10, 11, 17]. We continue
to investigate properties of solutions to different
types of partial differential equations with random
initial conditions, in particular, we derive esti-
mates for the distribution of suprema of solutions.

The paper is organized as follows. Section 2
collects important definitions and facts on φ-sub-
Gaussian processes needed for our study. In Secti-
on 3 we consider stochastic processes represen-
ting solutions (in L2(Ω) sense) of the Airy equa-
tion with random φ-sub-Gaussian initial conditi-
ons and state the bounds for the distributions of

the suprema for such stochastic processes. Secti-
on 4 presents some examples to illustrate the
results.

2 φ-sub-Gaussian variables and processes

We present basic definitions and facts on φ-sub-
Gaussian variables and processes which will be
used in the paper.

Definition 2.1. [4, 16] Let φ = {φ(x), x ∈ R}
be a continuous even convex function. The functi-
on φ is an Orlicz N-function if φ(0) = 0, φ(x) >
0 as x ̸= 0 and the following conditions hold:
limx→0

φ(x)
x = 0, limx→∞

φ(x)
x = ∞.

Condition Q. Let φ be an N-function which sati-
sfies lim infx→0

φ(x)
x2 = c > 0, where the case

c = ∞ is possible.

Definition 2.2. [4, 12] Let φ be an N -function
satisfying condition Q and {Ω, L,P} be a standard
probability space. The random variable ζ belongs
to the space Subφ(Ω), if Eζ = 0, E exp{λζ} exists
for all λ ∈ R and there exists a constant a > 0 such
that the following inequality holds for all λ ∈ R

E exp{λζ} ≤ exp{φ(λa)}.

The space Subφ(Ω) is a Banach space with
respect to the norm

τφ(ζ) = sup
λ ̸=0

φ(−1) (lnE exp(λζ))

|λ|
,

which can be written equivalently as τφ(ζ) =
inf{a > 0 : E exp{λζ} ≤ exp{φ(aλ)}, and it is
called the φ-sub-Gaussian standard of the random
variable ζ.

Definition 2.3. [9] A family ∆ of random vari-
ables ζ ∈ Subφ(Ω) is called strictly φ-sub-
Gaussian if there exists a constant C∆ such that
for all countable sets I of random variables ζi ∈ ∆,
i ∈ I, the following inequality holds:

τφ

(∑
i∈I

λiζi

)
≤ C∆

E

(∑
i∈I

λiζi

)2
1/2

. (2.1)

The constant C∆ is called the determining
constant of the family ∆.

The linear closure of a strictly φ-sub-Gaussian
family ∆ in the space L2(Ω) is the strictly φ-
sub-Gaussian with the same determining constant
([9]).
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Definition 2.4. [9] Random process ζ =
{ζ(t), t ∈ T} is called (strictly) φ-sub-Gaussian
if the family of random variables {ζ(t), t ∈ T}
is (strictly) φ-sub-Gaussian with a determining
constant Cζ .

Let K be a deterministic kernel and suppose
that the process X = {X(t), t ∈ T} can be
represented in the form X(t) =

∫
T K(t, s) dξ(s),

where ξ(t), t ∈ T , is a strictly φ-sub-Gaussian
random process and the integral above is defined
in the mean-square sense. Then the process X(t),
t ∈ T , is strictly φ-sub-Gaussian random process
with the same determining constant (see [9]).

Definition 2.5. [4, 16] Let φ = {φ(x), x ∈ R} be
an N-function. The function φ∗ defined by

φ∗(x) = sup
y∈R

(xy − φ(y))

is called the Young-Fenchel transform (or convex
conjugate) of the function φ.

For a φ-sub-Gaussian random variable ζ the
following estimate holds for its tail distribution:

P{|ζ| > u} ≤ 2 exp

{
−φ∗

(
u

τφ(ζ)

)}
. (2.2)

For φ-sub-Gaussian random processes one can
evaluate the distribution of their suprema in terms
of the function φ∗ using entropy methods (see [4]).

To derive the main results in Section 3 we will
need additional notions and statements.

Lemma 2.1. [6] Let Z(u), u ≥ 0 be a conti-
nuous monotonically increasing function such that
Z(u) > 0 and u

Z(u) is nondecreasing for u ≥ u0,
where u0 ≥ 0 is a constant. Then for u > 0, v > 0

min(
u

v
, 1) <

Z(u+ u0)

Z(v + u0)
.

Definition 2.6. [10] The function Z(u), u ≥ 0,
is called admissible for the space Subφ(Ω), if for
Z the conditions of Lemma 2.1 hold and for some
ε > 0 ∫ ε

0
Ψ
(
ln
(
Z(−1)

(1
s

)
− u0

))
ds < ∞,

where Ψ(v) = v
φ(−1)(v)

, v > 0.

Consider a separable φ-sub-Gaussian process
defined on a separable metric space (T, d), where
T = {ai ≤ ti ≤ bi, i = 1, 2} and d(t, s) =
max
i=1,2

|ti − si|, t = (t1, t2), s = (s1, s2).

Theorem 2.1. [10] Assume that X = {X(t), t ∈
T} is a separable φ-sub-Gaussian process such that

sup
d(t,s)≤h,
t,s∈T

τφ(X(t)−X(s)) ≤ σ(h), (2.3)

where {σ(h), 0 < h ≤ max
i=1,2

|bi − ai|} is a

monotonically increasing continuous function such
that σ(h) → 0 as h → 0 and for some ε > 0∫ ε

0
Ψ
(
ln

1

σ(−1)(u)

)
du < ∞, (2.4)

where Ψ(v) = v
φ(−1)(v)

. Then

P
{
sup
t∈T

|X(t)| > u
}
≤ 2A(u, θ)

for all 0 < θ < 1 and

u >
2Iφ(min(θε0, γ0))

θ(1− θ)
,

where
A(u, θ) =

= exp
{
−φ∗

( 1

ε0

(
u(1−θ)−2

θ
Iφ(min(θε0, γ0))

))}
,

and

ε0 = sup
t∈T

τφ(X(t)), γ0 = σ(max
i=1,2

|bi − ai|),

φ∗(u) is the Young-Fenchel transform of the
function φ,
Iφ(δ) =∫ δ

0
Ψ

[
ln

[( b1 − a1

2σ(−1)(u)
+ 1
)( b2 − a2

2σ(−1)(u)
+ 1
)]]

du.

3 Results

Consider the Airy equation

∂u

∂t
= −∂3u

∂3x
, t > 0, x ∈ R, (3.1)

subject to the random initial condition

u(0, x) = η(x), x ∈ R, (3.2)

where η is a stochastic process satisfying the condi-
tion below.

A η(x), x ∈ R is a real, measurable, mean-
square continuous stationary (in wide sense)
stochastic process, which is strictly φ-sub-
Gaussian with the determining constant cη.
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Let B(x), x ∈ R, be a covariance function of
η, therefore, we have the representation

B(x) =

∫
R
cos(λx)dF (λ), (3.3)

where F (λ) is a spectral measure, and for η the
spectral representation holds

η(x) =

∫
R
eiλxM(dλ). (3.4)

The stochastic integral is considered as L2(Ω)
integral. The complex-valued orthogonal random
measure M is such that E|M(dλ)|2 = F (dλ).

Consider the process u(t, x), t > 0, x ∈ R, defi-
ned by

u(t, x) =

∫
R
g(t, x− y)η(y)dy, (3.5)

where the function g is the fundamental solution
to equation (3.1):

g(t, x) =
1

2π

∫
R
e−iαx−iα3t dα (3.6)

=
1

π

∫ ∞

0
cos(αx+ α3t) dα

=
1

√
π 3
√
3t
Ai
( x

3
√
3t

)
, t > 0, x ∈ R,

and

Ai(x) =
1√
π

∫ ∞

0
cos
(
αx+

α3

3

)
dα, x ∈ R,

is the Airy function of the first kind.
Taking into account (3.4), we can write the

following representation of the process given by
(3.5):

u(t, x) =

∫
R
exp

{
iλx+ iλ3t

}
M(dλ). (3.7)

The process (3.7) can be interpreted as the mean-
square or L2(Ω) solution to the Cauchy problem
(3.1)–(3.2) (see [1]).

From the representation (3.7) the covariance
of the field u can be calculated:

Cov
(
u(t, x), u(s, y)

)
=

∫
R
exp(iλ(x− y) + iλ3(t− s))dF (λ)

=

∫
R
cos(λ(x− y) + iλ3(t− s))dF (λ) (3.8)

From (3.8) we see that the random field u is stati-
onary with respect to time and space variables.

Theorem 3.1. Let u(t, x), t > 0, x ∈ R, be the
random field given by (3.7) and assumption A
hold. Assume that Z(u), u ≥ 0, is a function sati-
sfying conditions of Lemma 2.1 and the following
integral converges:

C2
Z =

∫
R
Z2
(1
2
|λ|(1+λ2)+u0

)
F (dλ) < ∞. (3.9)

Then

σ(h) := sup
max{|t−t1|,|x−x1|}≤h

τφ(u(t, x)−u(t1, x1)) ≤

≤ cηCZ

(
Z
(1
h
+ u0

))−1
. (3.10)

Proof. Since the random field u is strictly φ-sub-
Gaussian, we have:

sup
max{|t−t1|,|x−x1|}≤h

τφ(u(t, x)− u(t1, x1)) ≤

≤ cη sup
max{|t−t1|,|x−x1|}≤h

(
E(u(t, x)−u(t1, x1))

2
)1/2

,

(3.11)

E
(
u(t, x)− u(t1, x1)

)2
=

∫
R
|b(λ)|2F (dλ), (3.12)

where

b(λ) = exp{i(λx+ λ3t)} − exp{i(λx1 + λ3t1)}.

|b(λ)|2 ≤ 4 sin2
(λ(x− x1) + λ3(t− t1)

2

)
,

and for |t− t1| ≤ h, |x− x1| ≤ h:

|b(λ)|2 ≤ 4
(
min

(h
2
(λ+ λ3), 1

))2
.

Using Lemma 2.1 we can write the bound

|b(λ)|2 ≤ 4
Z2( |λ+λ3|

2 + u0)

Z2( 1h + u0)
. (3.13)

Substituting (3.13) in (3.12) and using inequality
(3.11), we obtain (3.10).

Theorem 3.2. Let u(t, x), a ≤ t ≤ b, c ≤ x ≤ d,
be a separable modification of the stochastic process
given by (3.7) and assumption A hold. Assume
that Z(u), u ≥ 0, is an admissible function for the
space Subφ(Ω), and the integral (3.9) converges.
Then for 0 < θ < 1 and

u >
2Îφ(min(θΓ, γ0))

θ(1− θ)
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the following inequality hold true:

P
{

sup
a≤t≤b;
c≤x≤d

|u(t, x)| > u
}
≤ 2A(u, θ), (3.14)

where
A(u, θ) =

= exp
{
−φ∗

( 1
Γ
(u(1− θ)− 2

θ
Îφ(min(θΓ, γ0)))

)}
;

Îφ(σ) =

=

∫ σ

0
Ψ
(
ln
[(b− a

2

(
Z(−1)

(cηCZ

s

)
− u0

)
+ 1
)
×

×
(d− c

2

(
Z(−1)

(cηCZ

s

)
− u0

)
+ 1
)])

ds; (3.15)

Γ = cη

(∫
R
F (dλ)

)1/2
, Ψ(u) =

u

φ(−1)(u)
,

γ0 =
cηCZ

Z( 1κ + u0)
, κ = max(b− a, d− c);

CZ is defined in (3.9).

Proof. The assertion of this theorem follows from
Theorems 2.1 and 3.1.

Note that from Theorem 3.1 we have that
condition (2.3) of Theorem 2.1 holds with σ(h) =

cηCZ

(
Z( 1h + u0)

)−1
. We also have

ε0 = sup
(t,x)∈[a,b]×[c,d]

τϕ(u(t, x)) ≤

≤ cη sup
(t,x)∈[a,b]×[c,d]

(
E(u(t, x))2

)1/2
≤

≤ cη

(∫
R
F (dλ)

)1/2
=: Γ < ∞.

Remark 3.1. On convergence of the integral (3.7).
Following [1], in the present paper we treat the
solution to the Airy equation with stationary
random initial condition as a mean square soluti-
on, that is, integral (3.7) is in L2(Ω). In the papers
[2], [10] the integral functionals (with kernels
of a particular form) of φ-sub-Gaussian random
processes were studied as solutions of higher order
partial differential equations with random initial
conditions. It follows directly from the results in
[2], that under the conditions of Theorem 3.2 the
integral given by formula (3.7), that is,

u(t, x) =

∫
R
exp

{
iλx+ iλ3t

}
M(dλ).

converges with probability 1 for |x| ≤ A, 0 ≤ t ≤
T , where A > 0 and T > 0 are some constants.

4 Examples

Example 4.1. Let η = {η(u), u ∈ R} be a centered
Gaussian random process satisfying Assumpti-
on A. Then cη = 1, φ(x) = x2

2 , φ∗(x) = x2

2 ,
Ψ(x) = 1√

2
x1/2. Consider the following admissi-

ble function

Z(u) = lnα(u+ 1), u ≥ 0, α > 1/2.

In this case

u0 = eα − 1, Z(−1)(v) = exp
{
v

1
α

}
− 1,

Z(v + u0) = lnα(v + eα),

C2
Z =

∫
R
ln2α

( |λ|(1 + λ2)

2
+ eα

)
F (dλ).

The above integral converges if the following
integral converges∫

R
ln2α

(
|λ|+ eα

)
F (dλ) < ∞. (4.16)

That is, if condition (4.16) holds true, then
Theorem 3.2 holds. It follows from (3.15) that

Îφ(δ) =

∫ δ

0

1√
2

(
ln

[(b− a

2

(
exp

{(CZ

s

) 1
α
}
−

−eα
)
+ 1
)
×
(d− c

2

(
exp

{(CZ

s

) 1
α
}
−

−eα
)
+ 1
)]) 1

2
ds.

Let d−c
2 eα > 1 and b−a

2 eα > 1, then

Îφ(δ) ≤
1√
2

×
∫ δ

0

(
ln
(d− c

2

b− a

2
exp

{
2
(CZ

s

) 1
α
})) 1

2
ds

≤ 1√
2

∫ δ

0
ln
((d− c)(b− a)

4

) 1
2
ds

+

∫ δ

0

(CZ

s

) 1
2α

ds

=
δ√
2

(
ln
((d− c)(b− a)

4

)) 1
2

+ δ
(CZ

δ

) 1
2α
(
1− 1

2α

)−1
. (4.17)

It follows from (3.14) that in this case for

u >
2Îφ(min(θΓ, γ0))

θ(1− θ)
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we have

P
{

sup
a≤t≤b,
c≤x≤d

|u(t, x)| > u
}
≤

≤ exp
{
− 1

2

( 1
Γ

(
u(1−θ)− 2

θ
Îφ(min(θΓ, γ0))

))2}
,

γ0 =
CZ

lnα
(
1
κ + eα

) .
If θ is such that θΓ < γ0

(
θ < γ0

Γ

)
, then for

u > sup
0<θ<

γ0
Γ

2Îφ(θΓ)

θ(1− θ)

we get the estimate

P
{

sup
a≤t≤b,
c≤x≤d

|u(t, x)| > u
}
≤

≤ inf
0<θ<

γ0
Γ

exp
{
− 1

2

( 1
Γ

(
u(1− θ)− 2

θ
Îφ(θΓ)

))2}
,

and if γ0
Γ > 1 then for

u > sup
0<θ<1

2Îφ(θΓ)

θ(1− θ)

we get
P
{

sup
a≤t≤b,
c≤x≤d

|u(t, x)| > u
}
≤

≤ inf
0<θ≤1

exp
{
− 1

2

( 1
Γ

(
u(1− θ)− 2

θ
Îφ(θΓ)

))2}
.

Example 4.2. Let η = {η(u), u ∈ R} be a centered
Gaussian random process, as in example 4.1.
Consider the admissible function Z(u) = |u|α,
0 < α ≤ 1. In this case

u0 = 0, Z(−1)(u) = u
1
α , u > 0,

C2
Z =

∫
R

( |λ|(1 + λ2)

2

)2α
F (dλ) =

= 4−α

∫
R
λ2α(1 + λ2)2αF (dλ). (4.18)

This integral converges if the next integral
converges ∫

R
λ6αF (dλ) < ∞. (4.19)

That is, if (4.19) holds, then Theorem 3.2 holds.
It follows from (3.15) that

Îφ(δ) =
1√
2

∫ δ

0

(
ln
[(b− a

2

(CZ

s

) 1
α
+ 1
)

×
(d− c

2

(CZ

s

) 1
α
+ 1
)]) 1

2
ds.

For 0 ≤ β < 1, x > 0, y > 0, we have

ln((1 + x)(1 + y)) ≤ 1

β

(
xβ + yβ

)
,

therefore, in the case of β < α we obtain

Îφ(δ) ≤
1√
2β

(
CZ

) β
2α δ(1−

β
2α

) 1

1− β
2α

[(b− a

2

)β
2

+
(d− c

2

)β
2
]
=: Ĵφ(δ, β). (4.20)

It follows from (3.14) that in this case for

u >
2Ĵφ(min(θΓ, γ0), β)

θ(1− θ)
, γ0 = CZκα

we get the estimate

P
{

sup
a≤t≤b
c≤x≤d

|u(t, x)| > u
}
≤

≤ inf
θ,β

exp
{
− 1

2

( 1
Γ

(
u(1− θ)

− 2

θ
Ĵφ(min(θΓ, γ0), β)

))2}
.

Example 4.3. Let y = {y(u), u ∈ R} be a φ-sub-
Gaussian random process with

φ(x) =

{
x2

α , |x| ≤ 1, α > 2,
|x|α
α , |x| ≥ 1, α > 2.

In this case for p such that 1
p + 1

α = 1

φ∗(x) =


αx2/4, 0 ≤ |x| ≤ 2/α,

|x| − 1/α, 2/α < |x| ≤ 1,

xp/p, |x| > 1,

and

Ψ(u) =

{
1

α1/2u
1/2, 0 < u < 1

α ,
1

α1/αu
1− 1

α , u > 1
α .

Let Z(u) be admissible function for this space.
Then for

u > max
(
1,

2Îφ(min(θΓ, γ0))

θ(1− θ)

)
,
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P
{

sup
a≤t≤b
c≤x≤d

|U(t, x)| > u
}

≤ 2 exp
{
−1

p

( 1
Γ

(
u(1−θ)−2

θ
Îφ(min(θΓ, γ0))

))p}
.

Example 4.4. Consider
φ(x) = exp{|x|} − |x| − 1, x ∈ R.

Then
φ∗(x) = (|x|+ 1) ln(|x|+ 1)− |x|.

Let us take the admissible function

Z(u) = lnα(u+ 1), u ≥ 0, α > 1.

In this case

u0 = eα − 1,

Z(−1)(v) = exp
{
v

1
α

}
− 1,

Z(v + u0) = lnα(v + eα),

C2
Z =

∫
R
ln2α

( |λ|(1 + λ2)

2
+ eα

)
F (dλ).

The above integral converges if the following
integral converges∫

R
ln2α

(
|λ|+ eα

)
F (dλ) < ∞. (4.21)

That is, if condition (4.21) holds true, then
Theorem 3.2 holds. It follows from (3.15) that

Îφ(δ) =

∫ δ

0
Ψ

(
ln

[(b− a

2

(
exp

{(CZ

s

) 1
α
}
−

−eα
)
+ 1
)
×
(d− c

2

(
exp

{(CZ

s

) 1
α
}
−

−eα
)
+ 1
)])

ds.

It follows from (3.14) that in this case for

u >
2Îφ(min(θΓ, γ0))

θ(1− θ)

we have

P
{

sup
a≤t≤b,
c≤x≤d

|u(t, x)| > u
}
≤

≤ exp
{
−
[(∣∣∣ 1

Γ

(
u(1− θ)− 2

θ
Îφ(min(θΓ, γ0))

)∣∣∣+
+ 1
)
ln
(∣∣∣ 1

Γ

(
u(1− θ)− 2

θ
Îφ(min(θΓ, γ0))

)∣∣∣+
+ 1
)
−
∣∣∣ 1
Γ

(
u(1− θ)− 2

θ
Îφ(min(θΓ, γ0))

)∣∣∣]},
where

γ0 =
CZ

lnα
(
1
κ + eα

) .
If θ is such that θΓ < γ0

(
θ < γ0

Γ

)
, then for

u > sup
0<θ<

γ0
Γ

2Îφ(θΓ)

θ(1− θ)

we get the estimate
P
{

sup
a≤t≤b,
c≤x≤d

|u(t, x)| > u
}
≤

≤ inf
0<θ<

γ0
Γ

exp
{
−
[(∣∣∣ 1

Γ

(
u(1− θ)− 2

θ
Îφ(θΓ)

)∣∣∣+
+ 1
)
× ln

(∣∣∣ 1
Γ

(
u(1− θ)− 2

θ
Îφ(θΓ)

)∣∣∣+
+ 1
)
−
∣∣∣ 1
Γ

(
u(1− θ)− 2

θ
Îφ(θΓ)

)∣∣∣]},
and if γ0

Γ > 1 then for

u > sup
0<θ<1

2Îφ(θΓ)

θ(1− θ)

we get
P
{

sup
a≤t≤b,
c≤x≤d

|u(t, x)| > u
}
≤

≤ inf
0<θ≤1

exp
{
−
[(∣∣∣ 1

Γ

(
u(1− θ)− 2

θ
Îφ(θΓ)

)∣∣∣+
+ 1
)
× ln

(∣∣∣ 1
Γ

(
u(1− θ)− 2

θ
Îφ(θΓ)

)∣∣∣+
+ 1
)
−
∣∣∣ 1
Γ

(
u(1− θ)− 2

θ
Îφ(θΓ)

)∣∣∣]}.
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У роботi дослiджуються властивостi класичного процесу ризику X(t) = u + Ct −
∑Nt

i=1 Yi,
який утворений бiномiальною сумою строго φ-субгауссових ризикiв. Отримано оцiнки для ймо-
вiрностi виходу такої суми за монотонно зростаючу неперервну функцiю. Зокрема, за лiнiйного
надходження премiй отримано оцiнку банкрутства для вiдповiдного процесу ризику.

Ключовi слова: бiномiальний розподiл, φ-субгауссовi випадковi величини, ймовiрнiсть бан-
крутства.

In this paper, we study the properties of a classical risk process X(t) = u + Ct −
∑Nt

i=1 Yi with
binomially distributed number of events P(Nt = k) = Ck

nθ(t)
k(1− θ(t))n−k, and claim sizes that after

centering are considered as strictly φ-sub-Gaussian random variables. Recall, that ξ is a φ-sub-Gaussian
random variable, if Eξ = 0 and there exists such a constant a > 0 that E exp (λξ) ≤ exp (φ(aλ)) for all
λ ∈ R.

We assume also that probability of event θ(t) satisfies assumption that |θ(t) − θ(s)| ≤ µ|t − s|
for some µ > 0, and amount f(t) of insurance premiums received during time t is a continuous
monotonically increasing function, such that |f(u)−f(v)| ≤ δ(u−v) for some continuous monotonically
increasing function δ.

Estimates for probability P
(
sup
t
(
∑Nt

i=1 Yi − f(t)) > x
)

of exceeding a monotone increasing conti-

nuous curve by such a binomial sum of risks are obtained for any level x > 0. In particular, the ruin
probability estimate is derived for the risk process in case of linearly incoming premiums.

Key Words: binomial distribution, φ-sub-Gaussian random variables, ruin probability.
Communicated by Dr. Rozora I.V.

1 Вступ

Розглянемо портфель страхової компанiї iз n
незалежних однорiдних ризикiв, кожен з яких
може викликати не бiльше однiєї страхової по-
дiї (наприклад, критичної хвороби чи смертi за-
страховоної особи). Запишемо вiдповiдний про-
цес ризику в такому виглядi:

X(t) = u+ Ct−
Nt∑
i=1

Yi, t ≥ 0, (1.1)

де u – початковий капiтал страхової компанiї,
C > 0 – iнтенсивнiсть надходження страхових
внескiв та

(I) Nt – процес, що описує число страхових
подiй, якi сталися на iнтервалi вiд 0 до

t вiдпвовiдно до бiномiального розподi-
лу P(Nt = k) = Ck

nθ(t)
k(1 − θ(t))(n−k),

0 ≤ k ≤ n, де θ(t) – неперервна функцiя,
що описує ймовiрнiсть настання страхової
подiї вродовж часу [0, t], тобто θ(0) = 0,
θ(+∞) = 1, θ(t1) ≤ θ(t2) для довiльних
t1 < t2. Крiм того, вважатимемо, що чи-
сла подiй, що сталися на неперетинних ча-
сових iнтервалах, є незалежними.

(II) Yi – незалежнi однаково розподiленi ви-
падковi величини страхових виплат.

(III) Nt та послiдовнiсть випадкових величин
(Y1, Y2, . . .) – незалежнi.

c⃝ A. Ламiн, Р. Ямненко, 2022
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Процес ризику (1.1) також можна подати
так:

X(t) = u+Ct−
Nt∑
i=1

(Yi + α) = u+(C−αµ)t−
Nt∑
i=1

Yi,

де α – середнiй розмiр страхової виплати. При-
пустимо також, що

(IV) Yi належать простору Subφ(Ω) випадко-
вих величин.

Про властивостi класiв φ-субгауссових та
строго φ-субгауссових випадкових величин i
процесiв можна дiзнатися в книгах Булдигiна
В.В. i Козаченка Ю.В. [2], Василик О.I., Коза-
ченка Ю.В. i Ямненка Р.Є. [1].

Надалi ми будемо вивчати властивостi суми
виплат вигляду

S(t) =

Nt∑
i=1

Yi, (1.2)

для яких виконуються вищенаведенi умови.
Зауважимо, що в роботах [6, 7] дослi-

джуються властивостi подiбних сум iз φ-
субгауссовими доданками, де число доданкiв
N(t) описується пуассонiвським процесом.

Робота складається зi вступу та двох роз-
дiлiв. У роздiлi 2 наведено основнi поняття та
деякi необхiднi результати щодо випадкових ве-
личин iз простору Subφ(Ω), якi далi застосову-
ються для дослiдження властивостей сум (1.2).
Основнi результати наведено у роздiлi 3, а саме,
отримано оцiнки для ймовiрностi перевищення
такими φ-субгауссовими сумами заданої кривої.

2 Необхiднi вiдомостi

У цьому роздiлi наведено необхiднi означення
[1, 2, 3] та результати, отриманi для φ-субгаус-
сових випадкових величин та процесiв [1, 4].

Означення 2.1. Неперервна парна опукла
функцiя φ = {φ(x), x ∈ R} називається N-
функцiєю Орлiча, якщо φ(0) = 0, φ(x) > 0 при
x ̸= 0, φ(x)

x → 0 при x → 0 та φ(x)
x → ∞ при

x→ ∞.

Означення 2.2. Нехай φ = {φ(x), x ∈ R}—
деяка N-функцiя Орлiча. Функцiя φ∗ така, що
φ∗(x) := supy∈R (xy − φ(y)) , x ≥ 0, називається
перетворенням Юнга – Фенхеля функцiї φ.

Умова Q. Для N-функцiї φ виконується
умова Q, якщо lim inf

x→0

φ(x)
x2 = C > 0. Можливо,

що C = +∞.
Нехай (Ω,F ,P) – стандартний iмовiрнiсний

простiр.

Означення 2.3. Нехай φ— N-функцiя Орлiча,
для якої виконується умова Q. Випадкова ве-
личина ξ належить простору Subφ(Ω) (просто-
ру φ-субгауссових випадкових величин), якщо
Eξ = 0, E exp{λξ} iснує для всiх λ ∈ R та iснує
така стала a > 0, що для всiх λ ∈ R виконується
нерiвнiсть

E exp (λξ) ≤ exp (φ(aλ)) .

Теорема 2.1. [2] Простiр Subφ(Ω) є просто-
ром Банаха з нормою

τφ(ξ) = sup
λ ̸=0

φ−1 (lnE exp (λξ))

|λ|
та для всiх λ ∈ R виконуються нерiвностi

E exp (λξ) ≤ exp (φ(λτφ(ξ))) , (2.1)

(Eξ2)
1
2 ≤ Cτφ(ξ),

де C > 0 — деяка стала.

Означення 2.4. Нехай (T, ρ)— деякий псевдо-
метричний або метричний простiр. Метричною
ентропiєю (вiдносно псевдометрики/метрики ρ)
називається функцiя HT (ε) := lnNT (ε), ε > 0,
де NT (ε)— це метрична масивнiсть множини
T , тобто, кiлькiсть елементiв у найменшому ε-
покриттi цiєї множини.

Означення 2.5. Випадковий процес X =
(X(t), t ∈ T ) є φ-субгауссовим (тобто, належить
простору Subφ(Ω)), якщо для всiх t ∈ T випад-
ковi величини X(t) ∈ Subφ(Ω).

Якщо φ(x) = x2

2 , x ∈ R, то такий процес
називається субгауссовим.

Приклад 2.1. Центрований гауссовий випадко-
вий процес є субгауссовим.

Означення 2.6. Сiм’я ∆ випадкових вели-
чин iз простору Subφ(Ω) називається строго φ-
субгауссовою (позначається як ∆ ∈ SSubφ(Ω)),
якщо iснує стала C∆ > 0 така, що для будь-
якої злiченної множини I, ξi ∈ ∆, i ∈ I, та для
довiльних λi ∈ R виконується нерiвнiсть

τφ

(∑
i∈I

λiξi

)
≤ C∆

(
E

(∑
i∈I

λiξi

)2
) 1

2

. (2.2)

Стала C∆ називається визначальною сталою
сiм’ї ∆.
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Означення 2.7. Випадковий процес
X = {X(t), t ∈ T} називається строго
φ-субгауссовим (тобто, X ∈ SSubφ(Ω)), якщо
сiм’я випадкових величин {X(t), t ∈ T} є стро-
го φ-субгауссовою. Визначальна стала цiєї сiм’ї
називається визначальною сталою процесу X
та позначається CX .

Нехай (T, ρ) – псевдометричний сепара-
бельний простiр iз псевдометрикою ρ. Розгля-
немо сепарабельний φ-субгауссовий процесX =
(X(t), t ∈ T ). Припустимо, що iснує неперевна
функцiя σ = {σ(h), h > 0}, яка монотонно зро-
стає i σ(h) → 0 при h → 0, та має мiсце нерiв-
нiсть

sup
ρ(t,s)≤h

τφ(X(t)−X(s)) ≤ σ(h). (2.3)

Зокрема, таку властивiсть має функцiя σ(h) =
supρ(t,s)≤h τφ(X(t) − X(s)), якщо процес X(t) є
неперервним у нормi τφ.

3 Бiномiальнi φ-субгауссовi суми

Отже, розглянемо суму випадкового числа φ-
субгауссових виплат вигляду (1.2).

Лема 3.1. Нехай {S(t) =
Nt∑
i=1

Yi, t ≥ 0} – випад-

ковий процес, для якого виконуються припуще-
ння (I)–(IV). Тодi для всiх 0 ≤ st < s i λ ∈ R
виконуються такi нерiвностi:

E exp{λS(t)} ≤ (θ(t) exp{φ(λτφ(Y1))}+ 1− θ(t))n ,
(3.1)

E exp{λ(S(t)− S(s))} ≤

((θ(t)− θ(s)) exp{φ(λτφ(Y1))}+ 1− θ(t) + θ(s)))n

(3.2)
та

E

(
Nt∑
n=1

Yn −
Ns∑
k=1

Yk

)2

= n|θ(t)− θ(s)|EY 2
1 . (3.3)

Доведення. Оскiльки S(t) має складний бiномi-
альний розподiл, то з (2.1) випливає, що

E exp{λS(t)} = E exp{λ
Nt∑
i=1

Yi}

= E
Nt∏
i=1

exp{λYi} = E
n∑

m=0

m∏
i=1

exp{λYi}I{Nt=m}

=

n∑
m=0

(
m∏
i=1

E exp{λYi}

)
P(Nt = m)

=

n∑
m=0

(E exp{λY1})mCm
n θ(t)

m(1− θ(t))n−m

= (θ(t)E exp{λY1}+ 1− θ(t))n

≤ (θ(t) exp{φ(λτφ(Y1))}+ 1− θ(t))n .

Аналогiчно, враховуючи, що Ns ≤ Nt,

E exp{λ(S(t) − S(s))} = E exp
{
λ

Nt∑
i=Ns+1

Yi

}
=

n∑
m=0

m∑
k=0

(E exp{λYi})m−k P({Nt = m} ∩ {Ns =

k}) =
n∑

m=0

m∑
k=0

(E exp{λYi})m−k P({Nt =

m}/{Ns = k})P(Ns = k) =
n∑

m=0

m∑
k=0

(E exp{λYi})m−k Cm−k
n−k (θ(t)−θ(s))m−k(1−

θ(t)+ θ(s))n−m+kCk
nθ(s)

k(1− θ(s))n−k =
(
(θ(t)−

θ(s)) exp{φ(λτφ(Y1))}+ 1− θ(t) + θ(s))
)n
.

Так як D(S(t) − S(s)|Nt = k,Ns = l) =

D
(∑k

i=l+1 Yi

)
= (k − l)DYi, то D(S(t) −

S(s)|Nt, Ns) = (Nt − Ns)DY1. Отже, D(S(t) −
S(s)) = n(θ(t)− θ(s))EY 2

1 .

Дослiдимо оцiнки ймовiрностi перевищення
сумами (1.2) рiвня x ≥ 0 над деякою неперерв-
ною функцiєю f(t), яка вiдображає величину
надходження страхових премiй за час t. Роз-
глянемо спершу умови обмеженостi супремуму
рiзницi S(t)−f(t) та оцiнки для експоненцiаль-
ного моменту цього супремуму.

Припустимо, що |θ(t) − θ(s)| ≤ µ|t − s| для
деякого µ > 0. Тодi, користуючись тотожнi-
стю (3.3), у якостi функцiї σ(h), що задовольняє
припущення (2.3) для процесу S(t), виберемо

σ(h) =
(
µhEY 2

1

) 1
2 . (3.4)

Лема 3.2. Нехай X(t) = S(t)−f(t), де {S(t) =
Nt∑
i=1

Yi, t ≥ 0} – випадковий процес, для якого

виконуються припущення (I)–(IV). Нехай та-
кож |θ(t) − θ(s)| ≤ µ|t − s| для деякого µ > 0.
Припустимо, що прирости неперервної фун-
кцiї f = {f(t), t ∈ T} обмеженi монотон-
но зростаючою функцiєю δ = {δ(s), s > 0}:
|f(u) − f(v)| ≤ δ(ρ(u, v)), а {qk, k ∈ N} – де-

яка послiдовнiсть, така що qk > 1 i
∞∑
k=1

1
qk

≤ 1.
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Тодi для всiх λ > 0 i p ∈ (0, 1) виконується
нерiвнiсть

E exp

{
λ sup

t∈B
X(t)

}
≤

∞∏
k=1

(
NB

((
βpk

)2
µEY 2

1

)) 1
qk

× sup
u∈B

[
(θ(u) exp{φ(λτφ(Y1))}+ 1− θ(u))

n
q1 ×

× exp{−λf(u)}
]
×

×

((
βpk

)2
EY 2

1

exp{φ(qkλτφ(Y1))}+ 1

) n
qk

×

× exp

{
λδ

((
βpk

)2
µEY 2

1

)}
. (3.5)

Доведення. Покладемо εk = σ(−1)
(
βpk

)
=

(βpk)
2

µEY 2
1

i позначимо через Vεk множину центрiв
замкнених куль радiусу εk, яка утворює мiнi-
мальне покриття компакту B. Кiлькiсть точок
у множинi Vεk дорiвнює NB(εk). Iз леми 3.1 i не-
рiвностi Чебишова випливає, що для будь-якого
ε > 0

P {|S(t)− S(s)| > ε} ≤ 1

ε2
E

(
Nt∑
n=1

Yn −
Ns∑
k=1

Yk

)2

= ε−2nµ|θ(t)− θ(s)|EY 2
1 .

Отже, процес S(t) i, вiдповiдно, процес X(t) =
S(t)− f(t) неперервнi за ймовiрнiстю. Якщо се-
парабельний випадковий процес на (B, ρ) не-
перервний за ймовiрнiстю, тодi будь-яка злi-
ченна скрiзь щiльна по вiдношенню до ρ мно-
жина може розглядатися як множина сепара-
бельностi цього процесу. Таким чином, множи-

на V =
∞∪
k=1

Vεk є сепарантою процесу X, i з ймо-

вiрнiстю одиниця виконується рiвнiсть

sup
t∈B

X(t) = sup
t∈V

X(t). (3.6)

Розглянемо вiдображення αn = {αn(t), n =
0, 1, . . .} множини V в Vεn , де αn(t) – точка з
множини Vεn така, що ρ(t, αn(t)) = |t−αn(t)| <
εn. Якщо t ∈ Vεn , тодi αn(t) = t. Якщо ж
iснує кiлька таких точок з множини Vεn , що

ρ(t, αn(t)) < εn, тодi виберемо одну з них i по-
значимо через αn(t). Застосуємо нерiвнiсть Че-
бишова. Iз (2.1) i леми 3.1 випливає, що

P
{
|S(t)− S(αn(t))| > p

n
2

}
≤ E(S(t)− S(αn(t)))

2

pn

=
nµY 2

1 |t− αn(t)|
pn

<
nµY 2

1 εn
pn

=
β2pn

µY 2
1

. (3.7)

Остання нерiвнiсть означає, що

∞∑
n=1

P
{
|S(t)− S(αn(t))| > p

n
2

}
<∞.

Тому з леми Бореля-Кантеллi випливає, що
S(t) − S(αn(t)) → 0 i, вiдповiдно, X(t) −
X(αn(t)) → 0 при n → ∞ з ймовiрнiстю
одиниця. Множина V злiченна, отже, X(t) −
X(αn(t)) → 0 при n → ∞ для всiх t одночасно.
Нехай t – довiльна точка з множини V . Позна-
чимо через tm = αm(t), tm−1 = αm−1(tm), . . .,
t1 = α1(t2) для будь-якого m ≥ 1. Тодi для
всiх m ≥ 2 виконується така нерiвнiсть: X(t) =

X(t1)+
m∑
k=2

(X(tk)−X(tk−1))+X(t)−X(αm(t)) ≤

maxu∈Vε1
X(u) +

m∑
k=2

maxu∈Vεk
(X(u) −

X(αk−1(u)) + X(t) − X(αm(t))). Тому з
(3.6) випливає, що з iмовiрнiстю одиниця
sup
t∈B

X(t) = sup
t∈V

X(t) ≤ lim
m→∞

inf
(
max
u∈Vε1

X(u) +

m∑
k=2

max
u∈Vεk

(X(u)−X(αk−1(u)))
)
.

Далi, застосовуючи нерiвнiсть Гельдера i
лему Фату, для всiх λ > 0 отримаємо

E exp

{
λ sup

t∈B
X(t)

}
≤ E lim inf

m→∞
exp

{
λ
(
max
u∈Vε1

X(u)

+

m∑
k=2

max
u∈Vεk

(X(u)−X(αk−1(u)))
)}

≤ lim inf
m→∞

E exp
{
λ
(
max
u∈Vε1

X(u) +
m∑
k=2

max
u∈Vεk

(X(u)−

X(αk−1(u)))
)}

≤ lim inf
m→∞

(
E exp{q1λ max

u∈Vε1

X(u)}
) 1

q1

×
m∏
k=2

(
E exp

{
qkλ max

u∈Vεk

(X(u)−X(αk−1(u)))
}) 1

qk

≤
(
E exp

{
q1λ max

u∈Vε1

X(u)

}) 1
q1

×
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×
∞∏
k=2

(
E exp

{
qkλ max

u∈Vεk

(X(u)−X(αk−1(u)))

}) 1
qk

= I1 ·
∞∏
k=2

Ik.

Розглянемо окремо кожен множник Ik. Iз
леми 3.1 випливає, що

E exp {q1λS(u)} ≤ (θ(u) exp{φ(λτφ(Y1))}+ 1− θ(u))n .

Вiдповiдно, I1 ≤( ∑
u∈Vε1

E exp {q1λS(u)} exp {−q1λf(u)}
) 1

q1

≤
( ∑

u∈Vε1

max
u∈Vε1

(µu exp{φ(λτφ(Y1))}+ 1)n

exp{−q1λf(u)}
) 1

q1 ≤
(
NB(ε1)

) 1
q1 ×

× sup
u∈B

[
(θ(u) exp{φ(λτφ(Y1))}+ 1− θ(u))

n
q1 ×

× exp{−λf(u)}
]
.

Iз (3.2) також випливає, що
E exp {qkλ (S(u)− S (αk−1(u)))} ≤

(
|u −

αk−1(u)| exp{φ(λτφ(Y1))}+1−|u−αk−1(u)|
)n ≤(

µεk exp{φ(qkλτφ(Y1))}+ 1
)n
.

А значить, iз припущення про обмеженiсть
приростiв функцiї f , маємо

Ik ≤
(
NB(εk) max

u∈Vεk

E exp{qkλ(S(u)−

S(αk−1(u)))} exp {−qkλ (f(u)− f (αk−1(u)))}
) 1

qk

≤ (NB (εk))
1
qk

(
max
u∈Vεk

(
µεk exp{φ(qkλτφ(Y1))}+

+1
)n

exp{qkλδ(ρ (u, αk−1(u)))}
) 1

qk

≤ (NB (εk))
1
qk

(
µεk exp{φ(qkλτφ(Y1))}+ 1

) n
qk

× exp{λδ (εk)} =

(
NB

((
βpk

)2
µEY 2

1

)) 1
qk

×

×
((βpk)2

EY 2
1

exp{φ(qkλτφ(Y1))}+ 1
) n

qk

× exp

{
λδ

((
βpk

)2
µEY 2

1

)}
.

Звiдки i випливає твердження леми.

Лема 3.3. Припустимо, що умови леми 3.2
виконуються та

β∫
0

HB

(
σ(−1)(u)

)
du <∞, (3.8)

Тодi для всiх p ∈ (0, 1), 0 ≤ β ≤
(
µ(b−a)EY 2

1
2

) 1
2 ,

βp2 ≤ EY 2
1 i λ > 0 виконується нерiвнiсть

E exp

{
λ sup

t∈B
(S(t)− f(t))

}
≤ Z(λ, p, β), (3.9)

де Z(λ, p, β) =

= exp
{
W (λ, p, β) +

n+ 1

βp

βp2∫
0

HB

(
u2

µEY 2
1

)
du
}
×

× exp
{
n
β2(1− p)

µEY 2
1

∞∑
k=2

p3k−1φ

(
λτφ(Y1)

(1− p)pk−1

)
+

+λ
∞∑
k=2

δ

(
β2p2k

µEY 2
1

)}
,

W (λ, p, β) = inf
v≥ 1

1−p

(1
v
HB

( (βp)2
µEY 2

1

)
+

+ sup
u∈B

[n
v
ln
(
θ(u) exp{φ(λτφ(Y1))}+1−θ(u)

)
−λf(u)

])
.

Доведення. З леми 3.2 випливає, що для всiх

qk > 1, k ∈ N, таких що
∞∑
k=1

1
qk

≤ 1, та довiльно-

го λ > 0 справедлива нерiвнiсть

E exp

{
λ sup

t∈B
X(t)

}
≤ exp

{ 1

q1
HB(ε1)+

sup
u∈B

[ n
q1

ln (θ(u) exp{φ(λτφ(Y1))}+ 1− θ(u))−λf(u)
]}

× exp
{
λ

∞∑
k=2

δ(εk) +
∞∑
k=2

1

qk

[
HB(εk)+

+n ln
(
µεk exp{φ(qkλτφ(Y1))}+ 1

)]}
. (3.10)

де εk = (βpk)2

µEY 2
1

.

Нехай q1 = v, де v – таке число, що v ≥ 1
1−p ,

i для k = 2, 3, . . .

qk =
1

λτφ(Y1)
φ(−1)

(
ln
[
− 1+ (3.11)
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+
1

µεk
exp

{
HB(εk) + φ

( λτφ(Y1)

(1− p)pk−1

)}])
,

Так як для всiх k ≥ 2 при βp2 ≤ EY 2
1 маємо

1
qk

<
λτφ(Y1)

φ(−1)
(
ln
[
−1+ 1

µεk
exp
{
φ
(

λτφ(Y1)

(1−p)pk−1

)}])
≤ λτφ(Y1)

φ(−1)
(
φ
(

λτφ(Y1)

(1−p)pk−1

)) = pk−1(1− p), то

∞∑
k=1

1

qk
<

∞∑
k=1

pk−1(1− p) = 1.

Розглянемо Z̃(p, λ) =

=

∞∑
k=2

HB(εk) + n ln
(
µεk exp{φ(qkλτφ(Y1))}+ 1

)
qk

.

Для послiдовностi qk iз (3.11) маємо Z̃(p, λ) =

=

∞∑
k=2

HB(εk)

qk
+

∞∑
k=2

n

qk

(
HB(εk) +

λτφ(Y1)

(1− p)pk−1

)

< (n+ 1)(1− p)
∞∑
k=2

HB(εk)p
k−1+

+
β2(1− p)

µEY 2
1

∞∑
k=2

p3k−1φ

(
λτφ(Y1)

(1− p)pk−1

)
. (3.12)

Функцiя HB

(
u2

µEY 2
1

)
= HB

(
σ(−1)(u)

)
є спа-

дною при u > 0. Тодi

βpk∫
βpk+1

HB

(
σ(−1)(u)

)
du ≥ HB

(
σ(−1)(βpk)

)
βpk(1−p).

(3.13)
Iз нерiвностей (3.12) i (3.13) маємо, що

Z̃(p, λ) ≤ n+ 1

βp

βp2∫
0

HB

(
σ(−1)(u)

)
du+

+
β2(1− p)

µEY 2
1

∞∑
k=2

p3k−1φ

(
λτφ(Y1)

(1− p)pk−1

)
. (3.14)

Тому оцiнка (3.8) випливає з нерiвностей
(3.10) та (3.14).

Застосовуючи нерiвнiсть Чебишова до леми
3.3, можна отримати теорему, що мiстить умо-
ви обмеженостi з ймовiрнiстю одиниця та оцiн-
ки ймовiрностi виходу траєкторiй процесу S(t)
за рiвень, визначений деякою кривою.

Теорема 3.1. Нехай для процесу {S(t), t ∈
B}, виконуються умови леми 3.3, а r =
{r(u), u ≥ 1} – така неспадна неперервна фун-
кцiя, що r(u) > 0 при u > 1, а s(t) =
r(exp{t}), t ≥ 0, є опуклою функцiєю. Тодi якщо
β∫
0

r
(
NB

(
u2

µEY 2
1

))
du < ∞, то для всiх 0 ≤ β ≤(

µ(b−a)EY 2
1

2

) 1
2 справджуються нерiвностi

P

{
sup
t∈B

(S(t)− f(t)) > x

}
≤ Zr(β, x),

P

{
inf
t∈B

(S(t)− f(t)) < −x
}

≤ Zr(β, x),

P

{
sup
t∈B

|S(t)− f(t)| > x

}
≤ 2Zr(β, x),

де Z(p, β, x) =

= inf
p∈(0,1)

r(−1)

(
n+ 1

βp

βp2∫
0

r
(
NB

( u2

µEY 2
1

))
du

)
×

× inf
λ>0

exp

{
nβ2(1− p)

EY 2
1

∞∑
k=2

p3k−1φ

(
λτφ(Y1)

(1− p)pk−1

)
+

+W (λ, p, β) + λ

∞∑
k=2

δ

(
β2p2k

µEY 2
1

)
− λx

}
,

W (λ, p, β) = inf
v≥ 1

1−p

(1
v
HB

( (βp)2
µEY 2

1

)
+

+ sup
u∈B

[n
v
ln
(
θ(u) exp{φ(λτφ(Y1))}+1−θ(u)

)
−λf(u)

])
.

Доведення. Скористаємось доведенням леми
3.3. Вибравши вiдповiднi qk (див. (3.11)), мати-
мемо для довiльних λ > 0, p ∈ (0, 1) i v ≥ 1

1−p

E exp

{
λ sup

t∈B
X(t)

}
≤ exp

{1
v
HB(ε1)+

sup
u∈B

[n
v
ln (θ(u) exp{φ(λτφ(Y1))}+ 1− θ(u))−λf(u)

]
+λ

∞∑
k=2

δ

(
β2p2k

µEY 2
1

)
+

∞∑
k=2

n+ 1

qk
HB(εk)+

+n
β2(1− p)

EY 2
1

∞∑
k=2

p3k−1φ

(
λτφ(Y1)

(1− p)pk−1

)]}
.

(3.15)
Згiдно умови теореми функцiя s(t) =

r (exp{t}) є опуклою, тому для будь-яких xi ≥ 0
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та δi > 0, i = 1,∞, таких, що
∞∑
i=1

δi = 1, маємо

s

( ∞∑
i=1

δixi

)
≤

∞∑
i=1

δis(xi). Якщо ж
∞∑
i=1

δi < 1, то

s

( ∞∑
i=1

δixi

)
= s

( ∞∑
i=1

δixi + 0 ·

(
1−

∞∑
i=1

δi

))

≤
∞∑
i=1

δis(xi) +

(
1−

∞∑
i=1

δi

)
s(0) =

∞∑
i=1

δis(xi).

(3.16)
Iз нерiвностей (3.15) i (3.16) випливає, що

exp

{ ∞∑
k=2

n+ 1

qk
HB

(
σ(−1)

(
βpk

))}
=

r(−1)
(
r
(
exp

{ ∞∑
k=2

n+ 1

qk
lnNB

(
σ(−1)

(
βpk

))}))

≤ r(−1)
( ∞∑

k=2

n+ 1

qk
s
(
lnNB

(
σ(−1)

(
βpk

))))
≤ r(−1)

(
(n+ 1)(1− p)×

×
∞∑
k=2

pk−1r
(
NB

(
σ(−1)

(
βpk

))))
. (3.17)

Функцiя NB

(
σ(−1)(u)

)
= NB

(
u2

µEY 2
1

)
спадає

при u > 0. Тодi
βpk∫

βpk+1

r
(
NB

(
σ(−1)(u)

))
du ≥

r
(
NB

(
σ(−1)(βpk)

))
βpk(1− p) та

(n+ 1)
∞∑
k=2

(1− p)pk−1r
(
NB

(
σ(−1)

(
βpk

)))

≤ n+ 1

βp

∞∑
k=2

βpk∫
βpk+1

r
(
NB

(
σ(−1)(u)

))
du

=
n+ 1

βp

βp2∫
0

r
(
NB

(
σ(−1)(u)

))
du. (3.18)

Отже, твердження цiєї теореми випливає з
(3.15), (3.17), (3.18) та нерiвностi Чебишова.

Теорема 3.2. Нехай X(t) = S(t) − f(t), де

{S(t) =
Nt∑
i=1

Yi, t ≥ 0} – випадковий процес, для

якого виконуються припущення (I)–(IV). Не-
хай також |θ(t) − θ(s)| ≤ µ|t − s| для деяко-
го µ > 0. Припустимо, що прирости неперерв-
ної функцiї f = {f(t), t ∈ T} обмеженi моно-
тонно зростаючою функцiєю δ = {δ(s), s > 0}:
|f(u) − f(v)| ≤ δ(ρ(u, v)), а r = {r(u), u ≥ 1} –
така неспадна неперервна функцiя, що r(u) > 0
при u > 1, а s(t) = r(exp{t}), t ≥ 0, є опуклою

функцiєю. Тодi для всiх 0 ≤ β ≤
(
µ(b−a)EY 2

1
2

) 1
2

справджуються нерiвностi

P

{
sup
t∈B

(S(t)− f(t)) > x

}
≤ Zr(β, x),

P

{
inf
t∈B

(S(t)− f(t)) < −x
}

≤ Zr(β, x),

P

{
sup
t∈B

|S(t)− f(t)| > x

}
≤ 2Zr(β, x),

де Zr(β, x) =

= inf
p∈(0,1)

r(−1)

(
1

βp

βp∫
0

r
(
NB

(
σ(−1)(u)

))
du

)
×

× inf
λ>0

exp

{ ∞∑
k=2

n ln
(β2p2k
EY 2

1

exp
{
φ
( λτφ(Y1)

(1− p)pk−1

)}
+1
)
+ ηφ(λ, p) + λδ

((
βpk−1

)2
µEY 2

1

))
− λx

}
,

ηφ(λ, p) = sup
u∈B

[
n(1− p)×

× ln
(
θ(u) exp{φ(λτφ(Y1))}+1−θ(u)

)
−λf(u)

]}
.

Доведення. Використаємо лему 3.2, вибравши
послiдовнiсть qk = 1

(1−p)pk−1 , де p ∈ (0, 1). По-

кладемо також ηφ(λ, p) = sup
u∈B

[
n(1− p)×

× ln
(
θ(u) exp{φ(λτφ(Y1))}+1−θ(u)

)
−λf(u)

]}
.

Тодi E exp {λ supt∈B X(t)} ≤

≤ exp
{
ηφ(λ, p) +

∞∑
k=1

(1− p)pk−1HB

(
β2p2k

µEY 2
1

)
+

+

∞∑
k=2

n ln
(β2p2k
EY 2

1

exp
{
φ
( λτφ(Y1)

(1− p)pk−1

)}
+ 1
)

+ λδ

((
βpk−1

)2
µEY 2

1

))}
. (3.19)

Iз властивостей функцiї r(t) випливає, що

exp

{ ∞∑
k=1

(1− p)pk−1HB

(
β2p2k

µEY 2
1

)}
=
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r(−1)

(
r
(
exp

{ ∞∑
k=1

(1− p)pk−1 lnNB

(β2p2k
µEY 2

1

)}))

≤ r(−1)

( ∞∑
k=1

(1− p)pk−1r
(
NB

(
σ(−1)

(
βpk

))))

≤ r(−1)

 1

βp

βp∫
0

r
(
NB

(
σ(−1)(u)

))
du

 , (3.20)

де функцiя σ(u) визначена в (3.4). Тодi твер-
дження теореми випливає з леми 3.2, нерiвно-

стей (3.19), (3.20) i Чебишова.

Висновки

У роботi отримано оцiнки ймовiрностi банкрут-
ства процесу ризику, що описується сумою ви-
падкового бiномiально розподiленого числа до-
данкiв, якi є φ-субгауссовими випадковими ве-
личинами позовiв, а iнтенсивнiсть надходжен-
ня премiй є монотонно зростаючою неперерв-
ною кривою, зокрема, лiнiйною.
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Some applications of generalized
fractional derivatives

Taras Shevchenko National University of
Kyiv, 01601, Kyiv, 64/13 Volodymyrska st., e-
mail: lms@univ.kiev.ua

У роботах Кочубея (2011) i Тоальдо (2015) були представленi новi типи диференцiаль-
них операторiв, названi диференцiально–згортковими операторами, або похiдними типу згорт-
ки вiдносно функцiй Бернштейна. Цi похiднi узагальнюють класичнi дробовi похiднi Капуто–
Джрбашяна i Рiмана–Лiувiлля та дозволяють, зокрема, описувати властивостi субординато-
рiв та обернених субординаторiв. У сучаснiй лiтературi iнтенсивно дослiджуються новi класи
диференцiальних рiвнянь iз узагальненими дробовими операторами, що можуть бути викорис-
танi у багатьох теоретичних та прикладних задачах, зокрема для опису аномальних дифузiй
та iнших складних процесiв. У цiй статтi наведено стислий огляд основних властивостей уза-
гальнених дробових похiдних та проiлюстовано їх застосування у рiвняннях, що визначають
деякi класи випадкових полiв на сферi.

Ключовi слова: узагальненi похiднi типу згортки, функцiї Бернштейна, субординатори,
власнi функцiї, диференцiальнi рiвняння з узагальненими дробовими операторами, випадковi
початковi умови, випадковi поля на сферi

The paper presents a concise summary of main properties of generalized fractional derivatives, so-
called convolution type derivatives with respect to Bernštein functions. Applications are considered to
modeling time dependent random fields on the sphere as solutions to partial differential equations with
the generalized fractional derivative in time and random initial condition.

Key Words: generalized convolution–type derivatives, Bernštein functions, subordinators, eigenfunc-
tions, differential equations with generalized fractional derivatives, random initial conditions, random
fields on the sphere

1 Introduction

In the papers by Kochubei [8] and Toaldo
[12] the new types of differential operators
are presented which are related to Bernštein
functions and generalize the classical Caputo-
Djrbashian and Reimann-Liuville fractional deri-
vatives. These operators are called differential-
convolution operators in [8], or convolution-type
derivatives with respect to Bernštein functions
in [12]. It is shown in [12] that these derivati-
ves provide the unifying framework for the study
of subordinators and their inverse processes, and,
in particular, the governing equations for densiti-
es of subordinators and their inverses are obtai-
ned in terms of the convolution-type derivatives.
The introduction of these derivatives has inspi-
red numerous recent studies devoted to new types
of generalized fractional equations, their probabi-
listic interpretation and use in various applied

areas, in particular, for modeling anomalous di-
ffusions and other complicated processes.

This paper presents a concise summary of
main properties of generalized fractional deri-
vatives. We discuss, in particular, the equa-
tions for probability densities of subordinators
and their inverse processes and the eigenvalue
problem for generalized fractional operators. Note
that the knowledge of eigenfunctions of generali-
zed fractional operators allows to construct the
representations of solutions to corresponding
partial differetial equations by using the method
of separation of variables.

As applications, we consider the models of ti-
me dependent random fields on the sphere arising
as solutions to partial differential equations with
the generalized fractional derivative in time and
random initial condition represented by a Gaussi-
an random field.

Papers [6], [5] develop the approach to

c⃝ Л.М. Сахно 2022
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construct time dependent random fields on the
sphere through coordinates change and subordi-
nation by means of partial differential equations
with fractional operators of a particular form.
The representations of the fields are given by the
Karhunen-Loève expansion, and also as a coordi-
nate changed random field. In [7] generalization of
the results of the mentioned papers was presented
via introducing the convolution–type derivatives
in time into the corresponding equations. It was
suggested in [7] that considering equations with
the tempered fractional derivative in time can lead
to the exact formulas for terms involved in the
Karhunen-Loève expansion, since the formulas for
the density of the inverse tempered stable subordi-
nator are available, e.g., in [1]. In the present paper
we consider the example with the tempered fracti-
onal derivative in more detail and show that the
terms in the expansions of the fields can be given
in the exact form.

The paper is organized as follows. Section
2 collects the basic definitions and facts on the
generalized fractional derivatives. In Section 3 we
consider models of random fields on the sphere dri-
ven by equations with fractional operators.

2 Generalized fractional derivatives

In this section we review the main definitions and
some important facts on the generalized fractional
derivatives. (For more details see, e.g., [11, 12].)

Let f(x) be a Bernštein function:

f(x) = a+ bx+

∫ ∞

0

(
1− e−xs

)
ν(ds), (2.1)

x > 0, a, b ≥ 0, ν(ds) is a non-negative measure
on (0,∞) (the Lévy measure for f(x)) such that∫ ∞

0
(s ∧ 1) ν(ds) <∞.

The generalized Caputo-Djrbashian (C-D) deri-
vative, or convolution-type derivative, with
respect to the Bernštein function f is defined on
the space of absolutely continuous functions as
follows ([12], Def. 2.4):

Df
t u(t) = b

d

dt
u(t) +

∫ t

0

∂

∂t
u(t− s)ν(s)ds, (2.2)

where ν(s) = a + ν(s,∞) is the tail of the Lévy
measure ν(s) of the function f .

In the papers [8] and [4] the authors provi-
ded respectively the following representations of
the generalized fractional derivative (notation of
the authors):(

D(k)u
)
(t) =

d

dt

∫ t

0
k(t− τ)u(τ)dτ − k(t)u(0)

and

∂wt f(t) =
d

dt

∫ t

0
w(t− s)

(
f(s)− f(0)

)
ds,

where k(·) and w(·) are some fractional kernels
associated with f .

In the present paper the generalized fractional
derivative defined in (2.2) will be used.

In the case when f(x) = xα, x > 0, α ∈ (0, 1),
the derivative (2.2) becomes:

Df
t u(t) = Dα

t u(t),

where Dα
t u(t) is the fractional C-D derivative:

Dα
t u(t) =

dα

dtα
u(t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

0

u′(s)

(t− s)α
ds.

If f(x) = x, the convolution-type derivative
coincides with the standard first-order derivative.
For the Laplace transform of the derivative (2.2)
the following relation holds ([12], Lemma 2.5):

L
[
Df
t u

]
(s) = f(s)L [u] (s)− f(s)

s
u(0), s > s0,

for u such that |u(t)| ≤ Mes0t, M and s0 are
some constants. Similarly to the C-D fractional
derivative, the convolution type derivative can be
alternatively defined via its Laplace transform.

The generalization of the classical Riemann-
Liouville (R-L) fractional derivative is introduced
in [12] by means of another convolution-type deri-
vative with respect to f given by the following
formula:

Dft u(t) = b
d

dt
u(t) +

d

dt

∫ t

0
u(t− s)ν(s)ds.

The derivatives Df
t and Dft are related as follows:

Dft u(t) = Df
t u(t) + ν(t)u(0).

Bernštein functions are associated in a natural
way with subordinators.

Let H(t), t ≥ 0, be a subordinator, that is,
nondecreasing Lévy process. Its Laplace transform
is of the form: L[H(t)](s) = Ee−sH(t) = e−tf(s),
where the function f , called the Laplace exponent,
is a Bernštein function. Consider a subordinator H
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with the Laplace exponent f given by (2.1), and
let L be its inverse process defined as

L(t) = inf
{
s ≥ 0 : Hf (s) > t

}
. (2.3)

It was shown in [12] that the distribution of the
inverse process L has a density l(t, x) = P{L(t) ∈
dx}/dx and its Laplace transform with respect to
t has the form

Lt (l(t, x)) (r) =
f(r)

r
e−xf(r),

provided that the following condition holds:
Condition I. ν(0,∞) = ∞ and the tail ν(s) =
a+ ν(s,∞) is absolutely continuous.

The convolution-type derivatives Df
t and Dft

are useful tools which allow to study the properti-
es of subordinators and their inverses in the uni-
fying manner ([12, 11]). In particular, the gover-
ning equations for their densities can be given in
terms of convolution-type derivatives. The density
l(t, u) of the inverse process L satisfies the follo-
wing equation ([12], Theorem 4.1):

Dft l(t, u) = − ∂

∂u
l(t, u),

subject to

l(t, u/b) = 0, l(t, 0) = ν(t), l(0, u) = δ(u).

The following fact is important for deriving
representations of solutions to various classes of
partial differential equations involving generalized
fractional derivatives.

Proposition 2.1. ([7]) Let L be the inverse
process for a subordinator with Bernštein functi-
on f , and assume that Condition I holds. The
space Laplace transform of the density l(t, x) of
the inverse process L

l̃(t, λ) =

∫ ∞

0
e−λxl(t, x)dx = Ee−λL(t) (2.4)

is an eigenfunction of the operator Df
t , that is

Df
t l̃(t, λ) = −λl̃(t, λ). (2.5)

Remark 2.1. The proof of the above Propositi-
on has been derived, by different approaches, in
[3, 8, 11]. In particular, in [3], the authors consi-
der the time-changed Poisson process NLt (with
Lt being an inverse subordinator independent of

the process N) and show that its marginal distri-
butions px(t) = P(NLt = x), x = 0, 1, . . ., satisfy
the difference-differential equations

Df
t px(t) = −λ [px(t)− px−1(t)]

with initial condition px(0) = 1, x = 0 and px(0) =
0, x ≥ 1. Then (2.5) is deduced as a consequence
of the above equation, since

p0(t) = P(NLt = 0) =

∫ ∞

0
e−λxl(t, x)dx = l̃(t, λ).

Tempered fractional derivative is defined by
choosing in (2.2) the following Bernštein function:

g(x) = (x+ β)α − βα, α ∈ (0, 1), β > 0, (2.6)

the corresponding Lévy measure is given by the
formula:

ν(ds) =
1

Γ(1− α)
αe−βss−α−1ds;

and its tail is

ν(s) =
1

Γ(1− α)
αβαΓ(−α, s),

where
Γ(α, s) =

∫ ∞

s
e−zzα−1dz

is the upper incomplete Gamma function defined
for all α, s ∈ R which is real-valued for s ≥ 0.

The corresponding subordinator H is called
the tempered stable subordinator.

The generalized convolution-type derivative
(2.2), for g given by (2.6), becomes:

Dg
tu(t) =

αβα

Γ(1− α)

∫ t

0

∂

∂t
u(t− s)Γ(−α, s)ds

:= Dα,β
t u(t). (2.7)

Equations with tempered fractional derivati-
ves represent currently a topic of intensive studies.

In particular, the following fact presented in
[2] concerns the question on eigenfunctions of
tempered fractional operators.

Proposition 2.2. ([2, Lemma 1]) The solution to
the tempered relaxation equation

Dα,β
t u(t) = −βαu(t) (2.8)

with initial condition u(0) = 1 is given by

φ(t;α, β) = Γ(α, βt)/Γ(α), (2.9)

thus, φ(t;α, β) is an eigenfunction of the operator
Dα,β
t corresponding to the eigenvalue βα.

In the next section we consider generalized
fractional derivatives for the case a = b = 0 in
(2.1) and assuming Condition I to hold.
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3 Equations with generalized fractional
derivatives for modeling random fields
on the sphere

Let T (x), x ∈ S21, be a real-valued, zero-mean,
isotropic Gaussian random field on the unit sphere
S21. We can write the spectral representation

T (x) =
∞∑
l=0

+l∑
m=−l

almYlm(x), (3.1)

where
alm =

∫
S2
T (x)Y ∗

lm(x)µ(dx) (3.2)

are Fourier random coefficients, Ylm are spherical
harmonics, µ(dx) is the Lebesgue measure on the
unit sphere S21. Convergence in (3.1) holds in the
mean square sense, both in L2(dP ×µ(dx)) and in
L2(dP ) for fixed x ∈ S21 (see, e.g., [9]).

We recall that for a fixed l the spherical
harmonics Ylm (or linear combination of them)
solve the eigenvalue problem

∆S21
Ylm = −µl Ylm, l ≥ 0, |m| ≤ l (3.3)

where the eigenvalues are given by

µl = l(l + 1)

and ∆S21
is the spherical Laplace operator (called

also Laplace-Beltrami operator).
In [7] models of random fields on the sphere

are presented which are driven by equations
involving the generalized fractional derivative in
time Df

t and the fractional Laplacian ψ(−∆S21
)

associated with Bernštein functions f and ψ
respectively.

Let the function f correspond to the subordi-
nator H, which inverse process L possesses the
density l with Laplace transform l̃ as introduced
in Proposition 2.1 in formula (2.4).

Theorem 3.1. ([7, Theorem 1]) The solution in
L2(dP × dλ) to the fractional equation(

γ − ψ(−∆S21
) +Df

t

)
Xt(x) = 0, (3.4)

x ∈ S21, t ≥ 0, γ > 0,

with initial condition X0(x) = T (x) is a time-
dependent random field on the sphere S21 written
as

Xt(x) =
∞∑
l=0

+l∑
m=−l

alm l̃(t, γ + ψ(µl))Ylm(x) (3.5)

where alm are given by (3.2).

The generalized Laplace operator ψ(−∆S21
) is

defined in terms of the transition semigroup of the
subordinate rotational Brownian motion Bψ(t) =
B(F (t)), where F is a subordinator with the
Laplace exponent ψ. This covers, in particular, the
case of fractional Laplace operator (−∆S21

)α. We
refer to [5, 6, 7] for more detail on this operator.
To make the paper self-contained, some definitions
are given in Appendix.

Note that the essential component of the proof
of Theorem 3.1 is the knowledge of eigenfun-
tions for the operators involved into the equation.
For the generalized convolution-type derivative we
have (see Proposition 2.1):

Df
t l̃(t, λ) = −λ l̃(t, λ), λ > 0, (3.6)

and for the generalized Laplace operator ψ(−∆S21
)

we know that ([6]):

ψ(−∆S21
)Ylm(x) = −ψ(µl)Ylm(x). (3.7)

Example 3.1. Equations with fractional Caputo-
Djrbashian derivative. If f(x) = xβ , that is, L
is the inverse process for stable subordinator,
the derivative Df

t becomes the fractional Caputo-
Djrbashian derivative and the Laplace transform
l̃(t, µ) is given by the Mittag-Leffler function:
l̃(t, µ) = Eβ(−tβµ). The one-parameter Mittag–
Leffer function is defined as

Eβ(x) =

∞∑
k=0

xk

Γ(βk + 1
, x ∈ R, β > 0.

Theorem 3.1 reduces to first part of Theorem 1 in
[6].

Example 3.2. Equations with tempered fractional
derivative. It was suggested in [7] that equation
(3.4) can be considered with the tempered fracti-
onal derivative in time, and, correspondingly, in
the representation of the solution (3.5) we will
have the Laplace transform l̃(t, λ) of the densi-
ty of the inverse tempered stable subordinator,
expressions for this density are given, e.g., in [1].

We present here all the details for the case of
equation (3.4) with the tempered fractional deri-
vative and give the representation of solution in
the explicit form.

Following [10], define the R-L tempered fracti-
onal derivative of order 0 < β < 1 as follows:

Dβ,λt u(t) = e−λt
1

Γ(1− β)

d

dt

∫ t

0

eλsu(s)ds

(t− s)β
−λβu(t),

31



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2022, 2
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

and the C-D tempered fractional derivative of
order 0 < β < 1:

Dβ,λ
t u(t) = Dβ,λt u(t)− u(0)

Γ(1− β)

∫ ∞

t
e−λrβr−β−1 dr.

(3.8)
Let Hλ(x) be the tempered stable subordi-

nator with the Laplace exponent

fλ(s) = (s+ λ)β − λβ.

Consider the inverse process Lλ(t) and denote its
density by gλ(t, x).

It was established in [10, Lemma 3.3.] that the
Laplace transform g̃λ(t, µ) = Ee−µLλ(t) is a soluti-
on to the eigenvalue problem for Dβ,λ

t :

Dβ,λ
t g̃λ(t, µ) = −µg̃λ(t, µ)

with g̃λ(0, µ) = 1. Moreover, it was shown in [10,
Theorem 3.4.] that for any λ, µ > 0, µ ̸= λβ the
function g̃λ(t, µ) can be written in the form:

g̃λ(t, µ) =
µ

π

∫ ∞

0

e−t(r+λ)

r + λ
Φ(r, 1)dr, (3.9)

where

Φ(r, 1) =
rβ sin(βπ)

r2β sin2(βπ) + (µ− λβ + rβ cos(βπ))2
.

We present in the next theorem the solution to
the equation (3.4) with tempered fractional deri-
vative (3.8).

Theorem 3.2. The solution in L2(dP × dλ) to
the fractional equation(

γ − ψ(−∆S21
) +Dβ,λ

t

)
Xt(x) = 0, (3.10)

x ∈ S21, t ≥ 0, γ > 0,

with initial condition X0(x) = T (x) given by
(3.1)and tempered fractional derivative Dβ,λ

t given
by (3.8) , is a time-dependent random field on the
sphere S21 written as

Xt(x) =
∞∑
l=0

+l∑
m=−l

alm g̃λ(t, γ + ψ(µl))Ylm(x),

(3.11)
where alm are given by (3.2) and the function
g̃λ(t, µ) is given by (3.9).

Analogously to [7], the expressions for the
covariance function and higher order moments

of the field (3.11) can be calculated and given
in terms of the angular power spectrum of the
random initial condition field T and the function
g̃λ(t, µ) given by (3.9), thus, all the characteristics
of the field (3.11) can be evaluated explicitly. In
particular, we have the following expressions for
the moments of the field (3.11):

E[(Xt(x))
n] =

∞∑
l1=0

· · ·
∞∑
ln=0

( n∏
j=1

g̃λ(t, γ + ψ(µlj ))
)

×

√∏n
j=1(2lj + 1)

(4π)n
E[al10 · · · aln0],

E[(Xt(x))
2] =

∞∑
l=0

2l + 1

4π
(g̃λ(t, γ + ψ(µl)))

2Cl,

where the coefficients alm, l ≥ 0, |m| ≤ l, are from
the representation of initial condition field (3.1)
and the power spectrum Cl = E|alm|2, l ≥ 0.

We refer to [7] for more details on calculation
of characteristic of the field (3.11).

Appendix. Generalized fractional Laplacian
on the sphere

Consider f ∈ L2(S21) = L2(S21, µ), where µ is
the Lebesgue measure on the unit sphere S21:
µ(dx) = µ(dϑ, dφ) = dφdϑ sinϑ with x =
(sinϑ cosφ, sinϑ sinφ, cosϑ), ϑ ∈ [0, π], φ ∈
[0, 2π).

The set of spherical harmonics {Ylm : l ≥
0, m = −l, . . . ,+l} represents an orthogonal basis
for the space L2(S21). For a fixed l the spherical
harmonics solve the eigenvalue problem

∆S21
Ylm = −µl Ylm, l ≥ 0, |m| ≤ l,

where µl = l(l + 1) and the operator

∆S21
=

1

sin2 ϑ

∂2

∂φ2
+

1

sinϑ

∂

∂ϑ

(
sinϑ

∂

∂ϑ

)
,

ϑ ∈ [0, π], φ ∈ [0, 2π).

The spherical harmonics are defined as

Ylm(ϑ, φ) =

√
2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!
Qlm(cosϑ)e

imφ,

where the associated Legendre functions

Qlm(z) = (−1)m(1− z2)m/2
dm

dzm
Ql(z),
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and the Legendre polynomials Ql are given by the
Rodrigues’ formula

Ql(z) =
1

2ll!

dl

dzl
(z2 − 1)l.

For f ∈ L2(S21) we have the representation

f(x) =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

flmYlm(x), x ∈ S21,

which holds in the L2 sense, where

flm =

∫
S21
f(x)Y ∗

lm(x) dx

=

∫ 2π

0

∫ π

0
f(ϑ, φ)Y ∗

lm(ϑ, φ) sinϑ dϑ dφ,

|m| ≤ l, l = 0, 1, 2, . . . .

(see, e.g., the Peter-Weyl representation theorem
on the sphere in [9]).

The angular power spectrum of f is defined as

fl =
∑
|m|≤l

|flm|2, l = 0, 1, 2, . . . . (3.12)

Define the generalized fractional Laplace
operators on the sphere following [5], [6].

Let F (t), t ≥ 0 be a Lévy subordinator with
the Laplace exponent

Ψ(λ) = bλ+

∫ ∞

0

(
1− e−λz

)
M(dz), b ≥ 0, λ ≥ 0,

with M being the corresponding Lévy measure.
Let Bt, t ≥ 0, be a Brownian motion on the

unit sphere S21. Its transition density can be writ-
ten as follows ([5, 6]):

Pr{x+Bt ∈ dy}/dy = Pr{Bt ∈ dy |B0 = x}/dy

=

∞∑
l=0

+l∑
m=−l

e−tµlYl,m(y)Y∗
l,m(x).

Consider the the initial-value problem{
∂u

∂t
= ∆S2

1
u, x ∈ S2

1, t > 0

u(x, 0) = f(x)

for f ∈ L2(S2
1). The solution to the above problem

can be written as follows:

u(x, t) = Ptf(x) = Ef(x+Bt)

=

∫
S2
1

f(y)Pr{x+Bt ∈ dy}

=

∞∑
l=0

+l∑
m=−l

e−tµlYl,m(x)flm.

In [5] the following operator acting on f ∈
L2(S2

1) was introduced:

Ψ(−∆S2
1
)f(x) :=

∫ ∞

0
(Pt f(x)− f(x))M(dt).

It was shown in [5] (see also [6]) that

Ψ(−∆S2
1
)Ylm(x) = −Ψ(µl)Ylm(x),

thus, Ylm(x) are the eigenfunctions of the operator
Ψ(−∆S2

1
) with the eigenvalues −Ψ(µl).

Basing on the above fact, the action of the
operator Ψ(−∆S2

1
) can be also defined by means

of a series representation as given below.
Let us consider the space of functions

Hs(S21) =

{
f ∈ L2(S21) :

∞∑
l=0

(2l + 1)2sfl <∞

}
,

where fl is the angular spectrum of f given by
(3.12).
Definition. Let f ∈ Hs(S21) and s > 5/4. Then

Ψ(−∆S2
1
)f(x) :=

∞∑
l=0

+l∑
m=−l

flmYlm(x)Ψ(µl).
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У роботі наведений перелік найбільш важливих експериментальних методів дослідження 

механічних властивостей клітин, а також найбільш поширених реологічних моделей, серед яких є 

дискретні моделі мікро/наноструктури клітини і континуальні моделі, які дозволяють обчислити  

модулі пружності і в’язкості клітини в нормі і патології. Наведений перелік континуальних моделей 
із зазначенням їх особливостей і відрізнень. Запропонована нова континуальна модель клітини як 

багатошарової оболонки, яка заповнена в’язкопружною рідиною. Отримані рівняння моделі і її 

розв’язки для випадків ізотонічного, ізометричного і динамічного експериментів. Досліджені 
особливості механічної поведінки моделей в залежності від ідентифікованих параметрів. Проведено 

порівняння з даними експериментальних вимірювань. Показано, що запропонована багатошарова 

модель дозволяє оцінювати окремий вклад механічних властивостей цитоскелету, мембрани, 
адсорбованих речовин і гідратної оболонки, що важливо для клінічної діагностики захворювань 

шляхом вимірювань механічних властивостей клітин.    

Ключові слова: Реологічна модель, Мембрана, Еритроцит, Деформація, В’язкопружність.  

 
The most important experimental methods of studying the mechanical properties of cells, as well as the 

most common rheological models, among which the discrete models of the micro/nanostructure of the cell 

and continuous models that allow calculating the modulus of elasticity and viscosity of the cell in normal and 
pathological conditions are discussed. A review of continuous models is given with an indication of their 

features and differences. A new continuum model of the cell as a multi-layer shell filled with a viscoelastic 

fluid is proposed. Equations of the model and their solutions for cases of isotonic, isometric and dynamic 
experiments are obtained. Peculiarities of the mechanical behavior of the models depending on the identified 

parameters are investigated. A comparison with the data of experimental measurements is given. It is shown 

that the proposed multi-layer model allows  evaluation of separate contribution of the mechanical properties 

of the cytoskeleton, membrane, adsorbed substances and the hydrated shell, which is important for clinical 
diagnosis of diseases by measuring the mechanical parameters of cells. 

Key Words: Rheological model, Membrane, Erythrocyte, Deformation, Viscoelasticity. 
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1. Вступ 

      Всі клітини протягом життя постійно 
піддаються механічним навантаженням як з 
боку зовнішнього середовища, так і через 
внутрішні фізіологічні умови – скорочення 
м’язів, переміщення органів, течії крові та 
інших біологічних рідин [1]. Залежно від 
величини, напрямку та розподілу цих 
механічних впливів клітини можуть реагувати 
різними способами, наприклад, орієнтуватися 

вздовж течії, змінювати свою форму і 
жорсткість за рахунок перебудови цитоскелету і 
т.д. Різні біологічні процеси, такі як міграція, 
зростання, диференціація, апоптоз та ін. суттєво 
залежать від змін у формі та структурі клітин і 
будь-яке відхилення в їх структурних і 
механічних властивостях може призвести до 
порушення цих фізіологічних функцій і до 
хвороб [2,3]. Так, еритроцити транспортують О2 
до різних частин тіла і можуть проходити крізь 
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капіляри завдяки своєї здатності до 
деформацій [1]. Таким чином, механічні і 
зв’язані з ними термічні і електричні 
властивості клітин, дуже важливі для 
розуміння фізіологічних процесів в тканинах. 
Сучасні успіхи експериментальної техніки 
дозволяють проводити експерименти з 
окремими клітинами. Для біомеханічної 
інтерпретації результатів цих вимірювань 
потрібні відповідні реологічні моделі [4] як 
здорових клітин, так і пошкоджених або 
змінених певним захворюванням. 

Універсальним підходом є розробка 
механічної моделі з параметрами, які 
найкраще відповідають експериментальним 
даним. Основною метою моделювання в цьому 
контексті є кількісна оцінка механічних 
властивостей і відгуку клітин на дію 
постійного або періодичного навантаження. 
 В роботі наведений стислий огляд 
існуючих реологічних моделей біологічних 
клітин і обговорюються відповідні постановки 
задач механіки.   
  

2. Типи експериментів з клітинами. 
    Бурхливе розвинення нанотехнологій 
протягом останнього десятиріччя привело до 
можливості візуалізувати мембрану і 
внутрішню мікроструктуру клітин, а також 
вимірювати переміщення і деформації на рівні 
h~10-12м. Серед найбільш поширених 
експериментальних методів вивчення 
механічних властивостей окремих клітин 
запропоновані: 
1) Інтрузія магнітної частинки і вимірювання 
деформації мембрани (Рис.1а) за рахунок 
переміщення частинки в магнітному полі 
(Crick F.H.C., Hughes A.F.W., 1950); 
2) Аспірація поверхні клітини мікропіпеткою 
(Рис.1б) була вперше використана на клітинах 
морських їжаків (Mitchison J.M., Swann M.M.,  
1954), а потім на  еритроцитах (Band R.P., 
Burton A.C., 1964); 
3) Розплющення клітини між паралельними 
поверхнями і вимірювання деформації 
(Рис.1в);  
4) Продавлення поверхні, сell poking (Petersen 
N.O. et al., 1982);  
5) Відстеження руху (Geerts H. et al., 1987) ; 
6) Магнітно-скручувальна цитометрія (Рис.1г), 
МСЦ (Wang, N. et al., 1993);  
7) Коливальна магнітно-скручувальна 
цитометрія, КМСЦ (Maksym G.N., et al., 2000);  
8) Атомно-силова мікроскопія (Рис.1д) (Hoh 
J.H., Schoenenberger C.A., 1994);  
9) Мікроманіпуляції з поверхнею (Thoumine 
O., Ott A., 1997);  

10) Наноіндентометрія (Рис.1е) (Shin D., 
Athanasiou K., 1999); 
11) Вимірювання електричного імпедансу 
клітини і субстрату в поєднанні з магнітним 
витягуванням кульок (Lo C.M., et al., 1998);  
12) Оптичні пінцети (Henon S., et al., 1999) і тест 
на розтягнення (Рис.1є) (Miyazaki H., et al., 2000; 
Nagayama K., et al., 2005); 
13) Взаємодія з потоком рідини (Рис.1ж).  
 

  
а б 

 
 

в г 

  
д е 

  
є ж 

Рис.1. Типи реологічних експериментів з 
біологічними клітинами (пояснення в тексті). 

 
   Прикладена сила може бути або зосередженою 
(атомно-силова мікроскопія) або розподіленою 
(стискання між пластинами),  внутрішньо-
клітинною (магнітна частинка всередені) або на 
поверхні клітини (МСЦ), тимчасовою (аспірація 
мікропіпеткою) або динамічна (КМСЦ). 
     Результати експериментів 1)-12) мають 
вигляд або безперервних кривих сила-

деформація ( )  , де  - механічні напруження, 

  - деформації, або дискретних виміряних точок 
n

j j i 1{ ( )}   , для яких відповідна залежність 

( )  може бути отримана за допомогою 

апроксимацій. 
 

3. Механічні моделі клітин 
       Для розуміння результатів експериментів 
(Рис.1а-ж) з клітинами, оцінки модулів 
пружності і прогнозування механічної 
поведінки клітин і клітинних суспензій 
використовуються математичні моделі.  
3.1. Дискретні мікро/наноструктурні моделі 
розглядають структуру клітини, яка складається 
з мембрани, цитоскелету і внутрішньої 
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мікроструктури. Всі компоненти утворені 
мікроволокнами і мікротрубочками, які 
розглядаються як просторовій набір пружин з 
різними жорсткостями. Розрахунки 
деформацій і руху клітин в таких моделях 
проводиться методами структурной механіки 
(пакет Structural mechanics в AnSys та ін. 
пакетах прикладних програм) або методами 
динаміки частинок [5]. 
3.2. Континуальні моделі розглядають 
клітини як заповнені рідиною оболонки, 
матеріал яких може бути анізотропним і 
неоднорідним. Для матеріалів оболонки і 
рідини вибираються відповідні реологічні 
моделі, параметри яких потім визначаються з 
експериментальних кривих ( )  , наприклад, 

методом найменших квадратів. Хоча цей 
підхід дає менше розуміння детальних 
молекулярних механічних подій, його легше та 
зрозуміліше використовувати для обчислення 
механічних властивостей клітин і їх 
біомеханічної відповіді на механічний стимул. 
Континуальні моделі надають більш детальну 
інформацію про розподіл механічних 
напружень і деформацій, що, у свою чергу, 
може бути корисним для визначення розподілу 
та передачі цих сил до мембрани, цитоскелету 
і елементів субклітинної структури. 
Наприкінці це дозволяє розробляти більш 
точні дискретні моделі мікро- і наноструктур 
[6]. 
3.2.1. Модель пружної частинки розглядає 
клітину як сферу, еліпсоїд або дискоїд з 
однорідного лінійно-пружного матеріалу, так 
що зв'язок між тензорами пружності і 
деформацій має вигляд ik ikE   , де E  - 

модуль Юнга, який можна оцінити з простих 
експериментів з навантаження клітини і 
вимірювання її висоти h (відстані між 
паралельними поверхнями на Рис.1б) як 
функції прикладеної сили. Деформації зсуву 
(горизонтальні переміщення верхньої 
пластини відносно нижньої на Рис.1б) 
дозволяють вимірювати модуль зсуву G, де 

ik ikG   , ik  і ik  - тензори зсувних напружень 

і швидкостей деформацій зсуву, крапка 
відповідає похідній за часом. Якщо модель 
пружної частини є коректною, повинне 
виконуватися відоме співвідношення 
E 2G(1 )  , де   - коефіцієнт Пуасона 

матеріалу. Оскільки численні експерименти з 
клітинами дають значення Е і G, які не 
задовольняють це співвідношення, модель 
потребує узагальнення.   
3.2.2. Модель пружної оболонки, яка 
заповнена ньютонівською рідиною має 

найпростіший вигляд у випадку мембранної 
моделі оболонки (Yeung A., Evans E. 1989) [1] 

1 2 0 d d 1 2 s s(T T ) 2T , (T T ) ,          (1) 

де 
0T - напруження в оболонці до навантаження, 

1T  і 
2T  - ортогональні головні напруження після 

навантаження, 
d  і 

s  - швидкості навантажень 

розтягнення і зсуву, 
d  і 

s - в’язкості поверхні 

оболонки до розтягнення і зсуву; часто 
приймають 

d s3   . Оболонка заповнена 

ньютонівською рідиною з реологічним законом 

ik ik2 v   , де   - динамічна в’язкість рідини. 

Моделювання експериментів (Рис.1а,б,в) 
базується на використанні закону Лапласа для 
клітини або її напівсферичного виростка 
(Рис.1а,б).   

Модель сферичної або сплющеної опуклої 
геометрії, а також двовгнута оболонки 
розглядалися в якості моделі еритроцита [1,2]. 
Більшість клітин мають внутрішні органи, тому 
для них використовують модель оболонки, яка 
включає в рідному вмісті менші оболонки, які 
заповнені рідинами з іншими в’язкостями і 
відповідають органелам клітин.  

Оскільки реальні клітини проявляють 
властивості немиттєвої відповіді на механічний 
стимул і релаксаційними властивостями, 
особливо в експериментах з періодичним 
навантаженням [4,5], використовуються моделі 
цитоплазми і органел клітин як  
неньютонівських рідин  
3.2.3. Модель пружної оболонки, яка 
заповнена неньютонівською рідиною 
відповідає реології біологічних рідин, які мають 
в’язкопластичні властивості і для них 
реологічний закон має вигляд ik 2v ik2 (I )v   , де 

2vI  - другий інваріант тензора швидкостей 

деформацій, або у одновимірному випадку 
( )    , причому ( )   - спадна функція. В ряді 

експериментів було показано, що в'язкість 
цитоплазми дійсно зменшується зі збільшенням 
перепаду тисків аспірації клітини піпеткою 
(Рис.1б) або середньої швидкості зсуву за 

степеневим законом k

0 m( )     , де 0 const  , 

m  - зсувна деформація, осереднена по поверхні 

клітини. Значення k оцінювалися з 
експериментів для різних типів клітин [1].  
3.2.4. Модель краплі вязкопружної рідини 
була запропонована як на основі реологічного 
закону Фойхта 

ik ik ikE    ,    (2) 

так і реологічного закону Максвела 

ik ik ikE E     ,   (3) 
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де E - модуль Юнга пружної компоненти 
цитоплазми клітин (мікроволокон і 
мікротрубок). 
 Реологія (2) характеризується релаксацією 
деформацій в ізотонічних експериментах і 
миттєвим появленням механічних напружень 
як при постійних ( const  ), так і при лінійних 

( const  ) деформаціях. Модель (3), навпаки, 
проявляє релаксацію механічних напружень в 
ізометричних експериментах і необмежені 
лінійні деформації ~ t  при постійному 

навантаженні ( const  ).  
Обидва варіанта поведінки не є 

природними, тому ведеться пошук більш 
складних реологічних моделей, наприклад, 
моделей в’язкопружних тіл Кельвіна-Фойхта і 
Зінера [1,2], відповідно 

ik c ik m c ik m c ikE E E (E E )        ,  (4) 

ik m c ik m c ik c ik(E E ) E E E        ,  (5) 

де 
mE  і 

cE  - це пружності мембрани і 

мікроструктури цитоплазми. 
 Також для обробки даних експериментів 
використовуються моделі клітини як 
вязкопружної краплі у вигляді поєднання 
в’язкого елемента з тілом Фойхта послідовно, 
або з тілом Максвела паралельно [1,4], 
відповідно  

m c ik c ik c m ik m c ik( ) E E           ,  (6) 

m ik c ik c m c ik m c ikE E ( )           ,  (7) 

де m  і c  відповідають в’язкостям мембрани і 

мікроструктури цитоплазми. 
Пари рівнянь (4)-(5) і (6)-(7) мають схожі 

релаксаційні залежності (t)  і (t)  для 

ізометричних ( * const    ), ізотонічних 

( * const    ) і динамічних ( 0 exp(i t)    ) 

експериментів, де 0  - амплітуда напружень, 

але реологічні параметри mE , cE , m , c  

входять до них по-різному. Таким чином, 

ідентифікація моделей (4)-(7) на основі тих 
самих експериментальних кривих дасть різні 

набори значень параметрів моделей. Саме 

тому питання про найбільш точну реологічну 

модель клітини як рідкої краплі в оболонці є 
до сих пір відкритим [2].  

 

4. Результати і обговорення 
     На основі порівняльного аналізу 
континуальних моделей біологічних клітин як 
пружних або в’язкопружних матеріалів 
запропонована модель клітини як 
неньютонівської рідини (цитоплазма) в 

багатошаровій оболонці (Рис.2). Всі матеріали 
моделюються як трикомпонентні в’язкопружні 
середовища, а саме: реологічна модель (6) для 
цитоплазми з органелами всередині і модель (5) 
для кожного з шарів моделі.  

 
 

Рис.2. Схема будови клітини і відповідні реологічні 
моделі складових: цитоплазма (с), цитоскелет (s), 

мембрана (m), глікокалікс (g) і гідратна оболонка (h). 

 
       Загальна система рівнянь у випадку 
одновимірної задачі стискання клітини між 
пластинами (Рис. 1в) має вигляд  

 j j 1j 2 j j 1j 2 j j j 2 j j(E E ) E E E         ,  (8) 

c o c o c o c c c o c( ) E E           ,  (9) 

де j={s,m,g,h}, o - відповідає органелам. 
 Операторні перетворення рівнянь (8)-(9) 
дозволяють отримати загальне реологічне 
співвідношення для повних деформацій клітини 

c s m g h            і повних механічних 

напружень c s m g h            у вигляді 

h g m s c h g m s c h g m c c

h g s m c h m s g c g m s h c ,

                 

               

  (10) 

де j 2 j 1j jE E I d / dt     ,  c o c oE I ( )d/ dt     , 

j 1j 2 j j(E E )I d / dt      , І – одиничний 

оператор, 2 2

c c o od / dt E d / d t       .  

 Підстановка *   в реологічне рівняння 

(10) дає закон навантаження-розвантаження (t)  

для ізотонічного експерименту; підстановка 
*    дає співвідношення (t)  для ізотонічного 

експерименту; а підстановка 0 exp(i t)    дає 

закон коливань клітини (відстані між 
пластинами на Рис.1в) 0 exp(i t )     , де   - 

зсув фаз між коливаннями напружень і 
деформацій, який обумовлений в’язкими 
властивостями кожної з компонент моделі 
(Рис.2).  

Як видно з (10), рівняння релаксації 
деформацій і напружень в ізотонічному і 
ізометричному експериментах представлені 
звичайними диференціальними рівняннями 6-го 
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порядку і для кожного з експериментів 
відповідний розв’язок має вигляд  

6

i ii 1
{ (t), (t)} C exp( t)


    , де 

i  - розв’язки 

характеристичного рівняння, 
iC  - постійні 

інтегрування, для визначення яких треба 
задати початкові умови як для самої величини, 
так і для її 1-5 похідних. Слід зазначити, що 
якщо умови для величини і її першої похідної 
є фізично зрозумілими, то інші умови 
удаються штучними і не можуть бути задані 
однозначно. Таким чином, потрібне 
дослідження чутливості моделей вигляду (10) 
до варіацій не тільки коефіцієнтів в рівняннях, 
але й граничних умов для старших похідних. 
Остаточні вирази для розв’язків (1) не 
наводяться в силу громіздкості. 

На Рис.3 наведені результати розрахунків 

кривих навантаження моделі (10) постійною 

силою *    (
1t [0, t ] )  з наступним 

розвантаженням 0   (
1t t ) при значеннях 

параметрів, які відповідають еластичним 

біологічним волокнам типу актину (Е~105-6Па) 
і колагену (Е~107-8Па), а також в’язким 

рідинам у стані золю ( ~ 1-10сПз) і гелю 

( ~ 1-10 Пз) [1,2]. Запропонована модель 

краще відповідає даним вимірювань [1,2] ніж 
даним [4,5] (точки на Рис.3) 

 

 

Рис.3. Залежності (t)  для моделі (10) в ізотонічному 

експерименті для деяких наборів параметрів (деталі 

наведені в тексті). 
       

5. Висновки 
Наведений огляд математичних моделей 

дозволяє порівнювати властивості їх розв’язків з 

даними експериментальних вимірювань. 
Запропонована нова математична модель 

клітини як багатошарової в’язкопружної 

оболонки дозволяє оцінити вклад кожного шару 
і точніше відобразити багатофазову динаміку 

релаксацій напружень і деформацій, яка 

властива біологічним клітинам. 

 

 

Список використаних джерел 

 
1. Fung Y.C. Biomechanics. Mechanical Properties 

of Living Tissues. Berlin: Springer-Verlag,1981. 

2. Jen C.J., Jhiang S.-J., Chen H.-I. Cellular 
responses to mechanical stress. // J. Appl. 

Physiol. – 2000. – 89 (4). – P. 1657–1662. 

3. Kizilova N.N., Logvenkov S.A., Stein A.A. 

Mathematical modeling of transport-growth 
processes in multiphase biological continua. // 

Fluid Dynamics. – 2012. – № 47(1). – P. 1–9.  

4. Кізілова Н.М., Солов’йова О.М. Аналіз 
дискретных реологічних моделей біоактивних 

м’яких і рідких матеріалів. // Вісник ХНУ ім. 

В.Н. Каразіна, сер. «Математичне 
моделювання. Інформаційні технології. 

Автоматизовані системи управління». – 2017. 

– т.35. – С.21–30. 

5. Баранець В. А., Кізілова Н. М. Дискретне 
моделювання агрегації і осідання мікро- і 

наночастиц в суспензіях. // Вісник ХНУ ім. 

В.Н. Каразіна, сер. «Математичне 
моделювання. Інформаційні технології. 

Автоматизовані системи управління». – 2018. 

– т.40. – С.4–14. 

 

References 

 
1. FUNG Y.C. (1981) Biomechanics. Mechanical 

Properties of Living Tissues. Berlin: Springer-

Verlag. 

2. JEN C.J., JHIANG S.-J., CHEN H.-I. (2000) 
Cellular responses to mechanical stress. J. Appl. 

Physiol.  89 (4). р. 1657–1662. 

3. KIZILOVA N.N., LOGVENKOV S.A., STEIN 
A.A. (2012) Mathematical modeling of transport-

growth processes in multiphase biological 

continua. Fluid Dynamics. № 47(1).  р. 1–9. 
4. KIZILOVA N.M., SOLOVJOVA О.М. (2017) 

Analys of discrete rheological models of soft and 

liquid biological materials. Visnyk V.N. Karazin 

Kharkov National University, ser. «Mathematical 
modeling. Information technologies. Automated 

Control Systems». 35. p.21–30. 

5. BARANETS V.A., KIZILOVA N.M. (2018) 
Discrete modeling of aggregation and 

sedimentation of micro- and nanoparticles in 

suspensions. Visnyk V.N. Karazin Kharkov 

National University, ser. «Mathematical modeling. 
Information technologies. Automated Control 

Systems». 40. p.4–14. 
 

Надійшла до редколегії 27.04.2022 

41



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2022, 2
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

УДК 539.376 + 519.642.2

Н.I. Затула1, к.ф.-м.н., доц.
Д.В. Затула2, к.ф.-м.н.

Математичне моделювання
напруженого стану в’язкопружної
напiвплощини з включеннями
1 Нацiональний авiацiйний унiверситет, 03058,
м. Київ, пр-т. Гузара Любомира 1,
e-mail: nelli.zatula@npp.nau.edu.ua
2 Київський нацiональний унiверситет iменi
Тараса Шевченка, 83000, м. Київ, пр-т. Глу-
шкова 4д,
e-mail: dm_zatula@univ.kiev.ua

N. I. Zatula1, Ph.D., Associate Prof.
D. V. Zatula2, Ph.D.

Mathematical modeling of the stressed
state of a viscoelastic half-plane with
inclusions

1 National Aviation University, 03058, Kyiv,
1 Liubomyra Huzara ave.,
e-mail: nelli.zatula@npp.nau.edu.ua
2 Taras Shevchenko National University of Kyiv,
83000, Kyiv, 4d Glushkova str.,
e-mail: dm_zatula@univ.kiev.ua

Розглянуто застосування методу граничних iнтегральних рiвнянь при дослiдженнi напру-
женого стану плоских в’язкопружних тiл iз включеннями. Метод базується на використаннi
комплексних потенцiалiв та апарату узагальнених функцiй. Отримано аналiтичний розв’язок
задачi для напiвплощини iз довiльними за формою включеннями. Для чисельного дослiдження
змiни напруженого стану залежно вiд часу та геометрiї включень було розроблено дискретний
аналог системи гранично-часових iнтегральних рiвнянь.

Ключовi слова: в’язкопружнiсть, плоске в’язкопружне тiло, комплекснi потенцiали, метод
граничних iнтегральних рiвнянь, в’язкопружнi характеристики областей, резольвентнi опера-
тори.

The application of the method of boundary integral equations is considered for studying the stress
state of flat viscoelastic bodies with inclusions. The method is based on the use of complex potentials and
the apparatus of generalized functions. An analytical solution of the problem is obtained for a half-plane
with inclusions of arbitrary shape. For a numerical study of the change in the stress state depending
on the time and geometry of the inclusions, a discrete analogue of the system of boundary-time integral
equations has been developed.

Key Words: viscoelasticity, flat viscoelastic body, complex potentials, method of boundary integral
equations, viscoelastic characteristics of regions, resolvent operators.

Communicated by Prof. Moklyachuk M.P.

The method of boundary integral equations
is one of the most popular methods for solving
various problems in the theory of elasticity and
viscoelasticity. Using this method, one can quite
simply and accurately take into account infinitely
distant boundaries, reduce the dimension of the
problem by one, and also reveal the interactions
of contacting areas in a natural way.

Let us consider a viscoelastic half-plane
occupying a region D and containing a finite
number of inclusions Dp of arbitrary shape (p =
1, n, where n is the number of inclusions). The
outer contour goes to infinity, and the inclusions
are bounded by piecewise-smooth contours. The
half-plane is subjected to distributed tangential

and normal loads [8].

To determine the stress state of the gi-
ven region, we use the statement of the second
main problem of the theory of elasticity for
inhomogeneous bodies in movements [3], as well
as the approach proposed for studying the stress
state of a plane viscoelastic piecewise-isotropic
body [8].

Let us assume that there are no mass forces,
and also that the unknown densities of potenti-
als are the stresses on the contours of inclusions.
Then, based on the properties of the generali-
zed functions, and due to Maxwell’s theorem, the
expressions for the components of the vector of
movements can be written as:

c⃝ N.I. Zatula, D.V. Zatula, 2022
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uk(x, t) =

∫
Γ0

gi(ξ, t)U
i
k(x, ξ, t) dγ(ξ) −

− Ep − E0

Ep

∫
Γp

σ
(p)
ij (ξ, t)nj(ξ)U

i
k(x, ξ, t) dγ(ξ),

(1)

where E0 and Ep are viscoelastic operators of
homogeneous regions belonging to the class of
resolvent operators [5, 6];

U i
k (x, ξ, t) = U̇ i

k (x, ξ, t) + Û i
k (x, ξ, t) ,

U̇ i
k (x, ξ, t) is the fundamental solution for

problems of two-dimensional flat-strain state of
a viscoelastic infinite body, and Û i

k (x, ξ, t) is an
additional term, which provides that the conditi-
on gik(x, ξ, t) = 0 is satisfied ∀x ∈ Γ and ∀ξ ∈ D;
gi(ξ, t) — given densities along the contour Γ0;
σ
(p)
ij (ξ, t)nj(ξ) — unknown densities of potentials

along the contours Γp.
Using the Cauchy relations, Hooke’s law, and

formulas (1), the stress tensor components can be
expressed in the following form:

σij(x, t) =

(
1 +

Eq − E0

E0

S
(
Dq

))
×

×
(∫

Γ0

gk(ξ, t)U
k
ij(x, ξ, t) dγ(ξ) −

− Ep − E0

Ep

∫
Γp

σ
(p)
kl (ξ, t)nl(ξ)U

k
ij(x, ξ, t) dγ(ξ)

)
,

(2)

where Eq is viscoelastic operator of homogeneous
region belonging to the class of resolvent
operators; S

(
Dq

)
is the characteristic function of

the region Dq and Uk
ij(x, ξ, t) are stresses arising in

a viscoelastic homogeneous body occupying region
D under the action of unit concentrated forces at
the point ξ ∈ D.

To determine the unknown densities, multiply
both sides of (2) by nj(x) and obtain the system
of boundary-time integral equations:

σ
(q)
ij (x, t)nj(x) =

2Eq

Eq + E0

×

×
(∫

Γ0

gk(ξ, t)U
k
ij(x, ξ, t)nj(x) dγ(ξ) −

− Ep − E0

Ep

×

×
∫
Γp

σ
(p)
kl (ξ, t)nl(ξ)U

k
ij(x, ξ, t)nj(x) dγ(ξ)

)
. (3)

In order to apply the integral representati-
ons (1) and (2) for the semi-infinite region,
it is necessary to set additional conditions for
the functions used. These conditions concern the
behavior of functions at infinity and are defined as
regularity conditions [1]. In this case, the functi-
ons uk(x, t) and σij(x, t) behave at infinity as
fundamental solutions:

uk(x, t) ∼ U i
k(x, ξ, t) =

{
o (ln ρ+ 1), i = k,

o (1), i ̸= k;

σij(x, t) ∼ Uk
ij(x, ξ, t) = o

(
ρ−1
)
.

Note that the expressions for fundamental
movements and corresponding stresses for the case
of an elastic half-plane are given in [1].

Based on this, we write integral representati-
ons for the components of the movement vector
and the stress tensor:

uk(x, t) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0
Xi(ξ, t)U

i
k(x, ξ, t) dξ2 dξ1 −

− Ep − E0

Ep

∫
Dp

Xi(ξ, t)U
i
k(x, ξ, t) dS(ξ) +

+

∫ +∞

−∞
gi(ξ1, t)U

i
k(x, ξ, t) dξ1 −

− Ep − E0

Ep

∫
Γp

σ
(p)
ij (ξ, t)nj(ξ)U

i
k(x, ξ, t) dγ(ξ),

(4)

σij(x, t) =

(
1 +

Eq − E0

Ep

S
(
Dq

))
×

×
(∫ +∞

−∞

∫ +∞

0
Xk(ξ, t)U

k
ij(x, ξ, t) dξ2 dξ1 −

− Ep − E0

Ep

∫
Dp

Xk(ξ, t)U
k
ij(x, ξ, t) dS(ξ) +

+

∫ +∞

−∞
gk(ξ1, t)U

k
ij(x, ξ, t) dξ1 −

− Ep − E0

Ep

∫
Γp

σ
(p)
kl (ξ, t)nl(ξ)U

k
ij(x, ξ, t) dγ(ξ)

)
.

(5)

In the absence of mass forces, the expressi-
ons for movements (4) and stresses (5) take the
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following form:

uk(x, t) =

∫ +∞

−∞
gi(ξ1, t)U

i
k(x, ξ, t) dξ1−

− Ep − E0

Ep

∫
Γp

σ
(p)
ij (ξ, t)nj(ξ)U

i
k(x, ξ, t) dγ(ξ),

(6)

σij(x, t) =

(
1 +

Eq − E0

E0

S
(
Dq

))
×

×
(∫ +∞

−∞
gk(ξ1, t)U

k
ij(x, ξ, t) dξ1 −

− Ep − E0

Ep

∫
Γp

σ
(p)
kl (ξ, t)nl(ξ)U

k
ij(x, ξ, t) dγ(ξ)

)
.

(7)

Using relations (3), we write down the equati-
ons that allow us to determine the stresses on the
contours of the inclusions:

σ
(q)
ij (x, t)nj(x) =

2Eq

Eq + E0

×

×
[∫ +∞

−∞
gk(ξ1, t)U

k
ij(x, ξ, t) dξ1 −

− Ep − E0

Ep

∫
Γp

σ
(p)
kl (ξ, t)nl(ξ)U

k
ij(x, ξ, t) dγ(ξ)

]
·

· nj(x), x ∈ Γq. (8)

For the numerical solution of the system (8),
the contours of the inclusions were discretized by
linear elements, which are characterized by the
coordinates of their midpoints.

In accordance with [2, 8], unknown densiti-
es of potentials for n-th boundary element of the
p-th inclusion were approximated using the functi-
on f

(
x
(p)
n , ξ, t

)
. For inclusions bounded by contours

that do not contain angular points, the densi-
ty of potential along each boundary element was
assumed to be constant.

Moreover, as it turned out, the function
f
(
x
(p)
n , ξ, t

)
, which approximates the stresses on

each boundary element, is equal to 1 and does not
depend on time t if the nodal point x(p)n belongs to
an ordinary boundary element, and f

(
x
(p)
n , ξ, t

)
=(r

d

)s1(t)−1
if the nodal point x

(p)
n belongs to an

angular boundary element, where d is the length
of this element, ai (i = 1, 2) are the coordinates
of the angular point, r = [(ξi − ai) (ξi − ai)]

1
2 .

The unknown densities of potentials for n-th

boundary element of the p-th inclusion can be
represented as follows:

σ
(p)
kl (ξ, t)nl(ξ) =

= Akl

(
x(p)n , t

)
f
(
x(p)n , ξ, t

)
nl

(
x(p)n

)
, (9)

where Akl

(
x
(p)
n , t

)
are unknown constants;

nl

(
x
(p)
n

)
— components of the outward normal

vector to the contour of the inclusion at the point
x
(p)
n .

Unknown constants Akl

(
x
(p)
n , t

)
are determi-

ned from a system of linear algebraic equations
for a given t = ts:

Aij

(
x(q)n , ts

)
f
(
x(q)n , ξ, ts

)
nj

(
x(q)n

)
=

2Eq

Eq + E0

×

×

[(
M∑

m=0

gk

(
ξ∗m, t

)∫ ξ′m+1

ξ′m

Uk
ij

(
x(q)n , ξ, ts

)
dγ(ξ) −

−
N∑
p=1

Ep − E0

Ep

Mp∑
m=1

Akl

(
x(p)m , ts

)
nl

(
x(p)m

)
×

×
∫ ξ

(p)
m+1

ξ
(p)
m

f
(
x(p)m , ξ, ts

)
Uk
ij

(
x(q)n , ξ, ts

)
dγ(ξ)

)
×

× nj

(
x(q)n

)]
, (10)

where x
(p)
n are coordinates of the n-th nodal

point of the p-th inclusion; Mp is the number
of boundary elements on the p-th inclusion;
ξ
(p)
n , ξ

(p)
n+1 — coordinates of the n-th boundary

element of the p-th inclusion; ξ′m, ξ′m+1 — coordi-
nates of the m-th discrete element belonging to
contour Γ; ξ∗m is the middle of this element (m =
1,M).

Integrals over segments
[
ξ
(p)
m , ξ

(p)
m+1

]
should be

understood in the sense of Cauchy principal value
[4].

Discrete analogs for the stress tensor
components have the form

σij(x, ts) =

(
1 +

Eq − E0

E0

S
(
Dq

))
×

×

(
M∑

m=0

gk

(
ξ∗m, t

)∫ ξ′m+1

ξ′m

Uk
ij(x, ξ, ts) dγ(ξ) −

−
N∑
p=1

Ep − E0

Ep

Mp∑
m=1

Akl

(
x(p)m , ts

)
nl

(
x(p)m

)
×
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×
∫ ξ

(p)
m+1

ξ
(p)
m

f
(
x(p)m , ξ, ts

)
Uk
ij(x, ξ, ts) dγ(ξ)

)
, x ∈ D.

Thus, the constructed mathematical model
with its subsequent numerical implementation
makes it possible to determine the stress state of
a viscoelastic half-plane with arbitrary inclusions,
taking into account the rheological parameters of
materials at any given time.
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Оптоакустична візуалізація заснована на генерації термопружних хвиль шляхом нагрівання об’єк-

та в оптично неоднорідному середовищі коротким лазерним імпульсом. Сгенеровані ультразвукові 

хвилі містять інформацію про розподіл структур з переважним оптичним поглинанням. Виявленні на 
поверхні об’єкта акустичні збурення та застосування алгоритмів реконструкції дозволяють відтво-

рити картину поглиненої енергії всередині середовища. Звичайні методи реконструкції призводять до 

артефактів через особливості алгоритму відновлення. Це дослідження пропонує ітераційну проце-

дуру для зменшення цих шкідливих спотворень. Алгоритм мінімізує похибку між виміряними сигна-
лами та сигналами, розрахованими з відновленого зображення. У роботі порівнюються результати 

обробки оптоакустичних сигналів, реалізованих у чисельних експериментах, з результатами фізичних 

експериментів. Показано, що якість відновлених зображень покращується навіть при невеликій 
кількості ітерацій. 

Ключові слова: обробка зображень, оптоакустика, чисельне моделювання, k-Wave toolbox. 

 
Optoacoustic imaging is based on the generation of thermoelastic waves by heating an object in an optical-

ly inhomogeneous medium with a short laser pulse. The generated ultrasonic waves contain information about 

the distribution of structures with predominant optical absorption. Detection of acoustic perturbations on the 
surface of the object and the application of the backprojection algorithm are used to create a picture of the ab-

sorbed energy inside the environment. Conventional reconstruction methods lead to artifacts due to the pe-

culiarities of the recovery algorithm. This study proposes an iterative procedure to reduce these artifacts. The 

algorithm minimizes the error between the measured signals and the signals calculated from the recovered 
image. The paper compares the results of processing optoacoustic signals implemented in numerical experi-

ments with the results of physical experiments. It is shown that the quality of the recovered images improves 

even with a small number of iterations. 
Keywords: image processing, optoacoustics, numerical simulation, k-Wave toolbox. 

 

 
Вступ 

Останнім часом у наукових дослідженнях та в 
клінічній практиці широко застосовуються такі 

методи неінвазивної неушкоджуючої діагностики, 

як магнітно-резонансна та комп’ютерна томогра-

фія. Величезне значення цих методів відмічено 
світовою науковою спільнотою присудженням їх 

авторам Нобелівських премій з фізіології та ме-

дицини. На жаль, використання в цих підходах 
потенційно небезпечних для здоров’я людини 

жорстких магнітних полів та випромінювань на-

кладає серйозні обмеження на їхнє застосування. 

Значним потенціалом, з точки зору екологічності 
та отримання надійної діагностично значущої ін-

формації, мають оптична когерентна та оптична 

дифузійна томографія. Проте, через сильне по-

глинання та розсіювання світлових хвиль у біоло-
гічних тканинах суто оптичні методи ефективно 

візуалізують структури лише у приповерхневих 

областях. У зв’язку з означеним одним із найпер-
спективніших і найбезпечніших напрямків ме-

дичної діагностики вважається підхід, заснований 

на оптоакустичному (ОА) ефекті. 

DOI: https://doi.org/10.17721/1812-5409.2022/2.6
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Оптоакустична візуалізація заснована на ефек-

ті термопружності, коли при поглинанні оптич-

ного випромінювання неоднорідностями середо-
вища відбувається перетворення оптичної енергії 

у теплову. При помірній щільності енергії, що ви-

діляється в області поглинання, не відбувається 
фазових перетворень і наслідком теплового оп-

тичного поглинання є генерація звукових хвиль. 

Завдяки поєднанню переваг ультразвукових та 

оптичних методів біомедична оптоакустична ві-
зуалізація дозволяє отримувати зображення біо-

тканин з високим контрастом та субміліметровою 

просторовою роздільною здатністю на глибинах 
від кількох міліметрів до кількох сантиметрів. 

При цьому якість зображення значною мірою ви-

значається алгоритмом оптоакустичної рекон-

струкції. Спотворення та артефакти у реконстру-
йованому зображенні можуть виникати як через 

специфіку методу відновлення, так і внаслідок 

неминучих у реальних дослідженнях перешкод та 
шумів різної природи. Зазвичай ОА-зображення 

містять інтенсивний нестаціонарний фон з арте-

фактами, структурно подібними сигналам, відно-
шення сигнал/фон як правило невелике, а цифро-

ве зображення має невисоку якість, невелику 

кількість рівнів квантування, плямистий характер 

і нечіткі границі. Тому завдання усунення спот-
ворень та артефактів при побудові оптоакустич-

них зображень надзвичайно актуальне [1].  

Мета цієї роботи полягає у співставленні ре-
зультатів числових експериментів по усуненню 

спотворень та артефактів при відновленні опто-

акустичних зображень, описаних у роботах [2,3], з 
результатами ОА-реконструції, проведеної у мо-

дельному фізичному експерименті. Спочатку ко-

ротко описуються розроблені алгоритми шумо-

подавлення та корекції відновлених ОА-зобра-
жень, а також формулюються пряма та обернена 

задачі оптоакустики. Далі детально описується 

модельний фізичний експеримент, результати за-
стосування розроблених алгоритмів до обробки 

експериментальних даних та їх співставлення з 

результатами числових експериментів. У Виснов-

ках наведено висновки та перспективи розробле-
ного алгоритму. 

 

1. Придушення шумів 
Відомо, що частотна смуга ОА-сигналу зале-

жить як від тривалості зондуючого світлового ім-

пульсу, так і від розміру цільового об’єкту [4]. Це 
призводить до того, що спектральний діапазон 

ОА-сигналів може бути досить широким (кілька 

десятків МГц). Крім того, ОА-сигнали дуже чут-

ливі до фонових шумів: турбулентність повітря, 

низькочастотні коливання приміщення, ступін-

частий двигун лазера, нестабільність параметрів 

лазерного випромінювання, точність юстування 
тощо. У кінцевому підсумку перелічені фактори 

призводять до зниження як роздільної здатності, 

так і співвідношення сигнал/шум у реконструйо-
ваному зображенні. Тому цілком природно, що 

процедура шумоподавлення знаходиться на само-

му початку обробки зареєстрованих ОА-сигналів. 

Якість цього кроку обробки істотно впливає на 
результати наступних етапів, а його неадекват-

ність може призвести до серйозних спотворень 

зображення і навіть втрати корисних деталей 
цільових об’єктів. Навпаки, надійне шумозаглу-

шення може запобігти завищенню фону зобра-

ження і допомагає виділити слабкі, але суттєві 

особливості, одночасно запобігаючи утворенню 
хибних ознак [5]. Важливість цього етапу зумов-

лена також тією обставиною, що задачі оптоакус-

тичної томографії зазвичай вимагають викорис-
тання погано зумовлених операторів. Тому мак-

симально очищені від похибок початкові дані мо-

жуть мати вирішальне значення для якісної ре-
конструкції досліджуваних об’єктів. 

Важливо також відзначити, що більшість існу-

ючих методів зниження рівня шумів в ОА-сигна-

лах засновані на квазі-тривимірному підході, коли 
сигнали, зареєстровані на поверхні зразка, очи-

щаються від шумів послідовно – від попереднього 

моменту часу до наступного. Потім з таких очи-
щених фрагментів шар за шаром формується три-

вимірне відфільтроване зображення досліджува-

ного об’єкта. Тобто, такий підхід передбачає пе-
ретворення послідовності двовимірних просто-

рових зображень на тривимірне просторово-ча-

сове зображення. На жаль, такий метод руйнує 

тісний зв’язок між фрагментами у часовому про-
сторі. У результаті залишковий шум і артефакти 

на відфільтрованих шарах відрізняються від кадру 

до кадру, викликаючи неприємний суб’єктивно і 
шкідливий для реконструкції ефект «мерехтіння». 

Результати реконструкції, заснованої на такому 

підході, практично можуть давати спотворений, 

незадовільний результат. Крім того, в ОА-зобра-
женні проблема реконструкції завжди тривимірна. 

Це з пов’язано з характером оптоакустичного 

ефекту, коли для задовільної реконструкції об’єк-
та потрібна інформація з усього обсягу пов’язаних 

між собою тривимірних даних. Все вищесказане 

означає, що більш доцільним, обґрунтованим і 
природним підходом є тривимірна фільтрація, 

коли об’єктом фільтрації є оригінальне об’ємне 

3D-зображення, а не послідовність двовимірних 

кадрів. 
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Дуже важливим моментом при придушенні 

шумів у ОА-сигналах є вибір фільтра. Останній 

визначається статистичними характеристиками 
оброблюваного сигналу, вимогами до швидкодії 

алгоритму фільтрації та зручності його налашту-

вання. 
У реальній практиці види та склад шуму, що 

спотворює зображення, апріорі не відомі. Крім 

того, дуже часто оператору необхідно проаналі-

зувати програмним пакетом велику кількість зо-
бражень. Очевидно, що в цьому випадку сценарій 

зміни налаштувань фільтра до різних видів шуму 

може бути досить складним та займати багато ча-
су та зусиль. Одне з можливих рішень цієї про-

блеми – використовувати фільтр, який забезпе-

чував би найкращу продуктивність для одночас-

ного придушення шумів різних видів. При цьому 
налаштування такого фільтра має бути макси-

мально простим – бажано користуватися лише 

одним параметром. 
Серед методів придушення шумів, які могли б 

задовольняти цим умовам, слід виділити наступ-

ні: усереднення сигналу по вибірці зразків, «ков-
заюче усереднення» і частотна фільтрація. На 

жаль, ці методи, задовольняючи вимогам просто-

ти, значно програють більш продвинутим підхо-

дам видалення завад. Високу ефективність де-
монструють фільтри, засновані на вервлет-пе-

ретворенні, коли сигнал (функція) розкладається 

по деякому ортонормованого базису, основними 
властивостями якого є частотно-часова локаліза-

ція та масштабованість. Якщо при цьому вдало 

підібрати базові функції вейвлетів, метод фільт-
рації і параметри фільтра, то результати обробки 

для деяких видів шумів можуть бути дуже ефек-

тивними. На жаль, наявність великої кількості 

комбінацій вхідних параметрів (особливо в три-
вимірному випадку) не дає можливості опера-

тивно віддавати перевагу будь-якій з комбінацій 

при настроюванні таких фільтрів у реальних умо-
вах. Крім того, ефективність таких фільтрів істот-

но залежить від апріорної інформації як про сам 

об’єкт, так і про шуми, що спотворюють зобра-

ження. У біомедичних дослідженнях та умовах 
клінічної практики це можливе лише при роботі in 

vitro, коли досліджувач має досить часу для кро-

піткої процедури налаштування. 
У зв’язку з цим, одним із завдань нашого до-

слідження була розробка простого та швидкого 

тривимірного (3D) фільтра для ефективного 
придушення невідомих апріорі шумів різних 

видів, що співіснують в ОА-сигналах. 

Для реалізації цього завдання були розроблені 

та модифіковані тривимірні Ітеративний відсіка-

ючий фільтр (ITM) та Модифікований медіанний 

фільтр (MMedian) [2]. На основі підходу багато-

критеріальної оптимізації методів нечіткої логіки 
було показано, що ці фільтри дозволяють ефек-

тивно придушувати шум, одночасно зберігаючи 

незмінними краї та морфологію деталей зобра-
ження. Для налаштування цих фільтрів потрібен 

лише один інтуїтивно зрозумілий параметр – роз-

мір фільтруючого вікна. Крім того, було показано, 

що оскільки ITM-фільтр використовує лише 
арифметичні операції, його швидкодія перевищує 

цей показник у інших фільтрів. 

 

2. Видалення спотворень та артефактів 

Відновлення оптоакустичних зображень за за-

реєстрованими на поверхні об’єкта ультразвуко-

вими сигналами, реалізується завдяки алгоритмам 
оптоакустичної реконструкції. При цьому, спот-

ворення та артефакти в реконструйованому зо-

браженні можуть бути наслідком не лише неми-
нучих в реальних дослідженнях перешкод та шу-

мів різної природи, але й через специфіку методу 

реконструкції. 
Одним із завдань нашої роботи була розробка 

та дослідження алгоритму, призначеного корек-

тувати спотворення, що виникають у результаті 

роботи алгоритму відновлення ОА-зображень. 
Сформулюємо пряму задачу ОА-томографії: 

визначити поле тиску p(r,t) за відомим розподілом 

теплових джерел H(r,t) (тут r – просторова коор-
дината точки, а t – час), збуджених короткочасним 

світловим (лазерним) імпульсом (рис. 1). 

В акустично однорідному нескінченному сере-
довищі шукана просторово-часова залежність 

p(r,t) визначається рівнянням [6]: 
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де c – швидкість звуку, β – коефіцієнт ізобарич-
ного розширення, cp – теплоємність при постій-

ному тиску, що припадає на одиницю маси. Якщо 

теплове джерело H(r,t) представити у вигляді до-
бутку поглиненої енергії та часової функції під-

свічування H(r,t) = Q(r)·I(t), то у разі короткого 

імпульсу H(r,t) = Q(r)·δ(t), де δ(t) – дельта-функ-
ція Дірака. 

З іншого боку, початковий акустичний тиск, 
що виникає за рахунок поглинання імпульсного 
випромінювання оптичними неоднорідностями в 
момент часу t = 0, можна представити у вигляді 
p0(r) = Γ·Q(r), де Γ – безрозмірний коефіцієнт 
Грюнайзена, що характеризує ефективність пере-
творення у звук світла, що було поглинуто неод-
норідністю. 
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Рис. 1. Схема оптоакустичного зондування 

 

В акустично однорідному нескінченному сере-
довищі шукана просторово-часова залежність 

p(r,t) визначається рівнянням [5]: 
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де c – швидкість звуку, β – коефіцієнт ізобарич-

ного розширення, cp – теплоємність при постій-

ному тиску, що припадає на одиницю маси. Якщо 
теплове джерело H(r,t) представити у вигляді до-

бутку поглиненої енергії та часової функції під-

свічування H(r,t) = Q(r)·I(t),  то у разі короткого 

імпульсу H(r,t) = Q(r)·δ(t), де δ(t) – дельта-функ-
ція Дірака. 

З іншого боку, початковий акустичний тиск, 

що виникає за рахунок поглинання імпульсного 
випромінювання оптичними неоднорідностями в 

момент часу t = 0, можна представити у вигляді 

p0(r) = Γ·Q(r), де Γ – безрозмірний коефіцієнт 
Грюнайзена, що характеризує ефективність ОА-

перетворення у звук світла, що було поглинуто 

неоднорідністю. 

У цьому випадку, розв’язок прямої задачі 
задається виразом [5]: 
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де V   – об’єм, в якому розподілені ОА-джерела. 

Відновлення розподілу початкового акустич-
ного тиску p0(r,t=0) = p0(r), за сигналами тиску 

ps(r,t), зареєстрованими на поверхні S об’єму V  , 
становить суть оберненої задачі оптоакустики [6]. 

Існує декілька підходів до відновлення розпо-
ділу джерел у середовищі: алгоритм Фур’є-ре-

конструкції, алгоритм обернення у часі, метод 

обернених проекцій [7,8]. 

Метод обернених проекцій, який використову-

вався у нашій роботі, є класичним способом ОА-

реконструкції. Він може реалізовуватися або в 
просторово-часовій, або в Фур’є-області для різ-

них конфігурацій детектування в плоскій [9], ци-

ліндричній [9] або в сферичній геометрії [10]. При 
цьому розв’язки будуть справедливі лише для 

замкнутої ідеальної поверхні (приймачем є кожна 

точка поверхні). Крім того, зазвичай вважається, 

що цільовий об’єкт розташовано в нескінченно-
однорідному середовищі без дисперсії з постій-

ними швидкістю звуку, коефіцієнтами поглинан-

ня та густиною. 
Оскільки у реальних ситуаціях ці умови не ви-

конуються, це призводить до спотворень зобра-

жень, що реконструюються. Специфіка цих спот-

ворень різна при використанні різних методів ре-
конструкції, різному розташуванні приймачів та 

різній геометрії об’єкта, що реконструюється. 

Для компенсації спотворень та подолання 
сильної залежності якості відновленого зобра-

ження від зазначених факторів нами було розроб-

лено метод ітеративної корекції спотворень ОА-
зображень [3]. При розробці метода припускало-

ся, що інтенсивність артефактів менша за інтен-

сивність реконструйованого сигналу, а однакові 

джерела породжують однаковий розподіл тиску 
поверхні об’єкта. Крім того, вважалося, що по-

дібні джерела породжують подібні артефакти. 

На першому кроці розробленої схеми коректу-
вання проводиться реконструкція зображення 

об’єкту за даними, зареєстрованими на поверхні, 

обраним класичним алгоритмом (у нашому ви-
падку – метод обернених проекцій). Відновлене 

таким чином зображення можна вважати новим 

джерелом акустичних хвиль. Розв’язуючи тепер 

для цього джерела пряму задачу оптоакустики 
можна отримати нові штучні дані на поверхні 

об’єкту. За даними, змодельованими в результаті 

розв’язання такої прямої задачі, можна відновити 
нове зображення (друге відновлене зображення). 

Відмінність між останнім (уявним) зображенням і 

першим, відновленим з вихідних експеримент-

тальних даних, є тим коригуючим фактором, який 
дозволяє внести поправку в первинне відновлене 

зображення, зменшити інтенсивність артефактів 

та наблизити реконструйоване зображення до 
оригіналу. Цей процес триває до тих пір, поки 

змодельоване поле тиску на поверхні об’єкта, от-

римане в результаті розв’язання прямої задачі, не 
досягне максимальної схожості з полем тиску на 

поверхні об’єкта, отриманим в результаті експе-

рименту. 
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                                      a)                                                                    b) 

Рис.2. Результат фільтрації експериментальних даних (зміщення поверхні) в один із моментів часу: 

а) вихідні дані; b) результат фільтрації. 

 
Таким чином, у запропонованому методі по-

ліпшення якості реконструйованого зображення 

досягається шляхом урахування помилок первин-
ної реконструкції з подальшим порівнянням ре-

зультатів розв’язання прямої задачі оптоакустики 

для відкоригованого зображення з експеримен-

тальними даними. 
Розроблений ітеративний метод реконструкції 

був застосований як до фантомних числових 

об’єктів, так і до даних, отриманих експеримен-
тально. Результати числового моделювання пред-

ставлені у роботі [3]. Процедура була реалізована 

в програмному пакеті k-wave MatLab і про демон-
струвала суттєве покращення якості реконстру-

йованого зображення порівняно із зображеннями, 

відновленими традиційним методом навіть після 

невеликої кількості ітерацій 
Тестування запропонованого ітеративного ал-

горитму на модельному фізичному експерименті 

описано в наступному розділі. 
 

3. Порівняння результатів числового та 

фізичного моделювання 

Для порівняння результатів числового та фі-
зичного моделювання використовувався прозо-

рий силіконовий кубик розміром 10 10мм10 мм 

(Wacker Silicones RT604 A/B) із густиною 

0 = 790 кг/м3 та швидкістю звуку c0 = 960 м/с. У 

якості оптичного поглинача виступала вміщена у 

кубик чорна силіконова куля діаметром 1 мм, 
розташована на глибині 1 мм з коефіцієнтом оп-

тичного поглинання 0.296 м-1 і коефіцієнтом те-

плового розширення 310-4 K-1. Такі значення фі-

зичних характеристик приблизно відповідають 

м’яким біологічним тканинам. 

Реєстрація збурень на поверхні зразка здій-

снювалася безконтактним способом, який має 

цілу низку переваг перед існуючими контактними 
методами [12]. Метод був розроблений Medizini-

sches Laserzentrum Lübeck GmbH, Institute of Bio-

medical Optics, Universität zu Lübeck, Germany та 

заснований на використанні інтерферометра Ма-
ха-Цендера. У класичному інтерферометрі Маха-

Цендера напівпрозоре дзеркало (світлодільник) 

на вході розщеплює вхідний лазерний світловий 
пучок на два коліміновані пучки – опорний і ви-

мірювальний. Ці пучки зводяться разом другим 

напівпрозорим дзеркалом після відображення 
двох непрозорих дзеркал, а результат накладання 

вимірювального і опорного променів відобража-

ється на екрані (фотоприймачі). У вимірювально-

му плечі інтерферометра довжина променевого 
шляху змінюється внаслідок зміщень поверхні, 

викликаних фотоакустичним сигналом, згенеро-

ваним збуджуючим лазером. Фазова розбіжнсть 
між опорним і вимірювальним променями визна-

чає інтерференційну картину, яка реєструється 

високошвидкісною камерою і дозволяє визначити 

зміщення на досліджуваній поверхні без прямого 
контакту з об’єктом [13]. 

Як зазначалося у розділі 1, найважливішим 

етапом обробки фотоакустичних сигналів є їхня 
фільтрація. На рис. 2а показані зміщення поверхні 

верхньої грані силіконового кубика в деякий мо-

мент часу, викликані оптоакустичним сигналом. 
Зауважимо, що корисний сигнал практично не 

проглядається на рівні шумів. Зміщення поверхні 

в цей же момент часу після фільтрації запропо-

нованим у [3] алгоритмом, представлені на 
рис. 2б). Зазначимо, що перш ніж використовува-

ти запропонований тривимірний алгоритм фільт- 
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                                       a)                                                                                   b) 

Рис.3. Результат фільтрації експериментальних даних (зміщення поверхні): а) вихідні дані; b) 

результат фільтрації. 

 
Рис.4. Реконструкція абсорбера алгоритмом пакету k-Wave у різних перерізах; а) x-y переріз; b) x-z 

переріз; c) y-z переріз; d) y-z переріз в аксонометрії. 

 

рації, у вибірці, що оброблялася, проводилося ви-

рівнювання нерівномірної засвітки з використан-
ням методів нечіткої логіки [14]. Цей прийом до-

зволив додатково покращити якість відновлення 

зашумлених тривимірних сигналів. 
На рис. 3 представлені зміщення поверхні зразка в 

координатах простір-час. По осі ординат відкла-

дено реєстрацію зміщень поверхні в одному з 

центральних перерізів на верхній грані силіконо-
вого кубика, по осі абсцис відкладено часові від-

ліки в які ці зсуви фіксувалися, а кольором позна-

чена амплітуда зміщень (червоний край палітри – 
високі значення, синій край – найнижчі). Як і на 

попередньому рисунку, рис. 3a демонструє  
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Рис.5. Розподіл тиску в перерізі на верхній грані у координатах простір-час: а) експеримент; б) 

змодельовані дані (нульова ітерація - k-Wave). 

 
картину зміщень до обробки, а рис. 3b – після 

запропонованого алгоритму тривимірної фільтра-

ції сигналу (час і просторові координати – у 
пікселях). Для розв’язання задачі реконструкції 

образу вбудованого в середовище об’єкта – чор-

ного сферичного абсорбера – використовувався 

програмний пакет k-Wave – набір інструментів 
для середовища МАТЛАБ. Використання цього 

пакета дозволяє моделювати системи з акустич-

ними джерелами та приймачами довільних форм 
та розмірів у середовищі із заданими густиною та 

швидкістю звуку. При цьому числова модель 

ґрунтується на переході в k-простір. Просторові 
градієнти в цьому просторі обчислюються за до-

помогою схеми швидкого перетворення Фур’є. 

При обчисленні часових градієнтів використову-

ється скоригована k-просторова різницева схема 
[15]. Оскільки МАТЛАБ оптимізований для ро-

боти з матричними операціями, використання па-

кета k-Wave дозволяє розв’язувати задачі розпов-
сюдження звуку та реконструкції ОА-зображень 

із досить високою швидкістю обчислень. 

На рис. 4а – 4с показані перерізи реконструйо-

ваного k-Wave алгоритмом ОА-джерела – сфери 
на глибині 1 мм (чим темніший колір – тим більша 

інтенсивність). На рис. 4d реконструкція цього 

абсорбера в x-y перерізі представлена в ізометрії 
(інтенсивність джерела відкладена по осі аплікат). 

Згідно до запропонованого ітеративного алго-

ритму, реконструйоване таким чином джерело 

тепер саме може виступати джерелом звукових 

сигналів. Нульова ітерація цього алгоритму (тоб-

то результат, отриманий алгоритмом пакету 
k-Wave) представлена рис. 5б. Тут відображено 

картину розподілу тиску на поверхні в тих же ко-

ординатах, що й на рис. 3, тобто по осі ординат 

відкладено координати реєстрації тиску на по-
верхні в одному з перерізів верхньої грані силіко-

нового кубика, по осі абсцис відкладено часові 

відліки, а кольором відображено відповідні зна-
чення тиску у відносних одиницях. Для порівнян-

ня розподіл тиску, отриманий в ході експеримен-

ту представлено на рис. 5а. 
Для більш детального та наглядного співстав-

лення експериментальних та змодельованих да-

них на рис.6 представлені центральні перерізи 

рисунків 5а та 5b (місце перерізу показано на 
рис.5 чорною стрілкою). З рисунків 5 та 6 видно, 

що так само, як і в числовому експерименті, опи-

саному в роботі [5] (і відповідно до нього), амплі-
туда синтезованих значень тиску на сенсорах 

верхньої грані виявляється заниженою у порів-

нянні з експериментальними даними з зміщеними 

краями. При реконструкції це призводить до по-
гіршення контрастності відновленого зображення 

та похибки при визначенні координат країв 

об’єкту (а саме ці параметри особливо важливі 
при візуальному медичному моніторингу). 

У результаті ітеративного процесу синтезовані 

дані поступово наближаються до експеримент- 
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Рис.6. Зміна тиску на верхній грані за часом: суцільна чорна - експеримент; штрихова (- - -)  нульова 

ітерація; суцільна зелена – перша ітерація; –о–  4-та ітерація. 

 

Рис.7. Зміна тиску на верхній грані за часом: а) експеримент; б) змодельовані дані (4-а ітерація). 

 

тальних. На рис.6 порівнюються оригінальні дані 
з нульовою, першою та четвертою ітераціями в 
одномірному поданні. На врізці ясно видно, що 
вже 1-а ітерація (перше коригування), (на рис. 
позначена суцільною зеленою лінією), дуже 
близько підходить до експериментальних даних 
(суцільна чорна крива), що свідчить про хорошу 

збіжність алгоритму. Четверта ітерація гарно від-
творює навіть невеликі деталі цільової кривої. Ця 
ж особливість була відзначена і у відповідному 
числовому експерименті [3]. У двовимірному 
представленні експериментальні дані і 4-та іте-
рація візуально майже не розрізняються (див 
рис. 7) 
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Рис.8. Реконструкція образу сфери у y-z перерізі: а) проекція реальної сфери; b) нульова ітерація; c) 

четверта ітерація; d) співставлення 0-ї і 4-ї ітерацій в аксонометрії.. 

 
Кількісна оцінка відповідності експери-

мен-тальних та синтезованих даних проводилась 
за допомогою індекса структурної подібності 

SSIM (від англ. sructure similarity) [16]. Цей індекс 

вважається неофіційним стандартом оцінки якості 
зображень при наявності еталону. SSIM оцінює 

близькість зображень на основі комбінації трьох 

їхніх характеристик: яскравості, контрасту та 

структури. Отриманий індекс SSIM приймає зна-
чення від –1 до 1. Значення 1 досягається лише у 

випадку двох однакових наборів даних. 

Для першої ітерації індекс SSIM між експе-
риментальними та синтезованими даними дорів 

нює SSIM=0.52, для четвертої – SSIM=0.66. 

Таким чином, як і в числовому експерименті 
роботи [3], наближення синтезованих у ході роз-

в’язання прямої задачі оптоакустики даних, до 

даних, отриманих експериментально, свідчить 

про поступове наближення реконструйованого 
образу неоднорідності до реального. Тобто, дося-

гається головна мета дослідження – найбільш 

адекватно відтворити образ шуканої неоднорід-
ності. 

З точки зору якості реконструйованого зобра-

ження такі особливості алгоритму покращують 
контрастність відновленого образу і чіткість від-

творення його кромок. Особливо добре це поміт-

но на рис.8 де для наглядності реконструкція 

сферичної неоднорідності в перерізі y-z представ-

лена в аксонометрії 

 

4. Висновки 

Основна мета цієї роботи – протестувати у 
реальному фізичному експерименті алгоритми 

обробки оптоакустичних сигналів, запропоновані 

та реалізовані у роботах [2,3]. У цих роботах 

висока ефективність розроблених алгоритмів була 
перевірена у числових експериментах, моделюю-

чих тривимірне біологічне середовище з просто-

рово однорідним акустичним поглинанням і до-
вільним просторовим розподілом поглинання оп-

тичної енергії з плоскою акустичною антеною, 

розташованою на поверхні досліджуваного зразка. 
У даній роботі ці результати співставлялись з 

результатами фізичного експерименту. Для цього 

використовувався прозорий силіконовий куб з 

вміщеною в нього чорною силіконовою сферою в 
якості оптичного поглинача з показниками, що 

моделюють біологічні тканини. Реєстрація опто-

акустичних збурень на поверхні зразка викону-
валася безконтактно з використанням інтерфе-

ронметра Маха–Цендера за методикою, розроб-

леною у Medizinisches Laserzentrum Lübeck GmbH 
та Institute of Biomedical Optics, Universität zu 

Lübeck, Germany.  

Фільтрація отриманих сигналів виконувалась 

спроектованими тривимірними нелінійними 
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адаптивними просторовими MMedian та ITM 

фільтрами. Ці фільтри дозволяють ефективно 

придушувати шум, потребуючи мінімальний 
об’єм апріорної інформації і одночасно зберігаю-

чи незмінними краї та морфологію деталей зо-

браження [2].  
Для корекції артефактів і спотворень, що ви-

никають внаслідок роботи конкретного алгоритму 

реконструкції ОА-образів та конкретних умов 

експерименту, таких як кути огляду реконстру-
йованого об’єкта, його геометричні характерити-

ки і.т.п, використовувався ітеративний алгоритм 

покращення якості зображення, запропонований у 

[3]. 

Проведений у роботі аналіз показав, що роз-
роблені алгоритми демонструють високу ефек-

тивність не лише in silico в умовах числових екс-

периментів, але й за умов реального лаборатор-
ного експерименту.  
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В роботi вивчається питання iснування єдиного обмеженого розв’язку рiзницевого рiвняння
другого порядку зi змiнним операторним коефiцiєнтом у банаховому просторi. Для випадку
скiнченного числа стрибкiв операторного коефiцiєнта отримано необхiднi та достатнi умови.

Ключовi слова: Рiзницеве рiвняння, обмежений розв’язок, банахiв простiр .

We study the problem of existence of a unique bounded solution of a difference equation of the
second order with a variable operator coefficient in a Banach space. In the case of a finite number of
jumps of an operator coefficient necessary and sufficient conditions are obtained.

Key Words: Difference equation, bounded solution, Banach space.

Статтю представив академiк НАНУ, д.ф.-м.н. Перестюк М.О.

1 Introduction

Let (X, || · ||) be a complex Banach space, L(X)
be the space of linear continuous operators in X,
I ∈ L(X) be the identity operator. Let denote as
σ(A) the spectrum of an operator A ∈ L(X). Let
denote as S = {z ∈ C ||z| = 1} the unit circle in
the complex plane.

Let us consider the difference equation

xn+1 = Anxn +Bnxn−1 + yn, n∈ Z, (1)

where {An | n∈ Z} ⊂ L(X), {Bn | n∈ Z} ⊂
L(X), {yn | n∈ Z} ⊂ X are known sequences,
{xn | n∈ Z} ⊂ X is a desired sequence. In the
paper we investigate the question of existence and
uniqueness of a bounded solution to the equation
(1).

It is known [1, chapter 7.6] that the equati-
on (1) of the first order has a unique bounded
solution {xn | n∈ Z} for any bounded sequence
{yn | n∈ Z} iff an operators sequence fulfills a
condition of discrete dichotomy (by analogy wi-
th an exponential dichotomy which is well known
in the theory of differential equations). However,

checking of discrete dichotomy conditions is very
hard, so we need simpler conditions of existence
and uniqueness of a bounded solution for special
operators sequences.

I.V.Gonchar and M.F.Gorodnii investigated
the equation (1) in the papers [3, 4] for the case of
first order and one jump of an operator coefficient.

In the article [5] the equation (1) was investi-
gated in the case of the first order and several
jumps.

To formulate main obtained results we need
the following spectral decomposition. Assume A ∈
L(X) and the condition

σ(A) ∩ S = ∅

is true. Then the spectrum of the operator A is
decomposed into two parts, one of them is inside
of the unit circle S, the other is outside. Using the
theorem about decomposition [2, p. 445], we can
derive:

1) an existence of projectors P−(A), P+(A) ∈
L(X) such that

P−(A) + P+(A) = I;

c⃝ А.В.Чайковський, О.А. Лагода, 2022
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2) decomposition of the space X to the direct
sum

X = X−(A)+̇X+(A), (2)

where

X−(A) = P−(A)X, X+(A) = P+(A)X

are subspaces in which corresponding operators

A− = P−(A)A, A+ = P+(A)A

have spectra

σ(A−) = σ(A) ∩ {z ∈ C | |z| < 1},
σ(A+) = σ(A) ∩ {z ∈ C | |z| > 1} (3)

accordingly.
In the paper [4] the following result was

proved.

Theorem 1.1. Let X be a complex Banach space
and G,U be some operators from L(X), which
satisfy the following conditions:

1) σ(G) ∩ S = ∅, σ(U) ∩ S = ∅;

2) X = X−(G)+̇X+(U).

Then the difference equation{
xn+1 = Gxn + yn, n > 1,
xn+1 = Uxn + yn, n 6 0,

has a unique bounded in X solution
{xn | n∈ Z} for any bounded in X
sequence {yn | n∈ Z}.

In [5] this result was generalized to the case of
a first order equation with several operator jumps

xn+1 = A0xn + yn, n 6 0,
xn+1 = Anxn + yn, 1 6 n 6 N − 1,
xn+1 = ANxn + yn, n > N.

(4)

Assume the conditions σ(A0) ∩ S = ∅,
σ(AN ) ∩ S = ∅ are true. Then each of the
operators A0, AN produces spectral decompositi-
on of the form (2). Let us denote

P0− := P−(A0), P0+ := P+(A0),

PN− := P−(AN ), PN+ := P+(AN ),

X0− := X−(A0), X0+ := X+(A0),

XN− := X−(AN ), XN+ := X+(AN ).

Theorem 1.2. Let σ(A0) ∩ S = ∅, σ(AN ) ∩ S =
∅ and AN−1AN−2 · ... · A1 is injection. Then
the equation ( 5) has a unique bounded soluti-
on {xn | n∈ Z} ⊂ X for any bounded sequence
{yn | n∈ Z} ⊂ X iff

X = W +̇XN−,

where

W = {AN−1AN−2 · ... ·A1x | x ∈ X0+}.

In this article we consider a generalization of
this result for a second order equation with an
operator coefficient which changes a finite number
of times:

xn+1 = A0xn +B0xn−1 + yn, n 6 0,
xn+1 = Anxn +Bnxn−1 + yn, 1 6 n 6 N − 1,
xn+1 = ANxn +BNxn−1 + yn, n > N.

(5)

In the paper the result of the theorem 1.2 is
generalized to a second order equation (5).

2 Main results

First we rewrite our equation in the space X2,
where norm is defined as

||(x1, x2)|| =
√

||x1||2 + ||x2||2.

Lemma 1. The equation (5) has a unique bounded
solution {xn | n∈ Z} ⊂ X for any bounded
sequence {yn | n∈ Z} ⊂ X iff an equation

un+1 = Cnun + vn, n∈ Z, (6)

where

Cn :=

(
An Bn

I O

)
, n∈ Z,

has a unique bounded solution {un | n∈ Z} ⊂ X2

for any bounded sequence {vn | n∈ Z} ⊂ X2.

Proof. Necessity. For any bounded sequence {vn =
(v1n, v

2
n) | n∈ Z} ⊂ X2 we have system{

u1n+1 = Anu
1
n +Bnu

2
n + v1n, n∈ Z,

u2n+1 = u1n + v2n, n∈ Z.

Since equation

u1n+1 = Anu
1
n +Bnu

1
n−1 +Bnv

2
n−1 + v1n, n∈ Z

has a unique bounded solution, so the system has
too.
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Sufficiency. Let for any bounded sequence
{yn | n∈ Z} ⊂ X put vn = (yn, 0), n∈ Z.
Then there is a unique bounded solution {un =
(u1n, u

2
n) | n∈ Z} ⊂ X2 of the equation (6) which

is equivalent to a system{
u1n+1 = Anu

1
n +Bnu

2
n + yn, n∈ Z,

u2n+1 = u1n, n∈ Z.

So, {xn = u1n | n∈ Z} ⊂ X is the unique bounded
solution of (5).

Let

Cn :=

(
An Bn

I O

)
, n∈ Z.

If for some n∈ Z we have σ(Cn) ∩ S = ∅, let
denote as Vn+ the subspace of X2, corresponding
to the part of the spectra which is situated outsi-
de of S in the spectral decomposition for Cn and
Vn− the subspace X2, corresponding to the part
of the spectra which is situated inside of S in the
spectral decomposition.

Theorem 2.1. Let

∀z ∈ S ∃(zA0 − z2I +B0)
−1 ∈ L(X),

∃(zAN − z2I +BN )−1 ∈ L(X)

and

Ker(CN−1CN−2 · ... · C1) ∩ V0+ = {⃗0}.

Then the equation ( 5) has a unique bounded soluti-
on {xn | n∈ Z} ⊂ X for any bounded sequence
{yn | n∈ Z} ⊂ X iff

X2 = W +̇VN−,

where

W = {CN−1CN−2 · ... · C1x | x ∈ V0+}.

Proof. Using multiplication directly, it is not di-
fficult to be ensured that the resolvents of the
operators C0, CN in some neighbourhood U of the
unit circle S look like

Rz(Cn) =

(
zFn(z) zFn(z)(zI −An) + I
Fn(z) zFn(z)(zI −An)

)
,

z ∈ U, n ∈ {0, N}, (7)

where the operators

Fn(z) = (zAn − z2I +Bn)
−1, z ∈ U, n ∈ {0, N}

exist because they exist on the unit circle and a
resolvent set is open.

Therefore, the spectra of the operators C0, CN

do not intersect the unit circle, particularly the
subspaces VN−, V0+ are defined.

Corresponding to the lemma, let consider the
equation (6). We can apply the theorem 1.2. Besi-
des injection, all the demands of the theorem are
satisfied. However, according to the proof of this
theorem in the article [5], we can note that injecti-
on was used only for the proof of the lemma 3 and
exceptionally for the restriction of the operator
CN−1CN−2 · ... · C1 on the set V0+. But such a si-
mplified weakened condition is following from the
condition of the theorem.

3 Partial cases

1. Let apply the theorem 2.1 in the case when
Bn = O, n∈ Z.

The condition of the existence of the inverse
operators is equivalent to σ(A0)∩S = ∅, σ(AN )∩
S = ∅. In this case

Vn+ = {(u, v) | u ∈ Xn+, v ∈ X},

Vn− = {(u, 0⃗) | u ∈ Xn−}, n = 0, N.

Really,

Ck
n =

(
An O
I O

)k

=

(
Ak

n O
Ak−1

n O

)
, k∈ N,

therefore,

||Ck
n(u, v)|| = ||(Ak

nu,A
k−1
n u)|| =

=

√
||Ak

n+u||2 + ||Ak−1
n+ u||2 → +∞, u ∈ Xn+\{⃗0},

||Ck
n(u, 0⃗)|| = ||(Ak

nu,A
n−k
n u)|| =

=

√
||Ak

n−u||2 + ||An−k
n− u||2 → 0, u ∈ Xn−.

The condition Ker(CN−1CN−2·...·C1)∩V0+ =
{⃗0} means that the kernel of the operator

CN−1CN−2 ·...·C1 =

(
AN−1AN−2 · ... ·A1 O

AN−2 · ... ·A1 O

)
does not include the elements from the set
{(u, v) | u ∈ X0+, v ∈ X}, in other words

Ker(AN−1AN−2 · ... ·A1) ∩X0+ = {⃗0}.
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Eventually, the condition of a decomposition
in a direct sum will look

∀(x1, x2) ∈ X2 ∃!(w1, w2) ∈ W ∃!v ∈ XN− :

(x1, x2) = (w1 + v, w2).

Here the operator CN−1CN−2 · ... · C1 is the
injection on V0+, that is why the condition can be
rewrited as

∀(x1, x2) ∈ X2 ∃!u1 ∈ X0+ ∃!u2 ∈ X∃!v ∈ XN− :

(x1, x2) = (AN−1AN−2 · ... ·A1u1 + v, u2).

Summarly, the next statement is true.

Corollary 1. Let B0 = ... = BN = O,
σ(A0) ∩ S = ∅, σ(AN ) ∩ S = ∅ and

Ker(AN−1AN−2 · ... ·A1) ∩X0+ = {⃗0}.

Then the equation ( 5) has a unique bounded soluti-
on {xn | n∈ Z} ⊂ X for any bounded sequence
{yn | n∈ Z} ⊂ X iff

∀x ∈ X ∃!u ∈ X0+ ∃!v ∈ XN− :

x = AN−1AN−2 · ... ·A1u+ v.

This statement is some improvement of the
result of the theorem 1.2 in the partial case which
is considering.

2. Let apply the theorem 2.1 in the case when
An = O, n∈ Z.

The condition of the existence of the inverse
operators is equivalent to the condition

σ(B0) ∩ S = ∅, σ(BN ) ∩ S = ∅.

Here

Vn+ = X+(Bn), Vn− = X−(Bn), n = 0, N.

Дiйсно,

C2k
n =

(
O Bn

I O

)2k

=

(
Bn O
O Bn

)k

=

=

(
Bk

n O
O Bk

n

)
, k∈ N,

therefore

||C2k
n (u, v)|| = ||(Bk

nu,B
k
nv)|| =

=
√

||Bk
n+u||2 + ||Bk

n+v||2 → +∞,

u, v ∈ Xn+\{⃗0},

||C2k
n (u, v)|| = ||(Bk

nu,B
k
nv)|| =

=
√

||Bk
n−u||2 + ||Bk

n−v||2 → 0, u, v ∈ Xn−.

Note that

CN−1CN−2 · ... · C1 =

=

(
B2kB2k−2 · ... ·B2 O

O B2k−1B2k−3 · ... ·B1

)
when N = 2k + 1, k∈ N, i

CN−1CN−2 · ... · C1 =

=

(
O B2k−1 · ... ·B1

B2k−2B2k−4 · ... ·B2 O

)
when N = 2k, k∈ N.

Therefore, the condition

Ker(CN−1CN−2 · ... · C1) ∩ V0+ = {⃗0}

means that the kernels of the operators

BN−1 ·BN−3 · ... ·BN+1−2[N/2],

BN−2 ·BN−4 · ... ·BN−2[(N−1)/2]

do not include the nontrivial elements of X0+.
Eventually, the condition of decomposition in

a direct sum will look

∀(x1, x2) ∈ X2 ∃!(w1, w2) ∈ W ∃!(v1, v2) ∈ XN− :

(x1, x2) = (w1 + v1, w2 + v2),

or equivalently

∀x ∈ X2 ∃!w = C1u, u ∈ X2
0+ ∃!v ∈ X2

N− :

x = CN−1CN−2 · ... · C1u+ v.

Here the operator CN−1CN−2 ·...·C1 is injecti-
on on V0+, that is why the condition can be rewri-
ted as a union of two conditions

∀x ∈ X2 ∃!u ∈ X0+ ∃!v ∈ XN− :

x = BN−1, BN−2 · ... ·BN+1−2[N/2]u+ v,

∀x ∈ X2 ∃!u ∈ X0+ ∃!v ∈ XN− :

x = BN−2 · ... ·BN−2[(N−1)/2]u+ v.

So, such a statement appears to be true:
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Corollary 2. Let A0 = ... = AN = O,
σ(B0) ∩ S = ∅, σ(BN ) ∩ S = ∅ and

Ker(BN−1 ·BN−3 · ... ·BN+1−2[N/2])∩X0+ = {⃗0},

Ker(BN−2 ·BN−4 ·...·BN−2[(N−1)/2])∩X0+ = {⃗0}.

Then the equation ( 5) has a unique bounded soluti-
on {xn | n∈ Z} ⊂ X for any bounded sequence
{yn | n∈ Z} ⊂ X iff

∀x ∈ X2 ∃!u ∈ X0+ ∃!v ∈ XN− :

x = BN−1 ·BN−3 · ... ·BN+1−2[N/2]u+ v,

and

∀x ∈ X2 ∃!u ∈ X0+ ∃!v ∈ XN− :

x = BN−2 ·BN−4 · ... ·BN−2[(N−1)/2]u+ v.

Список використаних джерел

1. Хенрi Д. Геометрична теорiя напiвлiнiйних
параболiчних рiвнянь/ Д. Хенрi — Москва:
Мир, 1985. — 376 с.

2. Рiсс Ф. Лекцiї з функцiонального аналi-
зу [вид. 2-е, переробл. i доп.] / Ф.Рiсс,
Б.Секефальвi-Надь — Москва: Мир, 1979.
— 592 с.

3. Гончар I.В. Про обмеженi розв’язки рiзни-
цевого рiвняння зi стрибком операторного
коефiцiєнта. Вiсник Київського нацiональ-
ного унiверситету iменi Тараса Шевченка.
Серiя: фiзико-математичнi науки. 2016.
№ 2. С. 25-28.

4. Городнiй М.Ф., Гончар I.В. Про обмеженi
розв’язки рiзницевого рiвняння зi змiнним
операторним коефiцiєнтом. Доповiдi НАН
України. 2016. № 12. С. 12-16.

5. Чайковський А.В., Лагода O.A. Обмеженi
розв’язки рiзницевого рiвняння зi скiнчен-
ною кiлькiстю стрибкiв операторного кое-
фiцiєнта. Карпатськi математичнi публi-
кацiї. 2020. № 1. С.165-172.

References

1. HENRY, D. (1981) Geometric Theory of
Semilinear Parabolic Equations. Berlin: Spri-
nger.

2. RISS F.and SEKEFAL’VI NAD’ (1996)
Lectures on functional analysis. Moscow: Mir.

3. GONCHAR, I. (2016) On the bounded soluti-
ons of a difference equation with a jump
of an operator coefficient. Bulletin of Taras
Shevchenko National University of Kyiv. Seri-
es Physics & Mathematics. 2. p.25-28.

4. GORODNII, M. & GONCHAR, I.(2016) On
the bounded solutions of a difference equation
with variable operator coefficient. Reports of
the National Academy of Sciences of Ukraine
12. p.12-16.

5. CHAIKOVS’KYI, A. & LAGODA, O.(2020)
Bounded solutions of a difference equation wi-
th finite number of jumps of operator coeffi-
cient. Carpathian Mathematical Publications
12(1). p.165-172.

Надiйшла до редколегiї 29.01.2022

61



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

КОМП’ЮТЕРНІ НАУКИ 
ТА ІНФОРМАТИКА 

62



 

63



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка 
Серія:фізико-математичні науки 

2022, 2                                Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics  

 

© Ю.С.Герасимюк, І.В. Розора, 2022 

УДК 
 

Герасимюк Ю.С. 1, студ., 

Розора І.В.2, д.ф.-м.н., доц. 
Пашко А.О.3, д.ф.-м.н., проф. 

 

Про оцінку ймовірності переповнення 

буферу для мереж зв’язку 

 
1,2,3Київський національний університет імені 

Тараса Шевченка, 03680, м. Київ, пр-т. 
Академіка Глушкова 4д, 

е-mail: 1yulyagerakyiv@gmail.com, 
2irozora@knu.ua, 3aapashko@gmail.com 
 

 

 

Herasymiuk Y.S. 1, stud., 

Rozora І.V.2, D.Sci., Associate Prof. 
Pashko A.O.3, D.Sci., Prof. 

 

On probability estimation of buffer overflow for 

communication networks 

  
1,2,3Taras Shevchenko National University of Kyiv, 

03680, Kyiv, Glushkova av., 4d,  
 

е-mail: 1yulyagerakyiv@gmail.com, 
2irozora@knu.ua, 3aapashko@gmail.com 

 

 

У даній статті досліджується трафік у телекомунікаційних мережах, ймовірність переповнення 
буфера трафіку. Для цього у роботі проаналізовано процеси у телекомунікаційних мережах, зокрема 

залежності трафіку; проведено дослідження можливостей представлення реальних процесів у 

вигляді випадкових процесів на основі використання статистичного імітаційного моделювання; 
підібрано та проаналізовано необхідні математичні, статистичні моделі; програмно реалізовано 

дані моделі за допомогою середовища Matlab; побудовано необхідні графіки для порівняння 

отриманих даних; проведено аналіз отриманих моделей. 

Ключові слова: випадковий процес, гауссівський процес, дробовий броунівський рух, індекс 

Хюрста, оцінка ймовірності, самоподібний трафік, статистичне імітаційне моделювання, 

телекомунікаційний трафік 

 

In recent years, a large number of research of telecommunications traffic have been conducted. It was 

found that traffic has a number of specific properties that distinguish it from ordinary traffic. Namely: it has 

the properties of self-similarity, multifractality, long-term dependence and distribution of the amount of load 

coming from one source. 

At present, many other models of traffic with self-similarity properties and so on have been built in other 

researched works on this topic. Such models are investigated in this paper, which considers traffic in 

telecommunications networks, the probability of overflow traffic buffer. Statistical models are built to 
analyze traffic in telecommunications networks, in particular to research the probability of buffer overflow 

for communication networks. 

The article presents the results of the analysis of processes in telecommunication networks, in particular 
traffic; research of possibilities of representation of real processes in the form of random processes on the 

basis of use of statistical simulation model; the necessary mathematical and statistical models are selected 

and analyzed; software-implemented models using the Matlab environment; visual graphs for comparison of 

the received data are given; the analysis of the received models is carried out. 
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Вступ 
За останні роки проведено велику кількість 

досліджень трафіку телекомунікаційних систем. 

Було виявлено, що трафік має ряд специфічних 

властивостей, які відрізняють його від 
звичайного трафіку. А саме: властивості 

самоподібності, мультифрактальності, тривалої 

залежності та розподілу величини навантаження, 
що надходить від одного джерела.  

Наразі в інших досліджених роботах з даної 

тематики вже було побудовано чимало моделей 

трафіку, які мали задані властивості 
самоподібності тощо. У роботі досліджуються 

такі моделі, методи моделювання трафіку та його 

перевантаження. Отримано оцінки ймовірності 
перевищення буфера самоподібного трафіку. 

Об’єктом дослідження даної статті є трафік у 

телекомунікаційних мережах, предметом – 
ймовірність переповнення буфера такого трафіку.  

Метою даної роботи є побудова статистичних 

моделей для аналізу трафіку у 

телекомунікаційних мережах, зокрема для 
дослідження ймовірності переповнення буферу 

для мереж зв’язку. 

 

Основна частина 

Розглянемо тепер детальніше дробовий 

броунівський рух, використовуючи наступні 

математичні позначення. Нехай  P,,  – 

стандартний імовірнісний простір. Дробовим 

броунівським рухом (ДБР) з індексом Хюрста 

 1,0  називається гауссівський 

процес  1,0),( ttB , якщо 0)0( B ,  0)( tEB  і 

він має наступну функцію кореляції 

 


222

2

1
),( stststR 

   
При  = 1/2 маємо стандартний вінерівський 

процес.  

Далі введемо деякі позначення. Нехай )(tA  це 

буде обсяг трафіку, який надходить у мережу за 

певний проміжок часу  T,0 . Приріст позначимо 

як 0),()(),(  stsAtAtsA . Використовуючи 

введені  позначення, зобразимо вхідний трафік у 

наступному вигляді ( ) ( )A t mt amB t  , де m – 

середня швидкість трафіку,  – ДБР з 

індексом Хюрста 







 1,

2

1
  , а – деяка константа. 

Так, якщо в мережі є один пристрій зі 

швидкістю обслуговування mC  , процес 

завантаження визначається за 

формулою  )(),(sup)( stCtsAtQ
ts




. Враховуючи 

n незалежних ідентично завантажених пристроїв 

отримуємо 
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n

its
n , де 

символ   означає ідентично розподілену 
кількість. 

Тепер перейдемо до дослідження ймовірності 

перевантаження з порогом b для )(tQ  на деякому 

інтервалі часу  T,0 . Будемо використовувати далі 

такі позначення 
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,0

tQQ
Tt
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Тоді отримаємо 
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(1)     
Таким чином виконується наступна теорема 

(Теорема 1): 

Для x D  маємо  
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Тоді, якщо виконується умова (1), дана 

теорема справедлива. 
Наведемо ще одну теорему (Теорема 2): 

Якщо Dx  , то маємо  
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та 24TV  . 
Використовуючи отримані оцінки, можемо 

визначити, яким має бути поріг, щоб ймовірність 

перевищення була меншою за задану. 

Таким чином, 
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У разі передачі сигналу в деякій системі слід 
враховувати не тільки процес введення, а й 

реакцію системи. Для цих цілей можна 

використати розподіл супремум квадратно-
гауссових процесів. 

Розглянемо інваріантну в часі лінійну систему 

з інтегрованою в квадраті функцією імпульсної 

характеристики ( )H  , яка визначена в кінцевій 

області [0,T] . Це означає, що реакція системи 

на вхідний сигнал (t)X , який спостерігається на 

проміжку [ T,T] , має такий вигляд  

0

(t) ( ) X(t ) d , [0, T]

T
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та 2 ([0,T])H L . 

Дробовий броунівський рух  можна зобразити 
у вигляді випадкового ряду  
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Для обчислення нулів функцій Бесселя можна 

використати наступне зображення.  
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А для обчислення функцій Бесселя можна 

використати таке зображення. 
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Припустимо, що функція імпульсної 

характеристики відома. Ми також припускаємо, 

що вхідним сигналом у системі є ДБР із індексом 

Хюрста . З цього випливає, що вихід системи 

можна (t)Y представити у вигляді 

1
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Так, наприклад, для 1)( H  функції 

(t), s (t)k kc  дорівнюють 



















2
sin

2
sin

2
)(

TxTx
tx

x

a
ts kk

k
k

k
k  



















2
sin

2
cos

2
)(

TyTy
ty

y

b
Tbtc kk

k
k

k
kk .  (7) 

Розглянемо перевантаження системи вхідним 

сигналом ДБР (t)X  з урахуванням реакції 

системи (вихідного процесу). Для отримання 

таких результатів ми використовуємо теорію 

квадратно-гауссових випадкових величин і 
процесів. Іноді вхідний процес невідомий, і 

можна побудувати модель процесу, а потім 

оцінити ймовірність переповнення. 
Позначимо  

1 1

2 2

3 3
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Тоді маємо, що процес t   можна записати у 

такому вигляді  
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Позначимо прирости функцій наступним 

чином 
1 1 1 2 2 2

3 3 3
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Для виконання основного результату ми 

спочатку представляємо допоміжні 

співвідношення щодо середнього, дисперсії та 

дисперсії приростів для процесу t  . 

Наведемо наступну лему. 

Лема 1. 
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Наступна теорема дає верхню оцінку 

переповнення буфера системи з урахуванням 

вхідного та вихідного процесу з рівними 

ваговими показниками. 
Теорема 4. Припустимо, що вхідним процесом 

системи є ДБР ( ).X t  Якщо 

0

2 2 max{ , (T/ 2) }
,

K
x





  тоді виходить 

наступна нерівність  
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Результати статистичного  моделювання 

(обчислювального експерименту) 

 
Як результати обчислювальних експериментів 

наведемо декілька різних програмних реалізацій 

моделювань для функцій Бесселя, дробово 

броунівського руху, індекса Хюрста. 

 

Рис. 1 – Вигляд функцій Бесселя 

 

Спочатку розглянемо вигляд графіків функцій 

Бесселя (4),(5) першого роду для вхідних 
параметрів 0, 1, 2, 3, та 4, побудованих за 

допомогою середовища Matlab (див. рис.1). 

На рис.2 та рис.3 приведені результати 
побудови графіків для (6) і (7), наприклад, при 

заданих параметрах a = 1; b = 1; T = 10 функції 

(t), s (t)k kc  мають такий вигляд на відрізку [-1,1]. 

 

Рис. 2 – Вигляд функції  

 

Рис. 3 – Вигляд функції  

Далі наведемо результати експериментів з 
дробовим броунівським рухом з різними 

індексами Хюрста.  

Відповідно до значення параметра Хюрста (), 

ДБР виявляє для   далеку залежність і для  

коротку або проміжну залежність. 
Продемонструємо кожний із цих двох випадків 

на графіках. 

Як можна побачити на рис.4 на рис.5, чим 
вище параметр Хюрста, тим плавнішою буде 

крива. 
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Рис. 4 – Графік ДБР з індексом Хюрста 0.2 

 
Рис. 5 – Графік ДБР з індексом Хюрста 0.9 

Як уже згадувалося раніше, при  = 1/2 маємо 

стандартний вінерівський процес – рис.6.  

 

Рис.6 – Графік процесу з індексом Хюрста 0.5 

Розглянемо залежності верхньої межі 

переповнення буферу на практичних розрахунках 

та побудовах. Скористаємося для цього 
наступними позначеннями m – середня швидкість 

трафіку, С – швидкість обслуговування 

(необхідно, щоб С>m),  – індекс Хюрста, T – 

часовий період, на якому розглядається процес 

обслуговування, а – деякий коефіцієнт трафіку, 

ймовірність переповнення буферу менше за 

задану εb. 
Використовуючи Теорему 2 та підставляючи 

наступні значення у вище описані параметри: εb 

= 0.05; C = 100; m = 90; a = 1; T = 1;  = 0.9, 

отримаємо наступну оцінку верхньої межі b >= 

62,6. А для εb = 0.05; C = 100; m = 90; a = 1; T = 1; 

 = 0.2 поріг буде b >= 131.2. 

Так, якщо задати  = 0.7, маємо верхню межу 

b >= >= 69,8, а для  = 0.3 буде b >= 106. 
Таким чином, змінюючи значення індексу 

Хюрста  як вхідного параметра (та не змінюючи 

значення швидкості обслуговування C та 

середньої швидкості надходження трафіку m), 

маємо наступну залежність, зображену на рис.7. 

 

Рис. 7 – Залежність порогу від індексу Хюрста 

Висновки 

У даній роботі було поставлено та вирішено 
наступні задачі: проаналізовано процеси у 

телекомунікаційних мережах, зокрема залежності 

трафіку; проведено дослідження можливостей 
представлення реальних процесів у вигляді 

випадкових процесів на основі використання 

статистичного імітаційного моделювання; 
підібрано та проаналізовано необхідні 

математичні, статистичні моделі; програмно 

реалізовано дані моделі за допомогою 

середовища Matlab; побудовано необхідні 
графіки для порівняння отриманих даних; 

проведено аналіз отриманих моделей. 
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Важливість аналізу електрокардіограм (ЕКГ) важко переоцінити. Ритм життя, стреси та інші 
фактори впливають на частоту захворювань та їх ранні прояви. Разом з тим, технологізація 
(цифровізація) життя та апаратно-програмних комплекси, такі як мобільні електронні кардіографи 
та носимі пристрої загалом, що бурхливо розвиваються останнім часом, відкривають нові 
можливості для швидкого аналізу стану людини за певними показниками, а також дозволяють 
проводити діагностику на новому рівні практично у реальному часі. 

Існує багато методів для аналізу кардіограм. В даній роботі авторами запропоновано новий підхід, 
що ефективно розв’язує задачу аналізу ЕКГ. Дослідження базується на наборі даних PhysioNet 
Computing in Cardiology Challenge 2017 та MIT-BIH Arrhythmia Database. Алгоритм складається з 
таких етапів: фільтрація даних, локалізація R піків, передискретизація ЕКГ, визначення класу ЕКГ за 
допомогою ансамблю з 1D CNN та підсумкового класифікатора. 

Запропонований метод показує високу точність за метрикою F1, тому являє собою цінність для 
подальших досліджень, оптимізації та впровадження. 

Ключові слова: електрокардіограма, ЕКГ, класифікація ЕКГ, одновимірні згорткові нейронні 
мережі, 1D CNN. 
 

The importance of electrocardiogram (ECG) analysis is difficult to overestimate. Rhythm of life, stress and 
other factors affect the frequency of diseases and their early appearance. At the same time, the 
technologization (digitalization) of life and hardware-software complexes, such as mobile electronic 
cardiographs and wearable devices in general, which are rapidly developing, open new opportunities for rapid 
analysis of human state by certain indicators, as well as allow to diagnose on the new higher level in almost 
real time. 

There are many methods for analyzing cardiograms. In this paper, the authors propose a new approach 
based on an ensemble of individual classifiers, which effectively solves the problem of ECG analysis. The study 
is based on the PhysioNet Computing in Cardiology Challenge 2017 and the MIT-BIH Arrhythmia Database. 
The algorithm consists of the following stages: data filtering using moving average and Butterworth filters, R-
peak localization via threshold and grouping method, ECG resampling for the better comparability, “Noisy” 
vs “NotNoisy” classification as the most hard-to-identify class, final classification as “Normal”, “Atrial 
Fibrillation”, “Other” using an ensemble of 1D CNN classifiers and a final classifier of selection using 
logistic regression, random forest or support vector machine (SVM). 

The proposed method shows high accuracy by the metric F1, so it gives the background for further research, 
optimization and implementation. This way this algorithm could help to save human’s life by in-time detection 
of problems with cardiovascular system (CVS) at early stage. 

Keywords: electrocardiogram, ECG, ECG classification, one-dimensional convolutional neural networks, 
1D CNN. 
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Вступ 

 
За статистикою Всесвітньої організації 

охорони здоров’я великий відсоток захворювань 
людей пов’язаний із серцево-судинною системою. 
Велику кількість проблем та ускладнень можна 
запобігти з допомогою неперервного моніторингу 
та постійного аналізу стану, зокрема знімаючи 
сигнали людського тіла та вчасно обробляючи їх. 
Одним з таких способів є аналіз серцевої 
діяльності в реальному часі за допомогою 
зчитування електрокардіограми (ЕКГ) [1]. 

Запропоновано багато методів для класифікації 
ЕКГ [2-7]. Вони різняться підходами, точністю, 
швидкістю опрацювання та іншими показниками 
ефективності. 

Дане дослідження використовує набір даних 
PhysioNet / Computing in Cardiology Challenge 
2017 [2,8], широко відомий для досліджень та 
розробки алгоритмів аналізу ЕКГ. Розглянуто 
декілька підходів та запропоновано комбінований 
метод аналізу, що спирається на 1D-згорткові 
нейронні мережі (CNN) та класифікатори для 
прийняття рішення. Запропонований метод 
робить висновок про кардіограму щодо відхилень 
у ній, а саме – наявності аритмії. Також 
відділяються надто зашумлені кардіограми та 
інші типи аритмій (без розподілу). 

Порівняння з іншими методами [3] наведено 
наприкінці статті. Отримані авторами результати 
є адекватними та мають високе значення основної 
метрики аналізу якості таких методів – F1. Це 
робить метод придатним до подальшого 
впровадження та використання у зв’язці з 
мобільним кардіографом, подальшого 
дослідження та застосування. 

 
 

Вхідні дані 
 

Для розробки та тестування алгоритмів 
використовувався набір кардіограм з датасету 
PhysioNet / Computing in Cardiology Challenge-
2017 [2]. Датасет містить в собі 8528 
однополюсних ЕКГ-сигналів, записаних за 
допомогою пристрою AlivCor з частотою 300 Гц. 
Кожен із записів був позначений експертом, 

одним з чотирьох класів: нормальний синусовий 
ритм, миготлива аритмія, інший вид ритму або 
зашумлена кардіограма, які позначалися як "N", 
"AF", "O" та "~" відповідно. Відсоткове 
співвідношення кожного класу та приклади ЕКГ 
показано в таблиці 1 та на рис. 1. 

 
Таблиця 1. Співвідношення кардіограм різних 

класів в наборі даних PhysioNet / Computing in 
Cardiology Challenge 2017 [2] 

 
Клас N 

(Normal)  
AF (Atrial 

Fibrillation) 
O 

(Other) 
~ 

(Noise) 
Кількість 5076 758 2415 279 
Відсоток 59.5% 8.9% 28.3% 3.3% 
 
 

 
Рис. 1. Приклади ЕКГ з набору даних PhysioNet / 

Computing in Cardiology Challenge 2017 [2] 
 
 

Огляд методу 
 

Було розроблено модель, призначену для 
класифікації ЕКГ на чотири класи: нормальний 
ритм, миготлива аритмія, інші захворювання, 
зашумлена ЕКГ (“Normal”, “Atrial Fibrillation”, 
“Other”, “Noisy” [2]). В основі моделі лежать 5 
одновимірних згорткових нейронних мереж 
(CNN). Перед подачею даних нейронній мережі 
виконується попередня обробка ЕКГ, а саме: 
фільтрація, локалізація R піків (рис. 2), 
«розрізання» ЕКГ на менші частини і 
передискретизація. Після класифікації 
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«розрізаних» частин окремо, результати 
об’єднуються і обирається кінцевий клас для всієї 
ЕКГ. Було досліджено різні варіанти вибору 
кінцевого класу, а саме: зважений максимум 
ймовірностей за допомогою логістичної регресії, 
випадкових дерев та методу опорних векторів. 

 

 
 

Рис. 2. Структура циклу ЕКГ та R піки 
 
На першому кроці відділяємо зашумлені ЕКГ 

від інших. З проведених дослідів, цей клас гірше 
піддається класифікації, тому попередньо 
відокремлюємо такі кардіограми від решти. Для 
цього ЕКГ «розрізається» на частини по три 
секунди та кожна частина класифікується за 
допомогою CNN окремо (структура мережі 
подана далі). Розрізання ЕКГ необхідне для більш 
швидкого навчання нейронною мережею, адже 
проміжок (кількість даних) стає меншою, а 
кількість даних для навчання за обмеженої 
вибірки – більше. Складність класифікації полягає 
в тому, що деякі ЕКГ можуть суміщати кілька 
типів (класів фінальної класифікації) одночасно. 
Наприклад, одна частина ЕКГ – нормальна, а 
інша – зашумлена. 

Наступний крок полягає у фільтрації ЕКГ, де 
ми застосовуємо рухоме середнє і фільтр 
Баттерворта [11]. Далі застосовуємо алгоритм 
знаходження R піків. На останньому кроці 
«розрізаємо» ЕКГ на частини, кожна з яких має 
кілька RR циклів, класифікуємо кожну частину, 
використовуючи CNN, і поєднуємо результати 
для всієї ЕКГ. 

 

 
Попередня обробка даних 

 
До того, як дані потрапляють на вхід нейронної 

мережі, вони проходять передобробку і 
первинний аналіз. При аналізі ЕКГ дослідників 
цікавить періодичний PQRST комплекс (рис. 2). 
Для відсіювання низьких частот використовуємо 
рухоме середнє, яке віднімаємо від результату. 
Для очищення сигналу від шумів використовуємо 
низькочастотний фільтр Баттерворта [11]. На 
рис. 3 показано результат застосування 
побудованого фільтру Баттерворта на дуже 
зашумленій ЕКГ. 

Для покращення точності нейронної мережі 
вирівнюємо дані по R-R циклах. Для цього 
необхідно в автоматичному режимі локалізувати 
QRS комплекс. Автори пропонують алгоритм 
знаходження R піків, який складається з 
наступних кроків (рис. 4): 

1. Трансформація сигналу за формулами (1), 
(2), (3), наведеними нижче. Цей крок 
допомагає виділити різкі зміни в амплітуді, 
характерні лише для QRS комплексу. 
Також на даному кроці R-піки, напрямлені 
вниз, перевертаються догори. 

2. Виділення потенційних R піків. На даному 
кроці використовується рухоме вікно, в 
якому виділяються точки, вищі 97 
квантиля. 

3. Групування потенційних R піків, якщо 
вони знаходяться близько один до одного, і 
вибір найкращого кандидата в групі. 

 
 

𝑼𝒑𝑷𝒆𝒂𝒌𝒌 = ( 𝐦𝐢𝐧
𝒋#𝒌$𝟗,𝒌$𝟏((((((((((((

,𝒙𝒋. − 𝒙𝒌(

+ ( 𝐦𝐢𝐧
𝒋#𝒌)𝟏,𝒌)𝟗((((((((((((

,𝒙𝒋. − 𝒙𝒌( 			(𝟏) 

 

𝑫𝒐𝒘𝒏𝑷𝒆𝒂𝒌𝒌 = ( 𝐦𝐚𝐱
𝒋#𝒌$𝟗,𝒌$𝟏((((((((((((

,𝒙𝒋. − 𝒙𝒌(

+ ( 𝐦𝐚𝐱
𝒋#𝒌)𝟏,𝒌)𝟗((((((((((((

,𝒙𝒋. − 𝒙𝒌( 			(𝟐)	

 
𝑻𝒓𝒌 = 𝐦𝐚𝐱(𝑼𝒑𝑷𝒆𝒂𝒌𝒌, 𝑫𝒐𝒘𝒏𝑷𝒆𝒂𝒌𝒌)			(𝟑) 
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Рис. 3. Фрагмент ЕКГ 104 після фільтрації високочастотного шуму: a – вхідна ЕКГ; b – 

відфільтрована ЕКГ 
 
 

 
 

Рис. 4. Локалізація R піків (чорний – вхідна ЕКГ A00706, зелений – трансформована, синій – 
потенційні R піки, червоний – визначені R піки) 

 
 

Для тестування алгоритму і підбору параметрів 
було використано датасет MIT-BIH Arrhythmia 
Database [9,10]. Він складається з 48 ЕКГ, кожна 
по 30 хвилин. Датасет також містить розмічені R-
піки та їх класифікацію. Основними показниками 
якості алгоритму визначення R піків є: 

• 𝑻𝒑	– кількість правильно визначених R 
піків, 

• 𝑭𝒑 – кількість хибнопозитивно визначених 
R піків, 

• 𝑭𝒏 – кількість хибнонегативно визначених 
R піків, 

• похибка 𝑭𝒅. 
В таблиці 2 наведено результати порівняння з 

методом, запропонованим у [12] (ECG 

Enhancement and R-Peak Detection Based on 
Window Variability). 
 

Таблиця 2. Характеристика точності 
визначення R-піків у порівнянні з [12] 

 
Запропонований алгоритм [111] 
𝐹! 𝐹" 𝑭𝒅 𝐹! 𝐹" 𝑭𝒅 
40 141 0.2256 244 192 0.5759 

 
Після визначення R піків «розрізаємо» 

кардіограму по декілька R-R циклів. Оскільки 
довжина циклів може відрізняється, навіть між 
парами сусідніх піків, проводимо 
передискретизацію виділених R-R циклів так, щоб 
результуюча послідовність мала задану в 
нейронній мережі довжину. 
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Класифікація ЕКГ 

 
В результаті аналізу існуючих рішень, 

наукових статей та здійснених авторами 
попередніх спроб класифікації ЕКГ було 
виявлено, що згорткові нейромережі показують 
одні з кращих результатів. Саме тому для 

побудови моделi використовується згорткова 1D 
нейронна мережа (1D CNN), тобто 
застосовувалась одновимірна згортка. В 
результаті, отримано 5 різних, але дуже схожих за 
архітектурою, нейронних мереж. З набору 
даних [2] було взято ~ 91% ЕКГ для тренування та 
~ 9 % як тестову вибірку. Архітектура мереж 
зображена на рис. 5 та рис. 6. 

 

Рис. 5. Архітектура мережі для класифікації на зашумлені та чисті ЕКГ 
 

Рис. 6. Архітектура мережі для класифікації ЕКГ на класи “N”, “A” та “O” 
 
 

При навчанні моделі було використано 
оптимізатор Adam, функцію активації ReLU та 
Softmax для вихідного шару. В якості функції 
помилки використовується категоріальна крос-
ентропія (categorical cross-entropy). Також для всіх 
згорткових шарів використовувався L2 
регуляризатор. Швидкість навчання була 
встановлена на рівні 0.001 з використанням 
експоненційного згасання (Exponential Decay). 

Першим етапом класифікації було визначення 
зашумлених кардіограм. Для цього ЕКГ 
розділялись на частини по 3 секунди з різними 
зсувами. В результаті їх розділено на класи 
“Noisy”, “NotNoisy”. Саме для цієї класифікації 
брались чисті дані без використання фільтрів, щоб 
не спотворювати результат. Отримана точність 
нейронної мережі Fp = 0,6167 (рис. 7). 

Наступним етапом класифікації була розробка 
ще 3 нейронних мереж для виявлення кардіограм, 
що мають нормальний ритм, аритмію та інший 
тип ритму, а саме для наступних бінарних 
класифікацій: “N” - “NotN”, “AF” - “NotAF”, “O” - 
“NotO”, а також розробка мережі для класифікації 

на 3 класи: “N”, “AF”, “O” (“Normal”, “Atrial 
Fibrillation”, “Other”). Для цього ЕКГ розділялись 
на частини по кілька RR циклів з різними зсувами. 

 

Рис. 7. Графік точності нейронної мережі 
протягом навчання “Noisy” - “NotNoisy” 

 
 

На виході з нейронних мереж отримано 
ймовірності 𝒃𝑵, 𝒃𝑨, 𝒃𝑶 для бінарних 
класифікаторів і 𝒕𝑵, 𝒕𝑨, 𝒕𝑶 для тернарного 
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класифікатора. Щоб поєднати результати різних 
нейронних мереж введено зважені ймовірності 
наступним чином:  

 
𝒘𝑵 = 𝒃𝑵√𝒕𝑵, 𝒃𝑨 = 𝒃𝑨√𝒕𝑨, 𝒃𝑶 = 𝒃𝑶D𝒕𝑶 . 
 
Остаточний клас обирався на основі 

найбільшої зваженої імовірності. Також 
проведено класифікацію на основі випадкових 
дерев, методу опорних векторів і логістичної 
регресії. Для цього використано бібліотеку 
SKLearn в Python. Всі параметри, окрім 
min_samples_leaf = 100 для випадкових дерев, 
обирались класифікаторами автоматично. 

Кожний з методів навчався на кортежах з 6, 9 
та 21 параметрів. Кортежі параметрів складалися 
наступним чином: 

 
(𝒃𝑵, 𝒃𝑨, 𝒃𝑶, 𝒕𝑵, 𝒕𝑨, 𝒕𝑶) 

(𝒃𝑵, 𝒃𝑨, 𝒃𝑶, 𝒕𝑵, 𝒕𝑨, 𝒕𝑶, 𝒘𝑵, 𝒘𝑨, 𝒘𝑶) 
(𝒃𝑵, 𝒃𝑨, 𝒃𝑶, 𝒕𝑵, 𝒕𝑨, 𝒕𝑶, 𝒘𝑵, 𝒘𝑨, 𝒘𝑶, 𝒃𝑵𝟐 , 𝒃𝑨𝟐 , 𝒃𝑶𝟐 , 𝒕𝑵𝟐 , 𝒕𝑨𝟐 , 𝒕𝑶𝟐 , 
D𝒃𝑵𝒃𝑨, D𝒃𝑵𝒃𝑶, D𝒃𝑨𝒃𝑶, D𝒕𝑵𝒕𝑨, D𝒕𝑵𝒕𝑶, D𝒕𝑨𝒕𝑶) 
 
 

Результати 
 

Для оцінки роботи всієї моделі класифікації 
використано запропоновану в PhysioNet / 
Computing in Cardiology Challenge-2017 метрику 
𝑭𝟏 [2,6]: 

 
Таблиця 3. Матриця крос-валідації 
 

  Прогноз 
  Normal AF Other Noisy Разом 

Справ-
жнє 
зна-

чення 

Normal Nn Na No Np SN 
AF An Aa Ao Ap SA 

Other On Oa Oo Op SO 
Noisy Pn Pa Po Pp SP 
Разом Sn Sa So Sp  

 
𝑭𝟏𝒏 =

𝟐	𝑵𝒏
𝚺𝑵)𝚺𝒏

				 𝑭𝟏𝒂 =
𝟐	𝑨𝒂
𝚺𝑨)𝚺𝒂

		 

𝑭𝟏𝒐 =
𝟐	𝑶𝒐
𝚺𝑶)𝚺𝒐

		 𝑭𝟏𝒑 =
𝟐	𝑷𝒑
𝚺𝑷)𝚺𝒑

 

Final Score =𝑭𝟏 =
𝑭𝟏𝒏)𝑭𝟏𝒂)𝑭𝟏𝒐

𝟑
 

 
Результаті обчислень подано у таблиці 4. 
 

 
Таблиця 4. Значення метрики F1 для різних моделей підсумкового класифікатора 
 

Назва методу Кількість 
параметрів 

𝑭𝟏𝒏 𝑭𝟏𝒂 𝑭𝟏𝒐 𝑭𝟏 𝑭𝟏 валідація 

Maximal 𝒘𝒙 6 0.8975 0.8531 0.7485 0.8330 0.8243 
Logistic regression 6 0.9031 0.8676 0.7672 0.8460 0.8194 
Logistic regression 9 0.9028 0.8709 0.7674 0.8470 0.8219 
Logistic regression 21 0.9042 0.8715 0.7733 0.8497 0.8195 

Random forest 6 0.9037 0.8728 0.7674 0.8480 0.8246 
Random forest 9 0.9050 0.8686 0.7718 0.8485 0.8225 
Random forest 21 0.9050 0.8690 0.7740 0.8493 0.8173 

SVM 6 0.9048 0.8735 0.7682 0.8489 0.8205 
SVM 9 0.9023 0.8705 0.7619 0.8449 0.8262 
SVM 21 0.9022 0.8712 0.7632 0.8455 0.8278 

 
 
Кращі результати класифікації виділено 

жирним шрифтом у таблиці. Отже, точнішу 
класифікацію по окремих класах переважно дає 
метод випадкових дерев (Random Forest), як і у [6], 
а кращі загальні результати підсумкового 
класифікатора дає метод опорних векторів (SVM), 
хоч і з невеликою перевагою. 

В цілому ж точність – порівнювана з кращими 
відомими моделями [3-5] та навіть переважає по 
окремих класах. 

Отже, в цілому метод може бути адаптований 
для інтеграції з мобільними кардіографами для 
подальшого впровадження та використання у 
сценаріях з аналізом стану ЕКГ у реальному часі. 
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Висновки 

 
У даній роботі запропоновано новий метод 

класифікації ЕКГ, який складається з наступних 
етапів: 

1) фільтрація даних (рухоме середнє і 
Баттерворта), 

2) локалізація R піків, 
3) «розрізання» ЕКГ і передискретизація, 
4) класифікація “Noisy” - “NotNoisy” 
5) класифікація “Normal”, “Atrial Fibrillation”, 

“Other” за допомогою ансамблю 
класифікаторів з 1D CNN та підсумкового 
ансамблевого класифікатора.  

Запропонований метод має високі показники 
точності за метрикою F1 та ефективності 
застосування (точність+швидкість).  

Також авторами запропонований новий метод 
локалізації R-піків QRS циклів кардіограм, який 
показав себе ефективним за метрикою точності. 

Запропонована авторами модель може бути 
основою для наступних досліджень за рахунок 
нової комбінації ансамблевої структури 
прийняття рішення про класифікацію, а також 
покращень та впровадження через інтеграцію у 
систему «повного циклу» аналізу із 
застосуванням мобільних зчитувачів ЕКГ з метою 
попереднього виявлення відхилень у кардіограмі 
та швидкого попереднього діагностування. 
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В роботі наведено підхід до моделювання наборів даних таблиці життя. Також досліджуються межі 

очікуваної тривалості життя на основі стохастичного моделювання смертності та застосування 

теорії першого досягнення критично низького рівня.  
Ключові слова: Функція стану здоров'я, стохастичне моделювання, модель Гомперца, час першого 

досягнення критичного рівня, інтенсивність смертності.  

 

In the work the approach to modeling of data sets of the life table is given. Life expectancy limits based on sto-
chastic mortality modeling and the application of the critically low first achievement theory are also investigated. 

Particular attention is paid to the representation of the function of health, together with a well-established theory 

of the Force of Mortality, as well as life tables. The parameters of the model are estimated and analyzed according 
to the data of demographic tables for the population of Ukraine. 

Key words: The State Health function, stochastic modeling, Gompertz model, the first exit time, the Force of Mor-

tality. 

 
Вступ. Динаміка старіння населення — 

напрямок у вивченні старіння за допомогою 

методів популяційної динаміки, тобто вивчення 
вікової структури старіючих біологічних 

популяцій і того, як ця залежність змінюється 

залежно від типу організму та умов середовища. 
Найбільший інтерес представляє динаміка 

старіння в різних організмах, включаючи людей, 

де старіння відбувається та прогресує через 

тривалий час після статевого дозрівання. 
Популяційні методи враховують залежність 

чисельності популяції від біологічного віку. 

Метою такого підходу є виявлення 
закономірностей у часі на основі чисельності 

популяції, яка використовується для визначення 

швидкості процесу старіння. У свою чергу, ці 
дані можуть бути використані для перевірки 

моделей старіння, отриманих від фізіологічних і 

генетичних механізмів або за допомогою 

загальних системних механізмів. 

Також на основі даних про смерть та 
популяцію можна дослідити стан здоров’я 

людини. Здоров’я людини можна розглядати як 

стохастичну змінну, оскільки воно тісно 
пов’язане з невизначеністю, обумовленою 

різними факторами як навколишнього 

середовища, так і внутрішнього механізму та 

інформації, що міститься в ДНК і генах. 
Ймовірність раптових змін стану здоров’я 

людини внаслідок захворювань чи нещасних 

випадків досить велика, що підтверджує 
припущення, що стан здоров’я людини можна 

розглядати як стохастичну змінну. Смерть 

настає, коли траєкторія стохастичного процесу, 
який описує стан здоров'я, вперше перетинає 

DOI: https://doi.org/10.17721/1812-5409.2022/2.10
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нульову лінію, що представляє нульовий рівень 

життєвої сили або нульовий стан здоров’я.  
Перші моделі старіння. Однією з перших і 

найпоширеніших математичних моделей, що 

використовуються для опису старіння багатьох 
організмів, є так званий закон смерті Гомперца-

Мейхама, або скорочено Гомперца, згідно з 

яким ймовірність смерті з віком зростає 

експоненційно: 

                 𝑝 = 𝑎 + 𝑏𝑥                           (1)                                                

де x — вік, а p — ймовірність смерті за певний 

проміжок часу, a і b — коефіцієнти.  
Таким чином, розмір популяції знижується з 

віком за подвійною експонентою:  

𝑠(𝑥) = 𝑒𝑥𝑝[−𝑚(𝑏𝑥 + 𝑐)]           (2) 
Закон Гомперца-Макхема найкраще описує 

динаміку смертності людей у віковому діапазоні 

30-80 років. У літніх людей смертність зростає 

не так швидко, як цей закон смертності, явище, 
відоме як зниження смертності в більш пізньому 

віці.  

Наприкінці 20 століття почали з'являтися 
багато нових моделей смертності населення. 

Наявність великої кількості нових даних (часто 

для гетерогенних популяцій) призвело до нових 

способів аналізу таблиць смертності. Оскільки 
лінійне зниження функцій організму відоме 

давно, необхідно співвідносити цю тенденцію з 

віком експоненційного зростання та відносною 
смертністю. Першим поясненням цього явища 

була модель Стрелера-Мілдвана.  

Модель Стрелера-Мілдвана пропонує 
обґрунтування експоненціального збільшення 

інтенсивності смертності 𝜇(𝑡), і описує деякі 

формальні властивості кривої смертності 

Гомперца: 

𝜇(𝑡) = 𝑎𝑒𝑏𝑡                        (3) 
Протягом кількох десятиліть кореляція теорії 

Стрелера-Мілдвана вважалася універсальним 

демографічним законом, дійсним як для даних 
про період, так і для когортної смертності. Проте 

деякі відхилення від цієї моделі також 

спостерігалися. 
Систематичний збір інформації про 

народжуваність та смертність в країнах дали 

початок теоретичним і прикладним 

дослідженням як у якісних, так і в кількісних 
галузях демографії, ймовірності та статистики, 

прикладної математики, а останнім часом і 

комп’ютерних досліджень та моделювання.  
Стан здоров’я або життєздатність організму 

можна оцінити за наборами даних про 

народження та смерть. З точки зору якісних 
досліджень можна сказати, що гарний стан 

здоров’я населення призведе до збільшення 

тривалості життя. Проте кількісна відповідь має 

включати дані народжуваності та смертності. 
Але як кількісно оцінити та змоделювати 

стан здоров’я населення, передбачивши функцію 

стану здоров’я за віком? Причина відсутності 
розвитку кількісної теорії переважно пов'язана з 

тим, що здоров'я людини — це стохастичний 

процес, а смерть — це "кінець" цього процесу, 
коли стан здоров’я падає нижче межі, що 

називається бар’єром, тобто в момент першого 

досягнення рівня (бар'єра) цим стохастичним 

процесом. В подальшому для стохастичного 
процесу, пов'язаного зі станом («кількістю») 

здоров'я людини, момент першого досягнення 

критично низького рівня будемо називати 
«моментом (або часом) першого виходу».  

Стохастична модель і пов'язані з нею 

параметри. Смерть виникає як наслідок втрати 
життєвих сил або здоров'я, що можна розглядати 

як випадковий процес. Змоделювати цей процес 

можна простим стохастичним диференціальним 

рівнянням[1]: 

𝑑𝑆𝑡 = 𝜇𝑡
∗𝑑𝑡 + 𝜎𝑡𝑑𝑊𝑡                (4) 

Тут 𝑆𝑡 − це стан здоров'я або життєва сила 

людини, 𝜇𝑡
∗ − функція, що виражає втрату 

життєвих сил або швидкість зниження стану 

здоров’я залежно від віку 𝑡, 𝜎𝑡 − дисперсія 

здоров'я людини, яка вважається сталою для 

даної моделі, W(t) – стандартний вінерівський 
процес.  

Шляхом прямого інтегрування 𝑆𝑡  

визначатиметься як:  

𝑆𝑡 = 𝑆0 + ∫ 𝜇𝑠
∗𝑑𝑠

𝑡

𝑡0
+ 𝜎𝑠[𝑊𝑡 − 𝑊0]       (5) 

де 𝑆0 – значення 𝑆𝑡  у момент t = 0. Тепер наше 

головне завдання – отримати аналітичнийвигляд 

функції 𝜇𝑡
∗. Вважаємо, що математичне 

сподівання значення 𝑆𝑡  є функцією 𝐻 = 𝐻𝑡 , 

заданою формулою 

𝐻𝑡 = 𝐸|𝑆𝑡| = 𝑆0 + ∫ 𝜇𝑠
∗𝑑𝑠

𝑡

𝑡0
           (6) 

ми отримаємо  
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𝜇𝑡
∗ =

𝑑𝐻𝑡

𝑑𝑡
                      (7) 

де 𝐻𝑡 − функція стану здоров'я.  

Основна проблема тут полягає не в тому, щоб 
знайти розв'язок (4), а в переході до щільності 

неперервної випадкової величини. З (4) ми 

можемо перейти до пов'язаного 

диференціального рівняння Фоккера-Планка [1]: 
𝜕𝑝(𝑆𝑡,𝑡)

𝜕𝑡
= −𝜇𝑡

∗ 𝜕𝑝(𝑆𝑡,𝑡)

𝜕𝑆𝑡
+

𝜎𝑡
2

2

𝜕2𝑝(𝑆𝑡,𝑡)

𝜕𝑆𝑡
2     (8) 

Розв’язок, буде мати вигляд:   

𝑝(𝑡) =
1

[2𝜋 ∫ 𝜎𝑠
2𝑑𝑠

𝑡
0 ]

1/2 𝑒
−

(𝐻𝑡)2

2 ∫ 𝜎𝑠
2𝑑𝑠

𝑡
0        (9) 

Для сталого значення 𝜎 ця формула набуває 

вигляд 

𝑝(𝑡) =
1

𝜎√2𝜋𝑡
𝑒

−
(𝐻𝑡)2

2𝜎2𝑡               (10) 

Знаходження функції щільності, що виражає 

розподіл часу першого досягнення критично 
низького рівня надано Е. Шредінгером [2] і М. 

Смолуховським [3] у двох роботах, 

опублікованих незалежно в одному номері 
журналу. Пізніше А. Зігерт [4] дав інтерпретацію, 

ближчу до нашого сучасного позначення, тоді як 

в роботах [3]-[7] дано найцікавішу форму функції 

щільності першого виходу. Для простого 
випадку, представленого раніше (9), 

запропонована форма: 

𝑔(𝑡) =
|𝑎|

𝑡
𝑝(𝑎, 𝑡) =

|𝑎|

𝜎√2𝜋𝑡3
𝑒

−
𝑎2

2𝜎2𝑡    (11) 

К. Дженнен [5] запропонував більш загальну 
форму для випадку криволінійної межі, 

використовуючи дотичну апроксимацію 

щільності першого виходу. Застосування цієї 

теорії до моделювання смертності призводить до 
наступної форми [1], [8]: 

𝑔(𝑡) =
|𝐻𝑡−𝑡𝐻𝑡

′|

𝑡
𝑝(𝑡) =

|𝐻𝑡−𝑡𝐻𝑡
′|

𝜎√2𝜋𝑡3
𝑒

−
(𝐻𝑡)2

2𝜎2𝑡   (12) 

Як бачимо з останньої формули |𝐻𝑡 −
𝑡𝐻𝑡

′| враховує локальну лінеаризацію і в кількох 

випадках може розглядатися як константа. У 

цьому випадку виникає простіша форма:  

𝑔(𝑡) =
𝑘

𝑡
𝑝(𝑡) =

𝑘

𝜎√2𝜋𝑡3
𝑒

−
(𝐻𝑡)2

2𝜎2𝑡      (13)   

Або форма запропонована в [1]: 

𝑔(𝑡) =
𝑘

√𝑡3
𝑒−

(𝐻𝑡)2

2𝑡             (14) 

Без втрати загальності ми можемо 

встановити 𝜎 = 1 в рівнянні (10) для g(t) і 
продовжити використання простої форми моделі 

представленою в (14), де новий параметр 𝑘 =

𝑘∗/√2𝜋. 

Тепер можемо перейти до оцінки форми 

невідомої функції стану здоров’я H(t), 
підставивши в попереднє рівняння та виразивши 

H(t) як функцію g(t). Отримана функція має 

вигляд 

𝐻𝑡 = |(−2𝑡 ln
𝑔(𝑡)√𝑡3

𝑘
)

1

2
|            (15) 

Щоб забезпечити позитивний знак члену в 

дужках у правій частині останньої формули, має 
виконуватись таке співвідношення: 

𝑘 ≥ 𝑔(𝑡)√𝑡3                    (16) 

Необхідні дані для дослідження – це 

кількість померлих у віці x протягом року (dx), а 
також спостережувана чисельність населення за 

віком x в певному році (lx). Тоді інтенсивність 

смертності  в точці x (у віці x) 𝜇𝑥  визначається як 

𝜇𝑥 =
𝑑𝑥

𝑙𝑥
                         (17) 

Коли дані надані в термінах 𝜇𝑥 , ми 

переходимо до безпосереднього пошуку 𝐻𝑥 . 

Оскільки в наших розрахунках нам потрібні дані 

для оцінки функції щільності ймовірності g(x), 

ми можемо знайти цю функцію з визначення 𝜇𝑥  з 

формули 

𝜇𝑥 =  
𝑔(𝑥)

1−∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

                 (18) 

 Після перегрупування та диференціювання 

отримуємо   

𝑔𝑥 = 𝜇𝑥𝑒− ∫ 𝜇𝑡𝑑𝑡
𝑥

0               (19) 

Формула для 𝑔𝑥  надає функцію щільності 

ймовірності g(x) як функцію 𝜇𝑥 . Відповідно, ми 
можемо знайти наступну форму для функції 

стану здоров’я 

𝐻𝑥 = |(−2𝑥 ln
√𝑥3𝜇𝑥𝑒− ∫ 𝜇𝑡𝑑𝑡

𝑥
0

𝑘
)

1

2

|         (20) 

Параметр k тепер визначається як        

𝑘 = max
𝑥∈(0;∞)

(√𝑥3𝜇𝑥𝑒− ∫ 𝜇𝑡𝑑𝑡
𝑥

0 )           (21) 

Моделювання на основі даних про 

населення для України. Дослідження 

проведено на основі даних наданих базою даних 
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про смертність людей https://www.mortality.org/. 

З вказаної бази даних було використано кількість 
померлих у віці x протягом року, а також 

спостережувана чисельність населення за віком x 

в певному році. Дане оціювання було проведено 
за допомогою середовища MS Excel.  

 Застосувавши формулу (20) було 

змодельовано функцію стану здоров'я дя жінок та 

чоловіків України у 2000 році (Рисунок 1). 
 

 
Рисунок 1 - Функція стану здоров’я чоловіків і 

жінок в Україні 

 
Отримані графіки для H(x) забезпечують 

несиметричну форму, подібну до параболи. Ця 

функція описує середнє значення стану здоров’я 
населення за конкретний рік як функцію віку. 

Стан здоров'я починається з низького рівня при 

народженні та зростає до максимального 

значення стану здоров'я, а потім знижується до 
нуля у віці максимальної смертності.  

Оскільки графіки мають форму параболи для 

функції H(x), ми можемо знайти вік x, де H(x) 
отримує максимум. Для випадку України в 2000 

році він становить x=36 років і H(x)=17,94 для 

жінок та x=31 рік і H(x)=13,72 для чоловіків.  
Для спостереження зміни значення функції 

життєвості для України за даними в різні роки 

була побудована модель за формулою (20) для 

жінок (Рисунок 2) та чоловіків (Рисунок 3) 
України за період з 2000 року по 2012 рік з 

інтервалом в 2 роки. 

На основі розрахунків та графіків 
спостерігається чітка тенденція зростання стану 

здоров’я жінок: при відносно сталому 

максимальному значенні функції стану здоров’я, 

вік максимального значення стану здоров’я 
підвищується (Таблиця 1). Також, помітно 

різницю віку нульового значення стану здоров’я, 

в жінок він значно вищий, ніж в чолоків (Таблиця 
2).  

 
Рисунок 2 - Функція стану здоров’я (жінки 2000-

2012р.) 

 
Рисунок 3 - Функція стану здоров’я (чоловіки 

2000-2012р.) 

 

Рік 

Максималь
не значення 

функції 

H(x) 

Вік 

максимально

го значення 
стану 

здоров’я, р. 

Вік 
нульовог

о 

значення 
стану 

здоров’я, 

р. 

199
0 

18,3 37 83 

199

2 
18,1 34 82 

199
4 

17,7 41 82 

199

6 
17,5 35 78 

199
8 

18,1 36 80 
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200

0 
17,94 36 82 

200

2 
17,87 39 84 

200

4 
17,32 41 83 

200

6 
17,50 41 82 

200

8 
17,09 44 84 

201

0 
17,70 46 82 

201

2 
17,75 47 84 

Таблиця 1 - Порівняння значеннь функції стану 

здоров’я та років масимального і нульового 

стану здоров’я жінок в Україні 

 

Рік 

Максималь

не значення 

функції 

H(x) 

Вік 

максимально
го значення 

стану 

здоров’я, р. 

Вік 

нульовог

о 
значення 

стану 

здоров’я, 

р. 

199

0 
14,9 29 78 

199

2 
14,3 31 74 

199

4 
13,9 29 76 

199

6 
13,6 32 72 

199

8 
14,0 31 80 

200

0 
13,72 31 76 

200

2 
13,44 29 75 

200

4 
13,73 19 69 

200

6 
13,76 22 71 

200

8 
13,84 23 73 

201

0 
14,64 26 75 

201

2 
14,90 26 77 

Таблиця 2 - Порівняння значеннь функції стану 

здоров’я та років масимального і нульового 
стану здоров’я чоловіків в Україні 

Висновки. За результатими дослідження 

спостерігається чітка тенденція зростання стану 
здоров’я жінок: при відносно сталому 

максимальному значенні функції стану здоров’я, 

вік максимального значення стану здоров’я 

підвищується. Також, помітно різницю віку 
нульового значення стану здоров’я, в жінок він 

значно вищий, ніж в чолоків. Така різниця 

зумовлена сукупністю факторів, які можна 
узагальнити способом життя. Найсуттєвіший 

негативний вплив на здоров’я спричиняють: 

алкоголь, куріння та неправильне харчування. 
Також чоловіки більш схильні до ризику та 

мають більш небезпечні форми зайнятості.  
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Розглянута задача моделювання магнітного аплікатора круглої форми, призначеного для дії на 

об’єкт (мішень) постійним чи змінним магнітним полем. У зв’язку з тим, що магнітне поле монотонно 

спадає з ростом відстані до аплікатора, модель включає 3 аплікатори з різними радіусами, а задача 
вирішується на основі їх порівняння. При цьому більший та менший аплікатори мають радіуси, які 

більше чи менше радіуса середнього аплікатора в однакову кількість раз (коефіцієнт масштабу k). В 

наближенні витка зі струмом знайдено аналітичні залежності від k ближньої, дальньої границі та 
середини проміжної зони, тобто робочої зони, в якій повинна знаходитися мішень. Знайдено 

асимпотики у крайніх випадках мінімального (k=1) та великого (k>>1) коефіцієнтів масштабу. 

Показано, що середина робочої зони при k=1 рівна R/√2, (R – радіус аплікатора),а при k>>1 росте як 

(R/2)k1/3. Ці результати дають вирішення «прямої» задачі – для аплікатора певного радіусу підібрати 
параметри мішені – розмір та відстань до неї. Такий підбір критичний, коли мішені мають 

достатньо великий розмір та відстань до яких не може перевищувати певної критичної величини 

(глибини залягання), що має місце зокрема при дії магнітним полем на певні органи чи області 
локалізації магнітних (нано)матеріалів всередині біооб’єктів, в т. ч. людини чи тварини. 

 

Ключові слова: аплікатор магнітного поля, робоча зона, наноматеріали, локалізація наночастинок 
 

We considered the problem of modeling a magnetic applicator of round shape, designed to act on an object 

(target) with a constant or variable magnetic field. Due to the fact that the magnetic field monotonically 

decreases with increasing distance to the applicator, the model includes 3 applicators with different radii, and 
the problem is solved based on their comparison At the same time, the larger and smaller applicators have 

radii that are larger or smaller than the radius of the average applicator by the same number of times (scale 

factor k). Analytical dependences on k of the near, far boundary, and middle of the intermediate zone, i.e., the 
working zone, in which the target should be located, were found in the approximation of the current loop. 

Asymptotics were found in extreme cases of minimal (k=1) and large (k>>1) scale factors. It is shown that the 

middle of the working zone at k=1 is equal to R/√2, (R is the radius of the applicator), and at k>>1 it grows 

as (R/2)k1/3. These results provide a solution to the "direct" problem of choosing target parameters for an 
applicator of a certain radius - size and distance to it. Such a selection is critical when the targets have a 

sufficiently large size and the distance to which cannot exceed a certain critical value (depth of occurrence), 

which takes place in particular for the action by magnetic field on certain organs or the area of localization 
of magnetic (nano)materials inside biological objects, including humans or animals. 
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1. Вступ. Для направленої доставки ліків на 

магнітних носіях, необхідний зовнішній вплив 
магнітного поля, що має достатній градієнт для 

використання магнітних частинок в органі-

мішені. Для його створення використовується 
аплікатор магнітного поля. Створення магнітного 

аплікатора, який має здатність утримувати 

магнітні наночастинки на необхідній відстані 

всередині біологічного об`єкта - це нова,складна і 
погано досліджена задача. Оскільки об`єкт– це 

монодоменні феромагнітні наночастинки, то 

величина магнітної сили, яка дієна них, 
визначається градієнтом магнітного поля, яке 

створено аплікатором [1].Такий аплікатор буде 

мати 3 зони: ближню, проміжну та дальню. В 

кожній з цих зон напруженість магнітного поля 
буде мати залежність від радіусу аплікатора, що 

використовується [2].  

Крім того, магнітні наночастинки, які 
потрапляють у злоякісну клітину, здатні погли-

нати енергію зовнішнього змінного електромаг-

нітного поля. В результаті можна очікувати 
локальний нагрів оточуючих тканин. Ця техно-

логія називається магнітна гіпертермія й наразі 

активно досліджується [3]. Інші напрямки засто-

сувань в біомедицині наведено в оглядах [4-5]. 
В роботі розглянута модель магнітного 

аплікатора круглої форми, призначеного для дії на 

об’єкт (мішень) постійним чи змінним магнітним 
полем. Ставиться задача підібрати параметри 

мішені – розмір та відстань до неї для аплікатора 

певного радіусу. На перший погляд задача 
тривіальна, тому що магнітне поле моно-тонно 

спадає з ростом відстані до аплікатора, та має 

лише один розв'язок, а саме – відстань повинна 

бути мінімальна, а розмір мішені не повинен 
перевищувати діаметра аплікатора.  

Цей тривіальний розв'язок повністю справед-

ливий з точки зору магнітостатики, проте, хибний 
для практичних застосувань, зокрема для 

створення магнітних аплікаторів. Для того, щоб 

підтвердити цю гіпотезу, розроблено теоретичну 

модель, яка  включає 3 аплікатори з різними 
радіусами, а задача вирішується на основі їх 

порівняння. При цьому більший та менший 

аплікатори мають радіуси, які більше чи менше 
радіуса середнього аплікатора в одинакову 

кількість раз (коефіцієнт масштабу k).  

 
 

 

 

2. Магнітне поле витка зі струмом 

 
Рис. 1. Схематичне зображення витка зі струмом 

 

Відомо, що напруженість магнітного поля 
(МП) має наступний вигляд: 

 

𝐻 =  
𝑤𝑅2

(𝑅2+𝑍2)3/2    ,w = nI  (1) 

 

де w- ампер-витки, n - кількість витків, I - струм у 

витку, R - радіус витка, Z – відстань від центру. 
Розглянемо найпростіший випадок де 

кількість витків n =1, тоді поле набуває вигляду: 

 

𝐻 =  
𝐼𝑅2

(𝑅2+𝑍2)3/2                               (2) 

 

В нормованому вигляді враховуємо 𝐻0 =  
𝐼

𝑅
  

та 𝑧 =  
𝑍

𝑅
 тоді залежність від відстані z матиме 

наступний відомий вигляд (3):  

 

𝐻(𝑧) = 𝐻0
1

(1+𝑧2)3/2                      (3) 

 

 
Рис. 2.Залежність амплітуди магнітного поля 

аплікатора на його осі від відстані z 

 

З (1,3) можемо отримати вирази для ближньої (4а), 

проміжної (4б) та дальньої (4в) зон: 
 

HБЗ = H0 =
I

R
 , z ≪ 1         (4a) 

HПЗ =
H0

2√2
 ,z ≈ 1             (4б) 

HДЗ =  
IR2

z3 , z ≫ 1             (4в) 

 

Бачимо, що в ближній зоні МП практично 

постійне H0, далі у проміжній зоні воно 

© В.М Купріянчук, М.М. Будник, 2022 
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зменшується в 2√2 ≈ 2.82рази, в дальній зоні 

поле пропорційне 𝐻ДЗ ~ 
𝑀

𝑧3 ,де 𝑀 = 𝐼𝑅2– відомий 

вираз для магнітного моменту диполя. 
Недоліком виразу (4,б) є те, що середина 

проміжної зони є наближеною і вибрана нами без 

належного обґрунтування. Крім того, проміжна 
зона не має ширини, іншими словами – границь. 

 

3. Визначення границь робочої зони для 

певного коефіцієнту масштабу. Введемо 
коефіцієнт масштабу kтакий щоб: 

 

𝑅1 =  
𝑅2

𝑘
, 𝑅3 = 𝑅2𝑘                 (5) 

𝑧1 = 𝑘𝑧2 , 𝑧3 =  
𝑧2

𝑘
                 (6) 

 

Тоді з виразу (3) отримаємо залежності 
для 2-х аплікаторів з різними радіусами R1та R3. 

 

𝐻𝑅1(𝑧) =
𝐼𝑘

𝑅2
(

1

(1+(𝑘𝑧2)2)
3
2

)               (7) 

𝐻𝑅3(𝑧) =
𝐼

𝑘𝑅2
(

1

(1+(
𝑧2
𝑘

)
2

)

3
2

)                (8) 

 

Припустимо, що ми маємо певний об’єкт 

на глибині z. Тоді виникає питання – аплікатор з 
яким радіусом (R1, R2, чи R3) найкраще  підійде для 

даної глибини z.? Для вирішення даної задачі 

скористаємось прикладом. Виберемо значення R1, 

R2,R3   які будуть задовольняти умову: 
 

𝑅1 < 𝑅2 < 𝑅3                                  (9) 

 
Наприклад, R1= 0.25, R2 = 1,R3 = 4,отже k = 4.Тоді 

залежності (7,8) набудуть вигляду (поле 𝐻2  дає 

ється відомим виразом (3)). 

 

𝐻1(𝑧) = 4𝐼 (
1

(1+16𝑧2)
3
2

)   (10) 

𝐻3(𝑧) =
𝐼

4
(

1

(1+(
𝑧

4
)2)

3
2

)   (11) 

 

Використовуючи графічне представлення 

можемо визначити дальню та ближню границі ПЗ, 
та її середину згідно виразів (12 - 14). 

 

𝐻1(𝑧𝑚𝑖𝑛) = 𝐻2(𝑧𝑚𝑖𝑛)            (12) 

𝐻2(𝑧𝑚𝑎𝑥) = 𝐻3(𝑧𝑚𝑎𝑥)           (13) 

𝑧сер =  
𝑧𝑚𝑖𝑛+𝑧𝑚𝑎𝑥

2
  14) 

 

В результаті отримаємо 𝑧𝑚𝑖𝑛 = 0.34, 𝑧𝑚𝑎𝑥 = 1.34, 

та 𝑧сер = 0.84. Графічне представлення 

залежностей (12-14) подано на Рис. 3. 

 
Рис. 3. Залежності напруженості МП для трьох 

аплікаторів з різними радіусами (R1,R2,R3), 
zmin,zmax– границі проміжної зони. 

 

На цій основі можемо уточнити 

визначення (4) просторових зон для аплікатору з 

середнім радіусом 𝑅2. 

 

Для ближньої зони:  𝑧2 < 𝑧𝑚𝑖𝑛отже 𝑧2 < 0.34 

Проміжна зона:   𝑧𝑚𝑖𝑛 < 𝑧2 < 𝑧𝑚𝑎𝑥 

тоді 𝑧2𝜖(0.34; 1.34)                                     (15) 

Дальня зона:    𝑧2 > 𝑧𝑚𝑎𝑥звідси 𝑧2 > 1.34 

 
Також визначимо ширину робочої зони: 

 

∆𝑧2 =  𝑧𝑚𝑎𝑥 − 𝑧𝑚𝑖𝑛 = 1               (16) 
 

4.Обчислення границь робочої зони для 

довільного коефіцієнту масштабу.Значення 

границь робочої зон (15-16) стосуються лише 
випадку  к=4. Для довільного випадку знову 

розглянемо поле витка (3) та врахуємо умову (9) 

для 3-х аплікаторів з різними радіусами.Тоді для 
дальної (zmax) та ближньої (zmin) границь робочої  

зони  буде справджуватись рівність: 

𝐻1(𝑧𝑚𝑖𝑛) = 𝐻2(𝑧𝑚𝑖𝑛)  (17) 

𝐻2(𝑧𝑚𝑎𝑥) = 𝐻3(𝑧𝑚𝑎𝑥)  (18) 

Звідси отримаємо: 

𝑧𝑚𝑖𝑛 = 𝑓(𝑅1, 𝑅2)  (19) 

𝑧𝑚𝑎𝑥 = 𝑓(𝑅2 , 𝑅3)  (20) 

На основі виразів (5) та (3) визначимо функцію 

для zmin: 

1

𝑅1(1+(
𝑍1
𝑅1

)
2

)

3
2

=
1

𝑅2(1+(
𝑍2
𝑅2

)
2

)

3
2

  (21) 
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𝑅1 (1 + (
𝑍1

𝑅1
)

2

)

3

2

= 𝑅2 (1 + (
𝑍2

𝑅2
)

2

)

3

2

 (22) 

(𝑅1)
2

3 (1 + (
𝑍1

𝑅1
)

2

) = (𝑅2)
2

3 (1 + (
𝑍2

𝑅2
)

2

) (23) 

Для того, щоб звільнитися від радикалів 

необхідно перейти до виразів через коефіцієнт 

масштабування k, такий щоб: 

(
𝑅2

𝑘
)

2

3(1 + (𝑘𝑧𝑚𝑖𝑛)2) = (𝑅2)
2

3(1 + 𝑧𝑚𝑖𝑛
2) (24) 

(
1

𝑘
2

3⁄
) (1 + (𝑘𝑧𝑚𝑖𝑛)2)= 1 + (𝑧𝑚𝑖𝑛)2  (25) 

1 − 𝑘−
2

3 = 𝑧𝑚𝑖𝑛
2 (𝑘

4

3 − 1)  (26) 

𝑧𝑚𝑖𝑛 =
1

𝑘
1

3⁄
√𝑘

2
3⁄ −1

𝑘
4

3⁄ −1
  (27) 

Можемо спростити вираз використовуючи відому 

математичну формулу (𝑎2 − 𝑏2) = (𝑎 − 𝑏)(𝑎 +

𝑏) при значенні 𝑎 = 𝑘
2

3⁄ ;   𝑏 = 1: 

(𝑘
4

3⁄ − 1) = (𝑘
2

3⁄ − 1) (𝑘
2

3⁄ + 1)  (28) 

𝑧𝑚𝑖𝑛 =
1

𝑘
1

3⁄ √
1

𝑘
2

3⁄ +1
=

𝑍𝑚𝑖𝑛

𝑅2
  (29) 

Аналогічно, на основі виразів (6) та (3) визначимо 

функцію zmax: 

1

𝑅2(1+(
𝑍2
𝑅2

)
2

)

3
2

=
1

𝑅3(1+(
𝑍3
𝑅3

)
2

)

3
2

  (30) 

(𝑅2)
2

3 (1 + (
𝑍2

𝑅2
)

2

)= (𝑅3)
2

3 (1 + (
𝑍3

𝑅3
)

2

)  (31) 

Переходимо до виразу через коефіцієнт 

масштабування k, тоді 𝑧𝑚𝑎𝑥 = 𝑓(𝑘, 𝑅2): 

(𝑅2)
2

3(1 + (𝑧𝑚𝑎𝑥)2) = (𝑘𝑅2)
2

3 (1 + (
𝑧𝑚𝑎𝑥

𝑘
)

2

) (32) 

1 + 𝑧𝑚𝑎𝑥
2 = 𝑘

2

3 + 𝑧𝑚𝑎𝑥
2 𝑘−

4

3  (33) 

1 − 𝑘
2

3 = 𝑧𝑚𝑎𝑥
2 (𝑘−

4

3 − 1)  (34) 

𝑧𝑚𝑎𝑥 = 𝑘
2

3⁄ √1−𝑘
2

3⁄

1−𝑘
4

3⁄
  (35) 

Спростимо вираз знову використавши різницю 

квадратів (1 − (𝑘
2

3⁄ )2): 

𝑧𝑚𝑎𝑥 = 𝑘
2

3⁄ √
1

1+𝑘
2

3⁄
=

𝑍𝑚𝑎𝑥

𝑅2
  (36) 

 

Таблиця 1 

Результати обчислень zmin, zmax, та zсер при різних 

значення коефіцієнту масштабу k 

𝒌 𝒛𝒎𝒊𝒏 𝒛𝒎𝒂𝒙 𝒛сер 

2 0.49 0.98 0.73 

3 0.39 1.18 0.78 

4 0.34 1.34 0.84 

Оскільки ми використовували нормовані 

значення zmaxта zmin : 

𝑍𝑚𝑖𝑛 = 𝑅2𝑧𝑚𝑖𝑛 ; 𝑍𝑚𝑎𝑥 = 𝑅2𝑧𝑚𝑎𝑥 (37) 

 

Рис.4. Залежність дальньої границі робочої  

зони від радіусу аплікатора 

5. Асимптотика границь при граничних 

коефіцієнтах масштабу. Використовуючи вирази 
(29) та (37) побудуємо залежність zmin, zmax, та zсер 

при будь-яких значеннях k. Проведемо аналіз 

асимптот для значень zmin, zmax, та zсер: 

k → 1: всі zmin, zmax, zсер →
1

√2
≈ 0.71,     (38) 

k ≫ 1: zmin → 𝑘−
1

3, zmax → 𝑘
1

3 , zсер →
1

2
𝑘

1

3,  

З даного графіку видно що zmax та zсер при k ≫ 1 

будуть збільшуватися, при цьому дальня границя 

𝑧𝑚𝑎𝑥  буде зростати в 2 раз швидше за середину.  
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Рис.5. Залежність границь робочої зони від 

коефіцієнту масштабу k. 

І навпаки, при k → 1 обидві границі та середина 

робочої зони будуть наближатись до значення 
1

√2
. 

6. Висновки. В наближенні аплікатора як витка зі 

струмом знайдено аналітичні залежності від k 

ближньої, дальньої границі та середини робочої 
зони, в якій повинна знаходитися мішень. 

Знайдено асимпотики у крайніх випадках міні-

мального (k=1) та великого (k>>1) коефіцієнтів 

масштабу. Показано, що обидві границі та 
середина робочої зони при k=1 рівна R/√2, (R – 

радіус аплікатора), а при k>>1 ближня границя  

спадає як Rk-2/3, дальня – росте як (R)k1/3, а 
середина зони в 2 рази повільніше (R/2)k1/3 (як 

середнє арифметичне від обох границь). 

Отже, з асимптотичного аналізу маємо, що при 
збільшенні коефіцієнту масштабу робоча зона 

буде розширюватися, а її середина – повільно 

віддалятися від робочої поверхні аплікатора в 

напрямку до об’єкта (мішені).  

Ці результати дають вирішення «прямої» 
задачі – для аплікатора певного радіусу підібрати 

параметри мішені – розмір та відстань до неї. Так, 

в 1-му наближенні (модель аплікатора як витка зі 
струмом) ширина робочої зони дає бли-зьку до 

оптимальної (квазиоптимальну) товщину (розмір) 

мішені. Також середина робочої зони – це по суті 
квазиоптимальна відстань до мішені. Квази, бо 

точну оптимальність автори розуміють як 

результат розв’язку певної екстремальної задачі, 

яка тут відсутня.  
Це потрібно у сучасних застосуваннях, коли 

мішень має досить малий розмір та не може 

наблизитися до аплікатора ближче певної 
критичної відстані. Наприклад, у біомедичних 

застосуваннях при дії магнітним полем на певні 

органи чи магнітні (зокрема – нано) матеріали чи 

їх локалізації всередині біооб’єктів, в тому числі 
людини чи тварини. 

Проте, для практики більш корисно вирішити 

«обернену» задачу - для мішені заданого розміру 
та відстані до неї знайти (виготовити) аплікатор з 

потрібними  параметрами. Мовою математики це 

означає, що у подальшому потрібно вирішити 
задачу оптимізації параметрів конструкції 

аплікатора (в простій моделі витка зі струмом 

такий параметр лише один - радіус), і бажано не 

асимптотично, а «точно», тобто як результат 
розв’язку певної екстремальної задачі.   

Подяки. Робота виконана за проєктом 

«Розробка, дослідна експлуатація та впровад-
ження у виробництво біомедичних інформацій-

но-діагностичних систем та інтелектуальних 

сенсорних приладів» в рамках цільової програми 
наукових досліджень НАНУ «Розумні» сенсорні 

прилади нового покоління на основі сучасних 

матеріалів та технологій» на 2018-2022 рр. 
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