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З 1 по 4 червня 2021 року у Київському
нацiональному унiверситетi iменi Тараса Шев-
ченка було проведено (дистанцiйно) Мiжнаро-
дну наукову конференцiю “Modern Stochastics:
Theory and Applications. V” (MSTA-V)). Конфе-
ренцiю було органiзовано кафедрою теорiї ймо-
вiрностей, статистики та актуарної математики
механiко-математичного факультету. Загальна
кiлькiсть учасникiв – близько 300.

На конференцiї було представлено 50 пле-
нарних доповiдей, зокрема iз лекцiями висту-
пили професори Мартiн Гротхаус (Нiмеччина),
Нiколай Крилов (США), Доменiко Марiнуччi
(Iталiя), Марк Подольський (Швейцарiя), Мi-
клош Разонiй (Угорщина), Рене Шiллiнг (Нi-
меччина).

Пiд час роботи конференцiї 132 доповiдi бу-
ло зроблено у рамках 10 секцiй, що охоплювали
рiзнi галузi теорiї ймовiрностей, математичної
статистики, теорiї випадкових процесiв, стоха-
стичного аналiзу та їх застосувань. Спецiаль-
нi секцiї було присвячено сучасним досягнен-
ням у напрямках наукових дослiджень, започа-
ткованих видатними математиками А.В. Ско-
роходом, В.С. Королюком, I.М. Коваленком,
Ю.В. Козаченком.

Перелiк секцiй демонструє широке охоплен-
ня сучаних наукових тематик та залучення про-
вiдних науковцiв до органiзацiї роботи секцiй:
1) Stochastic dynamics. Development of research
ideas of Anatoliy Skorokhod (керiвники В. Бок,
Ю. Кондратьєв, В. Кошманенко, О. Веретен-
нiков); 2) Evolution systems, branching processes
and renewal theory. Dedicated to the main research
topics of Volodymyr Korolyuk (керiвники О. Iкса-
нов, Н. Лiмнiос, I. Самойленко); 3) Reliability,

queueing and information security. Dedicated to the
development of scientific ideas of Igor Kovalenko (ке-
рiвники М. Кузнєцов, Є. Лебєдєв, М. Савчук);
4) Advanced topics in stochastic processes, fractional
and related models. Dedicated to the achievements
in the area of research of Yuriy Kozachenko (керiв-
ники М. Леоненко, Ю. Мiшура, Е. Орсiнгер);
5) Stochastic optimization (керiвники П. Кно-
пов, В. Норкiн); 6) Fractal analysis (керiвники
М. Працьовитий, Г. Торбiн); 7) Risk processes
and actuarial mathematics (керiвник Й. Шяулiс);
8) Statistics of stochastic processes and random fi-
elds (керiвники О. Iванов, О. Кукуш, Р. Май-
борода); 9) High-Dimensional Statistical Inference
(керiвники Т. Боднар, О. Охрiн); 10) Stochastic
analysis and stochastic differential equations (керiв-
ники П. Iмкеллер, Л. Вiтасаарi).

Участь у конференцiї взяли визнанi науков-
цi України та свiту, та молодi дослiдники, аспi-
ранти i студенти. Географiя учасникiв є надзви-
чайно широкою – конференцiя об’єднала нау-
ковцiв з 32 країни свiту вiд Австралiї i Японiї
до США i Канади, включаючи бiльшiсть євро-
пейських країн.

Конференцiя продемонструвала надзви-
чайну зацiкавленiсть науковцiв в обмiнi нау-
ковими досягненнями, учасниками були пред-
ставленi новi цiкавi результати, в ходi доповiд-
ей зав’язувались науковi дискусiї, йшов плiдний
обмiн думками. Опублiковано матерiали конфе-
ренцiї, що мiстять 227 тез доповiдей, електрон-
ний примiрник розмiщено на сайтi конференцiї
https://probability.knu.ua/msta5/.

Деякi результати, представленi на конфе-
ренцiї, публiкуються у цьому випуску журналу.

c⃝ Ю.С.Мiшура, М.П.Моклячук, I.В.Розора, Л.М. Сахно, 2021

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2021/2.1
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Основна мета цiєї роботи полягає у доведеннi iснування оптимальної стратегiї для стан-
дартної та робастної задач максимiзацiї функцiї корисностi за умов неповної моделi ринку, коли
iнвестор не впевнений у ймовiрнiснiй моделi та не сприймає як ризик, так i невизначенiсть
моделi. Iснуючi результати дослiджень для строго увiгнутих функцiй корисностi узагальнено
для не увiгнутих функцiй корисностi. Крiм того, сформульовано умови, за яких оптимальна
стратегiя для задач з увiгненою функцiєю корисностi збiгається з оптимальною стратегiєю
для початкової функцiї корисностi.

Результати дослiдження доповiдались на Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Modern Stochasti-
cs: Theory and Applications. V” (MSTA-V).

Ключовi слова: функцiонал максимiзацiї функцiї корисностi, оптимальнi стратегiї, опти-
мальнi iнвестицiї, увiгнення.

The main goal for this paper is to prove the existence of the optimal investment strategies for
the standard and robust problems of maximization for the concavified utility function in an incomplete
market model. We extend the existing results for strictly concave utility functions to concavification of
non-concave utility functions. Moreover, we present an assumption under which the optimal strategies
for concavified problems are also optimal strategies for non-concave problems.

Keywords: standard utility maximization, robust utility maximization, optimal investments, non-
concave utility, concavification.

1 Introduction

The optimal investment problem is one of the
most actual problem nowadays. There is a lot of
aspects that can be considered in this problem
such as the concavity of utility function, market
model, the assumptions on the value process, the
set of probability measures and the possibility
of constructing the optimal investment strategies
etc. The main interest in constructing the opti-
mal investment in the very general setup, with an
incomplete market, general sets of prior models
and non-concave utility functions.

2 Model setup

We will consider the model as in [3] with the
additional assumption that the discounted price
process is locally bounded. We impose the no-
arbitrage type condition that the set of all equi-
valent local martingale measures Me ̸= ∅, but we

do not assume that the market model is complete.
We consider the discounted price process with

d assets which modeled by a stochastic process
S = (St)06t6T . We assume that S is a d-
dimensional locally bounded semimartingale on
(Ω,F ,P) with respect to a filtration (Ft)06t6T .
The pair (x, ξ) is a self-financing trading strategy,
where x ∈ R is the initial wealth and ξ =
(ξt)06t6T is a d-dimensional predictable and S
is an integrable process. The corresponding value
process X satisfies

Xt = X0 +

∫ t

0
ξrdSr, 0 6 t 6 T.

By X (x), x > 0 we denote the set of all such
processes X, with X0 6 x which are also admi-
ssible in the sense that Xt > 0, for 0 6 t 6 T.

Additionally, the authors of [3] impose the
assumptions on the set of probability measures Q
on (Ω,F).

c⃝ О.О. Бахчеджиоглу, 2021

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2021/2.2
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Assumption 1. (i) Q is convex;

(ii) P[A] = 0 if and only if Q[A] = 0 for all
Q ∈ Q;

(iii) The set Z := {dQ/dP |Q ∈ Q} is closed in
L0(P).

We add the following extra assumption to this
set:

(iv) The set Ze := {dQ/dP |Q ∈ Qe} is closed in
L0(P),

where Qe denotes the set of measures in Q that
are equivalent to P.

Let an investor have utility function U(x); the
conditions on U(x) will be specified later. Consider
the following value function of the robust utility
problem:

u(x) := sup
X∈X (x)

inf
Q∈Q

EQ[U(XT )].

Denote

uQ(x) := sup
X∈X (x)

EQ[U(XT )],

the value function of the optimal investment
problem.

As in [4, 5], we will consider the following
“abstract version” of X (x):

C(x) := {g ∈ L0
+(Ω,FT ,P)|

0 6 g 6 XT for some X ∈ X (x)}.

It is easy to see that

u(x) = sup
X∈X (x)

inf
Q∈Q

EQ[U(XT )]

= sup
g∈C(x)

inf
Q∈Q

EQ[U(g)];

uQ(x) = sup
X∈X (x)

EQ[U(XT )] = sup
g∈C(x)

EQ[U(g)].

3 Main result

The aim of this article is to present the optimal
investment strategies for the standard as well as
the robust problem of maximization the concavi-
fied utility function, i.e. sup

X∈X (x)
E[Uc(XT )] and

sup
X∈X (x)

inf
Q∈Q

EQ[U(XT )]. The results and proofs of

the present article borrow their main ideas and
techniques from [3]. The main difference is that,

contrary to [3], we do not assume the concavified
utility function is strictly concave and we obtain
results for a fixed probability measure. Moreover,
we present a sufficient assumption for optimal
strategies for concavified problems to be optimal
strategies for non-concave problems as well.

Denote

ucP (x) = sup
X∈X (x)

E[Uc(XT )].

To avoid trivialities, throughout the article we
assume that

ucP (x) < ∞ for some x > 0. (1)

3.1 Duality theory

In this section we will work with the convex
conjugate V of U :

V (y) = sup
x>0

(U(x)− xy), y > 0.

We do not assume that U is concave or sati-
sfies the Inada condition in zero. As a result, in
general, the concave envelope Uc is not strictly
concave and the Inada condition in zero does not
hold as well. Hence, the convex conjugate V in
general is not smooth and not strictly decreasing.
Nevertheless it follows from the [1, Lemma 2.9]
that the utility U and its concave envelope Uc have
the same convex conjugate and that the function
V is convex, non-increasing and finite on (0,∞).
Moreover, it holds that

Uc(x)− xy = V (y) ⇐⇒ x ∈ −∂V (y)

⇐⇒ y ∈ ∂Uc(x). (2)

The dual value function vP for uP is given by

vP (y) := inf
Y ∈Y(y)

E[V (YT )], y > 0,

where the space Y(y) is defined as

Y(y) = {Y > 0|Y0 = y and XY is a
P− supermartingale for all X ∈ X (1)}.

In addition to C(x), consider also the
“abstract version” of Y(y):

D(y) = {h ∈ L0
+(Ω,FT ,P)|

0 6 h 6 YT for some Y ∈ Y(y)}.

11
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It is easy to see that

uP (x) = sup
g∈C(x)

E[U(g)]

ucP (x) = sup
g∈C(x)

E[Uc(g)]

vP (y) = inf
h∈D(y)

E[V (h)].

Moreover, the optimal g or h (if it exists)
corresponds to some X ∈ X (x) or Y ∈ Y(y).

Recall that a subset S of L0
+(Ω,FT ,P) is

called solid if from 0 6 f 6 g and g ∈ S it follows
that f ∈ S.

By [4, Proposition 3.1], we have

(i) C(x) and D(y) are subsets of L0
+(Ω,FT ,P)

which are convex, solid and closed in the
topology of convergence in measure.

(ii)

g ∈ C(x) ⇐⇒ g > 0 and sup
h∈D(y)

E[hg] 6 xy

h ∈ D(y) ⇐⇒ h > 0 and sup
g∈C(x)

E[hg] 6 xy.

(3)

(iii) C(x) is a bounded subset of L0
+(Ω,FT ,P),

containing the constant function x.

3.2 Optimal investments for the
standard concavified utility functi-
onal problem

In this section we are going to present the optimal
investment strategies for the problem of maximi-
zation the standard concavified utility function,
i.e. sup

X∈X (x)
E[Uc(XT )].

Assume that

Uc(0) > 0, . (4)

Then, for all y > 0,

V (y) = sup
x>0

(Uc(x)− xy) > Uc(0) > 0

Vn(y) = sup
0<x6n

(Uc(x)− xy) > Uc(0) > 0.

From the last inequality and the assumption (1),
appealing to the proof of [4, Lemma 3.4], we obtain
that

vP (y) = sup
x>0

(ucP (x)− xy) for each y > 0. (5)

Theorem 2. Let (1) and (4) hold.
Then, for any x0 > 0, there exists some ĝ ∈

C(x0), ŷ > 0 and ĥ ∈ D(ŷ) such that

(i) ucP (x0) = vP (ŷ) + x0ŷ,

(ii) ucP (x0) = inf
y>0

(vP (y) + x0y).

If, in addition, vP (y) < ∞ for all y > 0, then

(iii) vP (ŷ) = E[V (ĥ)],

(iv) ucP (x0) = E[Uc(ĝ)].

Moreover, vP (·) is convex.

Proof. Fix x0 > 0. For all y > 0, we have

ucP (x0) 6 sup
x>0

[ucP (x)− xy] + x0y. (6)

Let us prove that there exists ŷ > 0, such that for
all x > 0, the following holds:

ucP (x0) > ucP (x)− xŷ + x0ŷ, (7)

equivalently,

ucP (x)− ucP (x0) 6 ŷ(x− x0).

Since ucP is concave (see [3, Lemma 3.1 (b)]), such
ŷ exists. Moreover, from the inequality uc′P (x

+
0 ) 6

uc′P (x
−
0 ) it follows that ŷ ∈ [uc′P (x

+
0 ), u

c′
P (x

−
0 )].

Then, using (7),

ucP (x0) > sup
x>0

[ucP (x)− xŷ] + x0ŷ.

Therefore, noting (6), we have

ucP (x0) = sup
x>0

[ucP (x)− xŷ] + x0ŷ.

As a result, (5) implies (i).
To prove (ii), observe that from (5) we have

for all x0, y > 0

ucP (x0) 6 vP (y) + xy.

Hence,

ucP (x0) 6 inf
y>0

(vP (y) + x0y).

Using (i), we get

ucP (x0) > inf
y>0

(vP (y) + x0y),

which yields (ii).
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From the definition of vP (ŷ) it follows that
there exists a sequence (hn) ∈ D(ŷ) such that

lim
n→∞

E[V (hn)] = inf
h∈D(ŷ)

E[V (h)].

Due to the Kolmos-type argument [2,
Lemma A1.1], there is sequence (ĥn)n∈N ∈
conv(hn, hn+1, . . . ) such that ĥn converges a.s.
to some ĥ > 0.

Thanks to the convexity and closedness with
respect to convergence in measure of D(ŷ), D(ŷ) is
closed under countable convex combinations, hence
(ĥn) ∈ D(ŷ). Moreover, since D(ŷ) is closed in the
topology of convergence in measure, we have that
ĥ ∈ D(ŷ).

Further, for each n ∈ N, there exists a
sequence αn

i ∈ R+ such that
∑
i∈N

αn
i = 1 and

ĥn =
∑
i∈N

αn
i hn+i−1.

Using the continuity of V on (0,∞) (which
follows from its convexity) and the assumptions of
the theorem, we have

lim sup
n→∞

E[V (ĥn)] = lim sup
n→∞

E

[
V

(∑
i∈N

αn
i hn+i−1

)]
6 lim sup

n→∞

∑
i∈N

αn
i · E [V (hn+i−1)] = inf

h∈D(ŷ)
E[V (h)].

Since lim inf
n→∞

E[V (ĥn)] 6 lim sup
n→∞

E[V (ĥn)] and

ĥn ∈ D(ŷ), we obtain

lim
n→∞

E[V (ĥn)] = inf
h∈D(ŷ)

E[V (h)].

Noting that V (y) > 0, y > 0, we have

E[V (ĥ)] = E[lim inf
n→∞

V (ĥn)]

6 lim inf
n→∞

E[V (ĥn)] = inf
h∈D(ŷ)

E[V (h)],

arriving at (iii).
Since vP (y) < ∞ for y > 0, it follows from

(ii) that

lim
x→∞

ucP (x)

x
= 0.

Hence, (iv) is an implication of [5, Lemma 1]. It
remains to show that vP (·) is convex. For 0 < λ <
1 consider

λvP (y1) + (1− λ)vP (y2) = λE[V (ĥ1)] + (1− λ)E[V (ĥ2)]

> E[V (λĥ1 + (1− λ)ĥ2)]

> inf
h∈D(λy1+(1−λ)y2)

E[V (h)] = vP (λy1 + (1− λ)y2);

here we have used that (λĥ1+(1−λ)ĥ2) ∈ D(λy1+
(1 − λ)y2). for ĥ1 ∈ D(y1) and ĥ2 ∈ D(y2). The
proof is now complete

Theorem 3. Assume that vP (y) < ∞ for all
y > 0 and that (1), (4) hold.

Then, for any x > 0, there exists an optimal
strategy X̂ ∈ X (x) such that

ucP (x) = E[Uc(X̂T )].

There also exists some ŷ > 0 and Ŷ ∈ Y(ŷ) such
that

vP (ŷ) = E[V (ŶT )] and ucP (x) = vP (ŷ) + xŷ.

Moreover, X̂T ∈ −∂V (ŶT ) and X̂Ŷ is a marti-
ngale.

Proof. By Theorem 2 (iv), for all x > 0, there
exists an optimal strategy X̂ ∈ X (x) (with ĝ =
X̂T ). Also from Theorem 2 (i), (iii) there exists
some ŷ > 0 and Ŷ ∈ Y(ŷ) (with ĥ = ŶT ) such
that

ucP (x) = E[Uc(X̂T )]

vP (ŷ) = E[V (ŶT )]

ucP (x) = vP (ŷ) + xŷ.

By the definition of the convex conjugate V ,

V (ĥ) + ĝĥ− Uc(ĝ) > 0.

Hence,

0 6 E[V (ĥ) + ĝĥ− Uc(ĝ)] = vP (ŷ) + E[ĝĥ]− ucP (x)

(3)
6 vP (ŷ) + xŷ − ucP (x) = 0. (8)

Thus,

V (ĥ) + ĝĥ− Uc(ĝ) = 0.

From (2) we have

ĝ ∈ −∂V (ĥ).

Equivalently,

X̂T ∈ −∂V (ŶT ).

But (8) implies that E[X̂T ŶT ] = E[ĝĥ] = xŷ.
As a result, since X̂Ŷ is a P-supermartingale

for all X ∈ X (x), we have

E[X̂T ŶT |Fs] 6 X̂sŶs, s 6 T.
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This leads to

E[X̂T ŶT ] 6 E[X̂sŶs] 6 X̂0Ŷ0 = xŷ.

Consequently, all the above inequalities turn to
equalities, and for all 0 6 s 6 T it holds that

E[X̂sŶs] = X̂0Ŷ0 = xŷ. (9)

Assume that there exists A ∈ F such that P(A) >
0 and E[X̂tŶt|Fs] < X̂sŶs on A for some 0 6 s 6 t
. Then we get E[X̂tŶt] < E[X̂sŶs], which contradi-
cts (9). Therefore, E[X̂tŶt|Fs] = X̂sŶs P−a.s., for
all 0 6 s 6 t.

3.3 Optimal investments for the
robust concavified utility functi-
onal problem

In this section we are going to present the optimal
investment strategies for the problem of maximi-
zation the robust concavified utility function, i.e.
sup

X∈X (x)
inf
Q∈Q

EQ[Uc(XT )].

For a strictly increasing, strictly concave,
continuously differentiable utility function, defi-
ned on the domain (0,∞) and satisfying the Inada
conditions, this problem was solved by authors of
[3] in general incomplete market. The concavified
utility function Uc does not satisfy these assumpti-
ons. However, Uc is strictly increasing, concave,
continuously differentiable on the (0,∞) and sati-
sfies the Inada conditions in the ∞.

Moreover, we will assume that (4) holds, and,
hence, V (y) > 0 and Vn(y) = sup

0<x6n
(Uc(x)−xy) >

0 for all y > 0.
In this section we will often use the results of

the [3], so we present the notation that they used.
Consider first the sets

YQ(y) = {Y > 0|Y0 = y and XY is a
Q− supermartingale for all X ∈ X (1)}
DQ(y) = {h ∈ L0

+(Ω,FT ,P)|0 6 h 6 YT

for some Y ∈ YQ(y)}

Noting [3, Lemma 3.4]

uc(x) = inf
Q∈Qe

ucQ(x). (10)

Denote the dual value function vQ by

vQ(y) := inf
Y ∈YQ(y)

EQ[V (YT )].

It is easy to see that vQ(y) =
inf

h∈DQ(y)
EQ[V (h)].

The dual value function of the robust problem
defined by

v(y) := inf
Q∈Qe

vQ(y).

Assume that for all Q ∈ Qe,

ucQ(x) < ∞ for some x > 0. (11)

Theorem 4. Let Q ∈ Qe and assume that (11)
and (4) hold.

Then, for any x0 > 0, there exist some ĝ ∈
C(x0), ŷ > 0 and ĥ ∈ DQ(ŷ) such that

(i) ucQ(x0) = vQ(ŷ) + x0ŷ,

(ii) ucQ(x0) = inf
y>0

(vQ(y) + x0y)

If in addition vQ(y) < ∞ for all y > 0, then

(iii) vQ(ŷ) = EQ[V (ĥ)],

(iv) ucQ(x0) = EQ[Uc(ĝ)].

Moreover, vQ(·) is convex.

Proof. The proof is similar to the proof of
Theorem 2.

Now we are going to present a similar theorem,
but for the robust problem. To ensure that the
dual value function is finite, we introduce the
following assumption:

vQ(y) < ∞ for all Q ∈ Qe and all y > 0. (12)

Theorem 5. Suppose that Assumption 3.1, (11)
(4) and (12) hold. Additionally, assume that
lim
x→∞

uc
Q(x)

x = 0, for each Q ∈ Qe.

Then, for any x0 > 0, there exist some Q̂ ∈
Qe, ŷ > 0 and ĥ ∈ D

Q̂
(ŷ) such that

(i) uc(x0) = uc
Q̂
(x0),

(ii) uc(x0) = inf
y>0

(v(y) + x0y),

(iii) uc(x0) = v(ŷ) + x0ŷ,

(iv) v(ŷ) = v
Q̂
(ŷ) = E

Q̂
[V (ĥ)].
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Proof. The proof of (i) follows from [3, Lemma
3.4].

Note that Ẑ, which is the density correspondi-
ng to Q̂, is an almost sure limit of a sequence
Zn ∈ Ze and also that ucQn

(x0) → uc(x0)(see [3,
Lemma 4.1 (a)]). Moreover, it follows from the fi-
rst part of the proof of [3, Lemma 4.1 (a)] that

uc′(x+
0 ) 6 lim inf

n→∞
uc′

Qn
(x+

0 ) 6 lim sup
n→∞

uc′
Qn

(x−
0 ) 6 uc′(x−

0 ).

(13)

From Theorem 4 (ii) we deduce that for all Q ∈ Qe

and y > 0,

ucQ(x0) 6 vQ(y) + x0y.

Consequently,

inf
Q∈Qe

ucQ(x0) 6 inf
Q∈Qe

(vQ(y) + x0y).

Hence, it follows from the (10) and definition of
the dual value function for robust problem that

uc(x0) 6 v(y) + x0y.

Since y > 0 is arbitrary, we have

uc(x0) 6 inf
y>0

(v(y) + x0y). (14)

To prove the opposite inequality, consider sequence
Qn (or, equivalently, Zn) from the first part of the
proof, and write

uc(x0) = lim
n→∞

ucQn
(x0).

From the Theorem 4 (i) it follows that for each Qn

there exists ŷn ∈ [uc′Qn
(x+0 ), u

c′
Qn

(x−0 )] such that

ucQn
(x0) = vQn(ŷn) + x0ŷn.

Passing, if necessary, to a subsequence, we can
assume that sequence (ŷn) converges to some ŷ ∈
[uc′(x+0 ), u

c′(x−0 )], due to (13). Since uc is strictly
increasing, we have ŷ > 0. Therefore,

uc(x0) = lim
n→∞

uc
Qn

(x0) = lim
n→∞

(vQn(ŷn) + x0ŷn)

> lim sup
n→∞

(v(ŷn) + x0ŷn) > inf
y>0

(v(y) + x0y). (15)

In view of (14), we obtain (ii).
In order to prove (iii), we will use the results

of the [3]. Thanks to (4), V (y) > 0 and Vn(y) > 0.
Due to assumption (12), we have v(y) < ∞.
Hence, it follows from the [3, Lemma 3.7] that v(y)
is convex, thus it is continuous on (0,∞). Since ŷn

converges almost surely to ŷ > 0, we derive from
(15) that

uc(x0) = lim
n→∞

(v(ŷn) + x0ŷn) = v(ŷ) + x0ŷ. (16)

Thus, it remains to show (iv). Combining (15)
and (16), we get

lim
n→∞

vQn(ŷn) = v(ŷ).

Theorem 4 (iii) yields for each n ∈ N the existence
of h′n ∈ DQn(ŷn) such that

vQn(ŷn) = EQn [V (h′n)].

This is equivalent to the existence of hn ∈ D(ŷn)
such that

vQn(ŷn) = E
[
ZnV

(
hn
Zn

)]
,

where Zn ∈ Ze are the densities which correspond
to the measures Qn.

Due to the Kolmos-type argument, see [2,
Lemma A1.1], there exists a sequence (h̃n)n∈N ∈
conv(hn, hn+1, . . . ) such that h̃n converges P-a.s.
to some h̃.

Now we will show that h̃ ∈ D(ŷ). For each
n ∈ N, there is a sequence of αn

i ∈ [0, 1] such that∑
i
αn
i = 1 and h̃n =

∑
i
αn
i hn+i−1. Recalling (3),

we obtain that

hn > 0 and sup
g∈C(x)

E[hng] 6 xŷn. (17)

Now for all g ∈ C(x) we have

E[h̃g] = E[ lim
n→∞

∑
i

αn
i hn+i−1g] 6 lim inf

n→∞

∑
i

αn
i E[hn+i−1g]

(17)
6 lim inf

n→∞

∑
i

αn
i xŷn+i−1

= x lim inf
n→∞

∑
i

αn
i ŷn+i−1 = x lim

n→∞
ŷn = xŷ

Therefore, since h̃ > 0, it follows from (3) that
h̃ ∈ D(ŷ). Hence, it follows from the proof of [3,
Lemma 3.7] that

v(ŷ) = E

[
ẐV

(
h̃

Ẑ

)]
.

This is equivalent to

v(ŷ) = E[ẐV (ĥ)] = E
Q̂
[V (ĥ)], (18)
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for ĥ ∈ D
Q̂
(ŷ).

From the definitions we have

v(ŷ) 6 v
Q̂
(ŷ) 6 E

Q̂
[V (ĥ)],

for Q̂ ∈ Qe, ŷ > 0 and ĥ ∈ D
Q̂
(ŷ).

Thus, in view of (18), we arrive at (iv).

Theorem 6. Suppose that all assumptions of
Theorem 5 hold.

Then, for any x > 0, there exist some X̂ ∈
X (x) and Q̂ ∈ Qe such that

uc(x) = inf
Q∈Q

EQ[Uc(X̂T )] = EQ̂[Uc(X̂T )] = uc
Q̂
(x)

(19)

There also exist some ŷ > 0 and Ŷ ∈ Y
Q̂
(ŷ) such

that

v(ŷ) = E
Q̂
[V (ŶT )] and uc(x) = v(ŷ) + xŷ. (20)

Moreover, X̂T ∈ −∂V (ŶT ). Also, X̂Ŷ is a Q̂-
martingale.

Proof. The equalities (19) follow from [3,
Theorem 2.6 and Lemma 4.1 (a)] for X̂T = ĝ,
while (20) follows from Theorem 5, with x0 = x
and ŶT = ĥ.

To prove the remaining statements, consider,
as in [3, proof of Theorem 2.6], V (ĥ)+ ĝĥ−Uc(ĝ).
From the definition of V, we have that

V (ĥ) + ĝĥ− Uc(ĝ) > 0. (21)

Since ĥ ∈ D
Q̂
(ŷ), we have that for h̃ = ĥẐ ∈ D(ŷ)

the following holds

E
Q̂
[ĝĥ] = E

[
ĝh̃I{Ẑ>0}

]
.

Hence,

EQ̂[V (ĥ) + ĝĥ− Uc(ĝ)] = v(ŷ) + E
[
ĝh̃I{Ẑ>0}

]
− uc(x)

(3)
6 v(ŷ) + xŷ − uc(x) = 0 (22)

Thus, noting (21) we have that V (ĥ)+ĝĥ−Uc(ĝ) =
0. From (2) we get

ĝ ∈ −∂V (ĥ),

equivalently,

X̂T ∈ −∂V (ŶT ).

Observe that (22) implies E
Q̂
[X̂T ŶT ] = E

Q̂
[ĝĥ] =

xŷ. Hence, the proof of fact that X̂Ŷ is a Q̂-
martingale is similar to the proof of Theorem 3.

3.4 Optimal investments for the
problem of maximization the non-
concave utility functional

The goal of this section is to present assumptions,
under which the solution to the problem of maxi-
mization of the concavified utility function will be
also the solution to the problem of maximization
of the non-concave utility function. To this end,
we will use the result of [1, Lemma 5.7].

The following theorem works for both the
standard utility maximization problem as well as
for the robust utility maximization problem.

Theorem 7. Suppose that Assumptions 3.1 and
Assumption 5.1 hold.

Additionally, assume that the optimal soluti-
on g⋆ for concavified problem (either standard:
sup

g∈C(x)
E[Uc(g)] or robust: sup

g∈C(x)
inf
Q∈Q

EQ[Uc(g)]) is

such that g⋆ ∈ −∂V (λZ), where Z ∈ Z has a
continuous distribution.

Then, g⋆ is also an optimal solution for the
corresponding non-concave problem.

Proof. For the standard utility maximization
problem, the proof is the same as for the [1, Lemma
5.7].

To prove the theorem for the robust utility
maximization problem, note that it follows from
the [1, Lemma 5.7] that under assumptions of the
theorem P[g⋆ ∈ {U < Uc}] = 0.

Thus,

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(g
⋆)] = inf

Q∈Qe

EQ[U(g⋆)]. (23)

Since g⋆ is an optimal solution for the concavified
problem, we get

sup
g∈C(x)

inf
Q∈Q

EQ[Uc(g)] = inf
Q∈Q

EQ[Uc(g
⋆)].

Noting that Qe ⊆ Q, we have that

sup
g∈C(x)

inf
Q∈Q

EQ[Uc(g)] = inf
Q∈Q

EQ[Uc(g
⋆)] 6 inf

Q∈Qe

EQ[Uc(g
⋆)]

(23)
= inf

Q∈Qe

EQ[U(g⋆)] 6 sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[U(g)]. (24)

From [3, Proof of Lemma 3.4] and the fact that
U 6 Uc, we obtain that

sup
g∈C(x)

inf
Q∈Q

EQ[Uc(g)] > sup
g∈C(x)

inf
Q∈Q

EQ[U(g)]

= sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[U(g)].
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Thus, all inequalities in (24) are equalities. Hence,
the argument of [3, Lemma 3.4] yields

sup
g∈C(x)

inf
Q∈Q

EQ[U(g)] = inf
Q∈Q

EQ[U(g⋆)],

which concludes the proof.

4 Conclusions

In this paper, we proved the existence of the opti-
mal investment strategies for standard as well as

the robust maximization problem in incomplete
market model. We considered the concavified uti-
lity function, which is not necessarily strictly
concave. Also we presented assumptions under
which the optimal investments for concavified
problems are the optimal investments for non-
concave utility function, to which this concavifi-
cation corresponds.

In the future, it will be really helpful to study
further the optimal investments in incomplete
market for non-concave utility functions.
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У роботi розглядається задача моделювання процесiв строго φ-субгауссового узагальненого
дробового броунiвського руху. Отримано умови, за яких модель на основi розкладу в ряд на-
ближає процес строго φ-субгауссового узагальненого дробового броунiвського руху iз заданими
надiйнiстю та точнiстю у просторi C([0; 1]) у випадку, коли φ(x) = exp{|x|} − |x| − 1, x ∈ R.
Визначено параметри моделей та змодельовано траєкторiї вiдповiдних процесiв для рiзних iн-
дексiв Хюрста H i заданих значень точностi та надiйностi у програмному середовищi R.

Результати дослiдження доповiдались на Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Modern Stochasti-
cs: Theory and Applications. V” (MSTA-V).

Ключовi слова: φ-субгауссовi процеси, дробовий броунiвський рух, моделювання випадкових
процесiв, точнiсть i надiйнiсть моделювання.

In the paper, we consider the problem of simulation of a strictly φ-sub-Gaussian generalized fracti-
onal Brownian motion. Simulation of random processes and fields is used in many areas of natural
and social sciences. A special place is occupied by methods of simulation of the Wiener process and
fractional Brownian motion, as these processes are widely used in financial and actuarial mathematics,
queueing theory etc. We study some specific class of processes of generalized fractional Brownian motion
and derive conditions, under which the model based on a series representation approximates a strictly
φ-sub-Gaussian generalized fractional Brownian motion with given reliability and accuracy in the space
C([0; 1]) in the case, when φ(x) = exp{|x|} − |x| − 1, x ∈ R. In order to obtain these results, we use
some results from the theory of φ-sub-Gaussian random processes. Necessary simulation parameters are
calculated and models of sample pathes of corresponding processes are constructed for various values of
the Hurst parameter H and for given reliability and accuracy using the R programming environment.

Key Words: φ-sub-Gaussian processes, fractional Brownian motion, simulation of stochastic processes,
accuracy and reliability of simulation.

Статтю представив д.ф.-м.н. Пашко А.О.

This work has been partially supported by Ministry of Education and Science of Ukraine: Grant of the

c⃝ О.I. Василик, I.В. Розора, Т.О. Яневич, I.I. Ловицька, 2021.
18

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2021/2.3



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2021, 2
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

Ministry of Education and Science of Ukraine for perspective development of a scientific direction “Mathematical
sciences and natural sciences” at Taras Shevchenko National University of Kyiv.

Вступ

Методи моделювання випадкових процесiв та
полiв використовуються в багатьох областях
природничих та соцiальних наук. Стохастичне
моделювання активно розвивається, починаю-
чи з другої половини 20-го столiття. Особливе
мiсце займають методи i алгоритми моделюван-
ня вiнерiвського процесу та процесiв дробового
броунiвського руху. Численнi дослiдження по-
казують, що данi спостережень у теорiї масо-
вого обслуговування, дослiдженнях телекому-
нiкацiйних мереж, фiнансовiй математицi ефе-
ктивно описуються процесами, якi мають вла-
стивостi самоподiбностi та сильної залежностi
вiд минулого. Якраз одним iз таких процесiв є
процес дробового броунiвського руху. Але для
моделювання реальних випадкових процесiв є
сенс розглядати не тiльки класичний гауссовий
дробовий броунiвський рух, а i його узагальне-
ння, зокрема, процеси φ-субгауссового узагаль-
неного дробового броунiвського руху.

У 1985 роцi Ю. Козаченко та Є. Остров-
ський [8] розглянули простори Subφ(Ω) випад-
кових величин, де φ є N -функцiєю Орлiча. Про-
стори Subφ(Ω), або простори φ-субгауссових ви-
падкових величин, – це простори центрованих
випадкових величин з певними експоненцiаль-
ними моментами. Клас φ-субгауссових випадко-
вих процесiв є бiльш широким, нiж клас субга-
уссових процесiв, тому дає можливiсть краще
моделювати реальнi випадковi процеси.

В. Булдигiн та Ю. Козаченко дослiджу-
вали деякi властивостi сум випадкових вели-
чин i процесiв з просторiв Subφ(Ω) [1]. Подаль-
ший розвиток теорiя φ-субгауссових випадко-
вих процесiв отримала у роботах Ю. Козачен-
ка та його учнiв, наприклад, у монографiї [7].
До класу φ-субгауссових випадкових процесiв
належать, зокрема, процеси дробового броунiв-
ського руху, а це означає, що до них можна за-
стосувати отриманi для φ-субгауссових проце-
сiв теоретичнi результати.

Результати щодо застосування дробового
броунiвського руху в таких прикладних галу-
зях, як теорiя телекомунiкацiйних мереж та фi-
нансова математика, можна знайти у працях I.
Норроса, А. Ширяєва, Ю. Мiшури, А. Свiщука,
Т. Соттiнена та iн.

Робота складається зi вступу та трьох роз-
дiлiв. У першому роздiлi наведено необхiднi
означення i властивостi з теорiї φ-субгауссових
випадкових величин i процесiв. Другий роздiл
присвячено моделюванню процесiв узагальне-
ного дробового броунiвського руху. В ньому на-
ведено означення моделi, загальну теорему про
моделювання строго φ-субгауссового узагаль-
неного дробового броунiвського руху, доведе-
ну в роботi [4], та основну теорему цiєї робо-
ти. Отримана нова теорема мiстить умови, за
яких модель буде наближати процес строго φ-
субгауссового узагальненого дробового броунiв-
ського руху iз заданими надiйнiстю та точнi-
стю у просторi C([0; 1]) у випадку, коли φ(x) =
exp{|x|}− |x| − 1, x ∈ R. У третьому роздiлi на-
ведено параметри моделей для заданих значень
iндекса Хюрста H, точностi δ > 0 та надiйностi
1− ν, ν ∈ (0; 1), i представлено реалiзацiї моде-
лей траєкторiй таких процесiв в програмному
середовищi R.

Аналогчнi результати отримано в роботi [9]
у випадку, колиφ(x) = |x|p

p , |x| ≥ 1, p > 1.

1 Необхiднi вiдомостi

У цьому роздiлi наведено необхiднi означення
та властивостi з теорiї φ-субгауссових випадко-
вих величин i процесiв [1, 3, 7].

Означення 1.1. Неперервна парна опукла
функцiя φ = {φ(x), x ∈ R} називається N-
функцiєю Орлiча, якщо φ(0) = 0, φ(x) > 0 при
x ̸= 0, φ(x)

x → 0 при x → 0 та φ(x)
x → ∞ при

x → ∞.

Означення 1.2. Нехай φ = {φ(x), x ∈ R}—
деяка N-функцiя Орлiча. Функцiя φ∗ така, що
φ∗(x) := supy∈R (xy − φ(y)) , x ≥ 0, називається
перетворенням Юнга – Фенхеля функцiї φ.

Умова Q. Для N-функцiї φ виконується
умова Q, якщо lim inf

x→0

φ(x)
x2 = C > 0. Можливо,

що C = +∞.
У книзi [6] мiститься детальна iнформацiя

щодо N-функцiй Орлiча та їх властивостей.
Нехай (Ω,F ,P) – стандартний iмовiрнiсний

простiр.
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Означення 1.3. Нехай φ— N-функцiя Орлiча,
для якої виконується умова Q. Випадкова ве-
личина ξ належить простору Subφ(Ω) (просто-
ру φ-субгауссових випадкових величин), якщо
Eξ = 0, E exp{λξ} iснує для всiх λ ∈ R та iснує
така стала a > 0, що для всiх λ ∈ R виконується
нерiвнiсть

E exp (λξ) ≤ exp (φ(aλ)) .

Теорема 1.1. [1] Простiр Subφ(Ω) є просто-
ром Банаха з нормою

τφ(ξ) = sup
λ ̸=0

φ−1 (lnE exp (λξ))

|λ|

та для всiх λ ∈ R виконуються нерiвностi

E exp (λξ) ≤ exp (φ(λτφ(ξ))) , (1.1)

(Eξ2)
1
2 ≤ Cτφ(ξ),

де C > 0 — деяка стала.

Означення 1.4. Випадковий процес X =
(X(t), t ∈ T ) є φ-субгауссовим (тобто, належить
простору Subφ(Ω)), якщо для всiх t ∈ T випад-
ковi величини X(t) ∈ Subφ(Ω).

Якщо φ(x) = x2

2 , x ∈ R, то такий процес
називається субгауссовим.

Приклад 1.1. Центрований гауссовий випадко-
вий процес є субгауссовим.

Означення 1.5. Сiм’я ∆ випадкових вели-
чин iз простору Subφ(Ω) називається строго φ-
субгауссовою (позначається як ∆ ∈ SSubφ(Ω)),
якщо iснує стала C∆ > 0 така, що для будь-
якої злiченної множини I, ξi ∈ ∆, i ∈ I, та для
довiльних λi ∈ R виконується нерiвнiсть

τφ

(∑
i∈I

λiξi

)
≤ C∆

(
E

(∑
i∈I

λiξi

)2
) 1

2

. (1.2)

Стала C∆ називається визначальною сталою
сiм’ї ∆.

Означення 1.6. Випадковий процес
X = {X(t), t ∈ T} називається строго
φ-субгауссовим (тобто, X ∈ SSubφ(Ω)), якщо
сiм’я випадкових величин {X(t), t ∈ T} є стро-
го φ-субгауссовою. Визначальна стала цiєї сiм’ї
називається визначальною сталою процесу X
та позначається CX .

Приклад 1.2. [7] Нехай X(t) =
∞∑
k=1

ξkφk(t), t ∈

T , де сiм’я випадкових величин {ξk, k = 1,∞} є
строго φ-субгауссовою з визначальною сталою

Cξ та ряд
∞∑
k=1

ξkφk(t) збiгається в середньому

квадратичному. Тодi випадковий процес X(t) є
строго φ-субгауссовим випадковим процесом з
визначальною сталою CX = Cξ.

2 Моделювання φ-субгауссового уза-
гальненого дробового броунiвського
руху

2.1 Узагальнений дробовий броунiв-
ський рух

Нехай {BH(t), t ∈ [0, 1]} – це дробовий броу-
нiвський рух з iндексом Хюрста H ∈ (0, 1). Це
означає, що BH(t) є центрованим гауссовим ви-
падковим процесом зi стацiонарними прироста-
ми i коварiацiйною функцiєю

EBH(s)BH(t) =
1

2
(t2H + s2H − |s− t|2H).

Нехай T = [a, b], 0 ≤ a < b < ∞, або T = R+.

Означення 2.1. [4, 7] Будемо називати випад-
ковий процес ZH = {ZH(t), t ∈ T} узагальне-
ним дробовим броунiвським рухом (УДБР) з iн-
дексом Хюрста H ∈ (0, 1), якщо EZH(t) = 0 та

RH(t, s) = EZH(s)ZH(t) =
1

2
(t2H+s2H−|s−t|2H).

Означення 2.2. [4, 7] Будемо називати ви-
падковий процес ZH = {ZH(t), t ∈ T} стро-
го φ-субгауссовим узагальненим дробовим бро-
унiвським рухом (φ-УДБР) з iндексом Хюрста
H ∈ (0, 1), якщо ZH з означення 2.1 є строго
φ-субгауссовим.

У роботi [2] доведено, що дробовий броунiв-
ський рух BH(t) можна подати в наступному
виглядi:

BH(t) =
∞∑
n=1

sinxnt

xn
Xn +

∞∑
n=1

1− cos ynt

yn
Yn,

(2.1)
де ряди в (2.1) збiгаються в середньому квадра-
тичному, {Xn, n = 1, 2, . . .} та {Yn, n = 1, 2, . . .}
– незалежнi гауссовi випадковi величини такi,
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що EXn = EYn = 0,

VarXn = 2C2
Hx−2H

n J−2
1−H(xn),

VarYn = 2C2
Hy−2H

n J−2
−H(yn),

C2
H = π−1Γ(1 + 2H) sin(πH),

x1 < x2 < . . . , – додатнi дiйснi нулi функцiї
Бесселя першого роду J−H , а y1 < y2 < . . . , –
додатнi дiйснi нулi функцiї J1−H .

У роботах [4, 7] показано, що зображення
(2.1) можна переписати в такому виглядi:

BH(t) =
∞∑
n=1

X̃nc
H
n sinxnt+

∞∑
n=1

Ỹnd
H
n (1−cos ynt),

де {X̃n, n = 1, 2, . . .} та {Ỹn, n = 1, 2, . . .} – неза-
лежнi гауссовi центрованi випадковi величини,
такi що EX̃2

n = EỸ 2
n = 1,

cHn =
√
2CHx−(H+1)

n J−1
1−H(xn), n = 1, 2, . . . ,

(2.2)
dHn =

√
2CHy−(H+1)

n J−1
−H(yn), n = 1, 2, . . . ,

(2.3)
C2
H = π−1Γ(1 + 2H) sin(πH).

Ю.В. Козаченко, О.I. Василик та Т. Сот-
тiнен [4, 7] запропонували узагальнити даний
розклад на випадок негауссових випадкових
процесiв, а саме розглянули такий ряд:

Z̃H(t) =

∞∑
n=1

ξnc
H
n sinxnt+

∞∑
n=1

ηnd
H
n (1− cos ynt),

(2.4)
де t ∈ [0, 1], ξn, ηn – незалежнi центрованi ви-
падковi величини такi, що Eξ2n = Eη2n = 1, n =
1, 2, . . . . Вони довели наступнi твердження.

Твердження 2.1. [4, 7] Ряди в ( 2.4) збiгаю-
ться в середньому квадратичному, та коварi-
ацiйна функцiя процесу Z̃H має вигляд:

EZ̃H(s)Z̃H(t) =
1

2
(t2H + s2H − |s− t|2H).

Твердження 2.2. [4] Ряди в ( 2.4) рiвномiрно
збiгаються з ймовiрнiстю одиниця до процесу
Z̃H(t) та процес Z̃H(t) є вибiрково неперервним
на [0, 1] з ймовiрнiстю одиниця.

2.2 Моделювання узагальненого дро-
бового броунiвського руху

У роботах [4, 5, 7] запропоновано алгоритм
моделювання процесiв строго φ-субгауссового
узагальненого дробового броунiвського руху iз
заданими надiйнiстю та точнiстю у просторi
C([0; 1]) на основi розкладу в ряд:

Zt =
∞∑
n=1

cn sin(xnt) ξn +
∞∑
n=1

dn
(
1− cos(ynt)

)
ηn,

(2.5)
t ∈ [0; 1], де

cn =
πH

√
2c

xH+1
n J1−H(xn)

, n = 1, 2, . . . ,

dn =
πH

√
2c

yH+1
n J−H(yn)

, n = 1, 2, . . . ,

c =
Γ(2H + 1) sin(πH)

π2H+1
.

ξn, ηn, n = 1, 2, . . . , – незалежнi однаково розпо-
дiленi випадковi величини з простору Subφ(Ω),
Eξ2n = Eη2n = 1, n = 1, 2, . . . . Тут i далi припу-
скається, що функцiя φ(

√
· ) опукла.

З Твердження 2.1 та Прикладу 1.2 випли-
ває, що випадковий процес Z виду (2.5) є стро-
го φ-субгауссовим узагальненим дробовим бро-
унiвським рухом.

Означення 2.3. [7] Модель Z̃ наближає про-
цес Z iз заданими надiйнiстю 1 − ν, 0 < ν < 1,
та точнiстю δ > 0 в C([0, 1]), якщо

P

(
sup
t∈[0,1]

|Zt − Z̃t| > δ

)
≤ ν.

Природною моделлю для процесу Z, є така

сума
N∑

n=1

(
cn sin(xnt) ξn + dn

(
1− cos(ynt)

)
ηn
)
.

Але бiльш реальним є припущення про те, що
сталi cn та dn, а також нулi xn, yn обчислюю-
ться тiльки приблизно. Зауважимо, що сталi cn
та dn залежать вiд значень нулiв вiдповiдних
функцiй Бесселя [4, 7].

Позначимо через c̃n та d̃n наближенi значе-
ння cn та dn, вiдповiдно. Нехай

|c̃n − cn| ≤ γcn, |d̃n − dn| ≤ γdn,

n = 1, . . . , N. Похибки γcn та γdn вважаються вi-
домими. Нехай x̃n та ỹn – наближенi значення
вiдповiдних нулiв xn та yn з похибками

|x̃n − xn| ≤ γxn, |ỹn − yn| ≤ γyn.
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Похибки γxn та γyn теж вважаються вiдомими.
Тодi модель процесу Z матиме вигляд

Z̃t =

N∑
n=1

(
c̃n sin(x̃nt) ξn + d̃n

(
1− cos(ỹnt)

)
ηn

)
.

(2.6)
А похибка моделювання дорiвнює

∆t := Zt − Z̃t

=
N∑

n=1

{(
cn sin(xnt)− c̃n sin(x̃nt)

)
ξn

+
(
dn
(
1− cos(ynt)

)
− d̃n

(
1− cos(ỹnt)

))
ηn

}
+

∞∑
n=N+1

{
cn sin(xnt) ξn + dn

(
1− cos(ynt)

)
ηn

}
.

Для того, щоб оцiнити ∆ в C([0, 1]), потрi-
бно було знайти оцiнки для τφ(∆t) та τφ(∆t −
∆s) для всiх s, t ∈ [0, 1]. [4, 7]

На основi отриманих оцiнок для похиб-
ки моделювання та з використанням вiд-
повiдних оцiнок розподiлiв супремумiв φ-
субгауссових випадкових процесiв було сформу-
льовано загальну теорему про моделювання φ-
субгауссового узагальненого дробового броунiв-
ського руху iз заданими надiйнiстю та точнiстю
у просторi C([0; 1]) (див. [4, 7]).

Теорема 2.1. [4, 7] Нехай b та α такi числа,
що 0 < b < α < H. Модель Z̃, визначена в ( 2.6),
наближає випадковий процес Z, визначений за
допомогою ( 2.5), iз заданими надiйнiстю 1− ν,
0 < ν < 1, та точнiстю δ > 0 в C([0, 1]), якщо
виконуються такi три нерiвностi:

γ0 < δ,

βγ0
γα

<
δ

2α(exp{φ(1)} − 1)α
,

ν ≥ 2 exp

{
−φ∗

(
δ

γ0
−1

)}

×

(
1

2b(1− b
α)

(
γαδ

βγ0

) b
α

l(−1)

(
δ

γ0
−1

)
+1

) 2
b

,

де параметри γ0 = γ0(N), γα = γα(N) i β =
min{γ0, γα2α } грунтуються на оцiнках, отрима-
них для похибки моделювання, та l(−1) – уза-
гальнена обернена функцiя до щiльностi l фун-
кцiї φ.

Припустимо, що сталi cn та dn, а також нулi
xn та yn обчисленi точно.

Наслiдок 2.1. [4, 7] Нехай похибка наближе-
ння вiдсутня, тобто γcn = γdn = γxn = γyn = 0.
Тодi умови теореми 2.1 виконуються, якщо

N ≥ max

{(
A0

δ

) 1
H

+ 1; (2.7)

(
A0(exp{φ(1)} − 1)α

δ

) 1
H

+ 1; 2

(
A0

Aα

) 1
α

}
та

ν ≥ 2 exp

{
−φ∗

(
δNH

A0
−1

)}
× (2.8)

 (δAα)
b
α (N+1)2Hb/α

2b
(
1− b

α

)
A

2b
α
0 N

(H−α)b
α

l−1

(
δ(N+1)H

A0
−1

)
+1


2
b

,

де

A0 = aφ

√
5c

2H
,

Aα = 21−αaφπ
α

√
c

H − α
.

На основi наведених вище результатiв ви-
ведемо умови, за яких модель виду (2.6) набли-
жатиме процес строго φ-субгауссового узагаль-
неного дробового броунiвського руху iз задани-
ми надiйнiстю та точнiстю у просторi C([0; 1]).
У наступнiй теоремi припускається, що похиб-
ка наближення вiдсутня, тобто γcn = γdn = γxn =
γyn = 0. Для зручностi обчислень вибрано α =
H
2 i b = H

4 .

Теорема 2.2. Нехай φ(x) = exp{|x|} − |x| − 1,
x ∈ R.

У цьому випадку модель Z̃, визначена в
( 2.6), наближає процес узагальненого дробо-
вого броунiвського руху Z, визначений за до-
помогою ( 2.5), iз заданими надiйнiстю 1 − ν,
0 < ν < 1, та точнiстю δ > 0 в C([0, 1]), якщо
виконуються такi умови:

N ≥ max

1.025

(
1

δ

√
5c

2H

)1/H

+ 1;
22−

4
H 5

1
H

π


(2.9)

та

2µ exp

− δNH√
5c
2H

ln

 δNH√
5c
2H

+
δNH√

5c
2H

− 1

×
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×N6

ln

δ(N + 1)H)√
5c
2H

 8
H

≤ ν, (2.10)

де µ = µ(H) = π2δ
4
H · 2

18
H

−4 · 5−
4
H

(
H
c

) 2
H .

Доведення. Скористаємось наслiдком 2.1 та
припущенням, що α = H

2 , b =
H
4 .

Перетворення Юнга-Фенхеля такої функцiї φ
має вигляд:
φ∗(x) = (|x|+ 1)ln(|x|+ 1)− |x|, x ∈ R.
При x ≥ 0 маємо:
φ′(x) = ex − 1 = l(x) ⇒ l(−1)(x) = ln(x+ 1), x ≥
0.
В умовi (2.7) маємо:(

A0(exp{φ(1)} − 1)α

δ

)1/H

+ 1 =

(
A0

δ

(
ee−2 − 1

)H
2

) 1
H

+ 1 =

(
aφ
δ

√
5c

2H

) 1
H (

ee−2 − 1
) 1

2 + 1 =

1.025 ·

(
aφ
δ

√
5c

2H

) 1
H

+ 1 >

(
A0

H

) 1
H

+ 1.

⇒ Умова (2.7) має вигляд:

N ≥ max

1.025

(
aφ
δ

√
5c

2H

)1/H

+ 1;
22−

4
H 5

1
H

π


В умовi (2.8) будемо мати:

φ∗
(
δNH

A0
− 1

)
=

(
δNH

A0
− 1 + 1

)
×

× ln

(
δNH

A0
− 1 + 1

)
−
(
δNH

A0
− 1

)
=

=
δNH

aφ

√
5c
2H

ln

 δNH

aφ

√
5c
2H

− δNH

aφ

√
5c
2H

+ 1,

 (δAα)
b
α (N + 1)

2Hb
α
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0 N
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α
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(
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+ 1
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=

δ
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4 2

1
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4 · ( 2cH )

1
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2
H
4 −1aφ(
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2H )

1
2N

H
4

· ln

δ(N + 1)H

aφ

√
5c
2H

+ 1

 8
H

≈ (∗∗)

При великих N (∗∗) ≈

≈
(

δ

aφ

) 4
H

π22
18
H −45−

4
H

(
H

c

) 2
H

N6

ln

δ(N + 1)H

aφ

√
5c
2H

 8
H

Умова (2.8) набуде такого вигляду:

2µ exp

− δNH

aφ

√
5c
2H

ln

 δNH

aφ

√
5c
2H

+
δNH

aφ

√
5c
2H

− 1

N6×

×

ln

δ(N + 1)H)

aφ

√
5c
2H

 8
H

≤ ν,

де µ = π2 · 2
18
H

−4 · 5−
4
H

(
H
c

) 2
H

(
δ
aφ

) 4
H
.

У випадку заданої в умовi теореми фун-
кцiї φ параметр aφ = 1. Звiдси випливає твер-
дження теореми 2.2, де µ = π2δ

4
H · 2

18
H

−4 ·
5−

4
H

(
H
c

) 2
H .

3 Визначення числових параметрiв мо-
делей i комп’ютерне моделювання
узагальненого дробового броунiвсько-
го руху

На основi теореми 2.2 знайдемо числовi параме-
три та побудуємо модель Z̃, визначену в (2.6),
що наближає процес узагальненого дробового
броунiвського руху Z, визначений за допомо-
гою (2.5), iз заданими надiйнiстю 1−ν та точнi-
стю δ в просторi C([0, 1]) для рiзних значень iн-
декса Хюрста H. Умова (2.9) є досить простою
i її розв’язки можна знайти у явному виглядi.
Умова (2.10) досить складна, але вона розв’я-
зується чисельними методами.

Алгоритми обчислення числових параме-
трiв та побудови траєкторiй вiдповiдних мо-
делей реалiзовано у програмному середови-
щi R. Побудуємо модель траєкторiї строго φ-
субгауссового узагальненого дробового броунiв-
ського руху для фунцiї φ(x) = exp{|x|}−|x|−1,
x ∈ R, надiйностi 1 − ν = 0.95 та точностi
δ = 0.05 та рiзних параметрiв H.

1. H1 =
3
4 . Тодi матимемо, що c = 0.05373;

З теореми 2.2 випливає:

• µ = 0.2518,

• З умови (2.9) маємо, що N ≥
max {18.68, 0.27},

• З умови (2.10) випливає, що N ≥
1289.
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Отже, достатньо покласти N = 1289 . На
рисунку нижче зображено модель трає-
кторiї строго φ-субгауссового узагальне-
ного дробового броунiвського руху для
H = 3

4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

Model delta=0.05, 1 nu=0.95, H=3/4

time (t)

Z
(t

)

Рис. 1. Модель узагальненого дробового
броунiвського руху з параметром H = 3

4

2. H2 =
7
8 . Тодi матимемо, що c = 0.02643;

З теореми 2.2 випливає:

• µ = 2.0611,

• З умови (2.9) маємо, що N ≥
max {8.188, 0.337},

• З умови (2.10) випливає, що N ≥ 243.

Отже, достатньо покласти N = 243.
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Model delta=0.05, 1 nu=0.95, H=7/8

time (t)

Z
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Рис. 2. Модель узагальненого дробового
броунiвського руху з параметром H = 7

8

3. H3 =
8
9 . Тодi матимемо, що c = 0.02341;

З теореми 2.2 випливає:

• µ = 2.7527,

• З умови (2.9) маємо, що N ≥
max {7.45, 0.344},

• З умови (2.10) випливає, що N ≥ 203.

Отже, достатньо покласти N = 203.
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0
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0
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0
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Model delta=0.05, 1 nu=0.95, H=8/9

time (t)

Z
(t

)

Рис. 3. Модель узагальненого дробового
броунiвського руху з параметром H = 8

9

З рисункiв бачимо, що чим бiльше значення
iндекса Хюрста H, тим гладшою є крива, при
цьому i меншою є необхiдна кiлькiсть доданкiв
N у моделi.

Висновки

У роботi доведено теорему, що мiстить умо-
ви, за яких модель виду (2.6) наближає процес
строго φ-субгауссового узагальненого дробово-
го броунiвського руху iз заданими надiйнiстю
та точнiстю у просторi C([0; 1]) у випадку, ко-
ли φ(x) = exp{|x|} − |x| − 1, x ∈ R. Визначено
параметри моделей та змодельовано траєкторiї
вiдповiдних процесiв для рiзних iндексiв Хюр-
ста H i заданих значень точностi та надiйностi
у програмному середовищi R.
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Оцiнка експоненцiйного моменту для
часу одночасного вiдновлення двох
випадкових блукань на пiвпрямiй.
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On estimating exponential moment for
the simultaneous renewal time for two
random walks on a half line

Taras Shevchenko National University of
Kyiv, 01033, Kyiv, 64 Volodymyrska st.

В данiй роботi ми розглядаємо умови iснування та скiнченостi експоненцiйного моменту
для часу одночасного вiдновлення двох випадкових блукань на пiвпрямiй. Допускається, що ви-
падковi блукання є неоднорiдними за часом. Отриманi умови за яких експоненцiйний момент
скiнчений для кожного окремого ланцюга а також для часу спiльного потрапляння у множинi.
Показано, яким чином можна обчислити оцiнки у практичних застосуваннях.

Результати дослiдження доповiдались на Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Modern Stochasti-
cs: Theory and Applications. V” (MSTA-V).

Ключовi слова: Теорiя вiдновлення, склеювання, неоднорiднi ланцюги Маркова.

This paper is devoted to studying the recurrence properties of a pair of time-inhomogeneous random
walks on a half-line. We consider a chain of the form Xn+1 = (Xn+Wn)

+, where X0 is a given starting
point (random or non-random), and increments Wn are independent, but not necessarily equally di-
stributed random variables, which makes Markov chain (Xn)n>0 time-inhomogeneous. We demonstrate
that there exists a set C = [−c, c] such that under suitable conditions on Wn (which are the existence
of a uniform geometric moment and uniformly negative expectation), the chain (Xn)n>0 has finite
exponential moment for the return time to the set C. The exponential moment, thus obtained, is uni-
formly bounded on the C. We show how the parameter c can be calculated in terms of the distribution
of Wn and provide formulas for the bound of the exponential moment, which are suitable for practical
application. Later we extend this result to the pair of Markov chains of the same form. We demonstrate
that under the same conditions, an exponential moment exists for the simultaneous return time for the
pair of chains to the set C×C. We also provide bounds that could be calculated in applications, provided
that distributions of increments are known.

Key Words: Renewal theory, coupling, time-inhomogeneous Markov chains
Communicated by Prof. Moklyachuk M.P.

1 Вступ

Оцiнки моментiв для часу спiльного потраплян-
ня двох ланцюгiв Маркова у певну множину вi-
дiграють ключову роль для побудови склеюван-
ня двох таких ланцюгiв, що у свою чергу дозво-
ляє розв’язувати широкий клас задач, зокрема
отримувати оцiнки стiйкостi перехiдних ймовiр-
ностей за n крокiв або оцiнки стiйкостi фун-
кцiоналiв вiд двох ланцюгiв. Важливим аспе-
ктом методу склеювання є те, що оцiнки можна
отримувати навiть для неоднорiдного за часом
випадку, що викликає великi труднощi при ви-
користаннi класичних методiв.

В данiй роботi використовуються результа-
ти двох праць [2] та [3] у яких було розвину-
то теорiю для побудови оцiнок експоненцiйно-

го часу потрапляння у множину для атомарних
та загальних ланцюгiв Маркова вiдповiдно. Ва-
жливо зазначити, що ключову роль у побудо-
вi оцiнок вiдiграє умова зсуву (drift condition)
яка широко використовується у класичнiй те-
орiї однорiдних ланцюгiв Маркова (див. [4] та
[1]).

У роботi [2] було отримано варiант умо-
ви зсуву для неоднорiдних ланцюгiв Маркова,
який гарантує iснування експоненцiйного мо-
менту. Цю умову було використано для побудо-
ви оцiнки одночасного потрапляння двох (мо-
жливо неоднорiдних) ланцюгiв Маркова у пев-
ний атом. У роботi [3] цi результати було уза-
гальнено на випадок неатомарних множин, при
цьому викоростовувався вiдомий метод розще-

c⃝ В. Голомозий 2021
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плення (splitting method) - див. [4].
В результатi були отриманi не лише умо-

ви iснування експоненцiйного моменту, але i за-
пропоновано пiдхiд до обчислення оцiнок цього
моменту iз використанням умови зсуву. Саме
такий пiдхiд i використовується у данiй роботi.

Цiкаво вiдзначити, що ланцюги, якi розгля-
даються в данiй роботi є атомарними (мають
атом в 0). Однак, виявляється, що для розв’яза-
ння задачi, що розглядається бiльш зручно ви-
користовувати пiдхiд iз роботи [3], тобто видi-
лити певну “малу” множину (в нашому випадку
множину [0, c], c ∈ R

+), i побудуват пробну фун-
кцiю яка задовiльняє умовi зсуву на цiй множи-
нi а не на атомi {0}.

Зауважимо, що у данiй роботi не припуска-
ється нормальнiсть випадкового блукання. На-
томiсть розглядається широкий клас розподiлiв
на який накладаються умови, що запезпечують
iснування скiнченого експоненцiйного моменту.
Накладенi умови є природнiми i вiдповiдають
вiдомим умовам в однорiдному випадку (див.
[4]). Розглядаючи множину [0, c] вдається ви-
писати пробну функцiю у майже явному ви-
глядi для довiльного розподiлу, що задовiльняє
умовам описаним вище, а також отримати зру-
чнi вирази для оцiнки експоненцiйного момен-
ту. Для практичних застосувань, де розподiл iн-
кременту випадкового блукання явно вiдомий,
отриманi оцiнки можна обчислити за допомо-
гою чисельних методiв наближено обчисливши
певнi iнтеграли.

2 Основнi позначення та формулювання
задачi

Будемо використовувати позначення R
+ для

множини невiд’ємних дiйсних чисел, та B(R+)
- позначатиме борельову σ-алгебру на цiй мно-
жинi.

Розглядаємо два незалежнi ланцюги Мар-
кова {X(1)

n , n > 0} та {X(2)
n , n > 0}, зi значен-

нями в (R+,B(R+)), заданих на спiльному ймо-
вiрнiсному просторi (Ω,F,P) наступним чином:

X(1)
n =

(
X

(1)
n−1 +Wn

)+
, n > 1

X(2)
n =

(
X

(2)
n−1 + Zn

)+
, n > 1,

де величини Wn, Zn, n > 0 є незалежними в су-
купностi, заданi на тому ж ймовiрнiсному про-

сторi (Ω,F, P ) та мають розподiли:

Fn(x) = P{Xn ∈ dx},

Gn(x) = P{Zn ∈ dx}.
Таким чином обидва ланцюги є неоднорiдними
за часом.

Нехай

Pi,n : R
+ ×B(R+) → [0, 1],

це перехiднi ймовiрностi на n-тому кроцi для
i-того ланцюга, i ∈ {1, 2}. Тодi

Pi,n(x,A) = P

{
X

(i)
n+1 ∈ A|X(i)

n = x
}
.

Будемо позначати через Pi,x, i ∈ {1, 2},
x ∈ R

+ мiру асоцiйовану з ланцюгом X(i), що
стартує з точки x ∈ R

+. Iншими словами:

Pi,x{A} = P

{
X(1) ∈ A|X(1)

0 = x
}
,

де A ∈ (B(R+))
∞ - множина з цилiндричної σ-

алгебри на множинi (R+)∞. Вiдповiдне матема-
тичне сподiвання позначатимемо через Ei,x. Бу-
демо також використовувати позначення Px,y

та Ex,y, x, y ∈ R
+ для позначення аналогiчної

ймовiрностi та математичного сподiвання поро-
джених парою ланцюгiв

(
X(1), X(2)

)
.

Нехай c > 0 - константа, визначимо

σ
(i)
c = min

{
t > 1 : X

(i)
t ∈ [0, c]

}
,

σc = min
{
t > 1 :

(
X

(1)
t , X

(2)
t

)
∈ [0, c]× [0, c]

}
,

(1)
як час першого повернення у множину [0, c] та
час першого спiльного потрапляння у цю мно-
жину для обох ланцюгiв вiдповiдно.

Задача полягає у тому, щоб з’ясувати за
яких умов iснує таке c > 0 та β > 1, що

Ei,x

[
βσ

(i)
c

]
< ∞,

та
Ex,y [β

σc ] < ∞,

для всiх i ∈ {1, 2}, x, y ∈ R
+, а також отри-

мати оцiнки для вищеозначених математичних
сподiвань. Зауважимо, що σ

(i)
c та σc можна вва-

жати, як випадковими величинами заданими на
просторi (Ω,F,P), так i величинами на просторi
((R+)∞,B(R+)∞) з мiрами Pi,x та Px,y. Тому в
подальшому ми будемо вiльно використовува-
ти, як символ P так i Pi,x для роботи з цими
величинами, та будь-якими iншими, що є фун-
кцiями вiд X(i). Зауважимо також, що β може
бути рiзним у першiй та другiй нерiвностях ви-
ще. Як ми побачимо далi, саме так i буде.
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3 Умова зсуву для ланцюгiв X(1) та X(2)

Розглянемо наступнi умови, якi, як ми побачи-
мо далi, запезпечують скiнченiсть експоненцiй-
них моментiв та дозволяють отримати їх оцiн-
ки.

Умова (A) Нехай iснує таке ε > 0, що∫ ∞

−∞
xFn(dx) < −ε,

та ∫ ∞

−∞
xGn(dx) < −ε,

для всiх n > 0.
Iншими словами,

sup
n>1

{E [Zn] ,E [Wn]} < −ε < 0.

Умова (B) Нехай iснують такi ρ0 > 0, та
M > 0, що

sup
n>0

{E [exp (ρ0Wn)] ,E [exp (ρ0Zn)]} < M.

Iншими словами, iснують скiнченi експоненцiй-
нi моменти для величин Wn та Zn.

Основним iснтрументом дослiдження буде
умова зсуву у формi;

Pi,nV (x) 6 λV (x) + b1[0,c](x),

де V : R+ → [1,∞]- деяка пробна функцiя, λ ∈
(0, 1), b < ∞ - деякi константи. Ми покажемо,
що за умов (A) та (B) виконується умова зсуву
для обох ланцюгiв X(1) та X(2), та, обчислимо
величини λ та b.

Теорема 3.1. Нехай для ланцюгiв X(1) та X(2)

визначених вище виконанi умови (A) та (B).
Тодi
1. Iснує таке число c > 0, що для всiх n > 0∫ ∞

−c
xFn(dx) < −ε/2,

та ∫ ∞

−c
xGn(dx) < −ε/2.

2. Iснує таке ρ > 0, що∫ ∞

−∞
|eρy − ρy − 1|Fn(dy) 6 ρε/4,

та ∫ ∞

−∞
|eρy − ρy − 1|Gn(dy) 6 ρε/4,

для всiх n > 0.
3. Для функцiї V (x) = eρx, n > 0, i ∈ {1, 2}
та довiльного x > 0 має мiсце наступна нерiв-
нiсть

E

[
V
(
X

(i)
n+1

)
|X(i)

n = x
]
6 λV (x) + b1[0,c](x),

де
λ = 1− ρε/4 < 1,

b = sup
i∈{1,2},06x6c,n>0

E

[
V
(
X

(i)
n+1

)
|X(i)

n = x
]
< ∞.

Доведення.
Очевидно, умова (А) гарантує iснування c > 0,
що задовiльняє твердження 1. теореми. Помiти-
мо тепер, що

|eρy − ρy − 1| = ρ

(
eρy − 1

ρ
− ρy

)
→ 0, ρ → 0.

Окрiм того,

|eρy − ρy − 1| 6 eρy + ρ|y|+ 1 ∈ L1(Fn),

в силу умови (B). Отже iснує таке ρ < ρ0, що∫ ∞

−∞
|eρy − ρy − 1|Fn(dy) 6 ρε/4.

З умови (B) також випливає рiвномiрна iнте-
гровнiсть сiмейств величини {Wn, n > 0} та
{Zn, n > 0}, таким чином константу ρ можна
вибрати не залежною вiд n i такою, що задо-
вiльняє твердження 2. теореми для Fn та Gn.

Розглянемо пробну функцiю V (x) у формi

V (x) = eρx, ρ < ρ0,

де ρ взято iз 2. Розглянемо умову зсуву для
X(1). Для довiльних n > 0 та x > c маємо

P1,nV (x)/V (x) = e−ρx

∫ ∞

−∞
eρ(x+y)+Fn(dy)

= e−ρx

(
Fn(−∞,−x] +

∫ ∞

−x+0
eρ(x+y)Fn(dy)

)
= Fn(−∞,−x]e−ρx +

∫ ∞

−x+0
eρyFn(dy)

= Fn(−∞,−x]e−ρx +

∫ ∞

−x+0
(eρy − ρy − 1)Fn(dy)

+

∫ ∞

−x+0
(ρy + 1)Fn(dy)

6 Fn(−∞,−x]e−ρx +

∫ ∞

−x+0
(eρy − ρy − 1)Fn(dy)
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+ρ

∫ ∞

−c
yFn(dy) + F (−x,∞)

6 1− ρε/2− Fn(−∞,−x](1− e−ρx)

+

∫ ∞

−x+0
(eρy − ρy − 1)Fn(dy)

6 1− ρε/2− Fn(−∞,−x](1− e−ρx)

+

∫ ∞

−∞
|eρy − ρy − 1|Fn(dy) 6

6 1− ρε/2− Fn(−∞,−x](1− e−ρx) + ρε/4

6 1− ρε/4 = λ < 1.

Очевидно аналогiчнi мiркування справедливi
також для Gn. Оскiльки ланцюги X(1) та X(2)

феллєровi, та ρ < ρ0, то функцiя ϕ(x) =

E[V (X
(i)
n+1)|X

(i)
n = x] є скiнченою для кожного

x та неперервною. А отже є обмеженою на ком-
пактi [0, c].

�

4 Експоненцiйний момент для часу
спiльного попадання у множину [0, c]

Тепер скористаємось результатими з робiт [2] та
[3] щоби встановити скiнченiсть експоненцiйних
моментiв для σ

(i)
c та σc.

Теорема 4.1. Для ланцюгiв X(1) та X(2) ви-
значених вище, та для констант ρ, c, λ, b з Те-
ореми 3.1 має мiсце нерiвнiсть

Ex

[
λ−σ

(i)
c

]
6 eρx + b1[0,c](x),

для всiх x > 0, i ∈ {1, 2}.

Доведення.
Дане твердження є прямим наслiдком Теореми
1 з роботи [2].

�
Для встановлення оцiнки для експоненцiй-

ного момента для σc скористаємось Теоремою
4.3 iз [3]. Для зручностi, формулювання Теоре-
ми 4.3 з [3] наведено у додатку.

Спочатку покажемо, що множина C = [0, c]
є малою множиною для ланцюгiв X(1) та X(2).
Цей результат гарантується наступною теоре-
мою.

Але перед цим нам потрiбно ввести понят-
тя мiнiмуму двох мiр. Нехай µ, ν двi мiри заданi
на деякому ймовiрнiсному просторi. Нехай

f =
µ

µ+ ν
, f ′ =

ν

µ+ ν
,

тодi мiнiмумом двох мiр µ та ν (або мiнiмаль-
ною мiрою) називається ймовiрнiсна мiра:

µ ∧ ν = (f ∧ f ′) · (µ+ ν),

де знак · слiд розумiти як:

µ ∧ ν(A) =

∫
A
(f ∧ f ′)(x)(µ+ ν)(dx),

для довiльної вимiрної A.
Аналогiчним чином можна визначити мiнi-

мальну мiру для злiченої сiм’ї мiр {µn, n > 0}.

Лема 4.1. Нехай X(1) та X(2) ланцюги якi
визначенi вище. Припустимо для них викона-
нi умови (А) та (B). Нехай ν̃ - мiнiмальна
мiра для сiм’ї ймовiрнiсних мiр {Pi,n(x, ·), i ∈
{1, 2}, x ∈ [0, c]}. Тодi

α := ν̃(R+) > 0,

та для i ∈ {1, 2}, x ∈ [0, c] та A ∈ B(R+) має
мiсце нерiвнiсть:

Pi,n(x,A) > αν(A),

де ν(A) = ν̃(A)/α - ймовiрнiсна мiра, причому
ν([0, c]) > 0.

Доведення.
В силу умови (B):

inf
n>0

{Fn(−∞, 0], Gn(−∞, 0]} > 0.

тодi для x ∈ [0, c]

inf
n>0

P1,n(x, [0, c]) = inf
n>0

Fn(−∞, c− x]

> inf
n>0

Fn(−∞, 0] > 0,

та аналогiчна нерiвнiсть виконана для
P2,n(x, [0, c]). Таким чином мiра ν̃ ненульова
та ν̃([0, c]) > 0. Тодi, очевидно, ν коректно ви-
значена ймовiрнiсна мiра, для якої ν([0, c]) > 0.

�
Тепер ми готовi почати перевiрку умов Те-

ореми 4.3 з [3]. Не втрачаючи загальностi, вва-
жатимемо, що α < ρ визначене вище в Теоремi
3.1.

В якостi функцiй Vt(x) з умови 1, Теоре-
ми 4.3. будемо використовувати функцiї V (x) =
eαx. Зауважимо, що вони не залежать вiд t, i є
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однаковими для всiх моментiв часу. Скоритав-
шись нерiвнiстю Чернова, як у [2], роздiл 3.2
отримаємо:

Px{σ(i)
c > n} 6 eαxλn,

для x > c, та

Px{σ(i)
c > n} 6 (λeαc + b)λn,

для x ∈ [0, c]. Отже умова 1 Теореми 4.3. вико-
нана, з константами

β0 = λ−1,

D = λeαc + b,

де константи c та b визначенi в Теоремi 3.1. Пе-
ревiримо умову 2. Для цього треба розглянути

q(i)n,x(A) =
Pi,n(x,A)− αtνt(A)

1− αt
.

Оскiльки в нашому випадку, α та ν не залежать
вiд n маємо:

q(i)n,x(A) =
Pi,n(x,A)− αν(A)

1− α
.

Для i = 1 маємо

q(i)n,x(A) =

∫
A∩[0,∞) Fn(dy − x)− αν(A)

1− α

+
1A(0)Fn(−∞,−x]

1− α
.

Тодi

q(1)n,x(V ) =

∫∞
0+ (Fn(dy − x)− αν(dy)) eαy

1− α

+
Fn(−∞,−x]

1− α
.

Очевидно, що аналогiчна рiвнiсть має мiсце i
для q

(2)
n,x(V ) якщо замiнити, Fn на Gn. Тодi ско-

риставшись умовою (B), отримаємо:

(1− α)Q̂ = (1− α) sup
n>0,06x6c,i∈{0,1}

q
(i)
n,x(V )

6
(
M − α

∫∞
0 eαyν(dy)

)
+

supn {Fn(−∞, 0], Gn(−∞, 0]} < ∞
(2)

Зокрема маємо таку грубу оцiнку для Q̂

Q̂ 6 M + 1

1− α
,

де M визначено в умовi (B).
Умова 3 Теореми 4.3 з [3] гарантується Те-

оремою 4.1.
Таким чином всi умови Теореми 4.3. вико-

нанi i ми можемо сформулювати основний ре-
зультат даної роботи.

Теорема 4.2. Нехай X(1) та X(2) два ланцюги
Маркова визначених вище, що задовiльняють
умови (А) та (В). Нехай λ, ε, ρ, c - констан-
ти з Теореми 4.1 а α, ν - константа на мiно-
ризацiйна мiра з Леми 4.1. Тодi для довiльних
x, y ∈ R

+

Ex,y[δ
σc
1 ] 6 M0

(
Ex

[
δσ

(1)
c

0

]
S1 + Ey

[
δσ

(2)
c

0

]
S2

)
,

де

δ0 =
1

2

(
1 +

√
1 +

α(λ−1 − 1)

(1− α)Q̂λ−1 + α

)
,

γ0 =

{
(1− α)

(
1 +

(δ20 − 1)λ−1

λ−1 − δ20
Q̂

)} 1
2

,

ε̂ - довiльна мала константа

γ1 = (αν[0, c])m×,

α, ν визначено у Теоремi 4.1,

× exp

(
ln
(
1− Ďδ−m

)( δm+1
0

δ0 − 1
− 1

))
,

δ1 = (1 + ε̂/2)
1

m+n0 ,

Ď = D
1 + γ0
1− γ0

(
1 +

(δ0 − 1)λ−1

λ−1 − δ0
Q̂

)
×,

D = λeαc + b,

α, c та b з Теореми 3.1,

×
(
1 +

δ0(λ
−1 − 1)

λ−1 − δ0

)
,

m = min
{
n > 1|Ďδ−n

0 < 1
}
,

n0 =

⌊
ln

(
ε̂(δ0 − λ−1)

2Ďλ−m−1

)
/ ln

(
λ−1

δ0

)⌋
+ 3,

M0 =

(
1 +

1

1−
√

(1 + ε̂)(1− γ1

)(
1 + γ0
1− γ0

)
,

S1 та S2 визначено в Теоремi 4.2 з [3], та вони
задовiльняють нерiвнiсть

max {S1, S2} 6 D(1− α)−1,

Q̂ визначено у ( 2).
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Доведення.
Зауважимо, що попередньо ми перевiрили всi
умови Теореми 4.3 з роботи [3], та знайшли ви-
раз для Q̂. Оскiльки отриманi δ0 та δ1 меншi
за β0 = λ−1 то очевидно також виконанi умови
Теореми 4.2 з [3]. Тодi нерiвнiсть

Ex,y[δ
σc
1 ] 6 M0

(
Ex

[
δσ

(1)
c

0

]
S1 + Ey

[
δσ

(2)
c

0

]
S2

)
,

та вираз для M0 випливають з Теореми 4.2 (з
[3]), а формули для констант з Теореми 4.3 та
попереднiх мiркувань. �

5 Додаток

Наводимо формулювання Теореми 4.3 з роботи
[3]. За деталями позначень, та доведеннями вiд-
силаємо читача до тексту самої роботи [3]. Всi
посилання у формулюваннi теореми вiдповiда-
ють оригiнальнiй роботi.

Теорема 5.1. Нехай X(1) та X(2) два ланцюги
Маркова, що задовiльняють умову мiноризацiї
(Condition (A) - в оригiнальнiй роботi) та
X̌(1), X̌(2) вiдповiднi розщепленi ланцюги, що
визначенi у роздiлi 3, випадковi величини σ

(1)
C ,

σ
(2)
C визначенi в ( 1) та µ1, µ2 ∈ M1(E). Позна-

чимо µ̌i = (1− αt)µi × {0}+ αtµi × {1}.
1. Припустимо iснує експоненцiйно домi-

нуюча послiдовнiсть з константами D > 0,
β0 > 1 та вимiрнi функцiї V (i)

t : E → R+

sup
t>0,x∈C

P
t
x

{
σ
(i)
C > n

}
6 Gn = Dβ−n

0 ,

та для всiх x ∈ E \ C

P
t
x

{
σ
(i)
C > n

}
6 Gn(x) = V

(i)
t (x)β−n

0 .

2. Для кожного t > 0, x ∈ C, i ∈ {0, 1} визначи-
мо ймовiрнiсну мiру q

(i)
t,x(·) ∈ M1 таку що

q
(i)
t,x(A) =

Pt,i(x,A)− αtνt(A)

1− αt
.

Припустимо, що

Q̂ = sup
t>0,x∈C,i∈{1,2}

q
(i)
t,x(V

(i)
t )

= sup
t>0,x∈C, i∈{1,2}

∫
E
q
(i)
t,x(dy)V

(i)
t (y) < ∞.

3. Нехай
inf
t>0

νt(C) > 0.

Якщо умови 1-3 виконанi, тодi сталi δ0 >
1, δ1 > 1, γ0 > 0, γ1 > 0 та ε > 0 можуть бути
обранi наступним чином:

δ0 <

√
1 +

α(β0 − 1)

(1− α)β0Q̂+ α
,

γ0 =

{
(1− α)

(
1 +

(δ20 − 1)β0
β0 − δ20

Q̂

)} 1
2

,

ε - довiльна мала константа

γ1 =
(
α inf

t
νt(C)

)m
exp

(
ln
(
1− Ďδ−m

)( δm+1
0

δ0 − 1
− 1

))
,

δ1 = (1 + ε/2)
1

m+n0 ,

Ď = D
1 + γ0
1− γ0

(
1 +

(δ0 − 1)β0
β0 − δ0

Q̂

)(
1 +

δ0(β0 − 1)

β0 − δ0

)
,

m = min
{
n > 1|Ďδ−n

0 < 1
}
,

n0 =

⌊
ln

(
ε(δ0 − β0)

2Ďβm+1
0

)
/ ln

(
β0
δ0

)⌋
+ 3,

та α визначено у Condition (A).
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Організація сучасних хмарних послуг спирається як на теоретичні результати  з логістики, 
дослідження операцій, ланцюгів постачання, мереж передачі (транспортування) інформації, так і 

на практичні досягнення новітніх інформаційно-комунікаційних технологій. Оскільки всі мешканці 

планети стають постійними користувачами і водночас творцями таких послуг, то питання 

децентралізованого прийняття рішень стають повсякденними. У роботі викладається постановка 
проблеми таких рішень з боку постачальників (провайдерів) хмарних послуг і пропонується 

математичне формулювання відповідної задачі оптимізації з ресурсними обмеженнями. 

Результати дослідження доповідались на Міжнародній науковій конференції ``Modern Stochastics: 
Theory and Applications. V'' (MSTA-V). 

Ключові слова:багатокритеріальна оптимізація , відображення, мережа. 

 

The organization of modern cloud services is based on theoretical results in logistics, operations 
research, supply chains, information transmission (transportation) networks, and on the practical 

achievements of the novel information and communication technologies. As all the inhabitants of the planet 

become regular users and at the same time creators of such services, the issues of decentralized decision 
making are becoming everyday problems. The paper presents the setup for the problem of such solutions by 

suppliers (providers) of cloud services and suggests a mathematical formulation of the corresponding 

optimization problem with resource constraints. It is a starting point for further mathematical elaboration of 
the new everyday problems.  

Key words: multicriteria optimization, mapping,network.
 

Ефективне забезпечення ресурсами є 
складною проблемою в середовищах хмарних 

обчислень (ХО) внаслідок їхньої динамічної 

природи й необхідності підтримки гетерогенних 

застосунків [1]. Хоча технологія віртуальних 
машин (Virtual Machine, VMs) дозволяє 

паралельно виконувати кілька робочих 

навантажень (workloads) і використовувати 
спільну інфраструктуру, ця технологія не 

гарантує продуктивності (performance) 

застосунку. Тому провайдери хмарних центрів 

обробки даних (ЦОД) надають перевагу 
статичному, а не динамічному розміщенню VMs, 

тобто неефективному використанню ресурсів, не 

даючи гарантій продуктивності [2]. 
Крім того, робочі навантаження можуть мати 

різні вимоги якості послуги (Quality of Service, 

QoS) через виконання різнотипних застосунків 
(веб-застосунків або застосунків 

високопродуктивних обчислень), що значно 
ускладнює забезпечення ресурсів [3]. 

Попередні дослідження зосереджувалася на 

єдиному типі угод про рівень обслуговування 

(Service Level Agreements, SLAs) чи зразків 
застосунків використання ресурсів (на веб-

застосунках), призводячи до неефективного 

користування ресурсами. Можна запропонувати 
підходи до вирішення проблеми розподілу 

ресурсів у межах ЦОД з виконанням різних типів 

робочих навантажень застосунків, зокрема, 

неінтерактивних і трансакційних. Пропонуються 
контроль надходження і механізм планування, 

які не лише максимізують прибуток і 

використання ресурсів, але й гарантують те, що 
вимоги QoS користувачів задовольняються за 

SLAs [4]. Експериментально було доведено 

важливість урахування різних типів SLAs і 
штрафів за їх порушення, а також комбінацій 
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робочих навантажень для кращого забезпечення 
ресурсів і використання ЦОД. Запропонований 

механізм [4] забезпечує суттєве поліпшення 

порівняно зі статичною консолідацією серверів і 
зменшує порушення SLAs. 

ХО призвели до зміни парадигми, коли 

підприємства, замість підтримки своєї власної 
інфраструктури, почали здійснювати аутсорсинг 

своїх обчислювальних потреб та ІТ-потреб за 

рахунок сторонніх провайдерів послуг [1−5]. 

Хмари − це великомасштабні аутсорсингові 
ЦОД, які розташовують тисячі серверів, які 

можуть одночасно запускати багато VMs. Тому 

вони розташовують широкий спектр застосунків і 
створюють у користувачів уявлення 

необмежених обчислювальних ресурсів на основі 

плати відповідно до обсягу використання [2]. 

Одним з наслідків Інтернету речей (Internet of 
Things, IoT) є щоденна поява великих об’ємів 

даних, які не завжди знаходять належне 

застосування через істотні відстані чи затримки 
до відповідної хмари аналізу цих даних. Тому 

розробляється нова модель туманних (fog) і 

периферійних (edge) обчислень, здатна своєчасно 
аналізувати (сприймати) чутливі дані (в режимі 

реального часу) на мережевій периферії, 

суміжній з місцем появи даних, і підтримувати 

дії (реакції): у такій моделі лише відібрані дані 
надсилаються до хмари аналізу та тривалого 

зберігання. Крім того, хмарні послуги, які 

надаються великими компаніями (скажімо, 
Google), можна також локалізовувати, щоб 

мінімізувати час відгуку і збільшувати гнучкість 

обслуговування. Такої локалізації можна 
досягати шляхом розгортання маломасштабних 

ЦОД (cloudlets; хмарок), де це потрібно, близьких 

до клієнтів (пристроїв IoT) і з’єднаних з 

централізованою хмарою через мережі, 
формуючи периферійну хмару з множинним 

доступом (multi-access edge cloud, MEC). MEC 

включає принаймні три сторони − провайдерів 
Інтернет-інфраструктури (Internet as a service, 

IaaS), провайдерів застосунків (software as a 

service, SaaS), провайдерів мережі (network as a 

service, NaaS). 
Ці сторони можуть мати різні цілі, 

ускладнюючи інтегрований менеджмент ресурсів 

MEC. Для такого менеджменту пропонуються 
різні методи в залежності від того, якого типу 

послуги треба розміщувати та як наявні ресурси 

слід розподіляти до застосунків клієнтів, зокрема 
мобільних застосунків. Тому замість 

централізованого менеджменту ресурсів 

припускається децентралізований менеджмент 

кожною із сторін IaaS, SaaS, NaaS, який мінімізує 
енергоспоживання інфраструктури та витрати 

споживачів, забезпечуючи роботу застосунків. За 

емпіричними оцінками (слідів реального 
робочого навантаження від кластера Google), 

підхід [4] дозволяє знижувати енергоспоживання 

на майже 12 % (в основному, за рахунок IaaS), а 
витрати користувачів − на близько 18 % (в 

основному, за рахунок NaaS), забезпечуючи 

досить якісну роботу застосунків.Такі застосунки 

в режимі реального часу, як онлайн-ігри та 
відеоконференції, мають обовʼязкові вимоги (on-

demand requirements) забезпечення високоякісних 

результатів у межах домовленого терміну, 
наприклад, вимоги коротшого часу відгуку через 

звʼязок з найближчим сервером застосунків. 

Використання хмарної платформи для 

розгортання застосунків у реальному часі 
пропонує ряд переваг, включаючи зазвичай 

менші експлуатаційні витрати (operational 

expenditures, OpEx) та розподіл ресурсів на 
вимогу відповідно до потреб застосунку. Однак 

застосунки в режимі реального часу можуть бути 

чутливими до якості мережі, наприклад, до 
затримок (звʼязку) між користувачами та 

сервісами. Тому вимоги таких застосунків 

можуть задовольнятися через поєднання 

новопосталої технології периферійних обчислень 
з MEC та туманних обчислень, уможливлюючи 

здійснення операцій на периферії мережі. Сенс 

введення в експлуатацію цієї технології полягає в 
розподілі послуг або запуску застосунків ближче 

до клієнтів і до місць попиту на результати 

операцій. Це досягається через розгортання 
маломасштабних або мікромасштабних ЦОД 

близько до клієнтів і підключення до 

регіональних хмарних ЦОД. Зазначимо, систем 

менеджменту для запуску та практичного 
застосування таких інфраструктур на 2021 р. 

майже не було, за винятком AWS Outposts 

(https://aws.amazon.com/outposts/), що вийшли на 
ринок у 2019 р., та переглянутого OpenStack [3]. 

Крім того, у рамках MEC або туманних 

обчислень є певні питання, що потребують 

вивчення, наприклад: а) де слід розгортати ці 
малі ЦОД (хмарки); б) які сервіси слід 

встановлювати; в) де та які ресурси слід 

розподіляти застосункам користувачів; г) якою 
мобільністю користувачів (міграцією сервісів) 

слід управляти; д) як згадані рамки MEC слід 

оптимізувати (максимізувати чи мінімізувати 
різні цілі − монетарні витрати користувачів, 

енергоспоживання, продуктивність навантаження 

з погляду затримок, тривалості виконання тощо). 
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Хоча питання в), г), д), здебільшого, є схожими 
до традиційних хмар, але стратегії менеджменту 

з цих питань для туманної інфраструктури слід 

перепроектовувати. 
Заслуговує уваги вивчення основних проблем 

розподілу чи розміщення ресурсів, повʼязаних з 

периферійними (туманними) обчислювальними 
платформами: a) де слід встановлювати малі 

ЦОД (хмарки на периферіях мереж), щоб 

задовольняти попит користувачів і водночас 

знижувати глобальні витрати інфраструктури 
(суму OpEx та капітальних витрат (capital 

expenditures, CapEx)); b) як слід розгортати 

послуги глобального контролю після 
встановлення платформи; c) якого розміру чи 

масштабу має бути платформа. Вирішення цих 

проблем відкриватиме можливості для 

консультацій про загальну структуру розподілу 
чи розміщення для різних видів туманних або 

периферійних послуг, а також про їх структуру 

менеджменту чи міграції. 
Хоча сучасна модель ХО, яку забезпечують 

кілька надвеликих і великих провайдерів (Google, 

Amazon AWS), є широко вживаною, інноваційні 
та новітні технології (застосунки IoT, 

периферійні обчислення, MEC) впливають на 

розвиток цієї моделі. Щоб впоратися з цими 

технологічними змінами, хмарові та мережеві 
спільноти працюють у напрямку 

великомасштабних розподілених інфраструктур 

малорозмірних ЦОД (хмарок), встановлених на 
периферії мережі ближче до користувачів та їхніх 

пристроїв, тобто туманних інфраструктур (що 

містять застосунки розподіленої конфігурації, які 
складаються з різних модулів). Туманна, 

периферійна та хмарна парадигма привертає 

більший інтерес, зважаючи також на те, що вона 

поліпшує рухливість (agility) і продуктивність 
послуг з точки зору часу відгуку. Наприклад, 

застосунки IoT можуть скористатися 

розгортанням периферійних вузлів для 
здійснення аналізу в режимі реального часу, 

зберігаючи основні ЦОД для поглибленої 

аналітики даних: поєднується згадана парадигма 

з MEC (яка дає множинний, а не лише мобільний 
доступ), що перебуває в зоні мережі радіодоступу 

(radio access network, RAN), де туман або 

периферія може повʼязувати споживчі пристрої, 
агрегуючи дані від сенсорів (до їх передачі на 

віддалену хмару). 

Крім того, хмарка як міні-ЦОД, що має 
відповідати нормам великого хмарного 

провайдера, могла б підтримувати таку 

агрегацію, розташовуючись на більшій відстані 

від клієнта, ніж сенсор або сенсори, без потреби 
перебування в зоні RAN. 

Крім визначення того, де слід розгортати чи 

встановлювати периферійні хмари, рушії такої 
еволюції мають проектувати прийнятні системи 

менеджменту, які дозволятимуть: оператору 

(хмарі, мережі, периферії) агрегувати, 
спостерігати та виявляти такі масово розподілені 

ресурси; впроваджувати нові види послуг, які 

можуть розгортатися і керуватися оператором 

або користувачами. Однак проектування такої 
системи менеджменту є складним, бо туманні чи 

периферійні інфраструктури відрізняються від 

традиційних хмар щодо гетерогенності, 
динамічності, можливості великого розподілу 

ресурсів, економії від масштабу. 

MECs пропонують обмежені ресурси на 

периферії мережі, уможливлюючи запуск 
застосунку користувача в безпосередній 

близькості від нього через різноманітні туманні 

обчислення, які входять у відповідні хмарки з 
певної хмари. Ресурс периферії надається на 

хмарці чи сервері MEC. Крім того, застосунок у 

хмарці працює принаймні на одній логічній (hop) 
відстані звʼязку, на відміну від своєї початкової 

реалізації на мобільному (туманному) пристрої  

чи основному (core) Інтернеті (віддаленій хмарі). 

Тому затримка застосунку може потенційно 
залежати від послуг мережі. Скінченна кількість 

ресурсів хмарки теж може впливати на 

ефективність їх розподілу до підключених 
користувачів: хоча є підходи до поділу ресурсів 

кількох хмарок у певній географічній зоні, 

проблема ефективності стає складною, коли ці 
ресурси пропонуються різними провайдерами 

послуг з різними цілями й завданнями. 

Аналогічно до провайдерів, користувачі 

мобільних пристроїв, які запускають застосунки, 
мають різні цілі та конкурують за ресурси: 

кожний користувач хоче оптимізувати свій 

власний виграш або продуктивність застосунку. 
Крім того, різні ресурси можуть 

пропонуватися при різних витратах, рівнях 

енергоспоживання та продуктивності. 

Розміщення ресурсів може істотно впливати на 
економіку провайдерів послуг (через IaaS) і 

споживачів (через SaaS): наприклад, нижча 

продуктивність застосунків збільшує витрати 
користувачів, а також енергоспоживання. Тому 

важливо забезпечувати відповідні ресурси для 

того, щоб задовольняти вимоги QoS застосунку 
та цілі провайдерів. Що стосується мобільності, 

то користувачі рухаються, а модулі застосунків 

явно мігрують серед хостів для підвищення 
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енергоефективності чи продуктивності, 
потенційно ускладнюючи менеджмент ресурсів. 

Серед відповідних методів менеджменту ресурсів 

для досягнення різних цілей  суттєвими є: методи 
менеджменту інфраструктури та наявних 

ресурсів (IaaS, SaaS, NaaS) для підвищення 

рухливості послуг і продуктивності з точки зору 
часу відгуку, а також зниження енерговитрат; 

способи організації виконання навантажень 

користувачів, розташування та виділення 

необхідних ресурсів або сервісів; алгоритми 
ефективного розвʼязання задач розміщення 

(мережевих та обчислювальних) ресурсів для 

підтримки новітніх мобільних застосунків MEC; 
підходи до реалізації та втілення моделей і 

алгоритмів у програмне забезпечення, які 

демонструють їх доцільність і практичність. 

Проблема менеджменту ресурсів MEC 
складна тим, що пропонування якісних послуг 

кінцевим користувачам залежить від 

різноманітних гравців, цілі яких не є 
антагоністичними, але і не є однаковими. Такими 

гравцями є власники інфраструктури (IaaS), 

провайдерів застосунків (SaaS), мережевих 
операторів (NaaS). Кожний з них контролює 

певну частину всієї системи. Невідʼємною 

складовою є те, що комунікаційні та 

обчислювальні спроможності потрібні для 
гарантування високої QoS з точки зору малого 

часу відгуку та високої пропускної здатності. 

Оскільки гравці можуть мати різні цільові 
функції, то поведінка одного гравця може 

потенційно впливати на поведінку іншого гравця. 

Традиційний підхід припускає, що вся 
інфраструктура управляється єдиним гравцем, 

який здебільшого забезпечує ресурси, або 

відділяє керівництво мережі з ресурсами 

застосунків від базової периферійної 
обчислювальної спроможності. У підході [4, 5] 

розміщення ресурсів у MEC вважається 

результатом конкуренції гравців, кожний з яких 
може оптимізувати свою цільову функцію. Цілі 

сторін певним чином узгоджуються: оскільки 

недостатнє забезпечення застосунків 

знижуватиме доходи всіх сторін (клієнти 
шукатимуть застосунки деінде, а провайдери 

шукатимуть клієнтів), то у сторін є стимули діяти 

у діапазоні від виграшу всіх гравців разом до 
програшу всіх гравців. Оскільки звичайні методи 

оптимізації не гарантують виграшу всіх гравців 

разом у подібних сценаріях розміщення ресурсів, 
то можна звернутися до методів теорії ігор [6]. 

Як правило, провайдери SaaS розміщують свої 

застосунки на віртуалізованих ресурсах, що 

надаються провайдером IaaS. Крім того, 
провайдери SaaS мають дотримуватися кожної з 

вимог QoS застосунку, як сказано в SLA з 

користувачами, де визначається дохід SaaS на 
основі досягнутого рівня продуктивності. Однак 

продуктивність застосунків залежить не лише від 

обчислювальних ресурсів (що надаються 
провайдером IaaS), але також від пропускної 

здатності мережі (що надається провайдерами 

NaaS). Аналогічно провайдери послуг 

визначатимуть пріоритетність своїх робочих 
навантажень, виходячи з природи (своїх або 

сторонніх ) застосунків. Оскільки у MEC 

провайдери NaaS можуть бути власниками IaaS 
(внутрішньої мережі) та сторонніми операторами 

(зовнішньої) мобільної мережі, то мережеві 

ресурси від різних провайдерів слід надавати за 

доступними цінами. 
Провайдери SaaS приділяють основну увагу 

максимізації своїх доходів через мінімізацію 

SLAs, зменшуючи загальні витрати на 
обчислювальні ресурси (що надаються 

провайдерами IaaS), а також на мережеві ресурси 

(що надаються провайдерами NaaS і сторонніми 
провайдерами мережевих послуг). У випадку 

множинних провайдерів IaaS або множинності 

MECs, провайдери SaaS конкуруватимуть і 

висуватимуть свої цінові пропозиції на 
використання інфраструктурних ресурсів. З 

іншого боку, провайдери IaaS і сторонні 

провайдери мережевих послуг 
максимізуватимуть свої доходи шляхом більшого 

надання своїх віртуалізованих ресурсів. При 

цьому провайдери IaaS максимізуватимуть 
використання своїх ресурсів для мінімізації 

енергоспоживання. 

У пропонованій теоретико-ігровій моделі є 

три гравці з різними цільовими функціями: IaaS 
мінімізує енергоспоживання через спрямування 

робочого навантаження на найменші ресурси; 

SaaS максимізує продуктивність обслуговування 
при обмеженнях SLAs, збільшуючи доходи; 

сторонні провайдери й оператори мережевих 

послуг мінімізують мережевий трафік для 

гарантування QoS у сенсі часу відгуку. 

Позначимо N  множину (перелік) { N,...,2,1 } всіх 

таких гравців. Крім того, кожний гравець має 

набір (перелік) K { K,...,2,1 } різних наявних у 

себе видів ресурсів, зокрема, обчислювальних 

(IaaS), застосункових (SaaS), комунікаційних 

(NaaS). Провайдер Nm  послуг пропонує 

ресурси mC { m
K

mm CCC ,...,, 21 }, де m
kC  − 

пропонований ним обсяг ресурсу типу k . Таким 
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чином, всі N  провайдерів (хостів) загалом 

пропонують набір ресурсів (спроможностей) 

Kk

N

i

i
k

N

i

N

i

N

i

i
K

ii CCCCC

,...,111 1 1

21 ,...,,
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Кожне конкретне завдання (job) j  для 

застосунку з цієї множини (модуль застосунку) 

потребує (коаліційного) набору ресурсів, який 

належить множині M { KMMM  ...21 } 

всіх застосунків при умові, що кожному модулю 

застосунку виділено неподільні ресурси кожного 

гравця Nm : модулем застосунку вважається 

те, що запускається рівно один раз. Нехай 

кожний модуль j  застосунку запускається у 

віртуальній машині чи контейнері. Крім того, 

завдання може містити велику кількість 

контейнерів, віртуальних машин, мережевих 

ресурсів, які можуть мати спільне розташування; 
розташування лише однієї віртуальної машини 

чи контейнера на хості чи застосунку спрощує 

постановку задачі. Припустимо, що кожний 
модуль вимагає не більше однієї VM чи одного 

контейнера, а загальне число наданих VMs або 

контейнерів задовольнятиме ресурсні (resource) 

вимоги MR  застосунків. 

Нехай система MEC має один кластер 

(хмарний ЦОД), кілька периферійних 

розташувань (хмарок) і численні мобільні чи 
туманні пристрої. Ці ресурси зʼєднані між собою 

через мережі так, що хмарки перебувають у 

безпосередній близькості до туманних пристроїв. 
Модулі застосунку розподіляються і 

запускаються на цих ресурсах. Хмарний ЦОД 

складається з H  гетерогенних кластерних хостів 

(hosts) h { H,...,2,1 }. Кожному хосту h  

відповідає вектор спроможності (capacity) 

hC { h
K

hh ccc ,...,, 21 } за ресурсом типу Kk  : якщо 

ресурсами є процесор, памʼять, сховище, мережа, 

то вектор )1,2,3,4( hCh  означатиме хост, 

який має 4 одиниці процесорів (CPU), 3 одиниці 
памʼяті (RAM, вимірюваної у гігабайтах), 2 

одиниці дискового сховища (вимірюваного у 

терабайтах), мережеву карту на одиницю 
пропускної здатності (гігабіт в секунду). Нехай 

також є   пертферійних розташувань (хмарок), 

а кожна периферійна хмарка e  складається з 

множини S  гетерогенних хостів; подібно до 

вектора 
hC , кожному периферійному хосту 

Ss  відповідає вектор 
gC <<

hC  спроможності. 

Кожна VM може запускати конкретний 

модуль застосунку чи завдання. Позначимо uJ  

застосунок або завдання, подане окремим 

користувачем u { U,...,2,1 }. 

Кожний застосунок містить кілька модулів, 

які працюють одночасно. Крім того, різноманітні 
типи VMs або контейнерів наперед визначаються 

кожним хмарним (або хмарковим) провайдером; 

ресурсам кожного типу відповідає вектор 

спроможності R { Urrr ,...,, 21 }. 

Зазначимо, що кожна VM чи контейнер може 

здійснювати єдине завдання (модуль застосунку) 
у даний момент часу як на віддаленому ЦОД, так 

і на хмарках. 

Ресурси різного типу хоста Hh  чи хмарки 

Ss  будуть зайнятими лише тоді, коли на цьому 

хості чи хмарці створено конкретну VM чи 

контейнер. Таким чином, міграція VMs 

уможливлює мобільність модулів застосунків. 

За вищенаведених умов, запити (requests) 

ресурсів для конкретного завдання j  (або 

користувача) можна визначити як матрицю vu , 

де рядок задає тип VM чи контейнера, а стовпець 

− різні ресурси, повʼязані з типом VM чи 

контейнера: 
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Тоді всі запити (від усіх провайдерів послуг) 

визначаються розширеною матрицею VU   

вимог ресурсів 
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Припускаємо, що конкретне завдання можна 

призначити щонайбільше одному хосту. Нехай 

для конкретного хоста Hh  можливий стан 

розміщення ресурсів задається матрицею 

розміщення (allocation) vu  
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де h
kda  − обсяг ресурсів k  на конкретному хості 

h , виділених контейнеру чи VM d . Тоді, 

аналогічно до матриці всіх запитів, можна ввести 
матрицю всіх розміщень (від усіх провайдерів) 
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Для кожного хоста рішення (decision) про 
розміщення ресурсів є набором усіх можливостей 

(possibilities), основаних на матриці R : 

D { Ph AAAA ,...,,...,, 21 }. 

Мета проблеми розміщення ресурсів, при 

даних матриці R  та наборі C , − обчислити 

прийнятне відображення від ресурсів до завдань 
користувача: різні гравці (провайдери ресурсів, 

застосунків, мережі) спільно приходять до 

єдиного рішення, що описує розміщення VMs, 

які є найкращими узгодженими розміщеннями 
для всієї системи MEC у сенсі оптимізації 

енергоспоживання та продуктивності (часу 

виконання завдань). 
Якщо вважати цю проблему задачею 

однокритеріальної оптимізації, то кожний 

провайдер послуг окремо бажає максимізувати 

свою корисність шляхом такого розміщення 
своїх наявних ресурсів, що: IaaS мінімізує 

енергоспоживання та продуктивність робочого 

навантаження (сподіваний час виконання); SaaS 
мінімізує сподіваний час виконання застосунків; 

NaaS мінімізує мережевий трафік [7]. Ця задача 

полягає у виборі такої матриці A  розміщення, 
яка максимізує суму корисностей усіх 

провайдерів  n
Mi

N

j

n
j Au 




1

 . 

Крім того, для кожної VM чи застосунку i  її 

матриця 
iA  розміщення на кожному провайдері 

послуг N {IaaS, SaaS, NaaS} задається 

функцією NiX {0, 1} відображення ресурсів на 

провайдери з обмеженням 



N

i

NiX
1

1, яке 

означає, що кожний застосунок розміщується 

рівно один раз на одному з провайдерів. Після 

розміщення застосунку i  кожний користувач 

платить за нього ціну (price) p , яка складається з 

IaaS
nip , SaaS

nip , NaaS
nip  − вартостей (корисностей) 

послуг IaaS, SaaS, NaaS для застосунку, 

користувача, каналу i  відповідно на хості 

(провайдері) Nn . Тому корисність усієї 

системи MEC від конкретного користувача із 

застосунком i   задається 

)( NaaS
ji

SaaS
ji

IaaS
jijii pppXU  , 

де jiX  − функція відображення від застосунку i  

на провайдера j , а загальна корисність системи 

MEC (усіх провайдерів) від M  застосунків 

задається 



M

i

iUU
1

. 

Отже, мета всієї системи MEC полягає у 

максимізації корисності U  при обмеженнях: 

розміщені ресурсні спроможності не можуть 

перевищувати загальних спроможностей; для 
кожного користувача розміщуються ресурси 

рівно один раз в його безпосередній близькості. 

Вищезазначену проблему можна сформулювати 

як задачу багатокритеріальної оптимізації для 
MEC, що складається з ЦОД, кількох 

периферійних розташувань (хостів) і завдань 

користувачів, які працюють на різноманітних 
VMs: знайти відображення VMs до хостів таке, 

що мінімізує кумулятивне енергоспоживання 

MEC та максимізує продуктивність VM 
(мінімізує час виконання на VM). Аналогічно для 

SaaS має максимізуватися продуктивність різних 

застосунків. Крім того, для NaaS має 

максимізуватися доступна пропускна здатність 
(bandwidth) B . Вважатимемо продуктивністю час 

виконання на VM: чим довший час виконання на 

VM, тим гірше, і навпаки. Таким чином, можна 
мінімізувати згортку кількох згаданих критеріїв 
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 , 

де jix  − функція відображення VMs на хости 

( 1jix , якщо конкретна VM i  відображається на 

хост j ), jie  − спожита енергія на хості j  для 

VM i , jit  − час виконання VM i  на хості j , kt  − 

час виконання застосунку k . Ця мінімізація має 

брати до уваги обмеження, що різні ресурси k , 

розміщені для VMs, не можуть перевищувати 

спроможності хостів (провайдерів) n : 

n
k

N

i

n
ki Cx 

1

. 

Крім того, має братися до уваги обмеження, що 

для VMs пропонуються лише потрібні ресурси: 

n
ki

M

Nl

l
ki rx 



. 

Зазначимо, що час виконання застосунку 

обернено пропорційний продуктивності мережі, 
яка, в свою чергу, не пропорційна 

енергоспоживанню. 

При оптимізації за одним критерієм провайдер 

SaaS максимізуватиме свій дохід шляхом 
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мінімізації виграшів користувачів. Проте нижчі 
витрати на користувачів можуть збільшувати 

число клієнтів і попит на послуги, які небажано 

впливатимуть на робочі навантаження 
користувачів: такі нижчі витрати опосередковано 

передбачають збільшення порушень SLA. Ці 

порушення залежать від ресурсів, придбаних у 
відповідних провайдерів IaaS та NaaS (які мають 

близькі інтереси).  Якщо провайдери пропонують 

послуги, насамперед, клієнтам з найвищою 

готовністю платити, то має братися до уваги 

додаткове обмеження: така пропозиція подібна 
перевазі (від провайдера IaaS) користувачів 

Gmail на кластері Google порівняно з кластером 

Azure MicroSoft . 
Таким чином, проблема розміщення ресурсів 

MEC є досить складною і такою, що потребує 

новітніх підходів до децентралізованого 
прийняття рішень у ситуаціях перебору великої 

кількості варіантів − аналізу великих даних. 
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Екстраполяцiя перiодично корельованих
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Extrapolation problem for periodically
correlated stochastic sequences with
missing observations
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Дослiджується задача оптимального оцiнювання лiнiйних функцiоналiв Aζ =
∑∞

j=1 a(j)ζ(j),
вiд невiдомих значень перiодично корельованої стохастичної послiдовностi ζ(j) на основi спо-
стережень послiдовностi ζ(j) + θ(j) в точках j ∈ {. . . ,−n, . . . ,−2,−1, 0} \ S, S =

∪s−1
l=1 {−Ml ·

T + 1, . . . ,−Ml−1 · T − Nl · T}, де θ(j) - некорельована з ζ(j) перiодично корельована стохасти-
чна послiдовнiсть. Отримано формули для обчислення значень середньоквадратичних похибок
та спектральних характеристик оптимальних оцiнок функцiоналу Aζ для послiдовностей з
вiдомими спектральними щiльностями. Формули, що визначають найменш сприятливi спе-
ктральнi щiльностi та мiнiмаксно-робастнi спектральнi характеристики оптимальних лiнiй-
них оцiнок функцiоналiв пропонуються у випадку, коли спектральнi щiльностi послiдовностей
точно невiдомi, а вказанi множини допустимих спектральних щiльностей.

Результати дослiдження доповiдались на Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Modern Stochasti-
cs: Theory and Applications. V” (MSTA-V).

Ключовi слова: Перiодично корельована стохастична послiдовнiсть, мiнiмаксно-робастна
оцiнка, найменш сприятлива спектральна щiльнiсть, мiнiмаксно-робастна спектральна хара-
ктеристика.

The problem of optimal estimation of the linear functionals Aζ =
∑∞

j=1 a(j)ζ(j), which depend
on the unknown values of a periodically correlated stochastic sequence ζ(j) from observations of the
sequence ζ(j) + θ(j) at points j ∈ {...,−n, ...,−2,−1, 0} \ S, S =

∪s−1
l=1 {−Ml · T + 1, . . . ,−Ml−1 · T −

Nl ·T}, is considered, where θ(j) is an uncorrelated with ζ(j) periodically correlated stochastic sequence.
Formulas for calculation the mean square error and the spectral characteristic of the optimal estimate
of the functional Aζ are proposed in the case where spectral densities of the sequences are exactly
known. Formulas that determine the least favorable spectral densities and the minimax-robust spectral
characteristics of the optimal estimates of functionals are proposed in the case of spectral uncertainty,
where the spectral densities are not exactly known while some sets of admissible spectral densities are
specified.

Key Words: Periodically correlated sequence, optimal linear estimate, mean square error, least
favourable spectral density matrix, minimax spectral characteristic.
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Introduction

W.R. Bennett [1] in 1958 started to explore
cyclostationarity as a phenomenon and property
of the process, which describes signals in
channels of communication. Studying the stati-
stical characteristics of information transmissi-
on, he calls the group of telegraph signals the
cyclostationary process, that is the process whose
group of statistics changes periodically with ti-
me. W.A. Gardner [5], [6] highlights the greatest
similarity of cyclostationary processes, which are
a subclass of nonstationary processes, with stati-
onary processes. He presented the bibliography
of works [7] in which properties and applications
of cyclostationary processes were investigated ti-
ll 1992. Recent developments and applications of
cyclostationary signal analysis are reviewed in the
papers by A. Napolitano [30], [31]. Note, that in
other sources cyclostationary processes are called
periodically stationary, periodically nonstationary,
periodically correlated. We will use the term peri-
odically correlated processes. E.G. Gladyshev [8]
in 1961 was the first who started the analysis of
spectral properties and representation of periodi-
cally correlated sequences based on its connection
with vector stationary sequences. He formulated
the necessary and sufficient conditions for determi-
ning of periodically correlated sequence in terms
of the correlation function. A. Makagon with
coauthrs [17], [18] presented detailed spectral
analysis of periodically correlated sequences. Main
ideas of the research of periodically correlated
sequences are outlined in the book by H.L. Hurd
and A. Miamee [12].

The linear extrapolation and interpolation
problems for stationary stochastic processes under
the condition that spectral densities are known
exactly were first introduced by A. N. Kolmogorov
[15]. Solutions of the extrapolation and filtering
problems for stationary processes and sequences
with rational spectral densities were proposed by
N. Wiener [36] and A. M. Yaglom [37]. Esti-
mation problems for vector stationary sequences
were investigated by E. J. Hannan [11] and
Yu. A. Rozanov [34]. Since stochastic processes
often accompanied with undesirable noise it is
naturally to assume that the exact value of
spectral density is unknown and the model of
process is given by a set of restrictions on spectral
density. K.S. Vastola and H.V. Poor [35] have
demonstrated that the described procedure can

result in significant increasing of the value of error.
This is a reason for searching estimates which are
optimal for all densities from a certain class of
admissible spectral densities. These estimates are
called minimax since they minimize the maximal
value of the error of estimates. A survey of results
in minimax (robust) methods of data processing
can be found in the paper by Kassam and Poor
[14].

Ulf Grenander [10] was the first who proposed
the minimax approach to the extrapolation
problem for stationary processes. Formulation and
investigation of the problems of extrapolation,
interpolation and filtering of linear functionals
which depend on the unknown values of stati-
onary sequences and processes from observati-
ons with and without noise are presented by
M.P. Moklyachuk [22], [23]. Results of investigati-
on of the problems of optimal estimation of vector-
valued stationary sequences and processes are
published by M.P. Moklyachuk, O.Yu. Masyutka
[25], [26], [27]. In their book M.M Luz and M.P.
Moklyachuk [16] presented results of investigati-
on of the minimax estimation problems for linear
functionals which depends on unknown values of
stochastic sequence with stationary increments.
I.I. Golichenko and M.P. Moklyachuk [2], [3], [4],
[24] investigated the interpolation, extrapolation
and filtering problems of linear functionals from
periodically correlated stochastic sequences and
processes. The interpolation and filtering problems
for stationary sequences with missing values was
examined by M.P. Moklyachuk, O.Yu. Masyutka
and M.I.Sidei [19], [21], [28], [29]. The interpolati-
on problem of linear functionals from periodi-
cally correlated stochastic sequences with missing
observations was investigated by I.I. Golichenko
and M.P. Moklyachuk in [9].

In this paper we presented results of investi-
gation of the problem of optimal linear estimati-
on of the functional Aζ =

∑∞
j=1 a(j)ζ(j), whi-

ch depends on the unknown values of a peri-
odically correlated stochastic sequence ζ(j) from
observations of the sequence ζ(j) + θ(j) at points
j ∈ {. . . ,−n, . . . ,−2,−1, 0} \ S, S =

∪s−1
l=1 {−Ml ·

T + 1, . . . ,−Ml−1 · T − Nl · T}, where θ(j) is
an uncorrelated with ζ(j) periodically correlated
stochastic sequence. Formulas for calculation of
the mean square error and the spectral characteri-
stic of the optimal estimate of the functional Aζ
are proposed in the case where spectral densities
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are exactly known. Formulas that determine the
least favorable spectral densities and the minimax-
robust spectral characteristics of the optimal esti-
mates of functionals are proposed in the case of
spectral uncertainty, where the spectral densities
are not exactly known while some sets of admissi-
ble spectral densities are specified.

1 Periodically correlated and multidi-
mensional stationary sequences

The term periodically correlated process was
introduced by E. G. Gladyshev [8] while
W. R. Bennett [1] called random and periodic
processes cyclostationary process.

Periodically correlated sequences are
stochastic sequences that have periodic structure
(see the book by H. L. Hurd and A. Miamee [12]).

Definition 1. A complex valued stochastic
sequence ζ(n), n ∈ Z with zero mean, Eζ(n) = 0,
and finite variance, E|ζ(n)|2 < +∞, is called
cyclostationary or periodically correlated (PC) wi-
th period T (T -PC) if for every n,m ∈ Z

Eζ(n+T )ζ(m+ T ) = R(n+T,m+T ) = R(n,m)
(1)

and there are no smaller values of T > 0 for which
( 1) holds true.

Definition 2. A complex valued T-variate
stochastic sequence ξ⃗(n) = {ξν(n)}Tν=1 , n ∈ Z
with zero mean, Eξν(n) = 0, ν = 1, . . . , T , and
E||ξ⃗(n)||2 <∞ is called stationary if for all n,m ∈
Z and ν, µ ∈ {1, . . . , T}

Eξν(n)ξµ(m) = Rνµ(n,m) = Rνµ(n−m).

If this is the case, we denote R(n) =
{Rνµ(n)}Tν,µ=1 and call it the covariance matrix of
T-variate stochastic sequence ξ⃗(n).

Proposition 1.1. (E. G. Gladyshev [8]). A
stochastic sequence ζ(n) is PC with period T if
and only if there exists a T -variate stationary
sequence ξ⃗(n) = {ξν(n)}Tν=1 such that ζ(n) has
the representation

ζ(n) =

T∑
ν=1

e2πinν/T ξν(n), n ∈ Z. (2)

The sequence ξ⃗(n) is called generating sequence of
the sequence ζ(n).

Proposition 1.2. (E. G. Gladyshev [8]). A
complex valued stochastic sequence ζ(n), n ∈ Z wi-
th zero mean and finite variance is PC with period
T if and only if the T -variate blocked sequence ζ⃗(n)
of the form

[ζ⃗(n)]p = ζ(nT + p), n ∈ Z, p = 1, . . . , T (3)

is stationary.

We will denote by f ζ⃗(λ) =
{
f ζ⃗νµ(λ)

}T

ν,µ=1

the matrix valued spectral density function
of the T -variate stationary sequence ζ⃗(n) =
(ζ1(n), . . . , ζT (n))

⊤ arising from the T -blocking
(3) of a univariate T-PC sequence ζ(n).

2 The classical projection method of linear
extrapolation

Let ζ(j) and θ(j) be uncorrelated T-PC stochastic
sequences. Consider the problem of optimal linear
estimation of the functional

Aζ =
∞∑
j=1

a(j)ζ(j),

that depends on the unknown values of T-PC
stochastic sequence ζ(j), based on observati-
ons of the sequence ζ(j) + θ(j) at points j ∈
{...,−n, ...,−1, 0} \ S, S =

∪s
l=1{−Ml · T +

1, . . . ,−Ml−1 · T − Nl · T}, Ml =
∑l

k=0(Nk +
Kk), N0 = K0 = 0,.

Let assume that the coefficients a(j), j ≥ 1
which determine the functional Aζ satisfy condi-
tion

∞∑
j=1

|a(j)| <∞ (4)

and are of the form

a(j) = a

((
j −

[
j

T

]
T

)
+

[
j

T

]
T

)
=

= a(ν + j̃T ) = a(j̃)e2πij̃ν/T , (5)

ν = 1, . . . , T, j̃ ≥ 0,

where ν = T and j̃ = λ− 1, if j = T · λ, λ ∈ Z, or

a(j) = a(T ·λ) = a(T+(λ−1)T ) = a(λ−1)e2πi(λ−1)T/T .

Under the condition (4) the functional Aζ has the
finite second moment.

Using Proposition 1.2, the linear functional
Aζ can be written as follows

Aζ =

∞∑
j=1

a(j)ζ(j) =

∞∑
j̃=0

a(j̃)

T∑
ν=1

e2πij̃ν/T ζ(ν+j̃T ) =
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=

∞∑
j̃=0

T∑
ν=1

a(j̃)e2πij̃ν/T ζν(j) =

∞∑
j̃=0

a⃗⊤(j̃)ζ⃗(j̃) = Aζ⃗,

where

a⃗⊤(j̃) =
(
a1(j̃), . . . , aT (j̃)

)
,

aν(j̃) = a(j̃)e2πij̃ν/T , ν = 1, . . . , T, (6)

ζ⃗(j̃) =
{
ζν(j̃)

}T

ν=1
is T -variate stationary

sequence, obtained by the T -blocking (3) of uni-
variate T -PC sequence ζ(j), j ≥ 1.

Let ζ⃗(j) and θ⃗(j) be uncorrelated T-variate
stationary stochastic sequences with the spectral

density matrices f ζ⃗(λ) =
{
f ζ⃗νµ(λ)

}T

ν,µ=1
and

f θ⃗(λ) =
{
f θ⃗νµ(λ)

}T

ν,µ=1
, respectively. Consider the

problem of optimal linear estimation of the functi-
onal

Aζ⃗ =

∞∑
j̃=0

a⃗⊤(j̃)ζ⃗(j̃),

that depends on the unknown values of sequence
ζ⃗(j̃), based on observations of the sequence
ζ⃗(j̃) + θ⃗(j̃) at points j̃ ∈ {...,−n, ...,−1} \ S̃,
S̃ =

∪s
l=1{−Ml, . . . ,−Ml−1 − Nl − 1}, Ml =∑l

k=0(Nk +Kk), N0 = K0 = 0,.
Let the spectral densities f ζ⃗(λ) and f θ⃗(λ)

satisfy the minimality condition∫ π

−π
Tr
[
(f ζ⃗(λ) + f θ⃗(λ))−1

]
dλ < +∞. (7)

Condition (7) is necessary and sufficient in order
that the error-free extrapolation of unknown
values of the sequence ζ⃗(j) + θ⃗(j) is impossible
[34].

Denote by L2(f) the Hilbert space of vector
valued functions b⃗(λ) = {bν(λ)}Tν=1 that are
integrable with respect to a measure with the
density f(λ) = {fνµ(λ)}Tν,µ=1:∫ π

−π
b⃗⊤(λ)f(λ)⃗b(λ)dλ =

=

∫ π

−π

T∑
ν,µ=1

bν(λ)fνµ(λ)bµ(λ)dλ < +∞.

Denote by Ls
2(f) the subspace in L2(f)

generated by functions

eij̃λδν , δν = {δνµ}Tµ=1 , ν = 1, . . . , T,

j̃ ∈ {. . . ,−n, . . . ,−1} \ S̃,

where δνν is the Kronecker delta: δνν = 1, δνµ = 0
for ν ̸= µ.

Every linear estimate Âζ⃗ of the functional Aζ⃗
from observations of the sequence ζ⃗(j̃) + θ⃗(j̃) at
points j̃ ∈ {...,−n, ...,−1} \ S̃ has the form

Âζ⃗ =

∫ π

−π
h⃗⊤(eiλ)(Z ζ⃗(dλ) + Z θ⃗(dλ)) =

=

∫ π

−π

T∑
ν=1

hν(e
iλ)(Z ζ⃗

ν (dλ) + Z θ⃗
ν (dλ)), (8)

where Z ζ⃗(∆) =
{
Z ξ⃗
ν(∆)

}T

ν=1
and Z θ⃗(∆) ={

Z η⃗
ν (∆)

}T

ν=1
are orthogonal random measures

of the sequences ζ⃗(j̃) and θ⃗(j̃), and h⃗(eiλ) ={
hν(e

iλ)
}T
ν=1

is the spectral characteristic of the

estimate Âζ⃗. The function h⃗(eiλ) ∈ Ls
2(f

ζ⃗ + f θ⃗).
The mean square error ∆(⃗h; f ζ⃗ , f θ⃗) of the esti-

mate Âζ⃗ is calculated by the formula

∆(⃗h; f ζ⃗ , f θ⃗) = E|Aζ⃗ − Âζ⃗|2 =

1

2π

∫ π

−π

[
A(eiλ)− h⃗(eiλ)

]⊤
f ζ⃗(λ)

[
A(eiλ)− h⃗(eiλ)

]
dλ+

(9)

+
1

2π

∫ π

−π
h⃗⊤(eiλ)f θ⃗(λ)⃗h(eiλ)dλ,

A(eiλ) =
∞∑
j̃=0

a⃗(j̃)eij̃λ.

The spectral characteristic h⃗(f ζ⃗ , f θ⃗) of the opti-
mal linear estimate of Aζ⃗ minimizes the mean
square error

∆(f ζ⃗ , f θ⃗) = ∆(⃗h(f ζ⃗ , f θ⃗); f ζ⃗ , f θ⃗) =

= min
h⃗∈Ls

2(f
ζ⃗+f θ⃗)

∆(⃗h; f ζ⃗ , f θ⃗) = min
Âζ⃗

E|Aζ⃗ − Âζ⃗|2.

(10)

With the help of the Hilbert space projection
method proposed by A. N. Kolmogorov [15] we
can find a solution of the optimization problem

(10). The optimal linear estimate Âζ⃗ is a projecti-
on of the functional Aζ⃗ on the subspace Hs[ζ⃗ +
θ⃗] = Hs[ζν(j̃) + θν(j̃), j̃ ∈ {...,−n, ...,−1}\S̃, ν =
1, . . . , T ] of the Hilbert space H = {ζ : Eζ =
0, E|ζ|2 < ∞}, generated by values ζν(j̃) +
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θν(j̃), j̃ ∈ {...,−n, ...,−1}\S̃, ν = 1, . . . , T . The
projection is characterized by following conditions

1) Âζ⃗ ∈ Hs[ζ⃗ + θ⃗],

2) Aζ⃗ − Âζ⃗ ⊥ Hs[ζ⃗ + θ⃗].
The condition 2) gives us the possibility to

derive the formula for spectral characteristic of the
estimate

h⃗⊤(f ζ⃗ , f θ⃗) =(
A⊤(eiλ)f ζ⃗(λ)− C⊤(eiλ)

) [
f ζ⃗(λ) + f θ⃗(λ)

]−1
=

= A⊤(eiλ)−
(
A⊤(eiλ)f θ⃗(λ) + C⊤(eiλ)

)
×

×
[
f ζ⃗(λ) + f θ⃗(λ)

]−1
, (11)

where
C(eiλ) =

∑
n∈Γ

c⃗(n)einλ,

where Γ = S̃ ∪ {0, 1, 2, ...} and c⃗(n), n ∈ Γ, are
unknown vectors of coefficients.

Condition 1) is satisfied if the system of
equalities∫ π

−π
h⃗(f ζ⃗ , f θ⃗)e−imλdλ = 0,m ∈ Γ (12)

holds true.
The last equalities (12) provide the following

relations for all m ∈ Γ:
∞∑
j̃=0

a⃗⊤(j̃)
1

2π

∫ π

−π
f ζ⃗(λ)(f ζ⃗(λ)+f θ⃗(λ))−1eiλ(j̃−m)dλ =

∑
n∈Γ

c⃗⊤(n)
1

2π

∫ π

−π
(f ζ⃗(λ) + f θ⃗(λ))−1eiλ(n−m)dλ.

(13)
Denote the Fourier coefficients of the matrix

functions (f ζ⃗(λ) + f θ⃗(λ))−1 and f ζ⃗(λ)(f ζ⃗(λ) +

f θ⃗(λ))−1 as

B(m− n) =
1

2π

∫ π

−π
(f ζ⃗(λ) + f θ⃗(λ))−1eiλ(n−m)dλ,

R(m−j̃) = 1

2π

∫ π

−π
f ζ⃗(λ)(f ζ⃗(λ)+f θ⃗(λ))−1eiλ(j̃−m)dλ,

n,m ∈ Γ, j̃ = 0, 1, 2....

Denote by a⃗⊤ = (⃗0⊤, ..., 0⃗⊤, a⃗⊤(0), a⃗⊤(1), ...) a
vector that has first

∑s
i=1Ki = K1 + ...+Ks zero

vectors 0⃗⊤ = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
T

), next vectors a⃗(0), a⃗(1), ...

are constructed from coefficients of the functional
Aζ by formula (6).

Rewrite the relation (13) in the matrix form

Ra⃗ = Bc⃗,

where c⃗⊤ = (c⃗⊤(k))k∈Γ is a vector of the unknown
coefficients. The linear operator B is defined by
the matrix

B =


Bs,s Bs,s−1 . . . Bs,1 Bs,n

Bs−1,s Bs−1,s−1 . . . Bs−1,1 Bs−1,n

. . . . . . . . . . . .
B1,s B1,s−1 . . . B1,1 B1,n

Bn,s Bn,s−1 . . . Bn,1 Bn,n

 ,

constructed with the help of the block-matrices

Blm = {Blm(k, j)}−Ml
k=−Ml−1−Nl−1

−Mm
j=−Mm−1−Nm−1,

Blm(k, j) = B(k − j), l,m = 1, ..., s,

Bln(k, j) = {Bln(k, j)}−Ml
k=−Ml−1−Nl−1

∞
j=0,

Bln(k, j) = B(k − j), l = 1, ..., s,

Bnl(k, j) = {Bnl(k, j)}∞k=0
−Mm
j=−Mm−1−Nm−1,

Bnl(k, j) = B(k − j), m = 1, ..., s,

Bnn(k, j) = {Bnn(k, j)}∞k=0
∞
j=0,

Bnn(k, j) = B(k − j).

The linear operator R is defined by the
corresponding matrix, which is constructed in the
same manner as matrix B.

The unknown coefficients c⃗(k), k ∈ Γ are
determined from the equation

c⃗ = B−1Ra⃗, (14)

where the k-th component of the vector c⃗ is the
k-th component of vector B−1Ra⃗:

c⃗(k) = (B−1Ra⃗)(k), k ∈ Γ.

We will suppose that the operator B has the
inverse matrix.

The mean-square error of the optimal estimate

Âζ⃗ is calculated by the formula (9) and is of the
form

∆(⃗h, f ζ⃗ , f θ⃗) = E|Aζ⃗ − Âζ⃗|2 =
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=

∞∑
j̃=0

∞∑
k̃=0

a⃗⊤(j̃)
1

2π

∫ π

−π
f ζ⃗(λ)(f ζ⃗(λ)+f θ⃗(λ))−1×

× f θ⃗(λ)e−iλ(j̃−k̃)dλ · a⃗(k̃)+

+
∑
n∈Γ

∑
k∈Γ

c⃗⊤(j̃)
1

2π

∫ π

−π
(f ζ⃗(λ) + f θ⃗(λ))−1×

× e−iλ(n−k)dλ · c⃗(k) =

= ⟨Da⃗, a⃗⟩+ ⟨Bc⃗, c⃗⟩, (15)

where ⟨a, b⟩ denotes the scalar product, D is
defined by the corresponding matrix, which is
constructed in the same manner as matrix B, with
elements

D(k̃ − j̃) =

1

2π

∫ π

−π

[
f ζ⃗(λ)(f ζ⃗(λ) + f θ⃗(λ))−1f θ⃗(λ)

]⊤
ei(j̃−k̃)λdλ,

k̃ ≥ 0, j̃ ≥ 0.

See [27] for more details.

Theorem 1. Let ζ(j) and θ(j) be uncorrelated T-
PC stochastic sequences with the spectral density
matrices f ζ⃗(λ) and f θ⃗(λ) of T-variate stationary
sequences ζ⃗(j̃) and θ⃗(j̃), respectively. Assume that
f ζ⃗(λ) and f θ⃗(λ) satisfy the minimality condition
( 7). Assume that condition ( 4) is satisfied and
operator B is invertible. The spectral characteri-
stic h⃗(f ζ⃗ , f θ⃗) and the mean square error ∆(f ζ⃗ , f θ⃗)
of the optimal linear estimate of the functional Aζ⃗
based on observations of the sequence ζ⃗(j̃) + θ⃗(j̃)
at points j̃ ∈ {...,−n, ...,−1} \ S̃, are calculated by
formulas ( 11) and ( 15).

Consider the mean-square estimation problem
of Aζ⃗ based on observations of the sequence ζ⃗(j̃)
at points j̃ ∈ {...,−n, ...,−1} \ S̃. In this case
the spectral density f θ⃗(λ) = 0. The spectral

characteristic h⃗(f ζ⃗) of the estimate Âζ⃗ is of the
form

h⃗⊤(f ζ⃗) = A⊤(eiλ)− C⊤(eiλ)
[
f ζ⃗(λ)

]−1
, (16)

where unknown coefficients c⃗(k), k ∈ Γ are
determined from the relation

Bc⃗ = a⃗ (17)

or
c⃗ = B−1a⃗,

where the linear operator B is defined by the
matrix

B =


Bs,s Bs,s−1 . . . Bs,1 Bs,n

Bs−1,s Bs−1,s−1 . . . Bs−1,1 Bs−1,n

. . . . . . . . . . . .
B1,s B1,s−1 . . . B1,1 B1,n

Bn,s Bn,s−1 . . . Bn,1 Bn,n

 ,

constructed with the help of the block-matrices

Blm = {Blm(k, j)}−Ml
k=−Ml−1−Nl−1

−Mm
j=−Mm−1−Nm−1,

Blm(k, j) = B(k − j), l,m = 1, ..., s,

Bln(k, j) = {Bln(k, j)}−Ml
k=−Ml−1−Nl−1

∞
j=0,

Bln(k, j) = B(k − j), l = 1, ..., s,

Bnl(k, j) = {Bnl(k, j)}∞k=0
−Mm
j=−Mm−1−Nm−1,

Bnl(k, j) = B(k − j), m = 1, ..., s,

Bnn(k, j) = {Bnn(k, j)}∞k=0
∞
j=0,

Bnn(k, j) = B(k − j),

with elements

B(k − j) =
1

2π

∫ π

−π

[
(f ζ⃗(λ))−1

]⊤
ei(j−k)λdλ,

k ∈ Γ, j ∈ Γ.

The mean square error ∆(f ζ⃗) is defined by the
formula

∆(f ζ⃗) = ⟨⃗c, a⃗⟩. (18)

Thus, in the case without noise we have the
following result.

Corollary 1. Let ζ(j) be a T-PC stochastic
sequence with the spectral density matrix f ζ⃗(λ) of
T-variate stationary sequence ζ⃗(j). Assume that
f ζ⃗(λ) satisfies the minimality condition∫ π

−π
Tr
[
(f ζ⃗(λ))−1

]
dλ < +∞. (19)

Assume that condition ( 4) is satisfied and operator
B is invertible. Then the optimal linear estimate
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of Aζ⃗ based on observations of ζ⃗(j̃) at points j̃ ∈
{...,−n, ...,−1} \ S̃, is given by the formula

Âζ⃗ =

∫ π

−π
h⃗⊤(f ζ⃗)Z ζ⃗(dλ) =

∫ π

−π

T∑
ν=1

hν(f
ζ⃗)Z ζ⃗

ν (dλ).

The spectral characteristic h⃗(f ζ⃗) and the mean

square error ∆(f ζ⃗) of Âζ⃗ are calculated by
formulas ( 16) and ( 18).

Let us consider the mean-square estimation
problem of functional

ANζ =
N ·T∑
j=1

a(j)ζ(j)

that depends on unknown values of T-PC
stochastic sequence ζ(j), based on observati-
ons of the sequence ζ(j) + θ(j) at points j ∈
{...,−n, ...,−1, 0} \ S. θ(j) is uncorrelated with
ζ(j) T-PC stochastic sequence.

Using Proposition 1.2, the linear functional
ANζ can be written as follows

ANζ =

N ·T∑
j=1

a(j)ζ(j) =

=

N−1∑
j̃=0

a(j̃)

T∑
ν=1

e2πij̃ν/T ζ(ν + j̃T ) =

=

N−1∑
j̃=0

T∑
ν=1

a(j̃)e2πij̃ν/T ζν(j) =

=

N−1∑
j̃=0

a⃗⊤(j̃)ζ⃗(j̃) = AN ζ⃗,

where a⃗⊤(j̃) is defined by relation (6), ζ⃗(j̃) ={
ζν(j̃)

}T

ν=1
is T -variate stationary sequence,

obtained by the T -blocking (3) of univariate T -PC
sequence ζ(j), j ≥ 1.

Let ζ⃗(j) and θ⃗(j) be uncorrelated T-variate
stationary stochastic sequences with the spectral

density matrices f ζ⃗(λ) =
{
f ζ⃗νµ(λ)

}T

ν,µ=1
and

f θ⃗(λ) =
{
f θ⃗νµ(λ)

}T

ν,µ=1
, respectively. Consider the

problem of optimal linear estimation of the functi-
onal

AN ζ⃗ =

N−1∑
j̃=0

a⃗⊤(j̃)ζ⃗(j̃), (20)

that depends on the unknown values of sequence
ζ⃗(j̃), based on observations of the sequence
ζ⃗(j̃) + θ⃗(j̃) at points j̃ ∈ {...,−n, ...,−1} \ S̃,
S̃ =

∪s
l=1{−Ml, . . . ,−Ml−1 − Nl − 1}, Ml =∑l

k=0(Nk +Kk), N0 = K0 = 0.
The estimate

ÂN ζ⃗ =

∫ π

−π
h⃗⊤N (eiλ)Z ζ⃗(dλ) (21)

of the functional AN ζ⃗ is defined by the spectral
characteristic h⃗N (eiλ) ∈ Ls

2(f
ζ⃗ + f θ⃗).

Denote by a⃗N
⊤ = (⃗0⊤, ..., 0⃗⊤, a⃗⊤(0), ..., a⃗⊤(N−

1), 0⃗⊤, 0⃗⊤, ...) a vector that has first
∑s

i=1Ki zero
vectors 0⃗⊤, next N vectors a⃗(0), ..., a⃗(N − 1) are
constructed from coefficients of the functional
ANζ by formula (6).

With the help of Hilbert space projection
method we can derive the following relations for
all m ∈ Γ:
N−1∑
j̃=0

a⃗⊤(j̃)
1

2π

∫ π

−π
f ζ⃗(λ)(f ζ⃗(λ)+f θ⃗(λ))−1eiλ(j̃−m)dλ =

∑
n∈Γ

c⃗⊤(n)
1

2π

∫ π

−π
(f ζ⃗(λ) + f θ⃗(λ))−1eiλ(n−m)dλ.

(22)
Denote by RN the linear operator which is

defined as follows: RN (k, j) = R(k, j), j ≤ N − 1,
RN (k, j) = 0, j > N −1. Then we can rewrite the
relations (22) in the matrix form

RN a⃗N = Bc⃗.

The unknown vectors c⃗(k), k ∈ Γ, are
determined from the equation

c⃗ = B−1RN a⃗N .

The spectral characteristic of the optimal esti-

mate ÂN ζ⃗ is calculated by formula

h⃗⊤N (eiλ) =

=
(
A⊤

N (eiλ)f ζ⃗(λ)− C⊤(eiλ)
) [

f ζ⃗(λ) + f θ⃗(λ)
]−1

,

(23)

where

AN (eiλ) =

N−1∑
j̃=0

a⃗(j̃)eij̃λ.

The mean-square error of the optimal estimate

ÂN ζ⃗ is calculated by formula

∆(⃗hN , f
ζ⃗ , f θ⃗) = E|AN ζ⃗ − ÂN ζ⃗|2 =
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=

N−1∑
j̃=0

N−1∑
k̃=0

a⃗⊤(j̃)
1

2π

∫ π

−π
f ζ⃗(λ)(f ζ⃗(λ)+f θ⃗(λ))−1×

× f θ⃗(λ)e−iλ(j̃−k̃)dλ · a⃗(k̃)+

+
∑
n∈Γ

∑
k∈Γ

c⃗⊤(j̃)
1

2π

∫ π

−π
(f ζ⃗(λ) + f θ⃗(λ))−1×

× e−iλ(n−k)dλ · c⃗(k) =

= ⟨DN a⃗N , a⃗N ⟩+ ⟨Bc⃗, c⃗⟩, (24)

where linear operator D is defined as follows:
DN (k, j) = D(k, j), k, j ≤ N − 1, DN (k, j) = 0 if
k > N − 1 or j > N − 1.

Theorem 2. Let ζ(j) and θ(j) be uncorrelated T-
PC stochastic sequences with the spectral density
matrices f ζ⃗(λ) and f θ⃗(λ) of T-variate stationary
sequences ζ⃗(j̃) and θ⃗(j̃), respectively. Assume that
f ζ⃗(λ) and f θ⃗(λ) satisfy the minimality condi-
tion ( 7). Assume that operator B is inverti-
ble. The spectral characteristic h⃗N (eiλ) and the
mean square error ∆(⃗hN ; f ζ⃗ , f θ⃗) of the optimal
linear estimate of the functional AN ζ⃗ based on
observations of the sequence ζ⃗(j̃) + θ⃗(j̃) at points
j̃ ∈ {...,−n, ...,−1}\ S̃, are calculated by formulas
( 23) and ( 24).

In the case of observation without noise we
have the following result.

Corollary 2. Let ζ(j) be a T-PC stochastic
sequence with the spectral density matrix f ζ⃗(λ)
of T-variate stationary sequence ζ⃗(j). Assume
that f ζ⃗(λ) satisfies the minimality condition ( 19).
Assume that operator B is invertible. The spectral
characteristic h⃗N (eiλ) and the mean square error

∆(f ζ⃗) of ÂN ζ⃗ are calculated by formulas

h⃗⊤N (eiλ) = A⊤
N (eiλ)− C⊤(eiλ)

[
f ζ⃗(λ)

]−1
, (25)

∆(f ζ⃗) = ⟨⃗c, a⃗N ⟩. (26)

The linear operator B is defined in Corollary 1,
vector c⃗ is defined by the equation c⃗ = B−1a⃗N .

Example 1. Let ζ(n), n ∈ Z, be a 2-PC stochastic
sequence such that ζ(2n) = η(n) is a univariate
white noise with the spectral density f(λ) = 1
and ζ(2n + 1) = γ(n) is an uncorrelated wi-
th η(n) univariate stationary Ornstein-Uhlenbeck

sequence with the spectral density g(λ) = 1
|1−eiλ|2 .

Consider the problem of estimation of the functi-
onal

A1ζ = ζ(1) + ζ(2)

based on observations of ζ(n), n ∈ {...,−1, 0} \
{−3,−2} = {...,−5,−4,−1, 0}. Here S =
{−3,−2}, N1 = K1 = 1, M1 = 2.

Rewrite functional A1ζ in the form (20)

A1ζ = ζ(1) + ζ(2) =

= (1, 1) ·
(
ζ1(0)
ζ2(0)

)
= a⃗⊤(0)ζ⃗(0) = A1ζ⃗,

where a⃗(0) = (a(1 + 0 · 2)e2πi1·0/2, a(2 + 0 ·
2)e2πi2·0/2)⊤ = (1, 1)⊤, ζ⃗(0) = (ζ(1 + 0 · 2), ζ(2 +
0 · 2))⊤ = (ζ1(0), ζ2(0))

⊤, S̃ = {−2}. The spectral
density matrix of 2-variate stationary sequence
ζ⃗(n) is of the form

f ζ⃗(λ) =

(
f(λ) 0
0 g(λ)

)

The matrix [f ζ⃗(λ)]
−1

is of the form

[f ζ⃗(λ)]−1 =

=

(
1 0
0 2

)
+

(
0 0
0 −1

)
e−iλ +

(
0 0
0 −1

)
eiλ =

= B(0) +B(−1)e−iλ +B(1)eiλ

and satisfies the minimality condition (19). In the
last equality matrices

B(0) =

(
1 0
0 2

)
, B(−1) = B(1) =

(
0 0
0 −1

)
are the Fourier coefficients of the function
[f ζ⃗(λ)]

−1
. In order to find the spectral characteri-

stic h⃗1(eiλ) and the mean-square error ∆(f ζ⃗) of

the estimate Â1ζ⃗ let us use the Corollary 2. To
find the unknown coefficients

c⃗(k) = (B−1a⃗N )(k),

k ∈ Γ = S̃ ∪ {0, 1, ...} = {−2, 0, 1, ...}

we use the equation (17), where vectors
c⃗⊤ = (c⃗⊤(−2), c⃗⊤(0), c⃗⊤(1), ...), a⃗⊤1 =
(⃗0⊤, a⃗⊤(0), 0⃗⊤, ...). The operator B is defined by
matrix

B =

(
B11 B1n

Bn1 Bnn

)
,
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with block-matrices

B11 = {B11(k, j)}k=−2 j=−2 = B(0),

B1n = {B1n(k, j)}k=−2
∞
j=0 =

= (B(−2)B(−3)B(−4) ...) = (O2O2O2 ...),

Bn1 = {Bn1(k, j)}k=0 j=−2 =

= (B(2)B(3)B(4) ...)⊤ = (O2O2O2 ...)
⊤,

Bnn = {Bnn(k, j)}∞k=0
∞
j=0 =

=


B(0) B(−1) O2 ...
B(1) B(0) B(−1) ...
O2 B(1) B(0) ...
. . . ...

 ,

where O2 =

(
0 0
0 0

)
.

The inverse matrix B−1 can be represented in
the form

B−1 =

(
B−1

11 0
0 B−1

nn

)
,

where B−1
11 = (B(0))−1, B−1

nn is the inverse matrix
to Bnn. To find B−1

nn we use that matrix [f ζ⃗(λ)]−1

admits factorization

[f ζ⃗(λ)]−1 =
∞∑

j=−∞
B(j)eijλ =

=

( ∞∑
k=0

ψ(k)e−ikλ

)( ∞∑
k=0

ψ(k)e−ikλ

)∗

=

=

(( ∞∑
k=0

φ(k)e−ikλ

)∗( ∞∑
k=0

φ(k)e−ikλ

))−1

.

where ψ(0) =

(
1 0
0 1

)
, ψ(1) =

(
0 0
0 −1

)
,

ψ(k) = O2, k ≥ 2 and φ(0) =

(
1 0
0 1

)
, φ(k) =(

0 0
0 1

)
, k ≥ 1.

If we denote by Ψ and Φ linear operators
determined by matrices with elements Ψ(i, j) =
ψ(j − i), Φ(i, j) = φ(j − i), for 0 ≤ i ≤ j,
Ψ(i, j) = 0, Φ(i, j) = 0, for 0 ≤ j < i. Then
elements of the matrix Bnn can be represented in
the form Bnn(i, j) = (ΨΨ∗)(i, j). It is not hard to
verify that ΨΦ = ΦΨ = I. This makes possible

to write elements of B−1
nn in the form B−1

nn (i, j) =

(Φ∗Φ)(i, j) =
∑min(i,j)

l=0 (φ(i− l))∗φ(j − l).
Using equation c⃗ = B−1a⃗N we can represent

the unknown coefficients c⃗(k), k ∈ Γ in the form

c⃗(−2) = 0⃗,

c⃗(0) = B−1
nn (0, 0)⃗a(0),

c⃗(1) = B−1
nn (1, 0)⃗a(0),

...

c⃗(i) = B−1
nn (i, 0)⃗a(0), i ≥ 2.

The spectral characteristic h⃗1(eiλ) is determi-
ned by the formula (25)

h⃗⊤1 (e
iλ) = −c⃗⊤(0)B(−1)e−iλ =

= −B−1
nn (0, 0)⃗a(0)B(−1)e−iλ.

Since B−1
nn = φ∗(0)φ(0) =

(
1 0
0 1

)
, the spectral

characteristic is of the form

h⃗⊤1 (e
iλ) = −(0,−1)e−iλ.

The optimal linear estimate Â1ζ⃗ can be
calculated by the formula (21)

Â1ζ⃗ = ζ2(−1) = ζ(0).

The mean-square error of the estimate Â1ζ⃗
determined by (26) equals

∆(f ζ⃗) = ⟨⃗c⊤, a⃗1⟩ = 2.

3 Minimax (robust) method of linear
extrapolation problem

Let f(λ) and g(λ) be the spectral density matrices
of T -variate stationary sequences ζ⃗(j) and θ⃗(j),
obtained by T -blocking (3) of T -PC sequences ζ(j)
and θ(j), respectively.

The obtained formulas may be applied for fi-
nding the spectral characteristic and the mean
square error of the optimal linear estimate of the
functionals Aζ⃗ and AN ζ⃗ only under the conditi-
on that the spectral density matrices f(λ) and
g(λ) are exactly known. If the density matrices
are not known exactly while a set D = Df × Dg

of possible spectral densities is given, the mini-
max (robust) approach to estimation of functi-
onals from unknown values of stationary sequences
is reasonable. In this case we find the estimate whi-
ch minimizes the mean square error for all spectral
densities from the given set simultaneously.
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Definition 3. For a given class of pairs of spectral
densities D = Df ×Dg the spectral density matri-
ces f0(λ) ∈ Df , g0(λ) ∈ Dg are called the least
favorable in D for the optimal linear estimation of
the functional Aζ⃗ if

∆(f0, g0) = ∆(⃗h(f0, g0); f0, g0) =

= max
(f,g)∈D

∆(⃗h(f, g); f, g).

Definition 4. For a given class of pairs of spectral
densities D = Df ×Dg the spectral characteristic
h⃗0(λ) of the optimal linear estimate of the functi-
onal Aζ⃗ is called minimax (robust) if

h⃗0(λ) ∈ HD =
∩

(f,g)∈D

Ls
2(f + g),

min
h⃗∈HD

max
(f,g)∈D

∆(⃗h; f, g) = max
(f,g)∈D

∆(⃗h0; f, g).

Taking into consideration these definitions
and the obtained relations we can verify that the
following lemmas hold true.

Lemma 1. The spectral density matrices f0(λ) ∈
Df , g0(λ) ∈ Dg, that satisfy the minimality condi-
tion ( 7), are the least favorable in the class D for
the optimal linear estimation of Aζ⃗, if the Fourier
coefficients of the matrix functions

(f0(λ) + g0(λ))−1, f0(λ)(f0(λ) + g0(λ))−1,

f0(λ)(f0(λ) + g0(λ))−1g0(λ)

define matrices B0,R0,D0, that determine a
solution of the constrained optimization problem

max
(f,g)∈D

(⟨Ra⃗,B−1Ra⃗⟩) + ⟨Da⃗, a⃗⟩) =

= ⟨R0a⃗, (B0)−1R0a⃗⟩) + ⟨D0a⃗, a⃗⟩.

The minimax spectral characteristic h⃗0 = h⃗(f0, g0)
is given by ( 11), if h⃗(f0, g0) ∈ HD.

In the case of observations of the sequence wi-
thout noise the following corollary holds true.

Corollary 3. The spectral density matrix f0(λ) ∈
Df , that satisfies the minimality condition ( 19), is
the least favorable in the class Df for the optimal
linear estimation of Aζ⃗ based on observations of
ζ⃗(j̃) at points j̃ ∈ {...,−n, ...,−1}\ S̃, if the Fouri-
er coefficients of the matrix function (f0(λ))−1

define the matrix B0, that determine a solution
of the constrained optimization problem

max
f∈Df

⟨B−1a⃗, a⃗⟩ = ⟨(B0)−1a⃗, a⃗⟩.

The minimax spectral characteristic h⃗0 = h⃗(f0) is
given by ( 16), if h⃗(f0) ∈ HD.

The least favorable spectral densities f0(λ) ∈
Df , g0(λ) ∈ Dg and the minimax spectral
characteristic h⃗0 = h⃗(f0, g0) form a saddle poi-
nt of the function ∆(⃗h; f, g) on the set HD × D.
The saddle point inequalities

∆(⃗h0; f, g) ≤ ∆(⃗h0; f0, g0) ≤ ∆(⃗h; f0, g0),

∀h⃗ ∈ HD, ∀f ∈ Df , ∀g ∈ Dg

hold true when h⃗0 = h⃗(f0, g0), h⃗(f0, g0) ∈ HD

and (f0, g0) is a solution of the constrained opti-
mization problem

∆
(
h⃗(f0, g0); f, g

)
→ sup,

(f, g) ∈ Df ×Dg. (27)

The linear functional ∆(⃗h(f0, g0); f, g) is
calculated by the formula

∆(⃗h(f0, g0); f, g) =
1

2π

∫ π

−π

(
A⊤(eiλ)g0(λ) + (C0(eiλ))⊤

)
(f0(λ) + g0(λ))−1f(λ)(f0(λ) + g0(λ))−1×

×
(
A⊤(eiλ)g0(λ) + (C0(eiλ))⊤

)∗
dλ+

1

2π

∫ π

−π

(
A⊤(eiλ)f0(λ)− (C0(eiλ))⊤

)
(f0(λ) + g0(λ))−1×

× g(λ)(f0(λ) + g0(λ))−1
(
A⊤(eiλ)f0(λ)− (C0(eiλ))⊤

)∗
dλ,

where C0(eiλ) =
∑

n∈Γ c⃗
0(n)einλ, column vectors

c⃗ 0(n) = ((B0)−1R0a⃗)(n).

The constrained optimization problem (27)
is equivalent to the unconstrained optimization

problem [?]:

∆D(f, g) = −∆(⃗h(f0, g0); f, g)+

+ δ((f, g) |Df ×Dg ) → inf, (28)
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where δ((f, g)|Df × Dg) is the indicator functi-
on of the set D = Df × Dg. A solution of the
problem (28) is characterized by the condition
0 ∈ ∂∆D(f

0, g0), where ∂∆D(f
0, g0) is the subdi-

fferential of the convex functional ∆D(f, g) at poi-
nt (f0, g0) [33].

The form of the functional ∆(⃗h(f0, g0); f, g)
admits finding the derivatives and differentials of
the functional in the space L1 × L1. Therefore
the complexity of the optimization problem (28)
is determined by the complexity of calculati-
ng of subdifferentials of the indicator functions
δ((f, g)|Df ×Dg) of the sets Df ×Dg [13].

Taking into consideration the introduced defi-
nitions and the derived relations we can verify that
the following lemma holds true.

Lemma 2. Let (f0, g0) be a solution to the optimi-
zation problem ( 28). The spectral densities f0(λ),
g0(λ) are the least favorable in the class D = Df×
Dg and the spectral characteristic h⃗0 = h⃗(f0, g0)
is the minimax of the optimal linear estimate of
the functional Aζ⃗ if h⃗(f0, g0) ∈ HD.

In the case of estimation of the functional
based on observations without noise we have the
following statement.

Lemma 3. Let f0(λ) satisfies the condition ( 19)
and be a solution of the constrained optimization
problem

∆(⃗h(f0); f) → sup, f(λ) ∈ Df , (29)

∆(⃗h(f0); f) =
1

2π

∫ π

−π

(
C0(eiλ)

)⊤
×

× (f0(λ))−1f(λ)(f0(λ))−1(C0(eiλ))dλ,

where C0(eiλ) =
∑

n∈Γ c⃗
0(n)einλ, column vectors

c⃗ 0(n) = ((B0)−1a⃗)(n).
Then f0(λ) is the least favorable spectral

density matrix for the optimal linear estimation
of Aζ⃗ based on observations of ζ⃗(j̃) at points
j̃ ∈ {...,−n, ...,−1} \ S̃. The minimax spectral
characteristic h⃗0 = h⃗(f0) is given by ( 16), if
h⃗(f0) ∈ HD.

4 The least favorable spectral densities in
the class D = D0 ×DU

V

Let f(λ) and g(λ) be the spectral density matrices
of T -variate stationary sequences ζ⃗(j) and θ⃗(j),

obtained by T -blocking (3) of T -PC sequences ζ(j)
and θ(j), respectively.

Consider the problem of minimax estimation
of the functional Aζ⃗ based on observations of the
sequence ζ⃗(j̃)+θ⃗(j̃) at points j̃ ∈ {...,−n, ...,−1}\
S̃, under the condition that the spectral densi-
ty matrices f(λ) and g(λ) belong to the class
D = D0 ×DU

V , where

D1
0 =

{
f(λ)| 1

2π

∫ π

−π
f(λ)dλ = P

}
,

DU1
V =

{
g(λ)|V (λ) ≤ g(λ) ≤ U(λ),

1

2π

∫ π

−π
g(λ)dλ = Q

}
,

D2
0 =

{
f(λ)| 1

2π

∫ π

−π
Tr f(λ)dλ = p

}
,

DU2
V =

{
g(λ)|Tr V (λ) ≤ Tr g(λ) ≤ Tr U(λ),

1

2π

∫ π

−π
Tr g(λ)dλ = q

}
,

where P,Q are known positive definite Hermitian
matrices, spectral densities V (λ), U(λ) are known
and fixed, p, q are known and fixed numbers.

With the help of the method of Lagrange
multipliers we can find that solution (f0(λ), g0(λ))
of the constrained optimization problem (27) sati-
sfy the following relations for these sets of admi-
ssible spectral densities.

For the pair D1
0 ×DU1

V we have relations

(g0(λ)A(eiλ)+C0(eiλ))((g0(λ))⊤A(eiλ)+C0(eiλ))⊤

= (f0(λ) + g0(λ))α⃗α⃗⊤(f0(λ) + g0(λ)), (30)

(f0(λ)A(eiλ)−C0(eiλ))((f0(λ))⊤A(eiλ)−C0(eiλ))⊤

= (f0(λ)+g0(λ))(β⃗β⃗⊤+ψ1(λ)+ψ2(λ))(f
0(λ)+g0(λ)),

(31)

where α⃗, β⃗ are Lagrange multipliers, ψ1(λ) ≤ 0
and ψ1(λ) = 0 if g0(λ) ≥ V (λ), ψ2(λ) ≥ 0 and
ψ2(λ) = 0 if g0(λ) ≤ U(λ).

For the pair D2
0 ×DU2

V we have relations

(g0(λ)A(eiλ)+C0(eiλ))((g0(λ))⊤A(eiλ)+C0(eiλ))⊤

= α2(f0(λ) + g0(λ))2, (32)
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(f0(λ)A(eiλ)−C0(eiλ))((f0(λ))⊤A(eiλ)−C0(eiλ))⊤

= (β2 + φ1(λ) + φ2(λ))(f
0(λ) + g0(λ))2, (33)

where α2, β2 are Lagrange multipliers, φ1(λ) ≤ 0
and φ1(λ) = 0 if Tr g0(λ) ≥ Tr V (λ), φ2(λ) ≥ 0
and φ2(λ) = 0 if Tr g0(λ) ≤ Tr U(λ).

Hence the following theorem holds true.

Theorem 3. Let the spectral densities f0(λ) and
g0(λ) satisfy the minimality condition ( 7). The
least favorable spectral densities f0(λ), g0(λ) in the
class D1

0 ×DU1
V for the optimal linear extrapolati-

on of the functional Aζ⃗ are determined by relati-
ons ( 30), ( 31). The least favorable spectral densi-
ties f0(λ), g0(λ) in the class D2

0 × DU2
V for the

optimal linear extrapolation of the functional Aζ⃗
are determined by relations ( 32), ( 33). The mini-
max spectral characteristic of the optimal estimate
of the functional Aζ⃗ is determined by the formula
( 11).

In the case of observations of the sequence wi-
thout noise the following corollaries hold true.

Corollary 4. Let the spectral density f0(λ) sati-
sfies the minimality condition ( 19). The least
favorable spectral density f0(λ) in the class D1

0

or D2
0 for the optimal linear extrapolation of the

functional Aζ⃗ based on observations of ζ⃗(j̃) at poi-
nts j̃ ∈ {...,−n, ...,−1}\ S̃ is determined by relati-
ons, respectively

(C0(eiλ))(C0(eiλ))⊤ = f0(λ)α⃗α⃗⊤f0(λ), (34)

(C0(eiλ))(C0(eiλ))⊤ = α2(f0(λ))2, (35)

by the constrained optimization problem ( 29) and
restrictions on the density from the corresponding
class D1

0 or D2
0. The minimax spectral characteri-

stic of the optimal estimate of the functional Aζ⃗ is
determined by the formula ( 16).

Corollary 5. Let the spectral density f0(λ) sati-
sfies the minimality condition ( 19). The least
favorable spectral density f0(λ) in the class DU1

V

or DU2
V for the optimal linear extrapolation of the

functional Aζ⃗ based on observations of ζ⃗(j̃) at poi-
nts j̃ ∈ {...,−n, ...,−1}\ S̃ is determined by relati-
ons, respectively

(C0(eiλ))(C0(eiλ))⊤ =

= f0(λ)(β⃗β⃗⊤ + ψ1(λ) + ψ2(λ))f
0(λ), (36)

(C0(eiλ))(C0(eiλ))⊤ =

= (β2 + φ1(λ) + φ2(λ))(f
0(λ))2, (37)

by the constrained optimization problem ( 29) and
restrictions on the density from the correspondi-
ng class DU1

V or DU2
V . The minimax spectral

characteristic of the optimal estimate of the functi-
onal Aζ⃗ is determined by the formula ( 16).

5 Conclusions

In this article we study the extrapolation of the
functionals Aζ and ANζ which depend on the
unobserved values of a periodically correlated
stochastic sequence ζ(j). Estimates are based on
observations of a periodically correlated stochastic
sequence ζ(j) + θ(j) with missing observati-
ons, that means that observations of ζ(j) +
θ(j) are known at points j ∈ Z \ S, j ∈
{...,−n, ...,−2,−1, 0} \ S, S =

∪s−1
l=1 {−Ml · T +

1, . . . ,−Ml−1 ·T −Nl ·T}. The sequence θ(j) is an
uncorrelated with ζ(j) additive noise.

The extrapolation problem is considered
under the condition of spectral certainty and
under the condition of spectral uncertainty. In
the first case of spectral certainty the spectral
density matrices f(λ) and g(λ) of the T -variate
stationary sequences ζ⃗(n) and θ⃗(n), obtained by
T -blocking of T -PC sequences ζ(j) and θ(j),
respectively, are suppose to be known exactly. Wi-
th the help of Hilbert space projection method
formulas for calculating the spectral characteri-
stic and the mean-square error of the optimal
estimate of the functionals are proposed. In the
second case of spectral uncertainty the spectral
density matrices are not exactly known while a
class D = Df ×Dg of admissible spectral densiti-
es is given. Using the minimax (robust) estimati-
on method we derived relations that determine
the least favorable spectral densities and the mi-
nimax spectral characteristic of the optimal esti-
mate of the functional Aζ. The problem is investi-
gated in details for two special classes of admissi-
ble spectral densities. In each of cases of spectral
certainty and uncertainty the case of observations
of the sequence without noise θ(j) are presented.

50



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2021, 2
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

References

1. W.R. Bennett, Statistics of regenerative
digital transmission, Bell System Technical
Journal, vol. 37, no. 6, pp. 1501–1542, 1958.

2. I.I. Dubovets’ka, O.Yu Masyutka and M.P.
Moklyachuk, Interpolation of periodically
correlated stochastic sequences, Theory of
Probability and Mathematical Statistics, vol.
84, pp. 43–56, 2012.

3. I.I. Dubovets’ka and M.P. Moklyachuk, Fi-
ltration of linear functionals of periodically
correlated sequences, Theory of Probability
and Mathematical Statistics, vol. 86, pp. 51–
64, 2013.

4. I.I. Dubovets’ka and M.P. Moklyachuk,
Extrapolation of periodically correlated
processes from observations with noise,
Theory of Probability and Mathematical
Statistics, vol. 88, pp. 67–83, 2014.

5. W.A. Gardner and L.E. Franks, Characteri-
zation of cyclostationary random signal
processes, IEEE Transactions on information
theory, vol. IT-21, no. 1, pp. 4–14, 1975.

6. W.A. Gardner, Cyclostationarity in
communications and signal processing, New
York: IEEE Press, 504 p., 1994.

7. W.A. Gardner, A.Napolitano and L.Paura,
Cyclostationarity: Half a century of research,
Signal Processing, vol. 86, pp. 639–697, 2006.

8. E. G. Gladyshev, Periodically correlated
random sequences, Sov. Math. Dokl. vol, 2,
pp. 385–388, 1961.

9. I. I. Golichenko and M.P. Moklyachuk,
Interpolation problem for periodically
correlated stochastic sequences with mi-
ssing observations, Statistics, Optimization
and Information Compututing, vol. 8, no. 2,
pp. 631–654, 2020.

10. U. Grenander, A prediction problem in game
theory, Arkiv för Matematik, vol. 3, pp. 371-
379, 1957.

11. E.J. Hannan, Multiple time series. 2nd rev.
ed., John Wiley & Sons, New York, 536 p.,
2009.

12. H. Hurd and A. Miamee, Periodically
correlated random sequences, John Wiley &
Sons, New York, 353 p., 2007.

13. A.D, Ioffe and V.M. Tihomirov, Theory of
extremal problems, Studies in Mathemati-
cs and its Applications, Vol. 6. Amsterdam,
New York, Oxford: North-Holland Publishing
Company. XII, 460 p., 1979.

14. S.A. Kassam and H.V. Poor, Robust techni-
ques for signal processing: A survey, Proceedi-
ngs of the IEEE, vol. 73, no. 3, pp. 433-481,
1985.

15. A.N. Kolmogorov, Selected works by
A.N. Kolmogorov. Vol. II: Probability theory
and mathematical statistics. Ed. by A.N. Shi-
ryayev. Mathematics and Its Applications.
Soviet Series. 26. Dordrecht etc. Kluwer
Academic Publishers, 1992.

16. M. Luz and M. Moklyachuk, Esti-
mation of stochastic processes with stati-
onary increments and cointegrated sequences,
London: ISTE; Hoboken, NJ: John Wiley &
Sons, 282 p., 2019.

17. A. Makagon, Theoretical prediction of peri-
odically correlated sequences, Probability and
Mathematical Statistics, vol. 19, no. 2, pp.
287—322, 1999.

18. A. Makagon, A.G. Miamee, H. Salehi and
A.R. Soltani, Stationary sequences associ-
ated with a periodically correlated sequence,
Probability and Mathematical Statistics, vol.
31, no. 2, pp. 263–283, 2011.

19. O.Yu. Masyutka, M.P. Moklyachuk and
M.I. Sidei Extrapolation problem for multi-
dimensional stationary sequences with missi-
ng observations, Statistics, Optimization &
Information Computing, vol. 7, no. 1, pp. 97–
117, 2019.

20. O.Yu. Masyutka, M.P. Moklyachuk and
M.I. Sidei Interpolation problem for multi-
dimensional stationary processes with missi-
ng observations, Statistics, Optimization &
Information Computing, vol. 7, no. 1, pp. 118–
132, 2019.

21. O.Yu. Masyutka, M.P. Moklyachuk and M.I.
Sidei Filtering of multidimensional stati-
onary sequences with missing observations,

51



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2021, 2
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

Carpathian Mathematical Publications, vol.
11, no. 2, pp. 361—378, 2019.

22. M.P. Moklyachuk, Robust estimates for
functionals of stochastic processes, Kyiv,
320 p., 2008.

23. M.P. Moklyachuk, Minimax-robust esti-
mation problems for stationary stochastic
sequences, Statistics, Optimization and
Information Computing, vol. 3, no. 4, pp. 348–
419, 2015.

24. M.P. Moklyachuk and I. I. Golichenko, Peri-
odically correlated processes estimates, LAP
Lambert Academic Publishing, 308 p., 2016.

25. M.P. Moklyachuk and A.Yu. Masyutka,
Interpolation of multidimensional stationary
sequences, Theory of Probability and
Mathematical Statistics, vol. 73, pp. 125–133,
2006.

26. M.P. Moklyachuk and A.Yu. Masyutka, Mini-
max prediction problem for multidimensional
stationary stochastic processes, Communicati-
ons in Statistics-Theory and Methods, vol. 40,
no. 19-20, pp. 3700–3710, 2011.

27. M.P. Moklyachuk and A.Yu. Masyutka,
Minimax-robust estimation technique: For
stationary stochastic processes, LAP Lambert
Academic Publishing, 296 p., 2012.

28. M. Moklyachuk and M. Sidei, Extrapolati-
on problem for stationary sequences with mi-
ssing observations, Statistics, Optimization &
Information Computing, vol. 5, no. 3, pp. 212–
233, 2017.

29. M. Moklyachuk, M. Sidei and O. Masyutka,
Estimation of stochastic processes with mi-
ssing observations, Mathematics Research

Developments. New York, NY: Nova Science
Publishers, 336 p., 2019.

30. A. Napolitano, Cyclostationarity: Limits and
generalizations, Signal Processing, vol. 120,
pp. 323–347, 2016.

31. A. Napolitano, Cyclostationarity: New trends
and applications, Signal Processing, vol. 120,
pp. 385–408, 2016.

32. B.N. Pshenichnyi, Necessary conditions for an
extremum, Pure and Applied mathematics. 4.
New York: Marcel Dekker, 230 p., 1971.

33. R.T. Rockafellar, Convex Analysis, Princeton
Landmarks in Mathematics. Princeton, NJ:
Princeton University Press, 451 p., 1997.

34. Yu.A. Rozanov, Stationary stochastic
processes, Holden-Day, San Francisco, 1967.

35. S.K. Vastola and H.V. Poor, An analysis of
the effects of spectral uncertainty on Wiener
filtering, Automatica, vol. 19, no. 3, pp. 289-
293, 1983.

36. N. Wiener, Extrapolation, interpolation and
smoothing of stationary tine series. With engi-
neering applications, Cambridge, Mass.: The
M. I. T. Press, 163 p., 1966.

37. A.M. Yaglom, Correlation theory of stati-
onary and related random functions. Vol.
1: Basic results; Vol. 2: Suplementary notes
and references, Springer Series in Statistics,
Springer-Verlag, New York etc., 1987.

Received: 06.06.2021

52



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка  
Серія фізико-математичні науки  

2021, 2 Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 

 

© Кириченко О.Л., Малик І.В., Остапов С.Е., 2021 

УДК 004.942,519.177, 519.217 
 

 

Кириченко О.Л.1, аспірант,  
Малик І.В.1, д.ф.-м.н., доц., 

Остапов С.Е.1, д.ф.-м.н., проф. 

 

Стохастичні моделі в задачах штучного 

інтелекту  
 

1 Чернівецький національних університет імені 

Юрія Федьковича, 58012, м. Чернівці, вул. 
Коцюбинського, 2, 58012 

е-mail: o.kyrychenko@chnu.edu.ua, 

i.malyk@chnu.edu.ua, s.ostapov@chnu.edu.ua  

 

 

O.L. Kyrychenko1, postgraduate student,  
I.V Malyk1, Dr.Sc., Associate Professor, 

S.E. Ostapov1, Dr.Sc., Professor 

 

Stochastic models in artificial intelligence 

development 
 
1 Yuriy Fedkovych Chernivtsi National University, 

58012, Chernivtsi, Kotsiubynsky str, 2,   

 
е-mail: o.kyrychenko@chnu.edu.ua, 

i.malyk@chnu.edu.ua, s.ostapov@chnu.edu.ua 
 
 

 

 

У роботі розглянуто деякі властивості стохастичних матриць великих розмірностей за умов 
незалежності елементів матриці або за умов незалежності рядків (стовпців). Проаналізовано 

основні властивості спектру стохастичної матриці. Також розглянуто застосування даних 

результатів до задач кластеризації та вибору оптимального числа кластерів.  
Результати дослідження доповідались на Міжнародній науковій конференції ``Modern Stochastics: 

Theory and Applications. V'' (MSTA-V). 

Ключові слова: стохастична випадкова матриця, спектр матриці, оптимальне число кластерів. 
 

In this paper, we consider some properties of stochastic random matrices of large dimensions under 

conditions of independence of matrix elements or under conditions of independence of rows (columns). The 

main properties of stochastic random matrices spectrum are analyzed and the result of convergence to 0 is 
proved of almost all eigenvalues. Also, the application of these results to clustering problems and selection 

of the optimal number of clusters is considered. Note that the results obtained in this work are consistent 

with the Marchenko - Pastur theorem on the asymptotic distribution of eigenvalues of random matrices with 
independent elements. The results proved in this paper can be interpreted as a law of large numbers and will 

be used in the study of the asymptotic behavior of the maximum. 

Key Words: stochastic random matrix, spectrum of a matrix, optimal number of clusters. 

 
 

Спектральний аналіз матриць [1, 2, 3] є одним 

із важливих підходів оптимізації кількості 

кластерів при кластеризації в задачах штучного 
інтелекту. Теорія випадкових матриць є однією із 

математичних моделей розумних мереж (Smart 

Grid) [4], що описує функціонування великих 
систем (переважно енергосистем). Одним із 

основних завдань, пов’язаних із побудовою 

великої системи є розподіл функцій між 
основними “центрами” системи. Крім того, вплив 

випадкових факторів в системі може бути 

описано саме за допомогою стохастичних 

випадкових матриць. Надалі, під стохастичною 

матрицею 𝐴 = 𝐴𝑁×𝑁 будемо розуміти матрицю, 

що володіє наступними властивостями: 

1. 𝐴𝑖𝑗 ≥ 0; 

2. ∑ 𝐴𝑖𝑗
𝑁
𝑗=1 = 1. 

Під випадковою матрицею будемо розуміти 

матрицю, елементами якої є випадкові величини, 

визначені на ймовірнісному просторі (Ω, 𝐹, 𝑃).   
Основна ідея роботи полягає у локалізації 

власних значень стохастичної матриці великої 

розмірності. Для цього будемо користуватися 
тим фактом, що одним із власних значень 

стохастичної матриці, що відповідає незвідному 

ланцюгу Маркова, є 1 та всі власні значення 

стохастичної матриці не перевищують за 
абсолютним значенням одиницю. Таким чином, 

на основі даної властивості, розроблено алгоритм 

для визначення оптимальної кількості кластерів 

𝑘𝑜𝑝𝑡 .  
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Розглянемо основні позначення, які будуть 

використовуватися у даній роботі. Основними 

математичними об’єктами, які будуть 

використані нижче є граф та ланцюг Маркова. 

Граф будемо позначати через G = (V, E), де V =
{1,2, … , N} – множина вершин графа, E =
{e1, … , em} – множина ребер графа, що з’єднують 

вершини із V. Припустимо, що граф задається 

матрицею суміжності A: 

A = AN×N, 
де елемент Aij рівний ваговому коефіцієнту між 

вершинами 𝑖 та 𝑗.  Стохастична матриця  

𝑃𝑖𝑗 =
𝐴𝑖𝑗

∑ 𝐴𝑖𝑗
𝑁
𝑗=1

,                          (1) 

що відповідає графу G та задається матрицею 

суміжності A, задається співвідношенням (1). 

Матриця 𝑃 й буде основним предметом 
дослідження в даній роботі. Надалі будемо 

впорядковувати власні значення матриці 𝐴 

наступним чином 
|𝜆1(𝐴)| ≥ |𝜆2(𝐴)| ≥ ⋯ ≥ |𝜆𝑁(𝐴)|. 

Згідно зауваження зробленого вище, вірні 

наступні співвідношення 

{
𝜆1(𝑃) = 1,

|𝜆𝑖(𝐴)| ≤ 1, 𝑖 ≥ 1.
 

     Теорема 1.  Нехай виконуються наступні 

умови: 

1. Всі елементи матриці 𝐴 = 𝐴𝑁×𝑁 є 

незалежними та мають одинаковий 
розподіл 

Aij ∼ Distr, 

де розподіл 𝐷𝑖𝑠𝑡𝑟 має носієм підмножину (0,∞) 
та володіє  скінченним моментом порядку 2 +
δ, δ > 0; 

2. Елементи матриці переходу за 1 крок Pij 

визначаються із співвідношення (1)  

Pij =
Aij

∑ Aik
N
k=1

. 

Тоді за ймовірністю має місце збіжність   

λ2(𝑃) → 0, 
при 𝑁 → ∞.  

    Доведення. Для доведення даного факту 

відзначимо, що значення λ2(N), що відповідає 

значенням матриці  

Pij = E(
Aij

∑ Aij
N
j=1

) 

рівне 0. Для доведення цього факту розглянемо 

власні значення матриці P у наступному вигляді 

det(λI − P) = λn + c1λ
n−1 +⋯cn−1λ + cn, 

де коефіцієнти ci визначаються за наступною 
формулою  

ci = (−1)
i∑det(Mk(i)) ,

k

 

де Mk(i) – головні мінори матриці P розмірності 

i × i. Використовуючи дане представлення, 

отримаємо  

c1 = −∑Pkk

N

k=1

= −∑
Akk

∑ Akj
N
j=1

N

k=1

. 

Згідно означення значень ci, отримаємо на основі 

припущення 1 теореми  

E(c1) = −E(∑
Akk

∑ Akj
N
j=1

N

k=1

) = −∑
1

N

N

k=1

= −1. 

Для всіх інших значень ci, i ≥ 2, отримаємо  

  

E(ci) = (−1)
iE(∑det(Mk(i))

k

)

= (−1)i∑E(det(Mk(i)))

k

. 

Розглянемо значення E(det(Mk(i))). Для цього 

скористаємося тим фактом, що  

E(det(Z)) = det(E(Z)) 
при умові, що рядки (або стовпці) матриці Z 

незалежні векторні випадкові величини. У 

нашому випадку, рядки матриці P є незалежні в 
сукупності, тому має місце співвідношення: 

E(det(Mk(i))) = det (E(Mk(i))), 

причому всі значення матриці E(Mk(i)) рівні 
1

N
. 

Таким чином  

E(det(Mk(i))) = 0. 
Використовуючи дані обчислення, знайдемо, що 

“усереднений характеристичний поліном” 

матриці P рівний  

E(det(λI − P)) = E(λn + c1λ
n−1 +⋯cn−1λ + cn)

= 

= λn + E(c1)λ
n−1 +⋯E(cn−1)λ + E(cn) = 

= λn − λn−1. 
Отже, розв’язками характеристичного рівняння  

E(det(λI − P)) = 0 
є  два значення  

λ1 = 1, λi = 0, i = 2,… , N. 
Тобто, ‘усереднене значення’ власного значення 

λ2 рівне 0 за умов теореми.  

Для доведення збіжності до 0 випадкової 

величини λ2 розглянемо дисперсії діагональних 

елементів  

D(∑Pii

N

i=1

) =∑D(Pii)

N

i=1

= ND(P11), 
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оскільки всі значення Pii є незалежними та 
однаково розподілені. Обчислимо дисперсію 

випадкової величини  

D(P11) = E(P11
2 ) −

1

N2
. 

Обчислимо другий момент для випадкової 

величини P11
2 , використовуючи існування та 

обмеженість другого моменту: 

E(P11
2 ) =  E (

A11
∑ A1j
N
j=1

)

2

. 

Для великих N на основі центральної граничної 

теореми отримаємо  

X = ∑ Aij

N

j=1,j≠i

= √N − 1 ∑
(Aij − EAij +)

√N − 1

N

j=1,j≠i

= 

σ√N − 1 ∑
(Aij − EAij)

σ√N − 1

N

j=1,j≠i

+Nm,  

де m = EAij, σ
2 = D(Aij). Використовуючи дане 

представлення, отримаємо  

X ≈ √N − 1Z + Nm. 
Тут випадкова величина Z має нормальний 

розподіл із параметрами (0,1). На основі цього 

 E(P11
2 ) =  E (

A11
∑ A1j
N
j=1

)
2

≈

E(
A11

A11+√N−1Z+Nm
I{Z>0})

2

= 

E(
A11

A11 + √N− 1Z + Nm
I{Z>0})

2

≈
1

N − 1
E(

Ã11

Ã11 + Z + √N − 1m
I{Z>0})

2

, 

де  

Ã11 =
A11

√N − 1
. 

Використовуючи дане представлення, отримаємо  

E(P11
2 ) = O (

1

N2
) 

та 

D(P11) = O(
1

N2
). 

Таким чином, використовуючи дане 

представлення, отримаємо  

D(∑Pii

N

i=1

) = O(
1

N
). 

Для доведення того факту, що λ2(N) прямує до 0 

за ймовірністю, використаємо наступне 
співвідношення 

∑(μi(A) − μi(B))
2

N

i=1

≤ Tr(A − B)2 , 

де μi(A), μi(B) – власні значення матриць A та B, 
впорядковані за спаданням. 

      Використовуючи дане співвідношення, 

отримаємо наступну оцінку для дисперсії λ2(N): 

E(λ2(N))
2
= D(λ2(N))

2
≤ 

≤∑D(λi(N))

N

i=1

≤ E(∑∑(Pik −
1

N
)(Pki −

1

N
)

N

k=1

N

i=1

)

= 

E(∑(Pii −
1

N
)
kN

i=1

) =∑E(Pii −
1

N
)
2N

i=1

= 

=∑D(Pii)

N

i=1

= D(∑Pii

N

i=1

). 

Отже, 

D(λ2(N)) = O (
1

N
). 

Тоді, з врахуванням доведених вище 

представлень для моментів 𝑃𝑖𝑖, твердження 

теореми є наслідком нерівності Чебишова.  

 
Дослідженням оптимальної кількості 

кластерів автори займались в роботах [5,6]. Були 

розглянуті методи  знаходження оптимальної 

кількості кластерів k-Core decomposition [7] 

та «метод ліктя» [8]. Цими методами 

визначались оптимальна кількість кластерів 

та центри кластерів для різних сегментів веб-

простору. Розглянемо тепер задачу визначення 

оптимальної кількості кластерів на основі 

стохастичної матриці 𝑃, що задає переходи в 
деякій системі. Також будемо припускати, що 

стохастична матриця 𝑃 має блочний вигляд, 

тобто має місце співвідношення 

𝑃 = 

(

 

𝑃(1) 𝐸𝑟𝑟(1,2) ⋯ 𝐸𝑟𝑟(1,𝑘𝑜𝑝𝑡)

𝐸𝑟𝑟(2,1) 𝑃(2) ⋯ 𝐸𝑟𝑟(2,𝑘𝑜𝑝𝑡)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝐸𝑟𝑟(𝑘𝑜𝑝𝑡 ,1) 𝐸𝑟𝑟(𝑘𝑜𝑝𝑡,2) ⋯ 𝑃(𝑘𝑜𝑝𝑡) )

 , (2) 

 

де 𝑃(𝑖) задають ймовірності переходу в 𝑖 – му 

кластері та 𝐸𝑟𝑟(𝑖,𝑗) – ймовірності переходу з 𝑖 – 

го кластеру в  𝑗 – ий кластер. Матриці 𝐸𝑟𝑟(𝑖,𝑗) 
будемо характеризувати як “помилки” переходів 
між сусідніми кластерами. Нехай зв’язки 

всередині кластера є набагато сильнішими ніж 

зв’язки між кластерами. Дане припущення 

будемо виражати наступним чином 

min
𝑖∈1,…,𝑘𝑜𝑝𝑡

min
𝑚∈1,…,𝑛𝑖

∑𝑃𝑚𝑗
(𝑖)

𝑛𝑖

𝑗=1

≥ 
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≥ 𝛼 max
𝑖∈1,…,𝑘𝑜𝑝𝑡

max
𝑚∈1,…,𝑛𝑖

(1 −∑𝑃𝑚𝑗
(𝑖)

𝑛𝑖

𝑗=1

), 

де 𝑛𝑖 – розмірність матриці 𝑃(𝑖), 𝛼 ∈ (1,∞) - 

деякий параметр подібності. Зауважимо, що при 

𝛼 → ∞ всі помилки 𝐸𝑟𝑟𝑘,𝑚
(𝑖,𝑗)

→ 0. В цьому випадку 

матриця 𝑃 перетворюється в блочно - 

діагональну матрицю вигляду 

𝑃′ = (

𝑃(1) 0 ⋯ 0
0 𝑃(2) ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝑃(𝑘𝑜𝑝𝑡)

).       (3) 

 

Тобто, матриця 𝑃′ в цьому випадку задає чітко 

визначені  𝑘𝑜𝑝𝑡   кластери даних. Крім того, для 

матриці 𝑃, заданої співвідношенням (3), 

𝜆1(𝑃
′) = ⋯ = 𝜆𝑘𝑜𝑝𝑡(𝑃

′) = 1 

та  
|𝜆𝑖(𝑃

′) − 1| > 𝜀, 𝑖 > 𝑘𝑜𝑝𝑡 , 

де параметр 𝜀 залежить від розмірності системи 

(кількості об’єктів кластеризації) та параметру 𝛼. 

Для визначення оптимальної кількості кластерів 

ми будемо користуватися наступним 
співвідношенням 

𝑘𝑜𝑝𝑡 = #{𝜆𝑖: |𝜆𝑖(𝑃) − 1| ≤
1

𝛼√𝑁
}.         (4)   

   Дане співвідношення є наслідком Теореми 1 та 

асимптотичної поведінки власних значень 𝜆𝑖(𝑃), 
𝑖 ≤ 𝑘𝑜𝑝𝑡 .  

   Зауважимо, що результати отримані в роботі 

узгоджуються із теоремою Марченко – Пастура 

[9] про асимптотичний розподіл власних значень 
випадкових матриць із незалежними елементами. 

Також, слід відмітити, що результати теореми 

можуть трактуватися як закон великих чисел. 

Крім того, визначення оптимальної кількості 
кластерів будується на асимптотиці власних 

значень матриці 𝑃 при 𝑁 → ∞. Одержані 

результати можуть бути застосовані для 
визначення оптимальної кількості кластерів Grid 

system, складних мереж, при дослідженнях 

структури веб-простору тощо.  
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В роботi розглядається узагальнення поняття нормальних чисел, в контекстi класичного
s-го представлення дiйсних чисел, по вiдношенню до Qs-представлення, вперше розглянутого М.
Працьовитим. Поглиблюється результат I. Нiвена та Г. Цукермана, по вiдношенню до метри-
чної теорiї нормальних чисел Е. Бореля. Показано, що множина всiх Qs-нормальних чисел має
мiру Лебега 1. Встановлюється зв’язок мiж властивiстю нормальностi та рiвномiрною розпо-
дiленiстю послiдовностi чисел, породжених оператором зсуву по вiдношенню до вiдповiдного чи-
сла. Було встановлено, що множина всiх чисел вiдрiзку [0; 1] для яких вiдповiдна послiдовнiсть
породжена оператором лiвостороннього зсуву Qs-цифр є рiвномiрно розподiленою, має повну мi-
ру Лебега. Вiдповiднi теореми поглиблюють результати метричної теорiї Qs-розкладiв дiйсних
чисел вiдрiзку [0; 1] отриманих М. Працьовитим та Г. Торбiним.

Результати дослiдження доповiдались на Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Modern Stochasti-
cs: Theory and Applications. V” (MSTA-V).

Ключовi слова: Qs-нормальне число, рiвномiрно розподiлена послiдовнiсть, ергодичне пере-
творення, Qs-цилiндр.

The paper considers the generalization of the concept of normal numbers in the context of the
classical s-th representation of real numbers, in relation to the Qs−representation, first considered by
M. Pratsiovytyi. The result of I. Nivena and H. Zukerman is deepened in relation to the metric theory
of normal E. Borel numbers. It is shown that the set of all Qs-normal numbers has a Lebesgue measure
1. The connection between the property of normality and the uniform distribution of the sequence of
numbers generated by the shift operator in relation to the corresponding number is established. It was
found that the set of all numbers of the segment [0; 1] for which the corresponding sequence generated
by the operator of left-hand shift Qs-digits is uniformly distributed has a full Lebesgue measure. The
corresponding theorems deepen the results of the metric theory Qs-decompositions of real numbers of
the segment [0; 1] obtained by M. Pratsiovytyi and G. Torbin.

Key Words: Qs-normal number, uniformly distributed sequence, ergodic transformation, Qs-cylinder.

1 Вступ

Нехай (q0; q1; ...; qs−1) — стохастичний ве-
ктор з строго додатними координатами. Вiдо-
мо [1, ?], що для довiльного дiйсного числа
x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть чисел (в подаль-
шому цифр) αn ∈ {0; 1; ...; s−1}, ∀n ∈ N така,
що

x =

+∞∑
n=1

βαn · qαn−1 · qαn−2 · . . . · qα1 , (1)

де β0 = 0, β1 = q0, . . . , βs−1 = q0+ q1+ ...+ qs−2.

Представлення 1 називається Qs-
представленням числа x. Число x у цьому
випадку має зображення:

x = ∆Qs
α1α2α3...αn....

Iснує зчислена множина чисел, якi мають два
представлення i вiдповiдно зображення:

∆Qs

α1α2...αn(s−1) = ∆Qs

α1α2...(αn+1)(0).

Вiдповiднi числа називаються Qs-рацiональними.

c⃝ Р.В. Кривошия, 2021
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Число x будемо називати Qs-
слабонормальним, якщо для кожної цифри
γ ∈ {0; 1; ...; s− 1}:

lim
n→∞

Nn(x; γ)

n
= qγ ,

де Nn(x; γ) — кiлькiсть цифр γ серед чисел
α1, . . . , αn.

Число x будемо називати Qs-нормальним,
якщо довiльного набору цифр (γ1; γ2; . . . ; γk):

lim
n→∞

Nn(x; (γ1; γ2; . . . ; γk))

n
=

k∏
j=1

qγj ,

де Nn(x; (γ1; γ2; . . . ; γk)) — кiлькiсть блокiв
(γ1; . . . ; γk) серед чисел α1, . . . , αn. Якщо бу-
ти точним Nn(x; (γ1; γ2; . . . ; γk)) — це кiлькiсть
номерiв j ∈ {1; . . . ;n−k−1}, таких що αj+i−1 =
γi для кожного i ∈ {1; . . . ; k}.

Якщо q0 = q1 = . . . = qs−1 = 1
s , ми ма-

ємо класичне означення нормального та сла-
бонормального числа для s-го представлення
дiйсних чисел [3].

Послiдовнiсть xn називається рiвномiрно
розподiленою за модулем 1, якщо для довiль-
них дiйсних 0 6 a < b 6 1:

Nn([a; b])

n
→ b− a (n → ∞),

де Nn([a; b]) — кiлькiсть чисел серед
{x1}, {x2}, . . . , {xn}, якi належать вiдрiзку
[a; b].

Добре вiдомо [4], що число x є нормаль-
ним в класичнiй s-ковiй системi числення, тодi
i тiльки тодi коли послiдовнiсть snx є рiвномiр-
но розподiленою.

2 Про структуру множини Qs-
нормальних чисел

Розглянемо наступний оператор зсуву

T (∆Qs
α1α2...αn...) = ∆Qs

α2α3...αn...,

у випадку коли число є Qs-рацiональним до-
мовимось використовувати його зображення з
перiодом (0).

Лема 1. Перетворення T (x) є ергодичним
вiдносно мiри Лебега.

Доведення. Покажемо, що вiдповiдне пе-
ретворення зберiгає мiру на борельовiй сигма-
алгебрi.

Зрозумiло, що

T−1
([

∆Qs

α1α2...αn(0)
;∆Qs

α1α2...αn(s−1)

])
=

=

s−1∪
k=0

[
∆Qs

kα1α2...αn(0)
;∆Qs

kα1α2...αn(s−1)

]
.

λ
([

∆Qs

α1α2...αn(0)
;∆Qs

α1α2...αn(s−1)

])
=

n∏
j=1

qαj ,

λ
[
∆Qs

kα1α2...αn(0)
;∆Qs

kα1α2...αn(s−1)

]
= qk

n∏
j=1

qαj .

Таким чином, маємо:

λ

(
s−1∪
k=0

[
∆Qs

kα1α2...αn(0)
;∆Qs

kα1α2...αn(s−1)

])
=

= λ
([

∆Qs

α1α2...αn(0)
;∆Qs

α1α2...αn(s−1)

])
.

Оскiльки сукупнiсть вiдрiзкiв

[∆Qs

α1α2...αn(0)
;∆Qs

α1α2...αn(1)
]

породжує B(R)∩ [0; 1], то для кожної множини
E ∈ B(R), маємо:

λ(T−1(E)) = λ(E).

Покажемо, що перетворення T (x) метрично
транзитивне вiдносно мiри Лебега. Припусти-
мо, що iснують множини U , W такi, що

U ∪W = [0; 1];

U ∩W = ∅;

T−1(U) = U ;

T−1(W ) = W.

Нехай u = λ(U) ∈ (0; 1) та X(t) — характе-
ристична функцiя множини U :

X(t) =

{
1, t ∈ U

0, t /∈ U.

Зрозумiло, що кожного

x = ∆Qs
α1α2...αk...

∈ U

i кожного натурального l число

x(l) = ∆Qs
q1q2...qlα1α2...αk...
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є прообразом x порядку l для перетворення
T (x).

Маємо:

X(∆Qs
α1α2...αk...

) = X(x(l)).

Позначимо

Bl = [∆Qs

a1a2...al(0)
;∆Qs

a1a2...al(1)
],

маємо:
λ(U ∩Bl) =

∫
Bl

X(t)dλ =

= qa1qa2 . . . qal

∫
R

X(t)dλ = uqa1qa2 . . . qal .

Розглянемо число ε > 0 таке, що 1 − u > ε.
Оскiльки множина U i ї ї доповнення W до
множини [0; 1] мають додатнi мiри Лебега, то
за теоремою про точки щiльностi, iснує то-
чка щiльностi z. Таким чином, для довiльного
ε > 0 iснує δ > 0 таке, що

λ(U ∩∆)

λ(∆)
> 1− ε

для довiльного вiдрiзка ∆ який мiстить точку
z i мiра Лебега якого строго менша δ.

Розглянемо число n0 таке, що

(max(q0; q1; ...; qs−1))
n0 < δ.

Позначимо:

z = ∆Qs

b1b2...bk...

i розглянемо вiдрiзок

∆ = Bn0 = [∆Qs

b1b2...bn0 ,(0)
;∆Qs

b1b2...bn0 ,(s−1)].

Маємо:

λ(U ∩∆) = uqb1 . . . qbn0
,

λ(U ∩∆) > (1− ε)λ(∆) = (1− ε)qb1 . . . qbn0
,

uqb1 . . . qbn0
> (1− ε)qb1 . . . qbn0

та
1− u < ε.

Маємо суперечнiсть.
Лема 2. Для майже всiх чисел x =

∆Qs
α1α2...αn... послiдовнiсть

x, T (x), T 2(x), . . . , T k(x), . . .

є рiвномiрно розподiленою на [0; 1].
Доведення. Оскiльки перетворення T (x) є

ергодичним вiдносно мiри Лебега, то для зада-
ного h ∈ N за теоремою Бiргкофа-Хiнчина

lim
n→+∞

n∑
k=1

cos(2πhT k(x))

n
→

1∫
0

cos(2πhx)dx = 0

(2)
для майже всiх x ∈ [0; 1].

Позначимо через Ah множину тих чисел
x ∈ [0; 1], для яких виконується умова (2), тодi
λ(Ah) = 1. Зрозумiло, що λ(A∗) = 1, де

A∗ =

+∞∩
k=1

Ak.

Отже, для кожного натурального h та для до-
вiльного x ∈ A∗ :

lim
n→+∞

n∑
k=1

cos(2πhT k(x))

n
= 0.

Аналогiчно показуємо, що iснує множина B∗

така, що λ(B∗) = 1 i для довiльного натураль-
ного h ∈ N та x ∈ B∗ :

lim
n→+∞

n∑
k=1

sin(2πhT k(x))

n
→

1∫
0

sin 2πhxdx = 0.

Отже, для кожного x ∈ A∗ ∩B∗:

lim
n→+∞

n∑
k=1

e2πihT
k(x)

n
=

= lim
n→+∞

n∑
k=1

cos(2πhT k(x)) + i
n∑

k=1

sin(2πhT k(x))

n
= 0

тобто послiдовнiсть Tn(x) є рiвномiрно розпо-
дiленою на [0; 1]. Оскiльки λ(A∗ ∩B∗) = 1, ма-
ємо потрiбне.

Вiдрiзок

∆(γ1; γ2; . . . ; γl) =
[
∆Qs

γ1γ2...γl(0)
;∆Qs

γ1γ2...γl(s−1)

]
будемо називати Qs-цилiндром l-го рангу.

Лема 3. Нехай M — множина всiх Qs-
цилiндрiв l-го рангу для кожного натурально-
го l. Послiдовнiсть xn є рiвномiрно розподiле-
ною тодi i тiльки тодi, коли

lim
n→∞

N(xn;A)

n
= λ(A),
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для кожної множини A ∈ M, де λ(·) — мiра
Лебега.

Доведення. Якщо xn рiвномiрно розподiле-
на, то очевидно рiвнiсть виконується. Розгля-
немо промiжок [a; b], де a > 0 i b < 1 (випадок
a = 0 або b = 1 розглядаються аналогiчним
чином).

Нехай

a = ∆Qs
α1α2... b = ∆Qs

β1β2...

Розглянемо послiдовнiсть вiдрiзкiв

Cn =
[
∆Qs

α1α2...αn(0)
;∆Qs

β1β2...βn(s−1)

]
,

C̃n =
[
∆Qs

α1α2...αn(s−1);∆
Qs

β1β2...βn(0)

]
.

Зрозумiло, що знайдеться набiр Qs-цилiндрiв
n-го рангу

∆
(
η
(1)
1 ; η

(1)
2 ; . . . ; η(1)n

)
, . . . , ∆

(
η
(j)
1 ; η

(j)
2 ; . . . ; η(j)n

)
,

такi, що

Cn =

j∪
i=1

∆
(
η
(i)
1 ; η

(i)
2 ; . . . ; η(i)n

)
.

Маємо:
lim
l→∞

Nl(xk;Cn)

l
=

=

j∑
r=1

lim
l→∞

Nl

(
xk;∆

(
η
(r)
1 ; . . . ; η

(r)
n

))
l

=

=

j∑
i=1

λ
(
∆
(
η
(r)
1 ; . . . ; η(r)n

))
= λ(Cn).

Аналогiчно доводиться, що

lim
l→∞

Nl(xk; C̃n)

l
= λ(C̃n).

Оскiльки для кожного натурального n:

Nl(xk; C̃n)

l
6 Nl(xk; (a; b))

l
6 Nl(xk;Cn)

l

то перейшовши до границi l → +∞ i врахував-
ши, що

lim
l→∞

λ(Cl) = b− a = lim
l→∞

λ(C̃l),

маємо:

lim
l→∞

Nl(xk; (a; b))

l
= b− a.

Лема 4. Число

z = ∆Qs
α1α2α3...

є Qs-нормальним тодi i тiльки тодi, коли по-
слiдовнiсть Tn(z) є рiвномiрно розподiленою.
Доведення. Нехай послiдовнiсть Tn(z) рiвно-
мiрно розподiлена.

Зрозумiло, що Nn(T
k(z);∆(γ1; γ2; . . . ; γl))

дорiвнює кiлькостi блокiв (γ1; γ2; . . . ; γl) серед
цифр α1, α2, . . . , αn . Дiйсно число ∆Q2

η1η2... нале-
жить вiдрiзку ∆(γ1; γ2; . . . ; γl) лише тодi, коли
ηr = γr для кожного r ∈ {1; . . . ; l}. Маємо:

Nn(z; (γ1; . . . ; γl))

n
=

Nn(Tk(z);∆(γ1; . . . ; γl))

n
→

λ(∆(γ1; . . . ; γl)) =
l∏

j=1

qγj (n → +∞)

тобто z є Qs-нормальним.
Нехай z є Qs-нормальним, тодi для кожно-

го Qs-цилiндра ∆(γ1; . . . ; γl) маємо:

Nn(T
n(z);∆(γ1; . . . ; γl))

n
=

Nn(z; (γ1; . . . ; γl))

n
→

l∏
j=1

qγj = λ(∆(γ1; . . . ; γl))(n → +∞),

звiдки враховуючи лему 3 отримаємо потрiбне.
Таким чином, враховуючи леми 1-4 при-

ходимо до висновку, що множина всiх Qs-
нормальних чисел має мiру Лебега 1.

Теорема 1. Нехай an послiдовнiсть дода-
тних чисел така, що

lim
n→∞

an = +∞,

lim
n→∞

an+1

an
= 1,

тодi число

x = ∆Qs

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
[q0a1]

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
[q1a1]

... (s− 1) . . . (s− 1)︸ ︷︷ ︸
[qs−1a1]

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
[q0an]

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
[q1an]

...

є слабонормальним.
Доведення. Нехай k− достатньо велике на-

туральне число, тодi iснує натуральне число n
таке, що

n∑
j=1

(
[q0aj ]+. . .+[qs−1aj ]

)
6 k <

n+1∑
j=1

(
[q0aj ]+. . .+[qs−1aj ]

)
.
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Зрозумiло, що

Ni(x; k)

k
>

n∑
j=1

[qiaj ]

n+1∑
j=1

(
[q0aj ] + . . .+ [qs−1aj ]

) .
Позначимо

xn =
n∑

j=1

[qiaj ],

та

yn =

n+1∑
j=1

(
[q0aj ] + . . .+ [qs−1aj ]

)
.

xn+1 − xn
yn+1 − yn

=
[qian+1]

[q0an+2] + . . .+ [qs−1an+2]
.

Зрозумiло, що

xn+1 − xn
yn+1 − yn

> qian+1 − 1

q0an+2 + . . .+ qs−1an+2
=

= qi
an+1

an+2
− 1

an+2
→ qi (n → ∞).

xn+1 − xn
yn+1 − yn

6 qian+1

q0an+2 + . . .+ qs−1an+2 − (s− 1)
=

=
qi

an+2

an+1
− s−1

an+1

→ qi (n → ∞).

Отже,
lim
n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

= qi

i за теоремою Штольця

lim
n→∞

xn
yn

= qi.

Зрозумiло, що

Ni(x; k)

k
6

n+1∑
j=1

[qiaj ]

n∑
j=1

(
[q0aj ] + . . .+ [qs−1aj ]

) .
Позначимо

zn =

n+1∑
j=1

[qiaj ]

та

tn =
n∑

j=1

(
[q0aj ] + . . .+ [qs−1aj ]

)
.

Зрозумiло, що

zn+1 − zn
tn+1 − tn

> qian+2 − 1

q0an+1 + . . .+ qs−1an+1
=

= qi
an+2

an+1
− 1

an+1
→ qi(n → ∞).

zn+1 − zn
tn+1 − tn

6 qian+2

q0an+1 + . . .+ qs−1an+1 − (s− 1)
=

qi
an+1

an+2
− s−1

an+2

→ qi(n → ∞),

звiдки випливає потрiбне.
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В роботi дослiджується асимптотична поведiнка модуля характеристичної функцiї ви-
падкової величини, функцiєю розподiлу якої являється класична сингулярна функцiя Кантора.
Акцент здiйснюється на обчисленнi верхньої границi модуля характеристичної функцiї розподi-
лу Кантора. Ймовiрнiсна мiра, що вiдповiдає розподiлу Кантора входить до класу симетричних
згорток Бернуллi, iнтерес до яких на сьогоднiшнiй день є значним. Симетричнi згортки Бер-
нуллi активно долсiджувались як вiтчизняними математиками: М. Працьовитий, Г.Турбiн,
Г.Торбiн, Я.Гончаренко, О. Барановський та iншими, так i зарубiжними: Erdos P, Peres Y,
Schlag W, Solomyak B, Albeverio S та iншими. Величина верхньої границi модуля характеристи-
чної функцiї вiдiграє важливу роль в проблемi визначення лебегiвської структури розподiлiв
сум напевно збiжних випадкових рядiв з незалежними дискретними доданками (випадкових ве-
личин типу Джессена-Вiнтера). В статтi знайдено точне значення верхньої границi модуля
характеристичної функцiї розподiлу Кантора.

Результати дослiдження доповiдались на Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Modern Stochasti-
cs: Theory and Applications. V” (MSTA-V).

Ключовi слова: послiдовнiсть, випадкова величина, характеристична функцiя, розподiл Кан-
тора, трiйковий розклад.

The asymptotic behavior of the modulus of a characteristic function of a random variable, the di-
stribution function of which is the classical singular Cantor function, is investigated. The emphasis
is on calculating the upper bound of the modulus of the characteristic Cantor distribution function.
The probabilistic measure corresponding to Cantor’s distribution belongs to the class of Bernoulli’s
symmetric convolutions, the interest in which is considerable today. Bernoulli’s symmetrical convoluti-
ons were actively studied by both domestic mathematicians: M. Pratsovyty, G. Turbin, G. Torbin, J.
Honcharenko, O. Baranovsky and others, and foreign ones: Erdos P, Peres Y, Schlag W, Solomyak
B, Albeverio, S and other. The value of the upper bound of the modulus of the characteristic function
plays an important role in the problem of determining the Lebesgue structure of distributions of sums
of probably convergent random series with independent discrete terms (random values of the Jessen-
Winter type). The exact value of the upper bound of the module of the characteristic Cantor distribution
function is found in the article.

Key Words: sequence, random variable, characteristic function, Cantor distribution, ternary decomposi-
tion.

c⃝ О.П. Макарчук, К.С. Сальник, 2021
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1 Вступ

Нехай ξk — послiдовнiсть незалежних випадко-
вих величин, якi набувають значень 0 та 2 з
ймовiрностями 1

2 вiдповiдно. Розглянемо випад-
кову величину

ξ =

∞∑
k=1

ξk3
−k.

Вiдомо [3], що Fξ(x) є класичною сингулярною
функцiєю Кантора.

Для випадкової величини ψ та її характе-
ристичної функцiї fψ(t) = M(eitψ) розглянемо
величину

Lψ = lim
|t|→∞

sup |fψ(t)|.

Вiдомо [2], що якщо розподiл ψ дискретний, то
Lψ = 1, адже fψ(t) є майже-перiодичною фун-
кцiєю. Якщо розподiл ψ абсолютно неперевний,
то Lψ = 0. Якщо розподiл ψ сингулярний, то
Lψ може набувати довiльного значення з вiд-
рiзку [0; 1]. В роботi [8] Жиро навiв приклад
сингулярного розподiлу ψ, для якого Lψ = 0.
Приклад характеристичної функцiї сингуляр-
ного розподiлу ψ, для якого Lψ = 1 наведено
Вiнтнером в роботi [10] та Єссеєном в [7]. Син-
гулярнi розподiли ψ, для яких Lψ набуває зада-
ного значення з вiдрiзку [0; 1] побудованi Швар-
цем [9].

В цiлому, проблема знаходження точного
значення Lψ, для випадкових величин ψ, що є
сумами напевно збiжних випадкових рядiв з не-
залежними дискретними доданками є нетривi-
альною, про що свiдчать роботи [1, 4, 5, 6].

2 Величина верхньої границi модуля
характеристичної функцiї розподiлу
Кантора

Теорема 1. Виконується рiвнiсть:

Lξ =
+∞∏
n=1

cos(
π

3n
).

Доведення. Зрозумiло, що

|fξ(t)| =
∞∏
k=1

|f ξk
3k

(t)| =
+∞∏
k=1

|cos( t
3k

)|.

Lξ > lim
n→+∞

|fξ(π3n)| =
+∞∏
k=1

cos(
π

3k
). (1)

Нехай πtn — зростаюча необмежена послiдов-
нiсть дiйсних чисел така, що

lim
n→+∞

|fξ(tn)| = Lξ.

Зрозумiло, що

πtn

3[log3(tn)]+2
<

πtn

3log3(tn)+1
=
π

3
.

πtn

3[log3(tn)]+2
> πtn

3log3(tn)+2
=
π

9
.

Оскiльки послiдовнiсть πtn
3[log3(tn)]+2 обмежена, то

з неї можливо видiлити збiжну пiдпослiдов-
нiсть. Отже, iснує зростаюча необмежена послi-
довнiсть дiйсних чисел t̃n така, що

lim
n→+∞

|fξ(πt̃n)| = Lξ. (2)

lim
n→+∞

t̃n

3[log3(t̃n)]+2
= γ ∈ [

1

9
;
1

3
].

Позначимо:

γ∗(n) =
t̃n

3[log3(t̃n)]+2
.

Нехай

γ = ∆3
α00...0︸ ︷︷ ︸

a1

11...1︸ ︷︷ ︸
b1

22...2︸ ︷︷ ︸
c1

...00...0︸ ︷︷ ︸
an

11...1︸ ︷︷ ︸
bn

22...2︸ ︷︷ ︸
cn

...
,

де α = 0 або α = 1.
Припустимо, що послiдовностi an та bn

обмеженi, тобто для деякого натурального L та
для кожного натурального n: an 6 L та bn 6 L.
Розглянемо випадки.

Випадок 1. Iснує N1 ∈ N такий, що для
кожного натурального n > N1: an > 1. Запише-
мо число γ в наступному виглядi:

γ = ∆3
α01α02...α0d0

00...0︸ ︷︷ ︸
e1

α11α12...α1d1
...00...0︸ ︷︷ ︸

en

αn1αn2...αndn ...
.

Нехай

γ∗ = ∆3
α01α02...α0d0

00...0︸ ︷︷ ︸
e1

α11α12...α1d1
...00...0︸ ︷︷ ︸

en

αn1αn2...αndnτ1τ2...
,

де τ1, τ2, ... — довiльнi цифри. Зрозумiло, що
для кожного k ∈ {1; 2; ...;n− 1}:

γ∗ · 3d0+e1+d1+...+ek+dk = wk +∆3
00...0︸ ︷︷ ︸
ek+1

...
,
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де wk — деяке цiле число, причому

∆3
00...0︸ ︷︷ ︸
ek+1

...
> ∆3

00...0︸ ︷︷ ︸
L

1(0)
.

Маємо:

|cos(γ∗ · 3d0+e1+d1+...+ek+dk)| 6 |cos(∆3
00...0︸ ︷︷ ︸

L

1(0)
)|.

Зрозумiло, що iснує натуральне число l0 таке,
що

|cos(∆3
00...0︸ ︷︷ ︸

L

1(0)
)|l0 < Lξ.

Зрозумiло, що iснує натуральне число l1 таке,
що для кожного n > l1 першi d0 + e1 + d1 + ...+
el0 + dl0 цифр трiйкових зображень чисел γ∗(n)
та γ рiвнi.

Зрозумiло, що iснує натуральне число l2 та-
ке, що для кожного n > l2:

[log3(t̃n)] + 2 > d0 + e1 + d1 + ...+ el0 + dl0 .

Нехай l3 = max(l1; l2), тодi при n > l3 маємо:

|fξ(πt̃n)| 6
l0∏
j=1

|cos(γ∗(n) · 3d0+e1+d1+...+ej+dj )| 6

6 |cos(∆3
00...0︸ ︷︷ ︸

L

1(0)
)|l0 < Lξ.

Маємо суперечнiсть з умовою 2.
Випадок 2. Iснує N2 ∈ N такий, що для

кожного натурального n > N2 виконується умо-
ва cn > 1. Запишемо число γ в наступному ви-
глядi:

γ = ∆3
β01β02...β0f0 22...2︸ ︷︷ ︸

g1

β11β12...β1f1 ...22...2︸ ︷︷ ︸
gn

βn1...βnfn ...
.

Зрозумiло, що для кожного натурального k :

∆3
22...2︸ ︷︷ ︸
gk+1

...
6 ∆3

22...2︸ ︷︷ ︸
L

2(0)
.

Мiркуючи аналогiчним чином, як i по вiдно-
шенню до попереднього випадку отримаємо, що
для достатньо великих n :

|fξ(πt̃n)| < Lξ.

Маємо суперечнiсть з умовою 2.
Випадок 3. Iснує N3 ∈ N такий, що для

кожного натурального n > N3 виконується умо-
ва an = cn = 0.

Запишемо число γ в наступному виглядi:

γ = ∆3
δ1δ2...δj(1)

.

Маємо:

γ3j = 3j(
δ1
3

+
δ2
32

+ ...+
δj
3j

) +
1

2
.

При (n→ +∞) маємо:

γ∗(n) · 3j → 3j(
δ1
3

+
δ2
32

+ ...+
δj
3j

) +
1

2
.

cos(γ∗(n)·3j) → cos(3j(
δ1
3
+
δ2
32

+...+
δj
3j

)+
1

2
) = 0.

Зрозумiло, що iснує натуральне число r3 та-
ке, що для кожного n > r3

[log3(t̃n)] + 2 > aj .

Маємо:

|fξ(πt̃n)| 6 cos(γ∗(n) · 3j) → 0(n→ +∞).

Маємо суперечнiсть з умовою 2.
Отже, або послiдовнiсть an необмежена або

необмеженою є послiдовнiсть cn.
Випадок 4. Нехай γ — трiйково-

iррацiональне число (γ ̸= a
3b
∀a, b ∈ N).

Випадок 4.1. Нехай an є необмеженою по-
слiдовнiстю.

Запишемо число γ у виглядi:

γ = ∆3
γ01γ02...γ0h0 00...0︸ ︷︷ ︸

k1

γ11γ12...γ1h1 ...00...0︸ ︷︷ ︸
kn

γn1...γnhn ...
.

Зрозумiло, що серед чисел γ1h1 , γ2h2 , ... або
нескiнченна множина одиниць або нескiнченна
множина двiйок.

Випадок 4.1.A. Серед чисел γ1h1 , γ2h2 , ...
нескiнченна множина одиниць.

Запишемо число γ у виглядi:

γ = ∆3
ε01ε02...ε0m0 00...0︸ ︷︷ ︸

o1

ε11ε12...ε1h1 ...00...0︸ ︷︷ ︸
on

εn1...εnmn ...
.

де послiдовнiсть on зростаюча.
Для заданого достатньо малого ε > 0 iснує

натуральне A∗ таке, що

1

3A∗ < ε.
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Зрозумiло, що iснує натуральне число A та-
ке, що

oA > A∗.

Зрозумiло, що iснує натуральне число N4

таке, що для кожного n > N4 першi m0 + o1 +
m1 + ... + ol0 +ml0 цифр трiйкових зображень
чисел γ∗(n) та γ рiвнi.

Зрозумiло, що iснує натуральне число N5

таке, що для кожного n > N5:

[log3(t̃n)] + 2 > m0 + o1 +m1...+ oA +mA.

Нехай N6 = max(N4;N5), тодi при n > N6

маємо:

γ∗(n) · 3m0+
∑A−1

j=1 (oj+mj) =

= ∆3
100...0︸ ︷︷ ︸

oA

ε1Aε2A...εAmA
...
6 1

3
+

1

3oA
<

1

3
+ ε.

Випадок 4.1.B. Серед чисел γ1h1 , γ2h2 , ...
нескiнченна множина двiйок.

Аналогiчним чином, як i у випадку 4.2.A
можливо отримати, що для деякої послiдовно-
стi натуральних чисел pn:

lim
n→+∞

|γ∗(n)3pn − 2

3
| = 0.

Випадок 4.2. Нехай cn є необмеженою по-
слiдовнiстю.

Запишемо число γ у виглядi:

γ = ∆3
θ01θ02...θ0r0 22...2︸ ︷︷ ︸

s1

θ11θ12...θ1r1 ...θ22...2rnθn1...θnrn ...
.

Зрозумiло, що серед чисел θ1r1 , θr2 , ... або
нескiнченна множина нулiв або нескiнченна
множина одиниць.

Якщо серед чисел θ1r1 , θr2 , ... нескiнченна
кiлькiсть нулiв, можливо показати, що для де-
якої послiдовностi натуральних чисел qn:

lim
n→+∞

|γ∗(n)3qn − 1

3
| = 0.

Якщо серед чисел θ1r1 , θr2 , ... нескiнченна
кiлькiсть одиниць, можливо показати, що для
деякої послiдовностi натуральних чисел un:

lim
n→+∞

|γ∗(n)3un − 2

3
| = 0.

Випадок 5. Нехай γ — трiйково-
рацiональне число, тобто для деяких натураль-
них a та b виконується рiвнiсть γ = a

3b
.

Число γ можливо записати у виглядi:

γ = ∆3
µ1µ2...µE(0),

де µE дорiвнює одиницi або двiйкi.
З iншого боку число γ можливо записати у

виглядi:
γ = ∆3

ν1ν2...νF (2),

де νF дорiвнює нулю або одиницi.
Легко бачити, що послiдовнiсть γ∗(n) або

мiстить нескiнченну кiлькiсть членiв виду

γ = ∆3
µ1µ2...µE 00...0︸ ︷︷ ︸

xn

...
,

де xn необмежена послiдовнiсть; або γ∗(n) мi-
стить нескiнченну кiлькiсть членiв виду

γ = ∆3
ν1ν2...νF 22...2︸ ︷︷ ︸

yn

...
,

де yn необмежена.
Мiркуючи аналогiчно до випадку 4, можли-

во показати, що

lim
n→+∞

|γ∗(n)3E−1 − µE
3
| = 0,

або

lim
n→+∞

|γ∗(n)3F−1 − 1 + νF
3

| = 0.

Отже, є вiрним одне з тверджень.
Твердження 1. Для кожного додатного ε

та натурального N iснують натуральнi числа
n > N та Hn > 2 такi, що

| πt̃n
3Hn

− π

3
| < ε.

Твердження 2. Для кожного додатного ε
та натурального T iснують натуральнi числа
n > T та Gn > 2 такi, що

| πt̃n
3Gn

− 2π

3
| < ε.

Припустимо, що

Lξ >
+∞∏
k=1

cos(
π

3k
) = |fξ(π)|.

Виберемо додатне число δ так, що

δ <
1

2
(Lξ −

+∞∏
k=1

cos(
π

3k
)),
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звiдки

Lξ − δ > δ +
+∞∏
k=1

cos(
π

3k
),

тодi iснує натуральне число N7 таке, що для
всiх натуральних n > N7 виконується умова:

||fξ(t̃n)| − Lξ| < δ,

звiдки
|fξ(t̃n)| > Lξ − δ. (3)

Нехай виконується твердження 1. Оскiльки
функцiя |fξ(x)| є неперевною, то iснує ε > 0 та-
ке, що для кожного числа x, яке задовольняє
умову

|x− π| < ε,

виконується умова:

||fξ(x)| − |fξ(π)|| < δ,

тобто

|fξ(x)| < |fξ(π)|+ δ = δ +
+∞∏
k=1

cos(
π

3k
).

Зрозумiло, що iснує натуральнi числа n > N7

та Hn > 2 такi, що

| πt̃n
3Hn

− π

3
| < ε

3
,

звiдки

| πt̃n
3Hn−1

− π| < ε,

а тому

|fξ(
πt̃n

3Hn−1
)| < |fξ(π)|+ δ.

Маємо:

|fξ(t̃n)| = |fξ(
πt̃n

3Hn−1
)|
Hn−1∏
j=1

|cos( t̃n
3j

)| 6

6 |fξ(
πt̃n

3Hn−1
)| < |fξ(π)|+ δ < Lξ − δ.

Маємо суперечнiсть з умовою 3.
Нехай виконується твердження 2.
Зазначимо, що

|fξ(2π)| = |cos(2π
3
)|

+∞∏
k=2

cos(
2π

3k
) =

= cos(
π

3
)

+∞∏
k=2

cos(
2π

3k
) <

+∞∏
k=1

cos(
π

3k
) = |fξ(π)|.

Оскiльки функцiя |fξ(x)| є неперевною, то iснує
ε > 0 таке, що для кожного числа x, яке задо-
вольняє умову

|x− 2π| < ε,

виконується умова:

||fξ(x)| − |fξ(2π)|| < δ,

тобто

|fξ(x)| < |fξ(2π)|+ δ = δ +

+∞∏
k=1

|cos(2π
3k

)|.

Зрозумiло, що iснує натуральнi числа n > N7

та Gn > 2 такi, що

| πt̃n
3Gn−1

− 2π| < ε,

а тому

|fξ(
πt̃n

3Gn−1
)| < |fξ(2π)|+ δ.

Маємо:

|fξ(t̃n)| = |fξ(
πt̃n

3Gn−1
)|
Gn−1∏
j=1

|cos( t̃n
3j

)| 6

6 |fξ(
πt̃n

3Gn−1
)| < |fξ(2π)|+ δ < Lξ − δ.

Маємо суперечнiсть з умовою 3.
Отже,

Lξ 6
+∞∏
k=1

cos(
π

3k
),

що разом з умовою 1 доводить твердження те-
ореми.

3 Висновки

В роботi доведено, що

lim
|t|→∞

sup |fξ(t)| =
+∞∏
n=1

cos(
π

3n
).

для характеристичної функцiї fξ(t) випадкової
величини ξ, функцiєю розподiлу якої є сингу-
лярна функцiя Кантора.

В результатi було також показано, що

lim
|t|→∞

sup |fξ(t)| = lim
n→+∞

|fξ(πn)|.
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Операторний пiдхiд при дослiдженнi випадкових еволюцiй дозволяє отримувати наступнi
результати у схемi пуассонової апроксимацiї: функцiональнi граничнi теореми на зростаючих
iнтервалiах часу та розв’язок проблеми великих вiдхилень. Ми зосередимось на останнiй задачi.

Специфiка асимптотичного аналiзу у схемi пуассонової апроксимацiї обумовлена тим, що
значення стрибкiв стохастичної системи подiляються на двi частини: малi стрибки, що вiд-
буваються з iмовiрностями, близькими до одиницi, i великi стрибки, що вiдбуваються з iмо-
вiрностями якi прагнуть до нуля разом з малим параметром серiї ε→ 0.

Результати дослiдження доповiдались на Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Modern Stochasti-
cs: Theory and Applications. V” (MSTA-V).

Ключовi слова: Випадковi еволюцiї, пуассонiвська апроксимацiя, проблема великих вiдхилень.

The operator approach in the study of random evolutions allows us to obtain the following results
in the Poisson approximation scheme: functional limit theorems at increasing time intervals and the
solution of the large deviations problem. We will focus on the last task.

To solve the problem, asymptotic analysis of nonlinear generators of random evolutions with Markov
switching should be conducted in the series scheme. The specifics of asymptotic analysis is conditioned
by the fact that the jump values of the stochastic system are split into two parts: a small jump taking
values with probabilities close to one and a big jump taken values with probabilities tending to zero
together with the series parameter ε → 0. So, in the Poisson approximation principle the probabilities
(or intensities) of jumps are normalized by the series parameter ε > 0.

Having the limit nonlinear generator, we are able to construct the rate functional to solve the large
deviations problem.

Key Words: Random evolutions, Poisson approximation scheme, large deviations problem.

Пiд термiном пуассонова апроксимацiя тре-
ба розумiти схему, подiбну до схеми усередне-
ння чи дифузiйної апроксимацiї, яка дозволяє
вивчати граничну поведiнку випадкових проце-
сiв на зростаючих iнтервалах часу. Таким чи-
ном, це не є класична задача наближення ви-

падкового процесу за допомогою пуассонових
процесiв.

Основна iдея пуассонової апроксимацiї
(див. [5]) полягає у тому, що малим параметром
серiї нормуються iмовiрностi (або iнтенсивно-
стi) цих стрибкiв. Таким чином, стрибки роз-

c⃝ I.В. Самойленко, Т.А. Самойленко, Б.В. Довгай, 2021
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дiленi на два типи: малi стрибки з iмовiрностя-
ми, близькими до одиницi, та великi стрибки,
якi вiдбуваються з iмовiрнiстю, що прямує до 0
разом з малим параметром серiї ε→ 0.

Приклад 1. Наведемо простий приклад випад-
кової величини з подiбними властивостями. Не-
хай для α:

P{α = b} = ε2p,

P{α = εa1 + ε2b1} = 1− ε2p.

Тодi маємо:

Eα = εa1 + ε2(bp+ b1) + o(ε2),

Eα2 = ε2(b2p+ a21) + o(ε2).

Цi моментнi умови характеризують апро-
ксимацiю Левi.

У випадку коли a1 = 0, матимемо

Eα = ε2(bp+ b1) + o(ε2),

Eα2 = ε2b2p+ o(ε2),

i тому, поклавши ε̃ = ε2 отримаємо моментнi
умови, що характеризують пуассонову апрокси-
мацiю, яку i розглянемо далi задля спрощення
викладок:

Eα = ε̃(bp+ b1) + o(ε̃),

Eα2 = ε̃b2p+ o(ε̃).

При дослiдженнi процесiв з незалежними
приростами моментнi умови накладаються на
вiдповiдне ядро iнтенсивностi, нормоване ма-
лим параметром серiї.

Нехай C3(R
d) є класом функцiй, що визна-

чає мiру та включає в себе дiйснозначнi обме-
женi функцiї, такi що g(u)/|u|2 → 0, при |u| → 0
якщо g ∈ C3(R

d) ([4, 5]).
Розглянемо сiм’ю нормованих марковських

процесiв з траекторiями в DR[0,∞) та незале-
жними приростами в схемi серiй з малим пара-
метром серiї ε→ 0, ε > 0:

ηε(t) = η(t/ε), t > 0,

що визначаються генераторами

Γ̃εφ(u) = ε−1

∫
R
[φ(u+ v)− φ(u)]Γ̃ε(dv).

Нехай виконуються умови пуассонової
апроксимацiї:

C1: Пуассонова апроксимацiя.

PA1 Апроксимация середнiх:

bε =

∫
R
vΓ̃ε(dv) = ε[b+ θεb ],

та

cε =

∫
R
v2Γ̃ε(dv) = ε[c+ θεc ],

де
b < +∞, c < +∞.

PA2 Для ядра iнтенсивностей має мiсце
асимптотичне представлення

Γ̃εg =

∫
R
g(v)Γ̃ε(dv) = ε[Γ̃g + θεg]

для всiх g ∈ C3(R) - класу функцiй,
що визначає мiру (див. [4]).
Ядро Γ̃0(dv) задано на класi функцiй,
що визначає мiру C3(R) спiввiдноше-
нням

Γ̃g =

∫
R
g(v)Γ̃0(dv), g ∈ C3(R).

Знехтувально малi доданки θεb , θ
ε
c , θ

ε
g

задовольняють умову

|θε· | → 0, ε→ 0.

PA3 Має мiсце спiввiдношення

c :=

∫
R
v2Γ̃0(dv),

що зумовлює вiдсутнiсть дифузiйної
складової в граничному генераторi.

C2: Рiвномiрна квадратична iнтегровнiсть:

lim
c→∞

∫
|v|>c

v2Γ̃0(dv) = 0.

Лема 1. Генератор процесу з незалежними
приростами

Γ̃εφ(u) = ε−1

∫
R
[φ(u+ v)− φ(u)]Γ̃ε(dv)

в схемi пуассонової апроксимацiї має наступне
асимптотичне представлення:

Γ̃εφ(u) = bφ′(u)+

∫
R
[φ(u+v)−φ(u)−vφ′(u)]Γ̃0(dv)

+θεφ,

де |θεφ| → 0, ε→ 0, ε > 0.
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Доведення. Перепишемо вираз для гене-
ратора наступним чином:

Γ̃εφ(u) = ε−1

∫
R
[φ(u+ v)− φ(u)− vφ′(u)

−v
2

2
φ′′(u)]Γ̃ε(dv) + ε−1

∫
R
vφ′(u)Γ̃ε(dv)

+
ε−1

2

∫
R
v2φ′(u)Γ̃ε(dv).

Легко бачити, що функцiя ψu(v) = φ(u +

v) − φ(u) − vφ′(u) − v2

2 φ
′′(u) належить класу

C3(R). Дiйсно,

ψu(v)/v
2 → 0, v → 0

рiвномiрно по u за умови обмеженостi похiдних
функцiї φ(u) на компактi. Крiм того, ця фун-
кцiя неперервна i обмежена для φ(u) ∈ C2

0 (R)
за умови PA1.

Таким чином, з умов PA1,PA2 маємо:

Γ̃εφ(u) =

∫
R
[φ(u+ v)− φ(u)− vφ′(u)

−v
2

2
φ′′(u)]Γ̃0(dv) + bφ′(u) +

c

2
φ′′(u) + θεbφ

+θεcφ+ θεψφ.

Застосовуючи умову PA3 остаточно отри-
маємо асимптотичне представлення:

Γ̃εφ(u) = bφ′(u) +

∫
R
[φ(u+ v)

−φ(u)− vφ′(u)]Γ̃0(dv) + θεφ.

Лему доведено.
Розв’язок проблеми великих вiдхилень iз

використанням нелiнiйного експоненцiйного ге-
нератора, як правило, реалiзується в 4 етапи [3]:

(1) Обчислення граничного експоненцiйного
(нелiнiйного) генератора H, що визначає вели-
кi вiдхилення.

(2) Визначення експоненцiйної компактно-
стi сiм’ї дограничних процесiв.

(3) Визначення принципу порiвняння для
граничного генератора.

(4) Обчислення варiацiйного представлен-
ня функцiоналу дiї.

На третьому етапi даної програми доводи-
ться єдинiсть розв’язку рiвняння

(I − αH)f = h, α > 0

для достатньо широкого класу функцiй h. На-
слiдком цього факту є збiжнiсть нелiнiйних на-
пiвгруп Hε

t , що зумовлює принцип великих вiд-
хилень для скiнченновимiрних розподiлiв до-
граничних процесiв, а за умови експоненцiйної
компактностi сiм’ї дограничних процесiв i прин-
цип великих вiдхилень у просторi DE [0,∞).

Етапи (2) – (4) для експоненцiйного гене-
ратора, що вiдповiдають процесам якi описано
в статтi, реалiзовано в монографiї [3]. А саме,
питання експоненцiйної компактностi для про-
цесiв з незалежними приростами розглянуто в
Прикладах 1.5, 4.23 та в пп. 10.1.2 та 10.3.2; пе-
ревiрка принципу порiвняння для граничного
експоненцiйного генератора вигляду Ĥ0φ(u) =
H0(φ′(u)) проведена в пп. 10.1.3 iз застосуван-
ням Леми 9.15; варiацiйне представлення гра-
ничного експоненцiйного генератора проведено
в пп. 10.1.5 на с.200 iз застосуванням Теореми
8.14.

Зауважимо також, що iнтерпретацiя нелi-
нiйної напiвгрупи як напiвгрупи Нiсiо та її зв’я-
зок iз задачею керування дозволяє будувати
функцiонал дiї у найбiльш зручному для дослi-
дження виглядi (див. Приклад 2 нижче).

Розглянемо марковський процес x(t), t >
0, на стандартному фазовому просторi (E, E).
Нехай вiдповiдний генератор L має щiльну
область визначення D(L) ⊆ BE , яка мiстить
неперервнi разом зi своїми похiдними функцiї.
Тут BE - банахiв простiр дiйснозначних обме-
жених тест-функцiй φ(x) ∈ E, з нормою: ∥φ∥ :=
supx∈E |φ(x)|.

Позначимо також через Cb(E) простiр не-
перервних функцiй, що належать BE . Класична
лiнiйна напiвгрупа процесу x(t), t > 0 задається
як

Ltφ(u) := E[φ(x(t))|x(0) = u],

а нелiнiйна напiвгрупа:

Htφ(u) := lnE[eφ(x(t))|x(0) = u],

або
Htφ(u) = lnLte

φ(u). (1)

Це дiйсно напiвгрупа, бо маємо:

Ht+sφ(u) = lnLt+se
φ(u) = lnLtLse

φ(u)

= lnLte
lnLseφ(u)

= lnLte
Hsφ(u) = HtHsφ(u).

Доведемо наступний результат, який вико-
ристовується без доведення, зокрема в [3].
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Лема 2. Нелiнiйний експоненцiйний генера-
тор, що вiдповiдає напiвгрупi ( 1) має вигляд:

Hφ(u) = e−φ(u)Leφ(u), eφ(u) ∈ D(L).

Доведення: З урахуванням спiввiдношен-
ня

Lt − 1 = tL+ o(t), t→ 0,

маємо:

Hφ(u) = lim
t→0

1

t
(Ht − I)φ(u) = lim

t→0

1

t
(Htφ(u)

−φ(u)) = lim
t→0

1

t
(lnLte

φ(u) − ln eφ(u))

= lim
t→0

1

t
ln e−φ(u)Lte

φ(u) = lim
t→0

1

t
ln{1

+[e−φ(u)Lte
φ(u)−1]} = lim

t→0

1

t
ln{1+e−φ(u)[Lteφ(u)

−eφ(u)]} = lim
t→0

1

t
ln{1 + e−φ(u)[tLeφ(u) + o(t)]}

= lim
t→0

1

t
e−φ(u)tLeφ(u) = e−φ(u)Leφ(u).

Лему доведено.
Використання нелiнiйного експоненцiйного

генератора при дослiдженнi проблеми великих
вiдхилень для марковських процесiв вмотиво-
ване наявнiстю зв’язку мiж нелiнiйною напiв-
групою, що вiдповiдає генератору та функцiо-
налом дiї. Наведемо наступнi мiркування, що
демонструють такий зв’язок.

Проблема великих вiдхилень для марков-
ського процесу xε(t), t > 0 в схемi серiй з малим
параметром ε → 0(ε > 0) полягає у вiдшуканнi
функцiоналу дiї I(x). Одне з можливих озна-
чень I(x) наступне [3]:

Означення 0.1.

−I(x) = lim
δ→0

lim inf
ε→0

ε lnP{xε(t) ∈ Bδ(x)}

= lim
δ→0

lim sup
ε→0

ε lnP{xε(t) ∈ Bδ(x)},

де Bδ(x) := {y ∈ E : r(x, y) < δ}.

Має мiсце наступне твердження(Формула
Брика [2])доведення якого можна знайти в [3],
Твердження 3.8.

Твердження 1. Нехай марковський процес
xε(t), t > 0, ε → 0 (ε > 0) є експоненцiйно ком-
пактним в DE [0,∞) та iснує границя

Λ(φ) = lim
ε→0

ε lnE[eφ(x
ε(t))/ε]

для всiх φ ∈ Cb(E).
Тодi xε(t) задовольняє принципу великих

вiдхилень з функцiоналом дiї

I(x) = sup
φ∈Cb(E)

{φ(x)− Λ(φ)}.

Таким чином, дослiдження проблеми вели-
ких вiдхилень дiйсно пов’язано з граничною по-
ведiнкою нелiнiйної напiвгрупи

Hε
t φ(u) := ε lnEeφ(x

ε(t))/ε. (2)

Наведемо наступний результат, який також
використовується в [3] без належного доведен-
ня.

Лема 3. Нелiнiйний експоненцiйний генера-
тор, що вiдповiдає напiвгрупi ( 2) має вигляд:

Hεφ(u) = e−φ(u)/εεLεeφ(u)/ε, eφ(u)/ε ∈ D(Lε).

Доведення: З урахуванням спiввiдношен-
ня

Lεt − 1 = tLε + o(t), t→ 0,

маємо:

Hεφ(u) = lim
t→0

1

t
(Hε

t − I)φ(u) = lim
t→0

1

t
(Hε

t φ(u)

−φ(u)) = lim
t→0

1

t
(ε lnLεte

φ(u)/ε − ε ln eφ(u)/ε)

= lim
t→0

ε

t
ln e−φ(u)/εLεte

φ(u)/ε = lim
t→0

ε

t
ln{1+e−φ(u)/ε

×[Lεte
φ(u)/ε − eφ(u)/ε]} = lim

t→0

ε

t
e−φ(u)/εtLεeφ(u)/ε

= e−φ(u)/εεLεeφ(u)/ε.

Лему доведено.
Отже, граничну поведiнку нелiнiйної напiв-

групи можна визначати за рахунок асимптоти-
чного аналiзу вiдповiдного нелiнiйного операто-
ра.

Розглянемо випадок процесiв з незалежни-
ми приростами, а саме сiм’ю нормованих (тут
ε, δ → 0 так що δ−1ε → 1) марковських проце-
сiв з траекторiями в DR[0,∞) та незалежними
приростами

ηδε(t) = εηε(t/δ2), t > 0,

що визначаються генераторами

Γ̃δεφ(u) = δ−2

∫
R
[φ(u+ δv)− φ(u)]Γ̃ε(dv). (3)
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Нехай виконуються умови пуассонової
апроксимацiї PA1-PA3.

Розв’язок проблеми великих вiдхилень для
процесiв з незалежними приростами в схемi пу-
ассонової апроксимацiї визначається за допомо-
гою нелiнiйного експоненцiйного генератора:

Hε,δ
Γ φδ(u) = e−φ/δδΓδεe

φ/δ. (4)

Лема 4. Експоненцiйний генератор ( 4) в схемi
пуассонової апроксимацiї має наступне асим-
птотичне представлення

Hε,δ
Γ φ(u) = HΓφ(u) + θε,δΓ φ, (5)

де функцiї φ(u) ∈ C3
c (R), i |θε,δΓ φ| → 0, ε, δ → 0,

HΓφ(u) = bφ′(u)+

∫
R
[evφ

′(u)−1−vφ′(u)]Γ̃0(dv).

(6)

Доведення: Враховуючи вигляд генерато-
ра (3), маємо для генератора (5):

Hε,δ
Γ φ(u) = δ−1

∫
R
[e∆deltaφ(u) − 1]Γ̃ε(dv),

де
∆εφ(u) := δ−1[φ(u+ δv)− φ(u)].

Перепишемо вираз для генератора насту-
пним чином:

Hε,δ
Γ φ(u) = δ−1

∫
R
[e∆δφ(u) − 1−∆δφ(u)

−1

2
(∆δφ(u))

2]Γ̃ε(dv) + δ−1

∫
R
[∆δφ(u)

+
1

2
(∆δφ(u))

2]Γ̃ε(dv).

Легко бачити, що функцiя ψδu(v) = e∆δφ(u)−
1−∆δφ(u)− 1

2(∆δφ(u))
2 належить класу C3(R).

Дiйсно,
ψδu(v)/v

2 → 0, v → 0.

Крiм того, ця функцiя неперервна i обмежена
для кожного δ за умови обмеженостi функцiї
φ(u). Бiльше того, обмеженiсть функцiї ψδu(v) є
рiвномiрною по u за умови C2 та обмеженостi
похiдної φ′(u).

Таким чином, з умов PA1,PA2 маємо:

Hε,δ
Γ φ(u) = δ−1ε

∫
R
[e∆δφ(u) − 1−∆δφ(u)−

1

2

×(∆δφ(u))
2]Γ̃0(dv)+δ−1

∫
R
[∆δφ(u)−vφ′(u)−δ v

2

2

×φ′′(u)]Γ̃ε(dv) + δ−1εbφ′(u) +
1

2
εcφ′′(u) + δ−1

×
∫
R
[
1

2
(∆δφ(u))

2 − v2

2
(φ′(u))2]Γ̃ε(dv)

+δ−1ε
1

2
c(φ′(u))2.

Застосовуючи формулу Тейлора до тест-
функцiй φ(u) ∈ C3

c (R), та умову PA2 отримає-
мо:

Hε,δ
Γ φ(u) = δ−1ε

∫
R
[evφ

′(u) − 1− vφ′(u)

−v
2

2
(φ′(u))2]Γ̃0(dv) + δ−1ε

∫
R
(evφ

′(u)δ
v2

2
φ′′(ũ)

−δ v
2

2
φ′′(ũ)− δ2

v4

8
(φ′′(ũ))2)Γ̃0(dv)

+δ−1ε

∫
R
δ2
v3

3!
φ′′′(ũ)Γ̃0(dv)+δ−1εbφ′(u)+

1

2
δcφ′′(u)

+δ−1ε

∫
R
δ2
v4

4
(φ′′(ũ))2Γ̃0(dv) + δ−1ε

1

2
c(φ′(u))2.

Враховуючи PA3 та граничну умову
δ−1ε→ 1, остаточно маємо:

Hε,δ
Γ (x)φ(u) = HΓ(x)φ(u) + θε,δΓ φ,

де |θε,δΓ φ| → 0, ε, δ → 0.
Лему доведено.
Залишається вiдкритим питання побудови

варiацiйного представлення функцiоналу дiї на
основi граничного нелiнiйного оператора, тобто
реалiзацiя пункту 4) програми розв’язання про-
блеми великих вiдхилень [3]. Ця конструкцiя
випливає з формули Брика та тiсно пов’язана
з мартингальною задачею керування.

Продемонстуємо як саме пов’язанi мiж со-
бою нелiнiйна напiвгрупа (1), вiдповiдний нелi-
нiйний оператор та мартингальна задача керу-
вання. Для цього спочатку встановимо зв’язок
мiж нелiнiйною напiвгрупою (1) та напiвгрупою
Нiсiо [7, 8].

Надалi для iмовiрнiсної мiри P , що задана
на просторi E позначатимемо

EP f(x) :=

∫
E
f(x)dP (x).

Якщо для iмовiрнiсної мiри Q, абсолютно
неперервної вiдносно iншої iмовiрнiсної мiри P
виконується спiввiдношення

dQ

dP
= eφ(u)/C,C = EP eφ(u),
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то маємо

ln
dQ

dP
= φ(u)− lnEP eφ(u),

звiдки отримаємо тотожнiсть

lnEP eφ(u) = φ(u)− ln
dQ

dP
.

Розглянемо нелiнiйну напiвгрупу (1), побу-
довану по марковському процесу x(t):

Htφ(u) = lnEP [eφ(x(t))|x(0) = u].

Застосуємо наступний результат ([1], Твер-
дження 1.4.2):

Твердження 2. Нехай E-вимiрний простiр,
P (E) - сiм’я iмовiрнiсних мiр на просторi E,
φ(x)-обмежена вимiрна функцiя φ : E → R.

Тодi має мiсце варiацiйна формула

lnEP eφ(x(t)) = sup
Q∈P (E)

EQ {φ(x(t))

− ln
dQ

dP
(x(·))

}
. (7)

Iнфiмум досягається на iмовiрнiснiй мiрi
Q, яка є абсолютно неперервною вiдносно мiри
P i задовольняє умовi

dQ

dP
(x) = eφ(x)

1∫
E e

φ(x)dP
.

Праву частину рiвностi (7) можна iнтерпре-
тувати як нелiнiйну напiвгрупу Нiсiо. Ця напiв-
група використовується при розв’язаннi мар-
тингальнї задачi керування в роботi [7]. Для по-
будови вiдповiдного мартингала з керуванням
скористаємось наступною лемою, яка випливає
з бiльш загального результату - перетворення
Гiрсанова (див. лему 5.8 в [3]).

Лема 5. Нехай x(t) ∈ E є розв’язком мартин-
гальної задачi для генератора

Lφ(x) = q(x)

∫
E
(φ(y)− φ(x))P (x, dy)

з розподiлом P ∈ P(DE [0,∞)), та нехай
Hg(x) = e−g(x)Leg(x).

Для будь-якого T > 0 означимо мiру Q ∈
P(DE [0,∞)) через

dQ

dP
(x(·)) = exp {g(x(t))− g(x(0))

−
∫ T

0
Hg(x(s))ds

}
. (8)

Тодi по мiрi Q марковський процес {x(t), 0 6
t 6 T} є розв’язком мартингальної задачi для
Lg, де

Lgf(x) = e−g(x)L(φ(x)eg(x))− e−g(x)φ(x)Leg(x)

= q(x)

∫
E
eg(y)−g(x)(φ(y)− φ(x))P (x, dy). (9)

З останньої леми випливає, що за мiрою Q
марковський процес {x(t), 0 6 t 6 T} є розв’яз-
ком мартингальної задачi для Lg, а саме

φ(x(t))− φ(x(0))−
∫ t

0
Lgφ(x(s))ds (10)

є мартингалом з керуванням g(x) вiдносно мiри
Q ∈ P(DE [0,∞)).

Тепер покажемо, що нелiнiйнiй напiвгрупi
Нiсiо дiйсно вiдповiдає нелiнiйний оператор, по-
в’язаний з задачею керування.

Згiдно Теореми 3.1 [6] iснує iмовiрнiсний
розподiл Qt,x на P(DE [0,∞)) такий що напiв-
група Нiсiо (7) має вигляд

Htφ(x) = EQt,x

{
φ(x(t))− ln

dQt,x
dP

(x(·))
}
.

Взявши в Лемi 5 в якостi мiри Q розподiл
Qt,x отримаємо (з урахуванням того, що (10) є
мартингалом)

Htφ(x) = EQt,x

{∫ t

0
Lgφ(x(s))ds− ln

dQt,x
dP

(x(·))
}

+φ(x(0)). (11)

Пiдберемо функцiю Ag(x) так, щоб в правiй
частинi (8)

g(x(t))−g(x(0))−
∫ t

0
Hg(x(s))ds =:

∫ t

0
Ag(x(s))ds.

(12)
Тут

∫ t
0 A

g(x(s))ds - це саме той функцiонал,
щодо якого розв’язується проблема мiнiмiзацiї
в [6].

Нехай Rx,g – розподiл розв’язку мартин-
гальної задачi з керуванням при g(x) =
g, x(0) = x, тодi з нерiвностей

EQt,x

{∫ t

0
inf
g
(Lgφ(x(s))−Ag(x(s))ds)

}
6 Htφ(x)− φ(x(0))
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6 inf
g
ERx,g

{∫ t

0
Lgφ(x(s))−Ag(x(s))ds

}
можемо стверджувати рiвномiрну на E збi-
жнiсть

lim
t→0

t−1(Ht − I)φ(x) = Hφ(x)

= inf
g
(Lgφ(x)−Ag(x)) (13)

за умов (i-vii) статтi [6].
Умови (i-vii) гарантують збiжнiсть нелiнiй-

них напiвгруп до граничного нелiнiйного гене-
ратора H. У разi, якщо вдасться вiдшукати ге-
нератор з керуванням Lgφ(x) та функцiю з ке-
руванням Ag(x), якi задовольняють умови (i-
vii), можливо побудувати функцiонал дiї вихо-
дячи з наступних мiркувань (див. Теореми 5.15
та 8.14 з [6]).

Отже, нехай iснує границя для напiвгруп
Нiсiо, що вiдповiдають дограничним процесам,
в схемi серiй при ε→ 0

Hε
t φ(u) := ε lnEeφ(x

ε(t))/ε

i вона дорiвнює Ht.
Будуємо мартингальну задачу з керуван-

ням ∫
[0,t]

|Lgφ(x(s))|ds <∞, ∀g,

φ(x(t))− φ(x(0))−
∫
[0,t]

Lgφ(x(s))ds = 0, (14)

якiй вiдповiдає напiвгрупа Нiсiо Ht, означена в
(11). Згiдно (7) її також можна представити у
виглядi

Htφ(u) = lnEP eφ(x(t))

як границю Hε
t φ(u).

Наступне твердження одразу випливає з
Твердження 1 та спiввiдношень (7), (8) та (12):

Твердження 3. Функцiонал дiї для дограни-
чного процесу xε(t) має вигляд

I(x) = I0(x(0)) + inf
g:(x,g)∈T

∫
[0,∞)

Ag(x(s))ds,

де T - множина розв’язкiв мартингальної за-
дачi ( 14).

При застосуваннi цього методу дослiджен-
ня маємо справу не з напiвгрупами, а з догра-
ничними нелiнiйними експоненцiйними генера-
торами Hεφ(u), якi вiдповiдають марковсько-
му процесу xε(t). Тому знайшовши граничний

генератор Hφ(x) можемо використати генера-
тор з керуванням Lgφ(x) та спiввiдношення (13)
для пошуку функцiї Ag(x), а потiм використа-
ти її для побудови функцiоналу дiї. Зрозумiло,
що при цьому пiдходi виникають питання про
збiжнiсть напiвгруп саме до напiвгрупи грани-
чного генератора i про експоненцiйну компа-
ктнiсть дограничного процесу. Саме на цi пита-
ння вiдповiдають етапи 2) – 3), описанi на поча-
тку статтi та дослiдженi для випадку процесiв
з незалежними приростами в монографiї [3].

Приклад 2. Повернемося до нормованих мар-
ковських процесiв з незалежними приростами

ηδε(t) = δηε(t/δ2), t > 0.

Ми довели, що в умовах пуассонової апро-
ксимацiї розв’язок проблеми великих вiдхилень
для таких процесiв визначається за допомогою
нелiнiйного експоненцiйного генератора (6).

Обчислимо генератор процесу з незалежни-
ми приростами та керуванням g за формулою
(9):

Γε,δg φ(u) = e−g/δΓδεφe
g/δ − e−g/δφΓδεe

g/δ

= e−g/δδ−2

∫
R
[φ(u+ δv)eg(u+δv)/δ − φ(u)eg(u)/δ

−φ(u)eg(u+δv)/δ + φ(u)eg(u)/δ]Γ̃ε(dv)

= δ−2

∫
R
e

g(u+δv)−g(u)
δ [φ(u+ δv)− φ(u)]Γ̃ε(dv)

= δ−2

∫
R
e

g(u+δv)−g(u)
δ [φ(u+ δv)− φ(u)

−δvφ′(u)− δ2
v2

2
φ′′(u)]Γ̃ε(dv)

+δ−2

∫
R
e

g(u+δv)−g(u)
δ [δvφ′(u) + δ2

v2

2
φ′′(u)]Γ̃ε(dv).

Оскiльки пiдiнтегральна функцiя у першо-
му iнтегралi належить класу C3(R), можемо за-
стосувати умову пуассонової апроксимацiї PA2:

Γε,δg φ(u) = δ−2ε

∫
R
e

g(u+δv)−g(u)
δ [φ(u+ δv)− φ(u)

−δvφ′(u)− δ2
v2

2
φ′′(u)]Γ̃0(dv) + δ−2

∫
R
[evg

′(u)

+δevg
′(u) v

2

2
g′′(θ)][δvφ′(u) + δ2

v2

2
φ′′(u)]Γ̃ε(dv).

Пiдiнтегральна функцiя у першому iнте-
гралi має порядок δ3, тому при ε, δ → 0, δ−1ε→
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1 перший iнтеграл є o(ε, δ), натомiсть у другому
iнтегралi маємо:

Γε,δg φ(u) = δ−1φ′(u)

∫
R
vevg

′(u)Γ̃ε(dv)+

∫
R
[
v2

2
φ′′(u)

+o(δ)]Γ̃ε(dv) + o(ε, δ).

Знову використавши умови пуассонової
апроксимацiї PA1,PA2 отримаємо:

Γε,δg φ(u) = δ−1εφ′(u)

∫
R
vevg

′
Γ̃0(dv) + o(ε, δ).

Отже, позначивши z = g′ та поклавши
ψ(z) =

∫
R e

vzΓ̃0(dv) маємо граничний генера-
тор з керуванням z у виглядi:

Γzφ(u) = φ′(u)ψ′(z).

Покладемо φ′ = p, ψ′ = q та обчислимо
функцiю L(q) за формулою (A(p, q) := Γzφ(u)):

L(q) = sup
p
(A(p, q)−H(p)) = sup

p
(qp−H(p)),

де H(p) визначається з явного вигляду генера-
тора (6):

H(p) := HΓ(φ
′) = bp−

∫
R
[evp − 1− vp]Γ̃0(dv).

Маємо:

(qp−H(p))′p = (qp− bp−
∫
R
[evp−1−vp]Γ̃0(dv))′p

= q − b−
∫
R
[vevp − v]Γ̃0(dv) = 0,

тобто p визначається iз спiввiдношення∫
R
vevpΓ̃0(dv) = q − (b− b0) <∞.

Явний вигляд функцiї L(q) можна отрима-
ти, пiдставивши отримане значення p(q) в фор-
мулу

L(q) = qp−H(p).

Функцiонал дiї матиме вигляд:

I(x) = I0(x(0)) +

∫ ∞

0
L(x′(s))ds.

Бiльш детальний огляд результатiв та при-
кладiв можна знайти в монографiї [9].
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У цiй роботi дослiджуються властивостi траєкторiй випадкових процесiв, що задають
розв’язки дисперсiйних рiвнянь старших порядкiв з φ-субгауссовими гармонiзованими випадко-
вими початковими умовами. Основний результат роботи – це оцiнки для швидкостi росту
вказаних процесiв на необмежених множинах. Клас φ-субгауссових випадкових процесiв з фун-
кцiєю φ(x) = |x|α

α , α ∈ (1, 2], є природним узагальненням гауссових процесiв. Для таких початко-
вих умов оцiнки розподiлiв супремумiв розв’язкiв можуть бути обчисленi в досить простому
виглядi. Оцiнки для швидкостi росту розв’язкiв диференцiальних рiвнянь з частковими похi-
дними старших порядкiв у випадку загального вигляду N-функцiї Орлiча φ отримано в [9], де
виведення грунтувалося на результатах роботи [12]. Тут ми використовуємо дещо iнший пiд-
хiд, який грунтується на використаннi iншого ентропiйного iнтегралу i дає нам можливiсть
у випадку φ(x) = |x|α

α , α ∈ (1, 2], отримати вирази для оцiнок у явному виглядi.
Результати дослiдження доповiдались на Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Modern Stochasti-

cs: Theory and Applications. V” (MSTA-V).
Ключовi слова: φ-субгауссовi процеси, дисперсiйнi рiвняння старших порядкiв, випадковi по-

чатковi умови, швидкiсть росту

In this paper, there are studied sample paths properties of stochastic processes representing solutions
of higher-order dispersive equations with random initial conditions given by φ-sub-Gaussian harmoni-
zable processes. The main results are the bounds for the rate of growth of such stochastic processes consi-
dered over unbounded domains. The class of φ-sub-Gaussian processes with φ(x) = |x|α

α , 1 < α ≤ 2,
is a natural generalization of Gaussian processes. For such initial conditions the bounds for the distri-
bution of supremum of solutions can be calculated in rather simple form. The bounds for the rate of
growth of solution to higher-order partial differential equations with random initial conditions in the
case of general φ were obtained in [9], the derivation was based on the results stated in [12]. Here we
use another approach, which allows us, for the particular case φ(x) = |x|α

α , α ∈ (1, 2], to present the
expressions for the bounds in the closed form.

Key Words: φ-sub-Gaussian processes, higher-order dispersive equations, random initial condition,
rate of growth

1 Introduction

Let y(t), t ∈ R, be a real strictly φ-sub-Gaussian
process with φ(x) = |x|α

α , 1 < α ≤ 2, determi-
ning constant Cy and its covariance Ey(t)y(s) =
Γy(s, t) has finite variation. Consider the related

harmonizable process

η(x) =

∫
R
κ(xu) dy(u), x ∈ R,

where κ(v) = cos v or κ(v) = sin v. (The
corresponding definitions are given in Appendix.)

c⃝ Л.М. Сахно, О.I. Василик 2021
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Let

U(t, x) =

∫ ∞

−∞
I(t, x, λ) dy(λ), (1.1)

where

I(t, x, λ) = κ

(
λx+ t

N∑
k=1

akλ
2k+1(−1)k

)
, (1.2)

t ≥ 0, x ∈ R, and {ak}Nk=1 are some constants.
Suppose that the following condition holds∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|λµ|(2N+1)(ρ+1) d|Γy(λ, µ)| < ∞, (1.3)

for some 0 < ρ ≤ 1.
In [9, 10] it was shown that under the above

settings, the random field U(t, x) given by (1.1) is
the classical solution to the initial value problem

N∑
k=1

ak
∂2k+1U(t, x)

∂x2k+1
=

∂U(t, x)

∂t
, t > 0, x ∈ R,

(1.4)
U(0, x) = η(x), x ∈ R. (1.5)

We refer to [1, 9, 10] for rigorous definition of the
classical solution and for a discussion on the above
equation and more general ones in random and
non-random contexts. Note that the equation (1.4)
belongs to the class of linear dispersive equations
whose study is important from many points of vi-
ew, both in theoretical and practical aspects (see,
e.g., [14]).

Conditions of existence of the classical soluti-
on to the problem (1.4)–(1.5) with random φ-sub-
Gaussian initial condition for the case of general
φ are stated in [1, 9], properties of solutions are
investigated in [9, 10], in particular, different esti-
mates for the distribution of supremum of soluti-
on, and in [9] bounds are presented for the rate of
growth of solution.

The solutions of heat equations with sub-
Gaussian random initial conditions were investi-
gated in [7, 8]. In the papers [4, 5], there were
studied sample paths properties of stochastic
processes representing solutions (in L2(Ω) sense)
of the heat equation with random initial conditions
given by φ-sub-Gaussian stationary processes. The
main results were the bounds for the distributions
of the suprema for such stochastic processes consi-
dered over bounded and unbounded domains.

The estimates for the distribution of
supremum of solution to the problem (1.4)–(1.5)

with random φ-sub-Gaussian initial conditions for
the particular case of φ(x) = |x|α

α , 1 < α ≤ 2, are
given in [10].

Proposition 1 ([10], Cor.3.1). Let y(u), u ∈ R,
be a real strictly φ-sub-Gaussian random process
with φ(x) = |x|α

α , α ∈ (1, 2], determining constant
Cy and Ey(t)y(s) = Γy(s, t).

Let U(t, x) =
∞∫

−∞
I(t, x, λ) dy(λ), where I(t, x, λ)

is given by (1.2), a ≤ t ≤ b, c ≤ x ≤ d, and
ε0 = supa≤t≤b

c≤x≤d
τφ(U(t, x)).

Further, let the constant ρ ∈ (0, 1] be such that
(1.3) holds.

Then
(i) U(t, x) exists, is continuous with probability
one and for its sample paths the Hölder continuity
holds in the form

sup
t,t1∈[a,b]:|t−t1|≤h
x,x1∈[c,d]:|x−x1|≤h

τφ(U(t, x)−U(t1, x1)) ≤ 2CZCyh
ρ,

where CZ is defined in (1.8);
(ii) for all 0 < θ < 1 such that θε0 <
2CZCy(κ/2)ρ with κ = max(b− a, d− c), γ such
that 1

α + 1
γ = 1, and u > 0 the following inequality

holds true

P
{

sup
a≤t≤b
c≤x≤d

|U(t, x)| > u
}
≤ 2 exp

{
− uγ(1− θ)γ

γεγ0

}
× (2eCZCy)

2/ρκ2(θε0)
−2/ρ.

(1.6)

In particular, if the process y(u), u ∈ R}, is
Gaussian, then

P
{

sup
a≤t≤b
c≤x≤d

|U(t, x)| > u
}
≤ 2 exp

{
− u2(1− θ)2

2ε20

}
× (2eCZ)

2/ρκ2(θε)−2/ρ

(1.7)

for all 0 < θ < 1 such that θΓ < 2CZ(κ/2)ρ and
u > 0.

In the above proposition the following
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constant is used

C2
Z =

∫
R

∫
R

(( |λ|
2

)ρ
+
∣∣∣1
2

N∑
k=1

akλ
2k+1(−1)k

∣∣∣ρ)
×
(( |µ|

2

)ρ
+
∣∣∣1
2

N∑
k=1

akµ
2k+1(−1)k

∣∣∣ρ) d|Γy(λ, µ)|

≤
∫
R

∫
R

1

22ρ

(
|λ|ρ +

( N∑
k=1

|ak||λ|2k+1
)ρ)

×
(
|µ|ρ +

( N∑
k=1

|ak||µ|2k+1
)ρ)

d|Γy(λ, µ)|, (1.8)

the convergence of the last integral is guaranteed
by the condition (1.3).

Class of φ-sub-Gaussian processes with
φ(x) = |x|α

α , 1 < α ≤ 2, is a natural generalizati-
on of Gaussian processes. For such initial condi-
tions in (1.5) the bounds for the distribution of
supremum of solution can be calculated in the si-
mple closed form as given in Proposition 1 above.

In the present paper we continue the study
of the behavior of solution in this particular case
and obtain the bounds for the rate of growth of
solution.

Note that bounds for the rate of growth of
solution (1.1) in the case of general φ were obtai-
ned in [9], the derivation was based on the results
stated in [12]. Here we use another approach based
on the use of Theorem 1 stated below in Secti-
on 2. This allows us, for the particular case under
consideration, to present in Section 3 the expressi-
ons for bounds in the closed form. Some necessary
definitions and statements are given in Appendix.

2 Estimates for the rate of growth of φ-
sub-Gaussian processes

In this section we present some general results for
φ-sub-Gaussian processes defined over bounded
and unbounded domains.

Let (T, ρ) be a metric (pseudometric) space
and X(t), t ∈ T, be a φ-sub-Gaussian process.
Introduce the following conditions.

Condition 1. Let the space (T, ρ) be separable,
the process X be separable on this space,
ε0 = supt∈T τφ(X(t)) < ∞, and there exi-
sts a strictly increasing continuous function
σ(h), h ≥ 0, such that σ(0) = 0 and

sup
ρ(t,s)<h

τφ(X(t)−X(s)) ≤ σ(h).

Condition 2. The function r(x), x ≥ 1, is
non-negative nondecreasing and such that
r(ey), y ≥ 0 is a convex function.

Let N(u) = NT(u), u > 0, be the metric massi-
veness of the space (T, ρ), that is, N(u) is the
number of elements in the minimal u-covering of
(T, ρ).

Denote

Ir(δ) =

∫ δ

0
r(N(σ(−1)(u)))du, δ > 0. (2.9)

For a function σ(t), t ≥ 0, we denote by
σ(−1)(u), u ≥ 0, the inverse function.

Proposition 2. Let X = {X(t), t ∈ T} be
a φ-sub-Gaussian process, conditions 1–2 hold,
ρ(t, s) = τφ(X(t) − X(s)), t, s ∈ T . Suppose
Ir(ε0) < ∞.

Then for all 0 < θ < 1 and u > 0, λ > 0

E exp
{
λ sup

t∈T
|X(t)|

}
≤ 2Q(λ, θ),

and
P
{
sup
t∈T

|X(t)| ≥ u
}
≤ 2A(θ, u),

where

Q(λ, θ) = exp
{
φ
( λε0
1− θ

)}
r(−1)

(Ir(θε0)
θε0

)
,

A(θ, u) = exp
{
− φ∗

(u(1− θ)

ε0

)}
r(−1)

(Ir(θε0)
θε0

)
.

Proposition 2 is a variant of the result stated in [2,
Theorem 4.4, p. 107] (see also [10, Theorem 2.3]).

Condition 3. Let f(t), t ≥ 0, be a continuous
strictly increasing function such that f(t) >
0 and f(t) → ∞ as t → ∞. Introduce the
sequence b0 = 0, bk+1 > bk, bk → ∞, k → ∞,
bk+1 − bk ≥ 2A. Denote Vk = [bk, bk+1] ×
[−A,A], k = 0, 1, . . . , fk = f(bk), εk =
sup(t,x)∈Vk

τφ(ξ(t, x)), and suppose that 0 <
εk < ∞.

Denote γk = σk(bk+1 − bk), where σk are
introduced in the next theorem, θ̃ = infk

γk
εk

.

Theorem 1. Let ξ(t, x), (t, x) ∈ V , V =
[0,+∞)× [−A,A], be a φ-sub-Gaussian separable
random field and Conditions 2 and 3 hold. Suppose
futher that:
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(i) there exist the increasing continuous functi-
ons σk(h), h > 0, such that σk(h) → 0 as
h → 0,

sup
(ti,xi)∈Vk,i=1,2

|t1−t2|≤h,
|x1−x2|≤h

τφ(ξ(t1, x1)−ξ(t2, x2)) ≤ σk(h)

and for k = 0, 1, . . .

Ir,k(γk) =

∫ γk

0
r(NVk

(σ
(−1)
k (u)))du < ∞;

(ii) C =
∑∞

k=0
εk
fk

< ∞;

(iii) for any θ ∈ (0, 1)

S(θ, r) =

∞∑
k=0

εk
fk

log
(
r(−1)

(Ir,k(θεk)
θεk

))
< ∞.

Then

(i) for any θ ∈ (0,min(1, θ̃)) and any λ > 0

E exp
{
λ sup

(t,x)∈V

|ξ(t, x)|
f(t)

}
(2.10)

≤ 2 exp
{
φ
( λC

1− θ

)}
exp

{S(θ, r)
C

}
;

(ii) for any θ ∈ (0,min(1, θ̃)) and any u > 0

P
{

sup
(t,x)∈V

|ξ(t, x)|
f(t)

> u
}

(2.11)

≤ 2 exp
{
− φ∗

(u(1− θ)

C

)}
exp

{S(θ, r)
C

}
.

Proof. For the proof we use the same arguments as
in [5], extended for the case of the domain of the
form [0,+∞) × [−A,A]. Let rk > 0, k = 0, 1, . . .
and

∑∞
k=0

1
rk

= 1. Then for any λ > 0

I(λ) = E exp
{
λ sup

(t,x)∈V

|ξ(t, x)|
f(t)

}
≤ E exp

{
λ

∞∑
k=0

sup
(t,x)∈Vk

|ξ(t, x)|
fk

}
≤

∞∏
k=0

(
E exp

{
λrk sup

(t,x)∈Vk

|ξ(t, x)|
fk

}) 1
rk .

By using Proposition 2 we obtain

I(λ) ≤
∞∏
k=0

21/rk
(
exp

{
φ
( λrkεk
(1− θ)fk

)}) 1
rk

×
(
r(−1)

(Ir,k(θεk)
θεk

)) 1
rk

= exp
{ ∞∑

k=0

φ
( λrkεk
(1− θ)fk

) 1

rk

}
×

∞∏
k=0

21/rk
(
r(−1)

(Ir,k(θεk)
θεk

)) 1
rk

= 2 exp
{ ∞∑

k=0

φ
( λrkεk
(1− θ)fk

) 1

rk

}
× exp

{ ∞∑
k=0

1

rk
log
(
r(−1)

(Ir,k(θεk)
θεk

))}
.

Let rk = Cfk
εk

. Then we obtain the estimate
(2.10):

I(λ) ≤ 2 exp
{
φ
( λC

1− θ

)}
× exp

{ 1

C

∞∑
k=0

εk
ak

log
(
r(−1)

(Ir,k(θεk)
θεk

))}
.

The estimate (2.11) follows then by
Chebyshev’s inequality.

Corollary 1. Let conditions of Theorem 1 hold
with σk(h) = ckh

β, ck > 0, 0 < β ≤ 1, and
|bk+1 − bk| ≥ 2A, but condition (iii) is replaced
by the following one

(iv) There exists 0 < γ ≤ 1 such that

S1 =

∞∑
k=0

ε
1− 2γ

β

k (bk+1 − bk)
2γc

2γ
β

k

fk
< ∞.

Then

(i) for any θ ∈ (0,min(1, θ̃)) and any λ > 0

E exp
{
λ sup

(t,x)∈V

|ξ(t, x)|
f(t)

}
≤ 2

4
β exp

{
φ
( λC

1− θ

)}
A1(θ);

(ii) for any θ ∈ (0,min(1, θ̃)) and any u > 0

P
{

sup
(t,x)∈V

|ξ(t, x))|
f(t)

> u
}

≤ 2
4
β exp

{
− φ∗

(u(1− θ)

C

)}
A1(θ),

where

A1(θ) = exp
{ S1

γC

(2 4
β
−2

θ
2
β

)γ}
.
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Proof. Under the conditions of Theorem 1 we can
write the estimate

Ir,k(εk) ≤ Îr,k(εk)

=

∫ εk

0
r
(( bk+1 − bk

2σ
(−1)
k (u)

+ 1
)( A

σ
(−1)
k (u)

+ 1
))

du.

Therefore, we can apply conditions of
Theorem 1 using the integral Îr,k.

We choose r(x) = xα − 1, x ≥ 1, 0 < α < β in
Theorem 1, then using similar calculations as in
[5] (see Corollary 7 therein), we obtain

r(−1)
( Îr,k(θεk)

θεk

)
≤ 2

4
β
−1
((bk+1 − bk)

2c
2
β

k 2
2( 2

β
−1)

(θεk)
2
β

+ 1
)
.

Applying the inequality log(1 + x) ≤ xγ

γ , for
0 < γ ≤ 1 and x ≥ 0, we can write the estimate:

S(θ, r) ≤ C log(2
4
β
−1

)

+
1

γ

∞∑
k=0

ε
1− 2γ

β

k

fk
(bk+1 − bk)

2γ
(c 2

β

k 2
4
β
−2

θ
2
β

)γ
,

from which we obtain the expression for A1(θ).
Statement (ii) follows from (i) in view of

Chebyshev’s inequality.

3 Estimates for the rate of growth of the
fields U(t, x) over unbounded domains

We apply now the results of the previous section
for the filed U(t, x) given by (1.1) with (t, x) ∈
V = [0,+∞)× [−A,A].

Theorem 2. Let y(u), u ∈ R, be a real stri-
ctly φ-sub-Gaussian random process with φ(x) =
|x|α
α , α ∈ (1, 2], determining constant Cy and

Ey(t)y(s) = Γy(s, t).

Let U(t, x) =
∞∫

−∞
I(t, x, λ) dy(λ), where I(t, x, λ)

is given by (1.2), (t, x) ∈ V = [0,+∞)× [−A,A].
Further, let the constant ρ ∈ (0, 1] be such that
(1.3) holds.

Suppose that:
(i) Condition 2 is satisfied and Condition 3 holds

with εk = sup(t,x)∈V τφ(U(t, x)) < ∞;

(ii) C =
∞∑
k=0

εk
fk

< ∞;

(iii) There exists 0 < γ ≤ 1 such that

Ŝ1 =
∞∑
k=0

ε
1− 2γ

ρ

k (bk+1 − bk)
2γ

fk
< ∞.

Then for any θ ∈ (0,min(1, θ̃)) and any u > 0

P
{

sup
(t,x)∈V

|U(t, x))|
f(t)

> u
}

≤ 2
4
ρ exp

{
− uβ(1− θ)β

βCβ

}
Â1(θ),

where

Â1(θ) = exp
{ Ŝ1(2CZCy)

2γ/ρ

γC

(24/ρ−2

θ2/ρ

)γ}
,

β is such that 1
α + 1

β = 1, CZ is given by (1.8).

Proof. We apply Corollary 1. Conditions of
Theorem 1 hold with σk(h) = 2CZCyh

ρ, ρ ∈ (0, 1],
therefore ck = 2CZCy. All other conditions are
modified correspondingly and lead to the result.

Remark. The bounds for the rate of grows of the
random field U(t, x), (t, x) ∈ V = [0,+∞) ×
[−A,A], which represents the solution to the
problem (1.4)–(1.5), were studied in [9] for the case
of a general φ. The approach in the present paper
is based (following [10]) on consideration of the di-
fferent entropy integral given by (2.9), which leads
to the presentation of bounds in the explicit form,
for φ(x) = |x|α

α , α ∈ (1, 2]. The case of general φ
should be further investigated.

Appendix

Definition 1. [2, 13] A continuous even convex
function φ is an Orlicz N-function if φ(0) = 0,
φ(x) > 0, x ̸= 0, and lim

x→0

φ(x)
x = 0, lim

x→∞
φ(x)
x = ∞.

Condition Q. Let φ be an N-function which sati-
sfies lim inf

x→0

φ(x)
x2 = c > 0, where the case c = ∞

is possible.

Definition 2. [2, 3, 11] Let φ be an N -function
satisfying condition Q and {Ω, L,P} be a standard
probability space. The random variable ζ is φ-
sub-Gaussian, or belongs to the space Subφ(Ω),
if Eζ = 0, E exp{λζ} exists for all λ ∈ R and there
exists a constant a > 0 such that the following
inequality holds for all λ ∈ R

E exp{λζ} ≤ exp{φ(λa)}.

The random process ζ = {ζ(t), t ∈ T} is called φ-
sub-Gaussian if the random variables {ζ(t), t ∈ T}
are φ-sub-Gaussian.
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The space Subφ(Ω) is a Banach space with
respect to the norm (see [2, 11]):

τφ(ζ) = inf{a > 0 : E exp{λζ} ≤ exp{φ(aλ)}.

Definition 3. [2, 13] The function φ∗ defined by

φ∗(x) = sup
y∈R

(xy − φ(y))

is called the Young-Fenchel transform (or convex
conjugate) of the function φ.

Definition 4. [3, 6] A family ∆ of random
variables ζ ∈ Subφ(Ω) is called strictly φ-sub-
Gaussian if there exists a constant C∆ such that
for all countable sets I of random variables ζi ∈ ∆,
i ∈ I, the following inequality holds:

τφ

(∑
i∈I

λiζi

)
≤ C∆

E

(∑
i∈I

λiζi

)2
1/2

.

(3.12)
The constant C∆ is called the determining
constant of the family ∆.

The linear closure of a strictly φ-sub-Gaussian
family ∆ in L2(Ω) is strictly φ-sub-Gaussian with
the same determining constant ([6]).

Definition 5. [3, 6] Random process ζ(t), t ∈ T
is called (strictly) φ-sub-Gaussian if the family of
random variables {ζ(t), t ∈ T} is (strictly) φ-sub-
Gaussian with a determining constant Cζ .

Let K be a deterministic kernel and X(t) =∫
T K(t, s) dξ(s), t ∈ T , where ξ is a strictly φ-sub-

Gaussian random process, and the integral is defi-
ned in the mean-square sense. Then X is strictly φ-
sub-Gaussian with the same determining constant.

Definition 6. Real-valued second order random
function X(t), t ∈ R, is called harmonizable,
if there exists a real-valued centered second
order function y(u), u ∈ R, such that X(t) =∫∞
−∞ sin tu dy(u) or X(t) =

∫∞
−∞ cos tu dy(u) and

Γy(t, s) = Ey(t)y(s) has finite variation. The
integral is defined in the mean-square sense.

Proposition 3. Real-valued second order functi-
on X(t), t ∈ R, EX(t) = 0, is harmonizable if and
only if there exists the covariance function Γy(u, v)
with finite variation such that

Γx(t, s) = EX(t)X(s) =

∫
R

∫
R
κ(tu)κ(sv) dΓy(u, v),

where κ(v) = cos v or κ(v) = sin v.
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Ця стаття присвячена застосуванню методу Монте-Карло до оцiнювання опцiонiв на не-
лiквiдних ринках. Аномальна субдифузiя - це добре вiдома модель для опису таких ринкiв, коли
спостерiгаються вiдносно тривалi перiоди без будь-якої торгiвлi. Для побудови субдифузiйних
моделей нам потрiбно замiнити календарний час t на деякий стохастичний процес S(t), який
називається оберненим субординатором. Обернений субординатор S(t) iнтерпретується як час
першого досягнення деякої цiни, яка потiм протягом тривалогу часу може не змiнюватись i
базується на використаннi деякого iншого випадкового процесу, що називається субординато-
ром. У цiй роботi ми пропонуємо використати гамма-процес як субординатор для субдифузiй-
ної моделi Башельє. Використовуючи добре вiдомi властивостi для гамма-процесiв та оберне-
них гамма-процесiв, ми знаходимо коварiацiйну структуру фрактальної моделi Башельє з FBM
(фрактальним броунiвським рухом) у якому замiнюємо час на гамма-процес, а потiм дослiджу-
ємо її асимптотичну поведiнку. Потiм ми застосовуємо метод Монте-Карло для оцiнювання
опцiонiв у цiй субдифузiйної моделi Башельє. Для цього ми використовуємо iтерацiйнi схеми
для моделювання N сценарiїв цiн на акцiї для наших моделей. Також ми демонструємо числовi
результати.

Ключовi слова: субдифузiя, гамма-процес, метод Монте-Карло, оцiнювання опцiонiв.

This paper focuses on applying Monte Carlo approach to option pricing in markets with illiquid
assets. Anomalous sub-diffusion is a well-known model for describing such markets, when relatively
long periods without any trading are observed. For constructing sub-diffusive models we need to replace
a calendar time t with the some stochastic processes S(t), which is called inverse subordinator. The
inverse subordinator S(t) means first hitting time and based on subordinator processes. In this paper
we propose to use gamma gamma process as subordinator for Bashelie sub-diffusion model. Using well-
known properties for gamma and inverse gamma processes we find the covariance structure of fractional
Bachelier model with FBM time-changed by gamma process and then explore the asymptotic behavior
of it. Then we apply Monte-Carlo method and propose procedure of option pricing for Bashelie sub-
diffusion model. For this aim we use the iterative schemes for simulating N scenarios of stock prices
for our models. Finally we demonstrate numerical results.

Key Words: sub-diffusion, gamma process, Monte-Carlo approach, option pricing.

1 Introduction

In recent decades time-changed stochastic
processes are getting increasing attention.These
stochastic processes are used for example in fi-

nance in fractal activity time (FAT) models to
provide long memory (dependence) for log returns.
In the papers [1], [2], [6]- [8] were presented option
pricing for such models, which belong of the larger
class of diffusion process with "market" time.
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Time-changed stochastic processes are also
used in statistical physics to model anomalous di-
ffusion phenomena. In markets with illiquid assets,
we often see the similar anomalous sub-diffusion,
when relatively long periods without any tradi-
ng are observed. This feature is most common for
emerging markets in which the number of parti-
cipants, and thus the number of transactions, is
rather low.

Sub-diffusion is a well known and established
phenomenon in statistical physics. It occurs if we
replace the calendar time t with S(t), where S(t)
is called the inverse subordinator. The inverse
subordinator means first hitting time and it is gi-
ven by the following formula:

S(t) = inf{τ > 0 : U(τ) > t}. (1)

There are several methods for finding price
values of Cψ(X0,K, T, α) for subdiffusion models.
One of them is to find call or put option price as
solution of the forward partial integro-differential
equation (PIDE) with some initial conditions [5].
The another method is by approximating integral
in opting pricing formula [3]. And finally the
method we use is Monte-Carlo approach.

The Monte-Carlo method is based on modeli-
ng the trajectories of the inverse subordinator
Sψ(t) in the interval [0, T ] and calculate the
fair price as the mathematical expectation. This
method already was applied for two kinds of
subordinators [3]: α stable and tempered α stable.

In this paper we propose to use gamma
processes as subordinators.

The paper is organized as follows. In Secti-
on 2 we recall what is non-fractional Bachelier
model, how to find fair price for this model and
how to estimate difference between Bachelier pri-
ce CB = C(X0,K, T, σ) and Black-Scholes price
CBS .

In Section 3 we we remain what is sub-
diffusion and consider gamma processes as
subordinators for Bashelie sub-diffusion model.
Some basic well-known properties of the gamma
process as a subordinator and some very useful
properties of inverse gamma process as a inverse
subordinator were considered. Then using these
properties we find the covariance structure of
fractional Bachelier model with FBM time-
changed by gamma process and then explore the
asymptotic behavior of it.

In Section 4 we apply Monte-Carlo method
and propose procedure of option pricing for
Bashelie sub-diffusion model. For this aim we use
the iterative schemes for simulating N scenarios of
stock prices for our models as in [9].

In Section 5 we present numerical results for
evaluating fair prices for Bashelie sub-diffusion
model with gamma process as a subordinator.

Last section contains conclusions.

2 Non-fractional Bachelier model

This section reviews some well-known results
about option pricing in a arithmetic diffusion
framework. We will consider later a time-changed
version of this model.

It is worth to mention that recently in the
day 2020-04-20, oil futures reached for first time
in history negative values, where Bachelier model
took an important role in option pricing and ri-
sk management. It demonstrates that sometimes
using of Bachelier model is more reasonable than
Black-Scholes.

Now we consider a financial market in which
is traded a risk-free bond and a stock. The risk-
free bond, noted At, earns a constant interest rate
r and satisfies the differential equation:

dAt
At

= rdt A0 = 1, t > 0. (2)

We assume that the stock price, Xt, is ruled
by a following diffusion:

dXt = µdt+ σdBt, (3)

where µ ∈ R is the drift parameter, σ ∈ R is the
volatility.

It means that the stock price dynamic follows
arithmetic Brownian motion:

X(t) = X0 + µt+ σB(t), t > 0. (4)

Here, B(t) is the standard Wiener process or
Brownian motion (BM) on the probability space
(Ω,F ,P).

The model (2)-(3) with solution (4) is arbi-
trage free and complete (see [3]). The option prices
can be obtained by standard martingale method.
The fair values of call and put on a stock Xt with
expiry date T and strike price K are expressed as
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C(X0,K, T, σ) = σ
√
Tφ

(
X0 −K
σ
√
T

)
+ (X0 −K)N

(
X0 −K
σ
√
T

)
, (5)

P (X0,K, T, σ) = σ
√
Tφ

(
K −X0

σ
√
T

)
+ (K −X0)N

(
K −X0

σ
√
T

)
. (6)

Here, φ and N are respectively the probabili-
ty distribution function (PDF) and cumulative di-
stribution functions (CDF) of the standard normal
distribution.

The link between fair prices (5) and (6) for
call and put options is given by the put-call parity
formula:

P (X0,K, T, σ) = C(X0,K, T, σ) +K −X0.

Notice, the values of fair prices computed
by Bachelier and Black-Scholes approaches are
very close. The difference between Bachelier pri-
ce CB = C(X0,K, T, σ) and Black-Scholes price
CBS was estimated in [3] as follows

0 6 CB − CBS 6
X0

12
√

2
σBT 3/2,

where σB is the implied volatility in the Bachelier
model.

In the remaining of this paper, we explore the
option pricing of a time-changed version of this
model. We would like to extend Bachelier model
for emerging market with periods, where assets
price does not change. The next section introduces
sub-diffusion and the stochastic clocks that we use
as time-changes.

3 Sub-diffusion Bachelier model with
Gamma subordinator

The usual model of sub-diffusion in physics is
the celebrated Fractional Fokker-Planck equation.
This equation was derived from the continuous-
time random walk scheme with heavy-tailed wai-
ting times. Equivalent description of sub-diffusion
is in terms of subordination, where the standard
diffusion process is time-changed by the so-called
inverse subordinator.

A subordinator is a stochastic process of
the evolution of time within another stochastic
process, the subordinated stochastic process. In
other words, a subordinator will determine the
random number of "time steps"that occur wi-
thin the subordinated process for a given unit of
chronological time.

Thus, subordinator Ut is a stochastic process
with positive, non-decreasing sample paths and
taking value in R+.

We consider Levy subordinators for which
increments are independent and homogeneously
distributed. It is known that from the
Levy–Khintchine formula the Laplace transform
of Lévy subordinators has the following form:

E
(
e−ωUt

)
= e−tf(ω),

where f(ω) = bω +
∫ +∞
0 (1 − e−ωz)ν(dz) and

b ∈ R+.
The inverse subordinator means first hitting

time and it is defined by the formula (1).
This inverted Lévy subordinator is in general

no more a Levy process. However St, t > 0,
is positive and non-decreasing and has a [5] all
requisite properties to be used as stochastic clock.
By construction, the inverted process may be
constant. Therefore, any process subordinated by
St exhibits motionless periods. These random di-
stributed motionless periods are characteristic for
the subdiffusive dynamics and they represent the
waiting times in which the test particle gets
immobilized in the trap. In analogy with the physi-
cal description of sub-diffusion, we can consider
the sub-diffusive arithmetic BM [3]:

X(S(t)) = X0 + µS(t) + σBH(S(t)), t > 0, (7)

where S(t) is subordinating process and B(t) and
S(t) are independent.

In recent years number of papers devoted
to using the processes time-changed by inverse
subordinators as models adequate for anomalous
diffusion phenomena have grown rapidly. We only
mention, for instance an inverse α - stable subordi-
nator, the inverse tempered stable subordinator
and the inverse gamma process as a time-change
was examined in papers of M. Magdziarz, , A.
Wy lomańska. The general case inverse subordi-
nators based on infinite divisible processes were
explored for example by T. R. Hurd and A.
Kuznetsov, J..

In this paper we would like to use gamma
process as a subordinator for description time peri-
ods in which price does not change. It is reasonable
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because gamma process is a pure-jump increasing
Lévy process and thus it is a good candidate for
construction waiting time.

Suppose Ut, t > 0, is gamma process
Γ(t, α, β), thus it is a positive nondecreasing
process such that U0 = 0, and its increments
Ut+s − Ut, t > 0, are stationary independent and
have gamma distribution.

f(x) =
1

βαΓ(α)
xα−1e−x/β. (8)

where α = s/ν, β = 1 and ν is a positive
parameter. Some basic properties of the gamma
process are well-known:

1) Multiplication of a gamma process by a
scalar constant λ is again a gamma process with
different mean increase rate.

λΓ(t;α, β) ' Γ(t;α, β/λ).

3) The sum of two independent gamma
processes is again a gamma process.

Γ(t;α1, β) + Γ(t;α2, β) ' Γ(t;α1 + α2, β).

4) The density function f(x, t) for gamma
process U(t) is given by

f(x, t) =
1

Γ(t/v)
x

t
v
−1e−y, y > 0,

where Γ(z) is the Gamma function.
5) The Laplace exponent for gamma process

U(t) is given by

ΨU(u) =
1

v
log(1 + u).

6) The moments for gamma process U(t):

E(U q(t)) =
Γ(q + t/ν)

Γ(t/ν)
∼ t

ν

if t→∞.
7) The correlation function is

Corr(U(s), U(t)) =

√
s

t
,

s < t, for any gamma process U(t).
The inverse subordinator S(t) defined by (1),

with gamma process U(t) has follows properties
(see [4]):

1)The inverse subordinator S(t) for gamma
process U(t) is inverse gamma process, and its tail
behavior satisfies:

P (S(t) > x) ∼ (
2πx

ν
)−1/2ex/ν−t(

νt

x
)x/ν

if x→∞.
2) The moments for S(t) of first and second

order can be computed as

M1(t) = ES(t) = ν

(
t+

1

2

)
− νe−t

∫ ∞
0

e−yt

(1 + y) [(log(y))2 + π2]
dy, (9)

M2(t) = ES(t)2 = ν2
(
t+

1

12
+
t2

2

)
− 2ν2e−t

∫ ∞
0

e−yt log(y)

(1 + y) [((log(y))2 + π2)2]
dy. (10)

3) The covariation function is

Cov(St, St+k) =
1

2
M2(t) +

∫ t

0
M1(t+ k − y)dM1(y)−M1(t+ k)M1(t). (11)

It is useful to find the covariance structure
of fractional Bachelier model with FBM time-

changed by gamma process and then explore the
asymptotic behavior of it.

Proposition 1. If Xt is a stochastic process given by (), where U(t) is Gamma process, then, for any
integer k > 0:

Cov(X(t), X(t+ k)) = µ2Cov(S(t), S(t+ k)) + σ2Cov(BHS(t), BHS(t+ k)), (12)

where covariation function between S(t) and S(t + k) is defined by property (11) and covariation
function between BHS(t) and BHS(t+ k) was explored in [5]:

88



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2021, 2
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

Cov(BHS(t), BHS(t+ k)) = M2H(t) + 2H

∫ t

0
M2H−1(t+ k − y)dM1(y). (13)

where Mq(t) = E(S(t)q(t)), H - is the Hurst exponent.

The results follows from (9)-(11) and the fact that

Cov(X(U(t), X(U(t+ k)) = µ2Cov(S(t), S(t+ k)) + µσCov(S(t), BH(S(t+ k))+

+ µσCov(BH(S(t)), S(t+ k)) + σ2Cov(BH(S(t)), BH(S(t+ k))),
(14)

where Cov(S(t), BH(S(t+k)) = Cov(BH(U(t)), S(t+k)) = 0 because we suppose the inverse subordi-
nator S(t) and FBM BH(S(t)) are independent.

4 Monte-Carlo Option pricing in sub-
diffusion Bachelier model

For the sub-diffusion market described above the
usual requirement for the fair option pricing is
that arbitrage opportunities do not exist. For this
it is enough to prove the existence of the equi-
valent martingale measure. In [3] was introduced
the following measure

Q(A) =

∫
A

exp

{
−γB(Sψ(T ))− γ2

2
Sψ(T )

}
dP,

where γ = µ
σ and A ∈ F , and was proved

that the subdiffusive arithmetic BM X(t) is a
martingale with respect to Q. Also in [3] was
shown that the market model, in which the
asset price is described by the subdiffusive ari-
thmetic BM, is arbitrage-free. The second questi-

on is completeness of market model. The Second
Fundamental theorem of asset pricing states that
the model is complete if and only if there is a
unique martingale measure. In the paper [3] were
given two different proofs of the incompleteness
of financial market model based on subdiffusive
ABM. If the subdiffusive model is incomplete, then
it is reasonable to obtain different prices of deri-
vatives depending on the choice of the martingale
measure. The choice of the measure Q defined in
this way is the natural extension of the martingale
measure from the classical Bachelier model, in
the context of subordination. Moreover, measure
Q minimizes the relative entropy. So, from paper
[3] we know that the subdiffusive model (7) is
arbitrage-free, incomplete and the fair price of the
European call option with expiry date T and strike
price K is given by:

Cψ(X0,K, T, α) = 〈C(X0,K, Sψ(T ), α)〉 =

∫ ∞
0

C(X0,K, x, α)gψ(x, T ) dx (15)

where, gψ is the PDF of Sψ(T ). There are
some ways of finding fair price. One of them is by
approximating integral in (15). But this approach
requires that g is known exactly. The another
method is to find call or put option price as
solution of the forward partial integro-differential
equation (PIDE) with some initial conditions.
And finally the method we use is Monte-Carlo
approach. The Monte-Carlo method is based on
modeling the trajectories of the inverse subordi-
nator Sψ(t) in the interval [0, T ] and calculate the
fair price as the mathematical expectation.

This method already was applied for α stable
and tempered α stable subordinators in [3]. In this
paper we apply Monte-Carlo method for gamma
subordinator.

5 Numerical Results

In this section, the algorithm for using Monte-
Carlo approach are demonstrated.

We considered spot price S0 = 277.0 for
March 14, 2020. The strike price for call opti-
ons with maturity T = 1/12 year is set at K =
255; 260; 265; 270, the yearly volatility for returns
of the underlying asset is computed at σ = 33.7%,
the yearly riskless interest rate is set at r = 5.8%.

The main steps in a basic Monte Carlo
approach to estimating fair option price in the ari-
thmetic sub-diffusion model are as follows:

1. First we simulate N trajectories of U(t),
that is a process of independent stationary
increments having gamma distribution. We divi-
de the interval [0, T ] into subintervals of length
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/delta, where the increments U(t + δ) − U(t),
t = 0, δ, 2δ, ..., T − δ have gamma distribution
with parameters δ/ν and 1. We simulate T/δ
independent random variables from this distributi-
on. Finally, the trajectory of U(t) is obtained as
the cumulative sum of the increments.

2. In order to simulate the approximate
trajectory of the inverse gamma subordinator we

need to use following approximation scheme:

Sψ,δ(t) = (min{n ∈ N : Tψ(δn) > t} − 1)δ. (16)

Here, δ > 0 is the step length and Tψ(τ) is the
subordinator.

3. For a given time of maturity T generate
N values of the inverse subordinator S(T ) and
calculate N option price values, using formula
(15). See Fig. 1.

Рис. 1: The trajectories of inverse subordinator

4. Find the fair price as mean for N scenarios,
obtained in the step 3.

The results of the above algorithm are
presented in Fig. 2. We observe a typical trajectory
of ABM with gamma waiting times. And we use

the above algorithm to perform Monte Carlo si-
mulations in order to approximate the fair option
price for sub-diffusion model. Some basic results
for European call options are presented in Table
1.

Табл. 1: Numerical comparisons
Strike Price Last (Market) Subdiffusion Bachelier Black-Scholes

255 32.60 31.09 30.34 26.67
260 28.67 26.82 25.80 22.76
265 27.00 24.81 23.97 19.17
270 23.00 20.53 19.35 15.92

In order to evaluate the accuracy of the
proposed method and to compare it with fair prici-
ng according to the Black-Scholes formula, we can
compare their percentage errors. The percentage
error for a given strike price K can be computed

as a following ratio:

PercentageError =
|ctheoretical − cmarket|

cmarket
100%

Overall, the results show that average percentage
errors for Subdiffusive pricing (7,5 %) and for
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Рис. 2: Sample realizations of the standard ABM (top panel), and the corresponding subdiffusive ABM

Optimal ABM pricing (11 %) are less than for Fair
Black-Scholes Pricing (24%).

However, these errors may indicate that the
proposed model is very sensitive to volatility σ,
and to the periods without price‘s changing.

Thus, we offer our approach as an alternati-
ve to the Bachelier and Black-Scholes formula for
emerging markets.

6 Summary

Following the financial tsunami experiences of
2008 and the crisis of Covid19 in 2020, we can
observe that some kinds of risky assets have the
periods in their dynamic without change and the
risk controls of derivative instruments on stocks
and other financial assets have become extremely
important. Thanks to sub-diffusion approach, the
investor gets a tool, which allows him to take

into account these features in the option pricing.
Monte-Carlo approach with gamma subordinator
allows evaluate option price easy.
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images and approximations of the Pade type 

function of two variables, which is a 

generalization of hypergeometric series 
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Досліджується питання побудови апроксимант Паде для функції двох змінних. Побудована 

двовимірна функціональна послідовність, яка має узагальнене моментне зображення і визначені 
раціональні апроксиманти, що будуть узагальненнями одновимірних апроксимант Паде. Функція 

двох змінних, яка розглядається, повністю пов’язана з базисними гіпергеометричними рядами, а 

саме з q-аналогом експоненти qe . 

 Ключові слова: апроксимант Паде, моментне зображення, гіпергеометричний ряд, 

раціональна апроксимація. 

 

Generalized instantaneous image were introduced by V.K. Dzyaduk [1] in 1981 and proved to be a 

convenient tool for constructing and studying the Padé approximants and their generalizations (see [2]). The 
method of generalized instantaneous images proposed by Dzyadyk made it possible to construct and study 

rational Padé approximants and their generalizations for many classes of special functions from a single 

position. As an example, the Padé approximants is constructed for a class of basic hypergeometric series, 

which includes a q-analogue of the exponential function. In this paper the construction of the Pade 
approximants for the function of two variables is investigated. A two-dimensional functional sequence is 

constructed, which has a generalized instantaneous image, and rational approximants are determined, which 

will be generalizations of one-dimensional Padé approximants. The function of the two variables is entirely 

related to the basic hypergeometric series, namely with the q-analog of the exponent qe . 

Keywords: Pade approximation, instantaneous image, hypergeometric series, rational approximation. 

Статтю представив д.ф.-м. н., проф., академік НАН України Перестюк М.О.

Вступ та теоретичні відомості. 

Узагальнені моментні зображення були введені 

В.К. Дзядиком [1] у 1981 р. і виявилися зручним 
інструментом для побудови та вивчення 

апроксимацій Паде та їх узагальнень (див. [2]). 

 

Означення. Будемо говорити, що для 

послідовності комплексних чисел 0{ }k ks 

  має 

місце узагальнене моментне зображення на 

добутку лінійних просторів X  та Y  за 

означеною на цьому добутку білінійною формою 

.,.  , якщо у просторі X  вказано послідовність 

елементів 0{ }k kx 

 , а у просторі Y  -- 

послідовність елементів 
0{ }j jy 


 такі, що 

, ,k j k js x y k j                    (1) 

По аналогії з (1) можна визначити узагальнені 
моментні зображення двовимірних числових 

послідовностей. 

Означення. Будемо говорити, що для 

двовимірної числової послідовності 
, , 0{ }k m k ms 


 

має місце узагальнене моментне зображення на 

добутку лінійних просторів X  та Y  за 

означеною на цьому добутку білінійною формою 
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.,.  , якщо у просторі X  вказано двовимірну 

послідовність елементів 
, , 0{ }k m k mx 


, а у просторі 

Y  -- двовимірну послідовність елементів 

, , 0{ }j n j ny 


 такі, що 

, , ,, , , ,k j m n k m j ns x y k j m n              (2) 

По аналогії з тим, як у відповідність числовій 

послідовності 0{ }k ks 

  можна поставити 

формальний степеневий ряд 
0

( ) ,k

k

k

f z s z






двовимірній числовій послідовності 
, , 0{ }k m k ms 


 

можна поставити у відповідність формальний 

степеневий ряд двох змінних 

                       
,

, 0

( , ) k m

k m

k m

f z s z 




               (3) 

Для рядів вигляду (3) можна визначити 

раціональні апроксиманти, що будуть 

узагальненнями одновимірних апроксимант 
Паде, за різними схемами (див. [3, c.323]). При 

цьому потрібно зафіксувати певні обмежені 

області N  i D  з 
2

  та побудувати алгебраїчні 

многочлени 

,

( , )

( , ) ,k m

k m

k m

P z p z 


 N

N

,

( , )

( , ) ,k m

k m

k m

Q z q z 


 D

D

 

таким чином, щоб якомога більше коефіцієнтів 

,k me  у розкладі 

2

,

( , )

( , )
( , )

( , )

k m

k m

k m

P z
f z e z

Q z


 




  N

D

 

дорівнювали нулю.  

Наступний результат є аналогом теореми В.К. 
Дзядика [1] для випадку функцiй двох змiнних 

(див.[4]): 

 

Теорема 1. Нехай формальний степеневий ряд 
двох змiнних має вигляд (3) i для двовимiрної 

послiдовностi  , , 0k m k m
s




 має мiсце узагальнене 

моментне зображення вигляду (2). Тодi якщо для 

деяких 1 2,N N   iснує нетривiальний 

узагальнений поліном       
1 2

1 2

1 2

( , )

, , ,

0 0

N N
N N

N N j n j n

j n

Y c y
 

                                    (4) 

такий, що виконуються умови бiортогональностi 

1 2, ,, 0k m N Nx Y                                               (5) 

при  1 2 1 2( , ) [0, ] [0, ] {( , )}k m N N N N  ‚  і 

1 2

1 2

( , )

, 0N N

N Nc  , то раціональна функція 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 1
( , )

, ,

0 0 0 0, ( , )

1 {
N N k m

N Nk m

N j N n k j m n

k m j nN N z

z c s
Q 


 

   

   

 

1 2 1

1 1 2

2

1 2 2

2 1 2

1

1
( , )

, ,

0 0 0 0

1
( , )

, ,

0 0 0 0

}

N N N m
N N Nk m

j N n k j m n

k m j n

N N Nk
N N Nk m

N j n k j m n

k m j n

z z c s

z c s



 



  

   



  

   

 



 

 

 

де 
1 2

1 2

1 2 1 2

( , )

, ,

0 0

( , )
N N

N N j n

N N N j N n

j n

Q z c z  

 

  матиме 

розклад у степеневий ряд, коефіцієнти якого 

збігатимуться з коефіцієнтами ряду (3) для всіх 

1 2 1 2( , ) ([0,2 ] [0,2 ]) {(2 ,2 )}.j n N N N N  ‚  

Насправді в теоремі 1 можна вибрати 

узагальнений поліном 
1 2,N NY  з умов 

біортогональності до елементів ,k mx  не для 

1 2 1 2( , ) ([0, ] [0, ]) {( , )},k m N N N N  ‚  а для 

( , ) ,k m H  де H  -- певна множина з 
2

  

обмежена деякою кривою 

( ), [0, / 2],       що містить 

1 2( 1)( 1) 1N N    точку. При цьому за N  ми 

можемо вибрати будь-яку множину з 
2

1 2([ , ] [ , ]),N N   ‚  що є об'єднанням 

квадрата 1 2[0, 1] [0, 1]N N    з множинами 

вигляду 1 2{( , ) : [0, 1], [ , ( )]}k m k N m N x k    та 

2 1{( , ) : [0, 1], [ , ( )]},k m m N k N y m    де 

( ), ( )x k y m  -- деякі функції з   в   такі, що 

2 1( ) , ( )x k N y m N   для всіх k  i m . Тоді 

множина E  буде мати вигляд 

1 2( , ),N N N H  де 1 2( , )N NH  -- множина, 

отримана паралельним переміщенням множини 

H  , при якому точка (0;0)  переходить у точку 

1 2( , )N N  (теорема 1` [4] ). 

 

Зауважимо, що як і у випадку одновимірних 

узагальнених моментних зображень, задача про 
двовимірні узагальнені моментні зображення 

96



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка  
Серія фізико-математичні науки  

2021, 2 Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 

 

 
може бути сформульована в операторному 

вигляді. А саме, припустимо, що простори X  та 

Y  є нормованими і в просторі X  існують 

комутуючі між собою обмежені оператори 

1 2, :A A X X  такі, що 

1 , 1, ,k m k mA x x   

 2 , , 1,k m k mA x x   

при всіх , .k m   Нехай у просторі Y  існують 

обмежені оператори 
* *

1 2, : ,A A Y Y  спряжені 

до операторів 1 2,A A  відносно білінійної форми 

.,.   в тому розумінні, що для будь-яких 

,x y X Y  
*

1 1( , ) ,A x y x A y   ,  

*

2 2( , ) ,A x y x A y   . 

 

Тоді зображення (2) можна записати у вигляді

, 1 2 0,0 0,0, , ,k m

k ms A A x y k m      і ряд (3) буде 

збіжним в околі початку координат до 

аналітичної функції, що має зображення

1 2 0,0 0,0( , ) ( ) ( ) , ,f z A A x y      

де резольвентна функція ( )A  визначається 

рівністю 
1( ) ( ) .A I zA     

 

Означення. Для | | 1q   базисним 

гіпергеометричним рядом називається ряд 

вигляду 
 

1 2

1 2

, ,...,
; ;

, ,...,

r

r s

r

a a a
q z

b b b

 

 
 

 

1
( 1)

1 2 2

0 1 2

( ; ) ( ; ) ( ; )
( 1) ,

( ; ) ( ; ) ( ; )

s r
n n

n nn n r n

n n n s n

a q a q a q
q z

b q b q b q

 




 
  

  


 

(див. [3, с.23]) де q   символ Похгаммера ( ; )na q  

визначається формулою 

1

0

(1 )(1 ) (1 ), 1

( ; ) 1, 0,

(1 ) lim( ; ) , .

n

n

m

n
n

m

a aq aq n

a q n

aq a q n









     


 

    



Представниками базисних гіпергеометричних 

рядів є так звані q-аналоги експоненти 
 

0

0

1

1
( ) (0; ; ; ) , | | 1,

( ; ) ( ; )

n

q

n n

z
e z q z z

q q z q




 

    

 

та 

 

0 0

( 1)/2

0

( ) ( ; ; ; )

( ; ) ,| | 1.
( ; )

q

n n
n

n n

E z q z

q
z z q z

q q









    

   
 

 

В [5,6] запропоновано підходи до побудови та 

дослідження апроксимант Паде функції ( )qe z  та 

її узагальнень з використанням узагальнених 

моментних зображень. Зокрема, в [6] для цієї 

мети використано узагальнені моментні 
зображення вигляду 

0 0, , 0, ,k

ks A x y k      

з оператором A  та блінійною формою .,.  , що 

виражаються через q  інтеграл Джексона (див 

[3, c.39]) 

00

( )( ) ( ) (1 ) ( )

t

k k

q

k

A t d t q tq q    




     (6). 

Цей же підхід був використаний і до побудови та 

вивчення апроксимант Паде функції ( )qE z  та її 

узагальнень (див. [7]). А саме, при 0 1   

визначався лінійний простір 

{ :[0,1] 0,f M    X ∣  

| ( ) | [0,1]}f x x M x     з нормою 

[0,1]

sup | ( ) | .
x

f f x x


‖ ‖  Тоді X  при кожному 

0 1   буде банаховим простором. 

 Неважко переконатися, що лінійний оператор A  

вигляду (6) є обмеженим в просторі X , а 

білінійна форма 
1

0

, ( ) ( ) qd                                                 (7)  

є роздільно неперервною на добутку просторів 

. X X  

Спряженим до оператора A  відносно білінійної 

форми (7) буде оператор 
1 1

*

0 0

( )( ) ( ) ( ) ( )

qt

q q q

qt

A t d d d             

(див. [6]). 
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Основний результат. 

 

Розглянемо послідовність 

 0

(1 )
( ) ( ) , 1, ,

( , )

k
k k

k

k

q
x t A x t t k

q q


   

 
де 

0 ( ) 1x t   

 i  

0 0, 1, , ( ) 1,j

jy A y j y t                                (8) 

а також 

 

1

0 0

1

(1 )
; , 0, .

( , )

k
k

k

k

q
s A x y k

q q






                 (9)      

Покладемо 

 

, ( ) : ( ) ( ),k m k mx t x t x t 
   , ( ) : ( ) ( ),j n j ny t y t y t 

 

де  
0

( )k k
x t




 і  

0
( )j j

y t



 визначені формулами 

(8). Тоді 

, , ,

,

: ; ;

; ; ; ;

k j m n k m j n k m j n

k j k n m j m n

k j k n m j m n

s x y x x y y

x y x y x y x y

s s s s

 

   

    

    

   

     (10) 

маємо , 2( ),k m k ms s s   де ks  визначено за 

формулою (9). 

 
Таким чином, для числової послідовності (10) 

має місце узагальнене моментне зображення на 

добутку просторів X X   за білінійною 

формою (7). 
 

Двовимірній числовій послідовності  , , 0
,k m k m

s




яка визначена формулою (10), можна поставити у 

відповідність формальний степеневий ряд двох 

змінних 

,

, 0

( , ) k m

k m

k m

f z s z 




   

 

 

, 0 , 0

1

, 0 0 0 1

2 ( ) 2

1
2 2

,

k m k m

k m k

k m k m

k

m k m k

m

k m m k k

s s z s z

q
s z z

q q

 

 

 

 


  

   

   

 
   

 
 

 

  
 

 

 

 

 

 

 

  

  

1

1

0 0 11

1

1

1 12
2

, 1 ,

1 112 2

1 , 1

1 12

1

m k

k m k

k m km k

m

qm

m m

q

q q
z z

q q q q

e z qq

z q q z

e q

z












  



  






  
   

  
 

 
  

 

 




  



                                                                             (11) 
 

Припустимо, що в просторі X  існують 

комутуючі між собою обмежені оператори 

1 2, : :A A  X X  

1 , 1, , ( , )k m k mA x x k m    

2 , , 1, ( , )k m k mA x x k m    

Так як , , ,k m k m m k m kx x x x x x      то 

1 2 : .A A   X X   

 

Позначимо 
1 2 :A A A  . 

 

Тоді 

, 1 2 0,0 0,0 0,0 0,0

0 0

; ;

4 ;

k m k m

k m

k m

s A A x y A x y

A x y





      

  
 

 

З іншого боку, 

 , 0 0 0 0

0 0

2( ) 2 ; ;

2 ( ) ; .

k m

k m k m

k m

s s A x y As x y

A A x y

        

   
 

 
Тоді маємо, що 

0 0

1
( )

2

k m k mAA x A x                                    (12) 

 

Як було зазначено в [8], функція зображена 

рядом (11) матиме вигляд 

( ) ( )
( , )

f zf z
f z

z

 








                               (13) 

Далі розглянемо послідовність 

0,0 0,0 0 0

0 0

; 4 ;

2 ( ) ; ,  ,

i i

i

k m i

s x y x y

A A x y k

A A

mд iе i 

      

      
 

Для послідовності { }i is
  виконується умова : 
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( ) ( ) ( )

0,0

0 0

, 0
N N

N N j N

N j j j N

j j

N Y c y c A y c
 

      

і такий, що 

0,0; ; 0 0, 1i

i N Nx Y A x Y k N                   (14) 

або 

0; 2 ( ) ; 0k m

i N Nx Y A A x Y        Умова (14) 

виконується за рахунок того факту, що для q--

поліномів Лежандра ( ; ),NL t q  що задовольняють 

умови ортогональності: 

 

 

1

0

( ; ) ( ; ) 0N M qL t q L t q d t   

 при ,N M  відомо формули: 

 

1

2
0

( ; ) ( ; )
( ; ) ( )

(( ; ) )

N NN
kk k

N

k k

q q q q
L t q qt

q q

 




     

(див., напр. [1]). 
 

В роботі [8] отримано наступний результат, який 

є узагальненням теореми 1`[4]. 
 

Теорема 2. Для аналітичної функції двох змінних 

f , що має зображення (13) за виконанням умови 

(14), раціональні функції

( , )
[ / ] ( , )

( , )
f

P z
z

Q z





 N

D

N D  

такі, що 

( , )

,

0 0

( , )
N N

N N j n

N j N n

j n

Q z c z  

 

D
 

1 1
( , )

, ,

0 0 0 0

( , )
N N k m

k m N N

N j N n k j m n

k m j n

P z z c s 
 

   

   

  N
 

1 1
( , )

, ,

0 0 0 0

N N m N m
N k m N N

j N n k j m n

m k j n

z z c s
  

  

   

     

1 1
( , )

, ,

0 0 0 0

.
N N k k N

N k m N N

N j n k j m n

k m j n

z c s 
  

  

   

     

 а коефіцієнти 
,

, , , 0,N N

k mc k m N  задовольняють 

рівності 
2

( , ) (2 )

, ,

0 0 0

N N N
N N N

k m k m j j N

k m j

c y c y Y
  

    матимуть 

розклади в степеневі ряди, коефіцієнти яких 

збігатимуться з коефіцієнтами ряду (3) для 

функції f  для всіх 

 
2( , ) {( , ) , 4 1}j n j n j n N     E  

Таким чином, функція (13) задовольняє умовам 

теореми 2  і ми можемо побудувати апроксимант 

Паде функції (11). 

 

Висновки. 

Побудована двовимірна функціолнальна 

послідовність, яка має узагальнене моментне 

зображення і визначені раціональні 

апроксиманти, що будуть узагальненнями 

одновимірних апроксимант Паде для функцій 

двох змінних, яка є узагальненням q-аналога 

експоненти qe . 
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Представлена робота присвячена дослідженню необхідних умов для лінійних рівнянь 

змішаного типу в обмеженій області на площині. Ці необхідні умови визначаються за 

допомогою інтегральних співвідношень і при цьому використовуються фундаментальні 

розв’язки таких рівнянь.  
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The presented work consists of investigations of necessary conditions for linear mixed type 

equations in the limited area on a plane. These necessary conditions are determined by the help of 

integral relations and at the same time the fundamental solutions of such equations are used.  

Key words: mixed type equation, fundamental solution, integral relation, necessary conditions. 

 

 

Статтю представив д.ф.-м.н. Хусаінов Д.Я. 

 

 

I.  INTRODUCTION 

The mathematical physics equations [1] - [3] 

and special derivative equations [4] - [7] mainly 

dealt with problems for three types of equations. 

They are equations of hyperbolic, parabolic, and 

elliptical types, that Cauchy problem and mixed 

problems were considered for the equations of 

hyperbolic and parabolic types, but for the 

equations of elliptical type Boundary value 

problem.   

For the first time, Tricomi [8] considered an 

equation that was belonged to hyperbolic in one 

and elliptical in the leftover part of the area. 

Now this equation is called the Tricomi 

equation. This is a mixed type equation with a 

changeable coefficient. 

Later, were also considered problems for 

mixed type equations with constant [9].  

Finally, Hadamard considered such equation, 

that let this equation has both ellipticity and 

hyperbolicity characteristics at any point in the 

area, which is under consideration [10]. This is 

called a composite type equation.  

Later, Gellersted, Bitsadze and his students 

[11]-[20] dealt with these problems. Eventually, 

they dealt with the investigation of Boundary 

value problems for the mixed and composite 

type equations [17] - [20]. These problems are 

considered within local Boundary conditions. 

We consider nonlocal problems and global 

(containing integrals) problems within Boundary 

conditions [21] - [27]. 

 

II. PROBLEM STATEMENT 

Suppose 2

21 RDDD   being limited 

flatness area in the right semi-flatness  

    xxbxaxxxD ,0,0:, 211111211    
limited area located in the fourth quarter, 

    xxbxaxxxD ,0,0:, 122111212   
but, limited area in the first quarter. 

© Sh. Niftullaeva, 2021 
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                                              2x
               

                                                          1  

Here is drawn external normal with 1  and of 

the area 1D  to the border 1D , external normal 

with 2  of the area 2D  to the border 2D . If 

equation  112 xx  ,  111 ,bax   the lower 

border of the area 1 , 1D . 

If equation  122 xx  ,  111 ,bax  2  but 

the upper border of the area 2D . The common 

border of the areas 1D  and 2D , but 0 , 02 x , 

 111 ,bax  , is a finite piece on the true axis. A 

complete description of this area was given in 

the picture1. 

 

 

                                      2x  

                                           2     2x                               122 xx   

                                                         1x             2D      1                 2  

                                 0   1a         2                 0                                          1b            1x  

                                                                        1D                                1x  

     1                   112 xx   

Picture 1. 

 

 

 

Now, let to see the following equation in the D :  

 

   
,0

2

2

1

3

2

21

3











xx

xu
i

xx

xu sss   ,, 21 sDxxx  ,2,1s  (1) 

 

here ,1i 21 D ,  

but it is the Lyapunov line, if 1s  the resulting 

equation, it means  

 

       
,0

1

1

2

1

21

2

2

2

1

1

3

2

21

1
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x

xu
i

x

xu

xxxx

xu
i

xx

xu

,1Dx                  (2) 

equation, in 1D  is composite type (a mixed 

derivative of the Cauchy-Riemann, an elliptical 

type),  

if 2s ,but 

       
,0

1

2

2

2

21

2

2

2

1

2

3

2

21

2

3

































x

xu

x

xu

xxxx

xu

xx

xu

,2Dx                  (3) 

is hyperbolic equation. 

If we look at the classical works, the 

analogue of such an equation is derived from the 

Tricomy equation. Therefore, equation (1) is 

called a mixed and composite type equation. 

 

III. FUNDAMENTAL SOLUTIONS 

Given in the Cauchy-Riemann equation [3]: 

 
 

,
1

2

1

1122 





xix
xU ,, 2Rx    

(4) 

for a fundamental solution of equation (2) using 

a fundamental solution  
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        ,1ln
2

112211221  


 xixxix
i

xU

,, 2Rx     (5) 

we get the statement. 

For equation (3) in the same way 

     

    

,

1122

11

2

1

11222 dttxxtxU

xx

x















,, 2Rx                  (6) 

we have received a fundamental solution. 

In the above statement  t  - this is 

Heaviside’s only function. 

Theorem 1. The fundamental solution of the 

given equation (2) is in the form (5), and the 

fundamental solution of the equation (3) is in the 

form (6). 
 

IV. MAIN APPROACHES 

These approaches are obtained from the 

second Green formula by applying the Gauss-

Ostrogradsky formula (part by part integration), 

after integration on the appropriate area 

multiplying equations (2) and (3) by their 

fundamental solutions (5) and (6). Then these 

equations (2), (3) and their fundamental solution 

multiplying to derivatives of (5), (6) by 

integrating along the appropriate areas and 

applying the Gauss-Ostrogradsky formula are 

obtained from the analog of the second Green 

formula. So that, in obtaining of these basic 

approaches part by part integration should be 

done in such a way that, integration on the area 

neither the solutions of equations nor should 

more than three derivatives of fundamental 

solutions be involved.  

Two of the main approaches we have 

mentioned are the following: 

1

2 2

1 1

1 1

1 2 1 2

1 1

1 2

1 1

cos ,

D

u x U x
U x u x

x x x x

u x U x
i x

x x

 

2

1 1 1

1

2 2 1 2

u x U x u x
i U x

x x x x
 

2

1
1 1 1

1 2

cos ,
U x

iu x x dx
x x

 

 

 












,,

2

1

,,

11

11

Du

Du




                (7) 

But now  xu2  paid by the function (3) 

equation and let us bring the first main approach 

obtained with the help of a fundamental solution 

(6). 

2

2 2

2 2

2 2

1 2 1 2

2 2

2 2

1 1

cos ,

D

u x U x
U x u x

x x x x

u x U x
x

x x

 

2

2 2 2

2

2 2 1 2

2

2
2 2 1

1 2

cos ,

u x U x u x
U x

x x x x

U x
u x x dx

x x

 

 

 












,,

2

1

,,

22

22

Du

Du




                (8) 

Thus, each of the main approaches we have 

obtained consists of two parts. The first parts are 

the solutions of the equations (2), (3), their 

derivatives and the analytical statements for the 

linear combinations, but the second parts give 

the necessary conditions. 

Theorem 2. In the direction of 21 DDD   

- 2x  convex limited flatness area, if 

21 D - is the Lyapunov line, then 

arbitrary solution of equation (1) pays main 

approaches. 
 

 

V. NECESSARY CONDITIONS 

At first let us give the necessary conditions, 

obtained from (7). 
1

1

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

, 11
,

b

a

u x x i x dx
u

x i x
 

1

1

1 1

1

1 1 1 1

,01
b

a

u x
dx

i x
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1

1

1 1 1 1 1 1

b

a

i
x i x  

2 1 1

2

1

1 1 1 1 1 1

1 2

ln 1

x x

u x
x i x

x x
 

1

1

1 1 1 1 1 1 11

b

a

i
i x dx i x  

2

2

1

1 1 1 1 1

1 2 0

ln 1

x

u x
i x dx

x x
 

1

1 2 1 1

1

1 1 1 1 1 1 1

1

ln

b

a x x

u xi
x i x dx

x
 

1

1 2

1

1 1 1 1 1

1 0

ln

b

a x

u xi
i x dx

x
 

1

1

1 1 1 1 1 1ln

b

a

i
x i x  

2 1 1

1

1 1 1

2

,

x x

u x
x dx

x
           (9) 

1

1

1 1 1 1

1 1
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b

a

u x x
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x i x
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1

1 1

1 1 1 1

1 1
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i x dx

x x
 

1
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01
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1

1 1 1 1ln

b

a

i
x i x  

2 1 1

1

1 1 1

2

.

x x

u x
x dx

x
            (10) 

In the same way in all approaches necessary 

conditions are separated. 

Finally, as can be seen from obtained main 

approaches each of these statements give two 

necessary conditions, the first of which are 

conditions from obtained by integrating of 

equations (2) and (3), but the remaining second 

parts become the same as in ordinary differential 

equations. 

These necessary conditions are the following: 

2 1 1

2

1 1

1 2 1

1 1

1 2 1
0

0,

u u
i

u u
i

   (11) 

2 1 1

2

1 1

2 2 1

1 1

2 2 1 0

0,

u u
i

u u
i

    (12) 

2

2 2 1

2 2

1 2 1 0

2 2

1 2 1

0,

u u

u u

  (13) 

and 

2

2 2 1

2 2

2 2 1 0

2 2

2 2 1

0,

u u

u u

  (14) 

The main purpose of this work is to 

determine all possible linearly independent 

necessary conditions for a given equation (1). 

Theorem 3. An arbitrary solution of equation 

(1) within the conditions of Theorem 2 pays all 

the necessary conditions. 

These necessary conditions are made up of a 

linear combination of the necessary conditions 

given by the main approaches. 
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У роботі розглядається алгоритм розрахунку оптимального значення потоку в ланцюгах 
постачання з урахуванням вимог та сподівань ключових зацікавлених сторін процесу постачання. 

Алгоритм передбачає пошук балансу між «вимогами» та «очікуваннями» за допомогою 

математичного моделювання багатокритеріальної задачі для кожної  сторони процесу постачання. 

Отримані параметри розрахунків багатокритеріальних задач пропонується використовувати в 
якості «вхідних» даних для ітераційного алгоритму пошуку оптимального значення потоку. 

Пропонована модель дозволяє врахувати імовірнісні коливання в процесах за допомогою використання 

стохастичного програмування, та передбачає можливість розглядати сторонам процесу поставки 
альтернативні пропозиції перш ніж формулювати обов’язки за контрактом, тобто ґрунтуючись на 

залишкових можливостях після обрання найкращої альтернативи. 

Ключові слова: потік, ланцюг постачання, граф ланцюга постачання, багатокритеріальна задача, 

стохастичне програмування, алгоритм пошуку максимального потоку в ланцюгу постачання. 
 

One of the main criteria for planning and evaluating supply chains is the indicator of the flow capacity, 

which affects the structure of the supply graph, terms of supply, risks, opportunities and the need to 
differentiate supply channels. The paper analyse an algorithm for calculating the optimal value of the flow in 

supply chains, taking into account the requirements and expectations of key stakeholders in the supply process. 

The algorithm provides for finding a balance between "requirements" and "expectations" by mathematical 
modelling of a multicriteria problem for each side of the supply process. It proposed to use the obtained 

parameters for calculating multicriteria problems as "input" data for an iterative algorithm for finding the 

optimal flow value. The proposed model allows one to take into account probabilistic fluctuations in processes 

by using stochastic programming. The model allows the parties to the procurement process to consider 
alternative proposals before the formation of contractual obligations, that is, based on residual capacity after 

choosing the best alternative. 

Key Words: flow, Supply Chain, Supply Chain graph, multicriteria problem, stochastic programming, 
algorithm for finding the maximum flow in the Supply Chain. 

 
 

 

Вступ 

 

Організації, функціонування яких 

пов'язано з виробництвом товарів і послуг, 

мають необхідність концентрувати свою 

увагу на якість ланцюгів постачання. 

Ефективність функціонування ланцюгів 

впливає на конкурентоспроможність 

організації та перспективу розвитку ринків 

споживання вироблених ними товарів і 

послуг. Контрагенти в рамках ланцюга 

постачання виконують такі завдання, як: 

проектування характеристик продукту або 

послуги; закупівля сировини та матеріалів; 

обробка матеріалів та виробництво продукції; 

розподіл продукції та гарантійне 
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обслуговування [1]. Отже, ланцюг постачання 

об'єднує кілька організацій через 

скоординовані висхідні і низхідні потоки 

матеріалів,  інформації та фінансів таким 

чином, щоб задовольнити потреби 

контрагентів і споживачів [2]. 

 

Потік в ланцюгах постачання 

 

Одними з основних критеріїв для 

планування і оцінки ланцюгів постачання є 

показник пропускної здатності потоку.  

Потік – це вимірний показник руху 

матеріальних і не матеріальних цінностей від 

постачальника до споживача, виражений в 

умовних одиницях виміру (штуки, послуги, 

метри, кілограми, долари, обсяг інформації та 

інш.). Успіх функціонування організації 

залежить від її здатності інтегрувати і 

координувати складну мережу ділових 

відносин між партнерами по ланцюгу 

постачання [3]. 

Для моделювання процесу аналізу 

пропускної здатності потоку необхідно 

виконати декомпозицію ланцюгів постачання 

за видами ресурсів (конкретного товару або 

послуги). В межах цієї статті не передбачено 

детальний аналіз впливу зриву графіку 

постачання одного товару або послуги на 

необхідність коригування програми 

виробництва та перегляд програми 

постачання інших товарів, необхідних для 

виробництва готової продукції або послуги. 

 На кожному етапі ланцюга постачання 

необхідно фіксувати параметри змінних (як 

фактичні, так і прогнозні значення), щоб мати 

можливість використовувати їх значення для 

виявлення обмежень в математичних моделях 

існуючої системи постачання, та мати 

можливість виявити стохастичність  процесів. 

Кількісні дані не завжди можуть бути легко 

доступні, тому для планування і аналізу може 

бути досить описової інформації або 

альтернативних даних [4]. 

В межах ланцюгів постачання прагнуть 

інтегрувати всі необхідні процеси для 

підвищення ефективності і результативності 

потоків матеріалів, інформації та активів [5]. 

Сучасні умови глобалізації сприяють 

поступовому глобальному розподілу 

виробничо-збутових операцій, між різними 

країнами. Ланцюги будуються за принципом 

спеціалізації, виробничої орієнтації і 

доступності сировинної бази в кожній 

конкретній країні [6]. Сучасні організації в 

значній мірі залежать від широкого спектру 

продуктів і послуг, вироблених на 

глобальному конкурентному ринку, для 

організації власної діяльності [7]. Мережі 

поставок зазвичай пов'язані з іншими 

мережами, в тому числі покупців, 

постачальників, продавців, дистриб'юторів, 

роздрібних торговців, транспортних компаній 

та інших посередників, що вимагає 

використовувати інструменти для аналізу 

альтернатив.   

 Ланцюги постачання мають відповідати за 

стабільність потоку матеріалів, інформації та 

фінансових елементів, необхідних у 

виробничому процесі [8]. Це вимагає 

аналізувати багатовимірні параметри, що 

впливають на кінцевий результат.    Ланцюг 

постачання є інтегрованою системою, яка 

синхронізує ряд взаємопов'язаних процесів, з 

метою [9]: 

- створити попит на продукти або послуги;  

- купувати сировину, матеріали та інші 

ресурси;  

- перетворити придбану сировину і 

матеріали в готову продукцію;  

- підвищити цінність продуктів, що 

виробляються;  

- поширити вироблені продукти 

роздрібним торговцям або покупцям;  

- сприяти обміну інформацією між різними 

ланками ланцюга. 

В якості двох основних процесів 

організації можна виділити управління 

вхідним потоком, коли організація виступає в 

ролі покупця, і управління вихідним потоком, 

коли організація виступає в якості продавця 

(рисунок 1). Уздовж ланцюга постачання 

може бути кілька зацікавлених сторін: 

декілька постачальників, виробників, 

дистриб'юторів, постачальників логістичних 

послуг, регулюючих органів, роздрібних 

продавців та клієнтів. 
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Рис.1 Розподіл потоків всередині ланцюга постачання  
 

Як можна побачити на рисунку 1, кожна 

ланка ланцюга може мати кілька вхідних і 

кілька вихідних потоків, що впливає на 

пропускну здатність потоку з конкретним 

контрагентом в ланцюзі. Потоки всередині 

ланцюга постачання включають в себе всі 

логістичні операції, пов'язані з 

обслуговуванням клієнтів і дії, пов'язані з 

обслуговуванням контрактів: прийом і 

обробка замовлень, планування поставок, 

управління запасами, зберігання, 

ціноутворення, комунікації з 

постачальниками і споживачами, повернення 

товару, гарантійне обслуговування та інше. 

Визначення пропускної здатності потоку є 

вкрай важливим для будь-якої організації, що 

обумовлено необхідністю наявності 

інформації про доступність ресурсу, його 

характеристик та умов постачання. 

Наприклад, через наявність високого рівня 

пропускної здатності потоку матеріали 

певного типу часто можливо придбати 

великими партіями зі значною економією, а 

стандартизація операцій дозволяє знизити час 

обробки, але це може негативно вплинути на 

час обробки запасів, що вплине на обсяг 

складських запасів і пов'язані з цим витрати 

[10]. З іншого боку, зростання факторів 

невизначеності (виникнення форс-мажорних 

обставин) в ланцюгах з низьким запасом 

пропускної здатності з боку постачальника 

тягне до виникнення зривів в програмах 

виробництва по всьому ланцюгу. Прикладом 

є ситуація з дефіцитом чіпів на ринку 

автомобілебудування, яка виникла літом 2021 

року [11]. 

 

Постановка задачі визначення потоку  

 

Для визначення максимальної 

продуктивності ланцюга постачання, тобто 

оптимального потоку, який задовольняє 

обидві зацікавлені сторони (постачальник і 

покупець) та для спрощення розуміння 

завдання представимо ланку ланцюга 

постачання у вигляді графа з одним джерелом 

(з боку постачальника) і з одним стоком (з 

боку покупця) [12]. 

 

 
Рис.2 Фрагмент графа ланцюга постачання 

 

На рисунку 2 представлена прямий зв'язок 

від i (постачальник) до j (покупець), де в 

якості параметра Cij - пропускна здатність 

генерувати потік поставки товару, Cji - 

пропускна здатність приймати потік товарів. 

Перш ніж переходити процесу пошуку 

максимального потоку на певній ділянці 

ланцюга поставок необхідно визначити Cij і 

Cji. Кожен з компонентів ланцюга балансує в 

системі вимог та обмежень, що зводить задачу 
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пошуку максимального потоку на певній 

ділянці до багатокритеріальної задачі аналізу 

альтернатив та прийняття рішень. Отже, для 

кожної ланки ланцюга постачання (мається на 

увазі детермінований процес постачання між  

постачальником та покупцем) необхідно 

сформулювати математичну модель 

багатокритеріальної задачі прийняття рішень.  

Визначимо цільову функцію сукупності 

вимог: 

 

𝐶𝑖𝑗 = {
𝑓𝑖(𝑎) → 𝑚𝑎𝑥
𝑓𝑖 (𝑎) → 𝑚𝑖𝑛

 , 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅    (1) 

 

або 

 

𝐶𝑗𝑖 = {
𝑓𝑖(𝑎) → 𝑚𝑎𝑥
𝑓𝑖(𝑎) → 𝑚𝑖𝑛

 , 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅    (2) 

 

при обмеженнях:  

 

{
𝐴𝑖𝑗𝑥𝑖 = 𝐵𝑗

𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅ 
  (3) 

 

де 𝑓𝑖 (𝑎) – функція і-й умови, за якою 

здійснюється оцінка альтернативи. 

Для розв’язку багатокритеріальної задачі 

можливо використовувати метод обмежень. 

Функцій нормованих відносних витрат 𝜔𝑖 

матимуть наступний вигляд [13]: 

- для цільової функції, що необхідно 

максимізувати:  
 

𝜔𝑖(𝑓𝑖(𝑥)) =
𝑓𝑖

0−𝑓𝑖(𝑥)

𝑓𝑖
0−𝑓𝑖(min)

;  𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅ (4) 

 

- для цільової функції, що необхідно 

мінімізувати: 

 

𝜔𝑖(𝑓𝑖(𝑥)) =
𝑓𝑖(𝑥)−𝑓𝑖

0

𝑓𝑖(max)−𝑓𝑖
0 ;  𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅ (5) 

де 𝑓𝑖
0 – оптимальне значення і-ї цільової 

функції, 𝑓𝑖(min) – найменше значення, що 

максимізується, 𝑓𝑖(max)  – найбільше значення, 

що мінімізується.  

Відповідно, компромісним розв’язкам на 

певній ділянці ланцюга постачання буде 

ефективний розв’язок для  𝑥𝑖, що відповідає 

умовам: 

 

𝑘1𝜔1 = 𝑘2𝜔2 = . . .  = 𝑘𝑛𝜔𝑛 
 

де 𝑘𝑖 – вектор (коефіцієнт) переваг рішення, 

до якого існують наступні обмеження:  

 

𝑘 = {𝑘𝑖: 𝑘𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅, ∑ 𝑘𝑖
𝑛
𝑖=1 = 1}    (5) 

 

Отже, отримає рішення має бути 

оптимальним балансом вимог та обмежень, 

розраховане  для кожної сторони процесу 

постачання, та бути «вхідним» параметром 

для пошуку контрагентів і прийняттю 

рішення про поставку.  

 

Стохастичність обмежень при пошуку 

оптимального значення потоку 

 

Вважаючи що властивості попиту та 

пропозиції мають тенденцію до 

волатильності, тобто змінність характеристик 

в межах коридору параметрів, то бажаним є 

використання стохастичного програмування 

для пошуку значень змінних коефіцієнтів 

рівнянь обмежень математичної моделі.  

Розглянимо процес моделювання 

математичної моделі обмежень в межах  

однієї з цільових функції загальної задачі 

оптимізації ланцюга постачання з позиції 

покупця (1). Необхідно відмітити, що 

математична задача зі сторони постачальника 

(продавця) буде мати ідентичні процеси, але з 

урахування індивідуальних умов 

постачальника. Тобто розглянутий метод 

формування математичної моделі буде мати 

загальний характер як для покупця, так і для 

постачальника.  

 Отже, цільова функція: 

  

𝑓𝑖(𝛼𝑖) → 𝑚𝑎𝑥 

 
при обмеженнях: 

 

𝑃{∑ 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 ≤ 𝑏𝑖
𝑛
𝑖=1 } ≥ 𝛼𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅    (6) 

𝑥𝑖𝑗 ≥ 0 

 

де 𝛼𝑖 – імовірність виконання, встановлюється в 

межах не менш ніж 1-𝛼𝑖, та {𝛼𝑖| 0 ≤ 𝛼𝑖 ≤ 1}. 

Випадкова величина 𝑎𝑖𝑗 має нормальний 

розподіл [14]. Введемо додаткову змінну 𝑦𝑖, 
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яка, відповідно, також буде мати нормальний 
розподіл.  

𝑦𝑖 = ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗;𝑛
𝑖=1      (7) 

 

Математичне сподівання буде:  
 

𝜇𝑖{𝑦𝑖} = ∑ 𝜇{𝑎𝑖𝑗}𝑛
𝑗=1 𝑥𝑗;         (8) 

 

Дисперсія становить: 
 

𝜎𝑖
2{𝑦𝑖} = ∑ 𝜎2{𝑎𝑖𝑗}𝑛

𝑗=1 𝑥𝑗
2;         (9) 

 

 

Відповідно, випадкова величина 𝑦𝑖 має 

наступні властивості: 

 

𝑦𝑖 ∈ 𝑁(𝑥𝑗; 𝜇𝑖{𝑦𝑖}, 𝜎𝑖
2{𝑦𝑖})     (10) 

 

Необхідні умови (6) можливо записати в 

наступному вигляді: 
 

 𝑃{𝑦𝑖 ≤ 𝑏𝑖} ≥ 𝛼𝑖;   (10) 

 

Вважаючи, що функція нормального 

розподілу становить [15]: 

 

𝐹(𝑦) =
1

√2𝜋
∫ exp (−

𝑡2

2
) 𝑑𝑡;

𝑦

−∞
   (11) 

 

отримаємо: 

 

𝑃{𝑦𝑖 ≤ 𝑏𝑖} = 𝛷 {
𝑏𝑖−𝜇𝑖(𝑦𝑖)

√𝜎𝑖(𝑦𝑖)
};   (12) 

 

де Φ – функція розподілу стандартного 

нормального розподілу.  

Звідси: 

 
𝑏𝑖−𝜇𝑖(𝑦𝑖)

√𝜎𝑖(𝑦𝑖)
≥ 1 − 𝛼𝑖;    (13) 

 

Для зручності розрахунків введемо 

додаткову змінну 𝛼0, яка дорівнює: 

 

𝛼0 = 1 − 𝛼𝑖;   (14) 

 

В результаті перетворень отримаємо 

наступний вигляд детермінованого 

нелінійного обмеження: 

 

∑ 𝜇𝑖{𝑦𝑖}𝑛
𝑗=1 + 𝛷(𝛼0)√∑ 𝜎𝑖{𝑦𝑖}𝑛

𝑗=1 ≤ 𝑏𝑖;    (15) 

 

або, 

 

∑ 𝜇𝑖{𝑎𝑖𝑗}𝑛
𝑗=1 𝑥𝑗 + 𝛷(𝛼0)√∑ 𝜎𝑖

2{𝑎𝑖𝑗}𝑛
𝑗=1 𝑥𝑗

2 ≤ 𝑏𝑖 (16)  

 

Ґрунтуючись на вище наведеному, зведемо 

математичну модель очікувань зацікавленої 

сторони (певного ланцюга) незалежно від її 

ролі в процесі постачання.  

Цільова функція:  

      

𝐶𝑖𝑗 = {
𝑓𝑖(𝑎) → 𝑚𝑎𝑥
𝑓𝑖 (𝑎) → 𝑚𝑖𝑛

 , 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅ 

 

 
при обмеженнях: 

 

∑ 𝜇𝑖{𝑎𝑖𝑗}𝑛
𝑗=1 𝑥𝑗 + 𝛷(𝛼0)√∑ 𝜎𝑖

2{𝑎𝑖𝑗}𝑛
𝑗=1 𝑥𝑗

2 ≤ 𝑏𝑖, 

 

∑ 𝑎𝑖𝑗
𝑛
𝑗=1 𝑥𝑗 ≤ 𝑏𝑖,  𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅,  𝑗 = 1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ , 

 
𝑥𝑖𝑗 ≥ 0. 

 

За допомогою рішення 

багатокритеріальної задачі, отримаємо 

інформацію про необхідні властивості 

параметрів контракту на постачання товару 

або послуг. Цю інформацію використовують 

для пошуку постачальника, то розрахунку 

максимально можливого потоку постачання 

по контракту. Параметри, отримані на даному 

етапі також являють собою обмеження для 

вибору альтернатив каналів постачання.      

 

Алгоритм пошуку максимального 

потоку в ланцюгу постачання 

  

Виконавши розрахунки цільових функцій 

обох зацікавлених сторін в певної ланці 

ланцюга постачання (рисунок 2), та 

отримавши значення Cij та Cji, переходимо до 

пошуку максимального потоку в певному 

напрямку. На рівень (потужність) потоку 

впливає наявність альтернативного попиту та 

пропозиції, що впливає на кількість 

конкурентних ланок в проектованому графі. 
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На рівень складності графа також впливає 

кількість проміжних ланок у ланцюгу 

постачання від i  до j. 

  

 
Рис.3 – Граф ланцюга постачання 

 

На рисунку 3 наведено узагальнену схему 

ланцюга постачання де i + 𝑛 – це певна ланка 

в ланцюгу постачання (склад, посередник, 

виконавець послуг та інше), 𝑎𝑛
𝑖  – існуючі 

альтернативи постачальника,  𝑎𝑛
𝑗

 – існуючі 

альтернативи покупця, 𝐶𝑖𝑗 – об’єм потоку від 

постачальника до покупця на певній  ланці 

ланцюга постачання, 𝐶𝑗𝑖 – наявність резерву 

для постачання по певній  ланці ланцюга 

постачання.  

Функціонування потоку передбачає 

наявності умови зацікавленості як 

постачальника, так і покупця в наявності руху 

товару або послуги за маршрутом в обсязі, що 

задовольняє умови певної альтернативи. 

Пошук максимального потоку передбачає 

наявність ітераційного процесу пошуку 

напрямків переміщення, що задовольняють 

умові:  𝐶𝑖𝑗 ≥ 0. Сумарний обсяг товару 

(послуги) від постачальника до покупця може 

бути переміщено як за допомогою одного 

напрямку потоку, так і розподіллено між 

альтернативними потоками в залежності від 

параметрів мережі.  

Розрахунок напрямку потоку виконується з 

урахуванням залишкової пропускної 

здатності ланки, яка змінюється в момент 

надходження товару (послуги) в цю ланку, в 

тому числі з альтернативних шляхів. 

Задачу пошуку максимального потоку 

можливо вирішити за допомогою 

динамічного програмування. Для рішення 

задачі призначимо маркер вузла [𝑎𝑛
𝑖𝑗

; 𝑝𝑗], де 

𝑎𝑛
𝑖𝑗

 – напрямок альтернативного потоку от 

вузла 𝑖 до вузла 𝑗; 𝑝𝑗 – величина потоку от 

вузла 𝑖 до вузла 𝑗, j – номер вузла покупця в 

графі ланцюга постачання (визначається, як 

𝑗 = 𝑖 + 𝑛, де n – кількість ланок в ланцюгу). 

Алгоритм пошуку рішення передбачає 

виконання наступних етапів [12]:  

1. Визначаємо пропускну властивість для 

кожної ланки ланцюга постачання для всіх 

ребер [𝑎𝑛
𝑖,𝑖+1; 𝑝𝑗], зробимо певне припущення, 

то для зручності демонстрації роботи 

алгоритму приймемо позначення на 

проміжних ланках ланцюга постачання 

𝑎𝑛
𝑖,𝑖+1 = 𝑎𝑛

𝑖,𝑗
. Для початкового вузла 

[𝑎𝑛
𝑖 ; 𝑝𝑗] зробимо припущення, що аналізуємо 

першу альтернативу постачання, тобто n = 1, 

та призначимо метку [𝑎1
0; ∞, −]. Переходимо 

до наступного етапу. 

2. Формуємо множину альтернативних 

переходів з поточного вузла в бік вузла j 

(покупця), яку визначимо як 𝑀𝑖. Необхідна 

умова і достатня умова: 𝐶𝑖𝑗 ≥ 0, ∀𝑗 ∈ 𝑀𝑖. 

Якщо на даному етапі 𝑀𝑖 ≠ ∅, то переходимо 

до наступного етапу. Якщо 𝑀𝑖 = ∅, то третій 

етап пропускаємо, та переходимо до етапу 

чотири.  

3. Аналізуємо множину альтернативних 

переходів 𝑀𝑖 з метою визначення 𝑣 = 𝑖 + 𝑛, 

вузла для якого виконується умова: 

 

𝐶𝑖𝑗
𝑣 = max

𝑗∈𝑀𝑖

{𝐶𝑖𝑗} ;       (17) 

 

Якщо обрано в якості найкращої 

альтернативи вузол з індексом стоку (тобто 

індекс покупця, остання ланка в ланцюгу 

постачання), то алгоритм передбачає перехід 

на п’ятий етап, в іншому випадку виконується 

повернення на другий етап. 

4. Операція повернення. Якщо 𝑖 = 0, то 

рішення немає і виконання алгоритму 

необхідно перервати. В іншому випадку, 

повертаємося на попередній вузол, в якому 

було знайдено найкраще рішення на 

попередньої ітерації алгоритму, та починаємо 

виконання алгоритму з другого етапу, 
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попередньо виключивши з альтернатив ланку, 

з якої виконується операція повернення.  

5. Визначимо оптимальний маршрут за 

наявністю максимального потоку. Для цього 

визначимо множину 𝑉𝑝 = {1, 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑛}, 

елементи якої  позначають компоненти 

знайденого оптимального маршруту від 

постачальника (вузол i) до покупця (вузол j).  

Таким чином, максимальний потік, що 

проходить шляхом  компонентів множини 𝑉𝑝, 

можливо розрахувати за допомогою формули: 

 

𝐹𝑝 = 𝑚𝑖𝑛{𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛};     (18) 

 

Залишкові (профіцитні) пропускні 

можливості кожної ланки ланцюга 

постачання, тобто ребер, які складають 

оптимальний шлях (множина  𝑉𝑝), 

зменшуються на розмир 𝐹𝑝 в напрямку 

переміщення потоку та збільшуються на 

розмір 𝐹𝑝 в протилежному напрямку.  

Таким чином,  для ребра графа [𝑎𝑛
𝑖,𝑖+1; 𝑝𝑗], 

який є складовою частиною оптимального 

шляху (множина  𝑉𝑝), поточні залишкові 

пропускні можливості змінюються наступним 

чином: 

 

{
(1): (𝐶𝑖𝑗 − 𝐹𝑝, 𝐶𝑗𝑖 + 𝐹𝑝)  

(2): (𝐶𝑖𝑗 + 𝐹𝑝, 𝐶𝑗𝑖 − 𝐹𝑝)
;  (19) 

 

де (1) – якщо потік в напрямку від i до j, (2) – 

якщо потік в напрямку від  j до i. 

Відновлюємо всі ланки, що були видалені 

на четвертому етапі, та робимо припущення, 

що  i = 0 і переходимо до другого етапу нової 

ітерації.  

6. Формулювання оптимального 

рішення.  

Максимальний потік розраховується за 

формулою: 

 

𝐹 = 𝐹1 + 𝐹2+. . . +𝐹𝑚;      (20) 

 

Якщо мати значення початкових 

параметрів кожного ребра (𝐶𝑖𝑗, 𝐶𝑗𝑖) та значень 

після перетворень (кінцевих розрахунків) - 

(𝐶𝑖𝑗
′ ,𝐶𝑗𝑖

′ ), то можливо розрахувати пропускну 

властивість певної ланки (ребра). Алгоритм 

розрахунку передбачає визначення значення 

(𝑎1, 𝑎2)=(𝐶𝑖𝑗 − 𝐶𝑖𝑗
′ , 𝐶𝑗𝑖 − 𝐶𝑗𝑖

′ ). Якщо 𝑎1 < 0, то 

потік через ребро дорівнює 𝑎1. Якщо 𝑎2 > 0, 

то потік в зворотному напрямку через ребро 

дорівнює 𝑎2. 

Отже, після проходження декілька ітерацій 

по алгоритму можливо отримати 

оптимальний потік з максимальним 

значенням пропускної здатності.  

Задачу пошуку максимального потоку 

також можливо звести до 

багатокритеріального варіанту, за допомогою 

якого при обранні шляху, що дозволяє 

максимізувати потік, враховувати додаткові 

параметри, які потрібно максимізувати, або 

мінімізувати.  

 

Висновки 
 

В роботі розглянуто алгоритм ітераційного 

процесу пошуку оптимального потоку в 

ланцюгах постачання з урахуванням 

багатокритеріальних умов та стохастичності 

процесів. Запропонований алгоритм дозволяє 

мінімізувати ризики зриву контрактних 

зобов’язань за рахунок попереднього аналізу 

інтересів зацікавлених сторін – учасників 

процесу постачання, їх потреб і можливостей, 

та аналізу ризиків.  
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У статті проведено аналіз сучасного стану та тенденцій розвитку кіберспорту у світі за 

допомогою дослідження часового ряду кількості запитів інтернет-користувачів, отриманого 

шляхом застосування Google Trends. Визначено основні фактори підйому зацікавленості у 

кіберспорті. Ідентифіковано позитивні та негативні наслідки розвитку кіберспорту у світі. 
Проведене прогнозування світових тенденцій кіберспорту за допомогою методів інтелектуального 

аналізу даних - побудови MAR-сплайнів. Встановлено, що кіберспорт виступає основою практичного 

застосування кіберспортивних технологій у різних галузях.  
Ключові слова: кіберспорт, Google Trends, MAR-сплайни. 

 

The article analyzes the current state and trends of e-sports in the world by studying the time series of the 
number of requests from Internet users, obtained through the use of Google Trends. The positive and 

negative consequences of e-sports development in the world have been identified. The forecasting of world 

tendencies of e-sports by means of methods of data mining is carried out. Using the application of 

multivariate adaptive regression splines (MARSplines), a model of the relationship between the predictor - a 
time indicator and the dependent variable - the time series of the number of requests of Internet users, which 

are non-monotonic in nature and provide the possibility of regression switching points. The adequacy of the 

constructed model is proved by means of regression statistics and histogram of correspondence of residuals 
to the normal distribution law. The expediency of using the method of multivariate adaptive regression 

splines (MARSplines) before other statistical methods is substantiated. 

Key Words: eSports, Google Trends, MAR splines 

. 

 

Статтю представив д.ф.-м.н. Пашко А.О. 
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Постановка проблеми у загальному вигляді та 

її зв’язок із важливими науковими чи 

практичними завданнями 

 
Кіберспорт сформував новітню індустрію, що 

набуває все більшої економічної, соціальної та 

культурної ролі в суспільстві. Вже сьогодні 
кіберспорт є глобальним явищем, яке притаманне 

навіть країнам, що розвиваються. У той же час, 

справедливо зазначити, що стрімке поширення 

кіберспорту спричиняє суттєвий дисбаланс з 
огляду на його внесок у соціально-економічний 

розвиток суспільства. Поряд з популярністю та 

прихильність, кіберспорт опинився на перетині 
протилежних поглядів на взаємозв’язок та 

взаємовплив людини й комп’ютерної техніки. 

Орієнтуючись на наявні результати досліджень з 

цього питання, формується висновок, що такий 
дисбаланс є наслідком різних підходів держави 

до цього явища, а також освіченості, культури й 

ментальності населення певної країни. 
Кіберспорт охоплює значну чисельність 

населення держави та широкий спектр професій. 

Так у кіберспортивній галузі задіяні не тільки 
гравці, але й програмісти, розробники ігор, 

менеджери по розвитку команд та організації 

турнірів, маркетологи, телерадіокомпанії, 

численні спонсорські організації та державні 
органи влади. 

Зважаючи на щорічне зростання впливу 

кіберспорт в суспільстві та економіці держави, 
актуальності набуває дослідження світових 

тенденцій його розвитку. В якості інструменту 

встановлення вектору руху кіберспорту 
запропоновано обрати Data Mining. 

 

 

 

Аналіз останніх досліджень і публікацій 

 

Досліджуючи категорію «кіберспорт», вчені 
опікуються рядом важливих питань та 

проблемних аспектів, які мають прямий чи 

опосередкований зв’язок з цим поняттям, а саме: 

Скотт М. Дж., Саммерлі Р., Бесомбес Н., 
Конноллі К., Гаврисяк Дж., Халеві Т., Патрік 

Вільямс Дж. [1] розробляють навчальні програми 

з кіберспорту у вищіх навчальних закладах; 
Санауджа-Перис Г., Камачо М. М., Баладо-

Альбиол М. [2] описують консолідацію 

кіберспорту в умовах пандемії; Лим С., Юнг С., 
Ха Дж. [3] пропонують візуальний алгоритм 

віртуального кіберспорту для онлайн-охорони 

здоров'я; Уотсон Б., Сп’ют Дж., Кім Дж., Лістман 

Дж., Кім, С., Віммер Р., Лі Б. [4] описують 
конкурентоспроможність кіберспорту; 

Криглштейн, С., Мартин-Нидекен, А. Л., Турмо 

Видал, Л., Кларковски, М., Роджерс, К., Туркай, 
С., Хямяляйнен, П [0] розкривають теперішнє та 

майбутнє кіберспорту; Гьондоду С., Колак О.Х., 

Доган Е.А., Гюльбетекин Е., Полат Е. [6] 
оцінюють розумову втому та стрес гравців, які 

займаються кіберспортом, за допомогою злиття 

даних. Особливості аналізу та оцінювання 

функціонування та розвитку кіберспорту у своїх 
трактатах розкривають такі фахівці: Ван Х., Хуо 

Х. та Чжан Д. [7] щодо структурного аналізу 

мережі промислових асоціацій кіберспорту на 
основі складної теорії мережі. Досвід різних 

країн світу у кіберспортивній галузі 

висвітлюються у наукових надбаннях сучасних 

науковців: Го X. [8] відносно дослідження 
рекламного маркетингу кіберспорту в Китаї; Бал 

М. А. [8] стосовно комунікацій у кіберспорті у 

Туреччині; 
Для вивчення сучасного стану та тенденцій 

розвитку кіберспорту у світі було проведено 

аналіз літератури шляхом бібліографії терміну 
«e-sport» (кіберспорт) за останні роки, у різних 

галузях знань з застосуванням програми 

VOSViewerv.1.6.10. Результати досліджень 

представлені у графічному вигляді (рис.1 та 
рис.2). Наукова бібліографія даного поняття 

представлена за допомогою карти з 

використанням архівних зібрань Scopus. 
 

 

 

 

 
 
Рис.1 Наукова бібліографія поняття «e-sport» 

(кіберспорт)  за останні роки з застосуванням 

програми VOSViewerv.1.6.10. 
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Рис.2 Періодограма наукової бібліографії поняття «e-

sport» (кіберспорт)  за останні роки з застосуванням 

програми VOSViewerv.1.6.10. 

 

 

Розглянувши рис.1 та рис.2 можна 

стверджувати, що тема кіберспорту є досить 
актуальною в сучасних умовах розвитку наукової 

думки проте не досить розробленою. В своїй 

більшості, в наукових дослідженнях кіберспорт, 
асоціювався з багатьма іншими економічним 

поняттями, як інструмент реалізації певних 

процесів. Так, карта бібліографічного поняття «e-
sport» (кіберспорт) представлена за допомогою 

кластерів, які згруповані за напрямком даного 

питання. Дане поняття включає в себе 5 

кластерів, які позначено на графіку різними 
кольорами. Найбільш вагомими з них є кластери 

пов’язані з поняттями штучний інтелект, 

комп’ютерний геймінг, спорт, здоров’я та інші. З 
рис.2 чітко видно, що кіберспорт набув набільшої 

популярності саме за останній період. 

 
 

Виділення невирішених раніше частин 

загальної проблеми, котрим присвячується 

стаття. 
Незважаючи на наявні досягнення у напрямку 

кіберспорту, наразі залишається ряд невирішених 

питань щодо особливостей функціонування та 
розвитку кіберспортивної галузі в частині 

визначення пріоритетних тенденцій її розвитку, 

що потребує подальших поглиблених 

досліджень. 
 

 

Формулювання цілей статті 
Метою статті є дослідження світових 

тенденцій розвитку кіберспорту за допомогою 

методів Data Mining. 
 

 

Виклад основного матеріалу 

 

Кіберспорт представляє собою спосіб on-line 

спілкування шляхом використання мережі 
Інтернет; певна розважальна діяльність, що 

передбачає змагання у електронних іграх. Наразі 

він займає основну споживчу нішу серед 
молодого покоління.  

Дослідження світових джерел вказують на 

сильне зростання в останні роки галузі 

електронного спорту. Основними факторами 
такого підйому зацікавленості у кіберспорті є: 

значний попит на участь у кіберіграх та їх 

перегляд; масовість кіберспортивних заходів; 
вподобання молодого покоління; спалах 

пандемії; пріоритетність кіберспорту над 

традиційним спортом; популярність кіберспорту; 

значний потенціал розвитку; зручні та комфортні 
умови участі та проведення кібертурнірів і 

кіберзмагань; необмежена багатомільйонна 

глядацька аудиторія; значні та швидкі прибутки; 
численні пропозиції від інвесторів; мінімальна 

витратність кіберспортивних заходів; відсутня 

потреба у спеціальній фізичній спортивній 
підготовці; гнучкість кіберспортивної індустрії; 

немає прив’язки до місця кібергри; розвинена 

іфраструктура; та ін. 

Розвиток кіберспортивних заходів сприяє 
виникненню ряду позитивних аспектів, а саме: 

підтримання певної культури дозвілля; 

отримання задоволення; зняття психологічного 
стресу; наявність фізичних вправ поряд з 

обмеженими фізичними навантаженнями; 

можливість медичного обслуговування без 
особистої присутності; можливість визначення 

результатів гри за допомогою комп’ютерного 

інтерфейсу; можливість прийняття участі у 

кіберспортивних заходах без спеціальної 
фізичної спортивної підготовки; можливість 

отримання значних сум гонорарів; можливість 

відвідання заходів з мінімальними витратами 
ресурсів; приймати участь може будь хто; 

доступність з будь-якої точки світу; та ін.. 

Розглядаючи особливості поняття 

«кіберспорт», варто звернути увагу на певні 
негативні аспекти, що він викликає: психологічні 

(інтелектуальні навантаження викликають стрес 

та розумову втому, тим самим знижуючи 
психологічну стійкість та продуктивність при 

виконанні роботи; після неуспішної гри виникає 

погіршення настрою, виникає тривожність, 
знижується впевненість у собі, що негативно 

відображається на психологічному здоров’ї); 

фізичні (зниження фізичної активності, що 
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викликає підвищення маси тіла та малорухливий 
спосіб життя;  порушення харчування, що 

негативно відображається на фізичному здоров’ї; 

погіршення якості та тривалості сну, що сприяє 
хронічному недосипанню та втомі; виникнення 

захворювань таких як напруга та біль в очах, шиї 

та зап’ястях); правова проблематика кіберспорту; 
та ін. Перелічені переваги та недоліки 

кіберспорту повинні аналізуватись у поєднанні з 

напрямками його розвитку. Це дозволить 

оперативно зменшувати деструктивний вплив та 
примножувати позитивний. Отже, проведемо 

дослідження світових тенденцій розвитку 

кіберспорту за допомогою одного із методів Data 
Mining - багатомірних адаптивних регресивних 

MAR-сплайнів пропонується у вигляді наступної 

послідовні етапів реалізації. 

1 етап. Формування вхідної бази дослідження. 
На даному етапі проводиться  ідентифікація 

кількісної характеристики оцінювання тенденцій 

розвитку кіберспорту шляхом визначення рівнів 
часового ряду кількості запитів інтернет-

користувачів до поняття «кіберспорт», здійснене 

за допомогою застосування Google Trends. Для 
реалізації даного етапу розглянуто період часу з 

січня 2004 по жовтень 2021 рр. за множиною 

країн світу. За результатами аналізу кількості 

запитів інтернет-користувачів до поняття 
«кіберспорт», виявлено, що країнами-лідерами 

виступають: Тайланд, Данія, Швеція, Норвегія, 

Словакія, Польща, Естонія, Угорщина, Фінляндія 
та Франція. 

2 етап. Дослідження динаміки поведінки 

часового ряду кількості запитів інтернет-
користувачів до поняття «кіберспорт». 

Попереднім етапом прогнозування світових 

тенденцій розвитку кіберспорту за допомогою 

застосування багатомірних адаптивних 
регресивних MAR-сплайнів до визначення 

залежності кількості запитів інтернет-

користувачів до поняття «кіберспорт» 
проводиться дослідження динаміки поведінки 

регресора (рис. 1). Для реалізації даного етапу 

проведемо візуалізацію рівнів досліджуваного 

часового ряду шляхом побудови діаграми за 
допомогою інструментарію Statistics, Advanced 

Linear/Nonlinear Models, Time Series/Forecasting, 

Time Series ARIMA dialog. Даний етап виступає 
підготовчим для проведення безпосереднього 

сплайн-моделювання в розрізі визначення 

специфікації шуканої функціональної залежності. 

Plot of variable: E-SPORT
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Рис. 1 Динаміка кількісної характеристики тенденцій 

розвитку кіберспорту - кількості запитів інтернет-

користувачів до поняття «кіберспорт» 
 
Аналіз рисунку 1 дозволяє констатувати 

наявність зростаючої тенденції даного часового 

ряду з чітко вираженою коливальною 

тенденцією. Причому з 2004 по 2009 роки 
спостерігалась значна волатильність кількості 

запитів інтернет-користувачів до поняття 

«кіберспорт», що свідчить про актуалізацію 
кіберспорту на світовому рівні. Починаючи з 

2009 року спостерігається швидко зростаюча 

тенденція як індикатор підвищення уваги до 
кіберспорту та підвищення його впливу на зміну 

структури світового ринку комп’ютерних та 

цифрових ігор, сприйняття кіберспорту як 

інноваційного підходу до комунікації. 
3 етап. Прогнозування світових тенденцій 

розвитку кіберспорту за допомогою застосування 

багатомірних адаптивних регресивних MAR-
сплайнів. Для впровадження даного етапу 

пропонується використати можливостей 

інструментарію Statistics, Data Mining, 
MARSplines (Multivariate Adaptive Regression 

Splines). Підґрунтям застосування даного 

інструментарію виступає методика Фрідмана, 

призначена для розв’язування задач класифікації 
та регресії шляхом здійснення обробки двох 

типів змінних величин: неперервних та 

категоріальних не зважаючи на їх характер 
регресорів чи регресантів. 

Побудова багатомірних адаптивних 

регресивних MAR-сплайнів ґрунтується на 

непараметричній процедурі визначення та опису 
залежності між пояснювальною та пояснюючими 

змінними за допомогою певного набору базисних 

функцій та коефіцієнтів, які формалізуються 
вхідним набором статистичних даних. Базою 

непараметричної процедури MAR-сплайнів 

виступає підхід, згідно з яким вхідні змінні 
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(пояснюючі факторні змінні) кластеризуються на 
групи, які описуються специфічними 

регресійними рівняннями та ознаками 

класифікації. Саме застосування описаної 
процедури дозволяє формалізувати адаптивні 

моделі, які в подальшому використовуються при 

наявних фактах точок переключення регресії та 
врахуванні немонотонного характеру 

взаємозв’язку між предикторами і регресантами, 

які неможливо формалізувати за допомогою 

параметричних моделей. 
Для опису базисних функцій багатомірних 

адаптивних регресивних MAR-сплайнів до та 

після точки переключення регресії пропонується 
скористатись наступними співвідношеннями: 

 (1) 

 (2) 

де k – точка перегину функції. 

У програмному пакеті Statistica в розрізі 

інструментарію MARSplines (Multivariate 

Adaptive Regression Splines) базисні функції 

записуються наступним чином: 

 (3) 

 (4) 

В загальному вигляді адаптивні регресивні 

MAR-сплайни для r ненульових членів 
набувають вигляду комбінації зваженої суми 

базисних функцій та їх добутків: 

 (5) 

 

де  – постійна величина;  – постійна 

величина, параметр багатомірного адаптивного 

регресивного рівняння; r – загальна кількість 

базисних функцій; Х – вектор вхідних змінних; 

 – j-та базисна функція із множини C або 

добуток двох чи більшої кількості таких функцій. 

Переходячи до опису визначального принципу 
формалізації багатомірних адаптивних 

регресивних MAR-сплайнів зазначимо, що він 

вимагає чіткого визначення як базисних функцій, 
так і термів, саме які і формують кількість різних 

комбінації базисних функцій з урахуванням 

звернень до кожнї із визначальних змінних. 
Переходячи до побудови багатомірних 

адаптивних регресивних MAR-сплайнів 

залежності кількості запитів інтернет-

користувачів до поняття «кіберспорт» від 
часового фактору, отримаємо наступні параметри 

(рис.2): кількість незалежних змінних – 1, 

кількість залежних змінних – 1, кількість термів –
4, кількість базисних функцій – 3, порядок 

взаємодії (кількість складових добутку базисних 

функцій) – 1, а також кількість звернень до 

фактора-регресора - 3. 
 

 

 

Model Summary (Spreadsheet3.sta)

Model specifications Value

Independents

Dependents

Number of terms

Number of basis functions

Order of interactions

Penalty

Threshold

GCV error

Prune

1

1

4

3

1

2,000000

0,000500

159,4393

Yes  
 

Рис. 2 Параметри специфікації моделі MAR-сплану 

залежності кількості запитів інтернет-користувачів до 

поняття «кіберспорт» від часового фактору та 

кількість звернень до релевантних факторів-

регресорів 

 
 

 

Model coefficients 

Coefficients, knots

and basis functions

Coefficients

e-sport

Knots

t

Intercept

Term.1

Term.2

Term.3

22,80541

0,26598 77,0000

-1,03625 161,0000

0,72314 105,0000
 

 

Рис. 3 Коефіцієнти моделі та терми моделі MAR-

сплану залежності кількості запитів інтернет-

користувачів до поняття «кіберспорт» від часового 

фактору 
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Отже, враховуючи представлені на рис.3 

коефіцієнти, терми та параметри моделі MAR-

сплану залежності кількості запитів інтернет-

користувачів до поняття «кіберспорт» від 
часового фактору набуває вигляду: 

.

 

(6) 

 

 

 
4 етап. Перевірка адекватності моделі MAR-

сплану залежності кількості запитів інтернет-

користувачів до поняття «кіберспорт» від 

часового фактору.  
Адекватність побудованої моделі MAR-

сплану залежності кількості запитів інтернет-

користувачів до поняття «кіберспорт» від 
часового фактору підтверджено: мінімальним 

значенням загального критерію якості моделі – 

узагальненого ковзного середнього помилки 
(GCV error), яке приймає значення 159,44 (рис.2); 

коефіцієнт детермінації набуває значення 0,53 

(рис. 4); несуттєве відхилення фактичних та 

прогнозних значень кількості запитів інтернет-
користувачів до поняття «кіберспорт»; 

відповідність нормальному закону розподілу 

залишків моделі (рис. 5). 
 

 

 

Regression statistics (Spreadsheet3.sta)

Regression statistics e-sport

Mean (observed)

Standard deviation (observed)

Mean (predicted)

Standard deviation (predicted)

Mean (residual)

Standard deviation (residual)

R-square

R-square adjusted

39,77103

17,86146

39,77103

13,00585

0,00000

12,24254

0,53020

0,52121  
 

Рис. 4 Регресивні статистики моделі MAR-сплану 

залежності кількості запитів інтернет-користувачів до 

поняття «кіберспорт» від часового фактору 

Histogram of e-sport (Res.)
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Рис. 5 

Відповідність нормальному закону розподілу 
залишків моделі MAR-сплану залежності кількості 

запитів інтернет-користувачів до поняття 

«кіберспорт» від часового фактору 

5 етап. Визначення тенденцій розвитку 

кіберспорту за допомогою побудованої моделі 
MAR-сплану. На даному етапі за допомогою 

формули (6) обчислимо прогнозні значення 

кількості запитів інтернет-користувачів до 

поняття «кіберспорт» за період з травня 2020 по 
серпень 2022 рр. (табл.1).  

Таблиця 1 

Прогнозні значення запитів інтернет-користувачів до 

поняття «кіберспорт» 

Період 

Прогноз e-

sport Період 

Прогноз 

e-sport 

2020-05 86,26 2021-07 95,57 

2020-06 86,92 2021-08 96,24 

2020-07 87,59 2021-09 96,9 

2020-08 88,26 2021-10 97,57 

2020-09 88,92 2021-11 98,24 

2020-10 89,59 2021-12 98,9 

2020-11 90,25 2022-01 99,56 

2020-12 90,92 2022-02 100,23 

2021-01 91,58 2022-03 100,89 

2021-02 92,25 2022-04 101,56 

2021-03 92,91 2022-05 102,22 

2021-04 93,58 2022-06 102,89 

2021-05 94,24 2022-07 103,55 

2021-06 94,91 2022-08 104,22 
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Аналіз прогнозних значень запитів інтернет-

користувачів до поняття «кіберспорт» від 
часового фактору за допомогою моделі MAR-

сплану свідчить про підвищення актуальності 

кіберспорту, про що свідчить зростаючий тренд 
побудованої моделі. 

 

 

Висновки з даного дослідження і перспективи 

подальших розвідок у даному напрямі 

 

Зауважимо, що проведене дослідження 
дозволяє стверджувати, що кіберспорт тільки 

починає набирати популярності в світі, численна 

аудиторія людей не обізнана або знає його 

поверхнево. Проте потенціал, який має 
кіберспорт та побудований прогноз дозволяє 

стверджувати, що зростання обсягів кіберспорт 

буде відбуватись не тільки за рахунок 
безпосереднього розвитку його обсягів й 

збільшення аудиторії гравців і глядачів, але й за 
рахунок практичного застосування 

кіберспортивних технологій у різних галузях, 

сприяючи продуктивності людської діяльності. 
Необхідно відзначити, що високо адекватним 

методом аналізу світових тенденцій розвитку 

кіберспорту є Data Mining. Використання 
наведеної методики дозволяє отримати 

достовірні результати вектору розвитку 

кіберспорту за неявними складовими, оскільки 

сформована єдина світова інформаційна база 
даних проведення численних турнірів відсутня. 

Користувачами отриманих результатів можуть 

бути усі суб’єкти формування екосистеми 
кіберігор, оскільки загальний тренд розвитку 

кіберспорт та використання технологій його 

організації формують основу багатьох видів 

сучасної Інтернет діяльності. 
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Методом малокутового розсіяння нейтронів проведено дослідження впливу S-протеїну 
коронавірусу SARS-CoV-2 на структурні параметри модельної ліпідної мембрани на системах 

диміристоїлфосфатидилхоліну (ДМФХ) з домішками холестерину та мелатоніну. Висунуто припущення, 

що збільшення концентрації мелатоніну в мембрані запобігає взаємодії коронавірусного S-протеїну з 
ліпідною мембраною клітини. За присутності домішок холестерину в системі взаємодія ліпідної мембрани 

з активною частиною S-протеїну відбувається залежно від фазового стану ліпіду: у випадку гель-фази 

взаємодія не відбувається, а у рідкокристалічній фазі додавання RBD SARS-CoV-2 в систему призводить 

до зменшення товщини мембрани. 
Ключові слова: S-протеїн, ліпідна мембрана, малокутове розсіяння нейтронів, холестерин, SARS-CoV-2. 
 

The effect of SARS-CoV-2 coronavirus S-protein on the structural parameters of the model lipid membrane on 

dimyristoylphosphatidylcholine (DMPC) systems with cholesterol and melatonin impurities was studied by the 

method of small angle neutron scattering. It is shown that an increase in the concentration of melatonin in the lipid 
membrane leads to a decrease in the thickness of the lipid bilayer, and an increase in the concentration of 

cholesterol leads to an increase in it. It has been suggested that increasing the concentration of melatonin in the 

membrane prevents the interaction of coronaviral S-protein with the lipid membrane of the cell. In the presence of 

cholesterol impurities in the system, the interaction of the lipid membrane with the active part of the S-protein 
occurs depending on the phase state of the lipid. Thus, when the lipid is in the gel phase (at 10 ° C), the active part 

of the S-protein does not change the structural parameters of the lipid bilayer, i.e. the interaction between the lipid 

membrane and the active part of the S-protein does not occur. At 37 ° C, when the lipid is in the liquid crystalline 
phase, the addition of RBD SARS-CoV-2 in the system DMPC / 30% Cholesterol / D2O leads to a decrease in 

membrane thickness, indicating the interaction of S-protein with the membrane. 

KeyWords: S-protein, lipid membrane, small-angle neutron scattering, cholesterol, SARS-CoV-2. 

Статтю представив академік НАН України, д.ф.-м.н., проф. Булавін Л.А. 

 

Вступ 

Ліпідна мембрана є однією з найважливіших 

складових будь-якої клітини. Біологічні мембрани 
мають значну композиційну та фазову 

неоднорідність завдяки сотням хімічно різних 

компонентів. Компонентний склад мембрани 

визначає її властивості, а також впливає на такі 
процеси життєдіяльності як мембранний 

транспорт, передача сигналів, поділ клітин, 

ендоцитоз, латеральна дифузія білкових та 
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ліпідних молекул та інші [1, 2]. Саме тому 
протягом останніх років було прикладено великі 

зусилля для дослідження структури та динаміки 

ліпідного бішару в контексті розуміння 
функціональних механізмів тих процесів, що 

відбуваються на поверхні мембрани [3]. Велика 

кількість робіт присвячена дослідженню зміни 
властивостей ліпідних мембран при додаванні в 

них різноманітних домішок, серед яких окремо 

виділяють холестерин та мелатонін [4, 5]. 

Холестерин відіграє роль своєрідного 
модифікатора ліпідної фази. Збільшення його 

кількості в мембрані призводить до більш щільної 

упаковки молекул в ліпідному бішарі, а також до 
формування ліпідних рафтів (доменів) в мембрані. 

В літературі наведено дані, що відзначають певну 

роль ліпідних рафтів у процесах зв’язування 

коронавірусів з клітиною [6, 7]. У деяких випадках 
наявність рафтів є необхідною умовою для 

проникнення вірусу в клітину (наприклад, 

всередині рафту міститься мембранний білок, 
який зв’язується з вірусом), але водночас відомі 

випадки (вірус мишачого гепатиту), коли 

наявність рафтів ускладнює проходження вірусу в 
клітину, хоча механізм такого впливу залишається 

невідомим.  

Експериментальна частина 

У нашій роботі для визначення впливу S-
протеїну коронавірусу SARS-CoV-2 на структурні 

параметри модельної ліпідної мембрани було 

проведено дослідження методом малокутового 
розсіяння нейтронів (МКРН) на системах 

диміристоїлфосфатидилхоліну (ДМФХ, назва за 

IUPAC: (2R)-2,3-Bis(tetradecanoyloxy)propyl-2-
(trimethylazaniumyl)ethyl phosphate), що містять 

домішки холестерину або мелатоніну. 

Експериментальні дослідження проводились для 

наступних систем: водний розчин ДМФХ, ДМФХ 
+ 15% мелатоніну (або холестерину), ДМФХ + 

30% мелатоніну (або холестерину), ДМФХ + 30% 

мелатоніну (або холестерину) + RBD SARS-CoV-
2. Оскільки фазовий стан ліпідної системи 

залежить від температури, вимірювання 

проводились при двох температурах: 10 °С (гель 

фаза) та 37 °С (рідкокристалічна фаза). Як модель 
ліпідної мембрани розглядалась одношарова 

ліпідна везикула, основними структурними 

параметрами якої є товщина ліпідного бішару та 
внутрішній радіус везикули.  

В результаті аналізу експериментально 

отриманих кривих малокутового розсіяння 
нейтронів на розчинах ліпідних везикул з 

домішками мелатоніну було визначено товщину 

ліпідного бішару та внутрішній радіус везикули 
для кожної з досліджуваних систем. Отримані 

структурні параметри наведені в Таблиці 1. 

Таким чином, збільшення концентрації 
мелатоніну в ліпідній мембрані призвело до 

зменшення товщини ліпідного бішару. При 

додаванні RBD SARS-CoV-2 товщина ліпідного 
бішару продовжує зменшуватись. Крім того, з 

наведених даних видно, що при 10°С товщина 

ліпідного бішару більша, ніж при 37°С для усіх 

розглянутих систем.  
Аналогічні дослідження були проведені для 

систем з додаванням холестерину. Отримані дані 

наведено в Таблиці 2. Видно, що збільшення 
концентрації холестерину в ліпідній системі 

призводить до збільшення товщини ліпідного 

бішару незалежно від фазового стану ліпідної 

системи. 
На Рис. 1 представлено графік зміни товщини 

ліпідного бішару в залежності від доданих 

домішок в розчин ДМФХ/D2О згідно з 
результатами експериментальних досліджень, 

наведених в Таблицях 1 та 2. 

 

 
Як показали проведені експериментальні 

дослідження, додавання активної частини S-

протеїну SARS-CoV-2 в ліпідну систему 
ДМФХ/30% Мелатонін/D2О практично не змінило 

структурних параметрів ліпідного бішару при 

обох температурах у межах похибки 
експерименту. Оскільки мелатонін у ліпідному 

бішарі локалізується в області ліпідних голів, то 

він може заважати проникненню в цю область 
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Рис. 1. Залежність відносної товщини бішару 

везикули від концентрації домішок холестерину 

або мелатоніну, доданих у систему. Значення 

нормовані відносно системи чистого розчину 

ДМФХ у D2О за даної температури. 
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молекулам S-протеїну. Таким чином можна 
стверджувати, що збільшення концентрації 

мелатоніну в мембрані запобігає взаємодії 

коронавірусного S-протеїну з ліпідною 
мембраною. 

На відміну від систем з додаванням 

мелатоніну, за присутності домішок холестерину 

в системі взаємодія ліпідної мембрани з активною 
частиною S-протеїну вже відбувається, причому 

ця взаємодія різна в залежності від фазового стану 

ліпіду. Так, коли ліпід знаходиться в гель фазі (за 
температури 10°С), то активна частина S-протеїну 

Таблиця 1 

Товщини ліпідних бішарів та внутрішні радіуси везикул, визначені в результаті аналізу кривих 

малокутового розсіяння нейтронів 
 Температура, °С Внутрішній радіус 

везикули, Å 

Товщина ліпідного 

бішару, Å 

ДМФХ/D2О 10 240 42,6 ± 0,1 

37 267 40,2 ± 0,1 

ДМФХ/15% Мел/D2О 10 236 40,1 ± 0,1 

37 249 36,0 ± 0,1 

ДМФХ/30% Мел/D2О 10 230 39,6 ± 0,1 

37 252 35,8 ± 0,1 

ДМФХ/30% Мел/D2О + RBD SARS-CoV-2 10 230 39,3 ± 0,1 

37 259 35,6 ± 0,1 

 

Таблиця 2 

Товщини ліпідних бішарів та внутрішні радіуси везикул, визначені в результаті підгонки кривих 

малокутового розсіяння нейтронів 
 Температура, °С Внутрішній радіус 

везикули, Å 

Товщина ліпідного 

бішару, Å 

ДМФХ/D2О 10 240 42,6 ± 0,1 

37 267 40,2 ± 0,1 

ДМФХ/15% Хол/D2О 10 270 43,5 ± 0,1 

37 282 40,0 ± 0,1 

ДМФХ/30% Хол/D2О 10 235 44,6 ± 0,1 

37 239 43,6 ± 0,1 

ДМФХ/30% Хол/D2О + RBD SARS-CoV-2 10 250 44,6 ± 0,1 

37 233 41,7 ± 0,1 

 

не змінює структурних параметрів ліпідного 
бішару. Це може означати, що взаємодія між 

ліпідною мембраною та активною частиною S-

протеїну не відбувається. В свою чергу, за 
температури 37°С, коли ліпід перебуває в 

рідкокристалічній фазі, додавання RBD SARS-

CoV-2 в систему ДМФХ/30% Холестерин/D2О 

призводить до зменшення товщини мембрани, що 
свідчить про наявність взаємодії S-протеїну з 

мембраною. Відомо, що збільшення температури 

ліпідної системи призводить до порушення 
ступеня упаковки ліпідних молекул в мембрані. 

При цьому збільшується відстань між ліпідними 

головами, та з’являються порожнини, куди може 
проникати білкова молекула. 

Висновки 

Збільшення концентрації мелатоніну в 

мембрані запобігає взаємодії коронавірусного S-
протеїну з ліпідною мембраною клітини. 

За присутності домішок холестерину в системі 

взаємодія ліпідної мембрани з активною частиною 

S-протеїну відбувається залежно від фазового стану 
ліпіду: у випадку, коли ліпід знаходиться в гель-фазі 
взаємодія між ліпідною мембраною та активною 

частиною S-протеїну не відбувається; у випадку 
рідкокристалічної фази додавання RBD SARS-

CoV- 2 в систему ДМФХ/30% Холестерин/D2О 

призводить до зменшення товщини мембрани. 
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