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Статтю присвячено базовим властивостям дробових iнтегралiв. Доведено їхню гельде-
ровiсть, неперервнiсть за iндексом iнтегрування, властивостi звужень дробових iнтегралiв.
Наведено деякi приклади обчислення дробових iнтегралiв, дробовi iнтеграли вiд квадратично-
iнтегровних функцiй.

Ключовi слова: дробовий iнтеграл, гельдеровiсть, неперервнiсть за iндексом iнтегрування

The paper is devoted to the basic properties of fractional integrals. It is a survey of the well-
known properties of fractional integrals, however, the authors tried to present the known information
about fractional integrals as short and transparently as possible. We introduce fractional integrals on
the compact interval and on the semi-axes, consider the famous Hardy-Littlewood theorem and other
properties of integrability of fractional integrals. Among other basic properties, we consider Hölder
continuity and establish to what extent fractional integration increases the smoothness of the integrand.
Also, we establish continuity of fractional integrals according to the index of fractional integration, both
at strictly positive value and at zero. Then we consider properties of restrictions of fractional integrals
from semi-axes on the compact interval. Generalized Minkowsky inequality is applied as one of the
important tools. Some examples of calculating fractional integrals are provided.

Key Words: fractional integral, Hölder property, continuity according to the fractional index.

1 Вступ

У цiй статтi викладено базовi властивостi дро-
бових iнтегралiв. Стаття в оcновному має рефе-
ративний характер, але ми постарались викла-
сти вiдомi властивостi дробових iнтегралiв, ра-
зом з доведеннями, у максимально компактно-
му та прозорому виглядi. Робота складається
зi вступу та семи роздiлiв, якi мiстять оначе-
ння та загальнi властивостi дробових iнтегра-
лiв, гельдерову властивiсть дробових iнтегра-
лiв, властивостi звуження дробових iнтегралiв
з прямої на компактний iнтервал, неперервнiсть
дробових iнтегралiв вiдносно iндексу iнтегрува-

ння та деякi приклади обчислення дробових iн-
тегралiв.

2 Означення та загальнi властивостi
дробових iнтегралiв

Нехай функцiя f : [a, b] → R та α > 0. У бiльшо-
стi випадкiв нижче α < 1, хоча це не є обов’яз-
ковою умовою. Визначимо лiвостороннi та пра-
востороннi дробовi iнтеграли Рiмана-Лiувiлля
на (a, b) порядку α як

(Iαa+f)(x) :=
1

Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1f(t)dt,

c⃝ Ю.С. Мiшура, О.М. Гопкало, Г. С. Железняк 2022
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та

(Iαb−f)(x) :=
1

Γ(α)

∫ b

x
(t− x)α−1f(t)dt,

вiдповiдно.
Будемо казати, що функцiя f ∈ D(Iαa+(b−)) (

символ D(·) позначає область вiдповiдного опе-
ратора), якщо вiдповiднi iнтеграли збiгаються
майже для всiх x ∈ (a, b) (вiдносно мiри Ле-
бега). У цьому випадку також можна сказати,
що цi iнтеграли (або iншi функцiї) збiгаються
м.с. (майже скрiзь) вiдносно мiри Лебега. Не-
хай H – деякий клас функцiй. Кажуть, що f ∈
Iαa+(b−)(H) якщо f(x) = (Iαa+(b−)h)(x), x ∈ [a, b]
м.с. вiдносно мiри Лебега, та h ∈ H. Вiдповiднi
класи функцiй, визначенi на R, позначаються
як Iα±(H).

Перше природне запитання: якi функцiї на-
лежать до класу D(Iαa+(b−))? Вiдповiдь дає на-
ступна лема.

Лема 2.1. Нехай f ∈ L1([a, b]). Тодi

(i) f ∈ D(Iαa+(b−)).

(ii) Iαa+(b−)f ∈ L1([a, b]).

(iii) ∥Iαa+(b−)f∥L1([a,b]) ≤
(b−a)α

Γ(α+1)∥f∥L1([a,b]).

Доведення. Нехай f ∈ L1([a, b]). Для будь-
якого n ≥ 1 розглянемо fn(x) = (f(x)∧n)∨(−n).
Тодi |fn(x)| ≤ |f(x)|∧n i ми можемо застосувати
теорему Фубiнi:∫ b

a

∣∣(Iαa+fn)(x)∣∣ dx =

=
1

Γ(α)

∫ b

a

∣∣∣∣∫ x

a
(x− t)α−1fn(t)dt

∣∣∣∣ dx ≤

≤ 1

Γ(α)

∫ b

a

∫ x

a
(x− t)α−1|fn(t)|dtdx =

=
1

Γ(α)

∫ b

a
|fn(t)|

∫ b

t
(x− t)α−1dxdt ≤

≤ (b− a)α

Γ(α+ 1)
∥fn∥L1([a,b]) ≤

(b− a)α

Γ(α+ 1)
∥f∥L1([a,b]).

За теоремою Лебега про монотонну збi-
жнiсть, (Iαa+fn)(x) ↑ (Iαa+f)(x) майже всюди вiд-
носно мiри Лебега, а також за лемою Фату∫ b

a

∣∣(Iαa+f)(x)∣∣ dx ≤ lim
n→∞

∫ b

a

∣∣(Iαa+fn)(x)∣∣ dx ≤

≤ (b− a)α

Γ(α+ 1)
∥f∥L1([a,b]).

Аналогiчним чином розглядається випадок з iн-
тегралом Iαb−f .

Зауваження 2.1. Лема 2.1 є частковим ви-
падком бiльш загального результату. Дiй-
сно, розглянемо, наприклад, дробовий iнтеграл
(Iαa+f)(x) =

∫ x
a (x− t)α−1f(t)dt. Ми можемо роз-

глядати дробовий iнтеграл як згортку функцiй
f(t)I[a,b](t) та g(t) = tα−1. Тодi використовую-
чи теорему 1.3 з [6] можна довести наступний
результат.

Лема 2.2. Нехай f ∈ Lp([a, b]), p ≥ 1, та α > 0.
Тодi Iαa+(b−)f ∈ Lp([a, b]), та

∥Iαa+(b−)f∥Lp([a,b]) ≤
(b− a)α

Γ(α+ 1)
∥f∥Lp([a,b]).

Доведення. Очевидно,

(Iαa+f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x−a

0
f(x− t)tα−1dt ≤

≤ 1

Γ(α)

∫ x−a

0
|f(x− t)|tα−1dt,

звiдки за допомогою узагальненої iнтегральної
нерiвностi Мiнковського отримуємо, що(∫ b

a

∣∣(Iαa+f)(x)∣∣p dx) 1
p

≤

≤ 1

Γ(α)

(∫ b

a

∣∣∣∣∫ x−a

0
|f(x− t)| tα−1dt

∣∣∣∣p dx)
1
p

≤

≤ 1

Γ(α)

∫ b−a

0

{∫ b

a+t
|f(x− t)|p t(α−1)pdx

} 1
p

dt =

=
1

Γ(α)

∫ b−a

0
tα−1dt

{∫ b−t

a
|f(y)|pdy

} 1
p

≤

≤ (b− a)α

Γ(α+ 1)
∥f∥Lp([a,b]).

Дробовi iнтеграли Рiмана-Лiувiлля на R ви-
значаються як

(Iα+f)(x) :=
1

Γ(α)

∫ x

−∞
f(t)(x− t)α−1dt,

та

(Iα−f)(x) :=
1

Γ(α)

∫ ∞

x
f(t)(t− x)α−1dt,

вiдповiдно.
Функцiя f ∈ D(Iα±), якщо вiдповiднi iнте-

грали збiгаються майже для всiх x ∈ R. Вiдпо-
вiдно до [4], маємо включення Lp(R) ⊂ D(Iα±),
1 ≤ p < 1

α . Бiльше того, виконується теорема
Хардi-Лiтлвуда.
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Теорема 2.1 ([4]). Нехай 1 ≤ p, q < ∞, 0 <
α < 1. Тодi оператори Iα± обмеженi вiд Lp(R)
до Lq(R) тодi i тiльки тодi, коли 1 < p < 1

α
та q = p(1 − αp)−1. Це означає, зокрема, що
для будь-якого 1 < p < 1

α i q = p
1−αp , iснує кон-

станта Cp,q,α така, що(∫
R

(∫
R
|f(u)||x− u|α−1du

)q
dx

) 1
q

≤

≤ Cp,q,α∥f∥Lp(R). (2.1)

Теорема 2.2. Нехай f : [a, b] → R – вимiрна
функцiя.

(i) Дробове iнтегрування має таку напiвгру-
пову властивiсть:

Iαa+I
β
a+f = Iα+β

a+ f, Iαb−I
β
b−f = Iα+β

b− f

для f ∈ L1([a, b]). Якщо α+β ≥ 1, тодi цi
рiвностi виконуються в будь-якiй точцi
x ∈ (a, b), в протилежному випадку вони
викнуються для майже всiх x ∈ (a, b).

(ii)

Iα±I
β
± = Iα+β

± f

для f ∈ Lp(R), α, β > 0 та α+ β < 1
p .

(iii) Нехай f ∈ Lp([a, b]), g ∈ Lq([a, b]), p, q ≥ 1
i 1

p +
1
q ≤ 1 + α, або нехай p > 1, q > 1 та

1
p + 1

q = 1 + α. Тодi маємо наведену ниж-
че формулу iнтегрування частинами для
дробових iнтегралiв:∫ b

a
g(x)(Iαa+f)(x)dx =

∫ b

a
f(x)(Iαb−g)(x)dx.

Нехай f ∈ Lp(R), g ∈ Lq(R), p > 1, q > 1
та 1

p + 1
q = 1 + α. Тодi∫

R
g(x)(Iα+f)(x)dx =

∫
R
f(x)(Iα−g)(x)dx.

(2.2)

Доведення. Всi цi формули можна довести по-
дiбним чином, тому доведемо лише одну з на-
пiвгрупових властивостей:(
Iβa+I

α
a+f

)
(x) =

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a
(x− t)β−1

∫ t

a
(t− u)α−1f(u)du =

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a
f(u)

∫ x

u
(x− t)β−1(t− u)α−1dtdu

=
Γ(β)Γ(α)

Γ(α+ β)Γ(α)Γ(β)

∫ x

a
f(x)(x− u)α+β−1du =

=
(
Iα+β
a+ f

)
(x).

Лема 2.3. Нехай 0 < α < 1, f ∈
Lp(R)(Lp([a, b]), p ≥ 1 та Iα±f = 0. Тодi f(x) = 0
майже для всiх x ∈ R (x ∈ [a, b]).

Доведення. Розглянемо iнтервал [a, b]. Нехай∫ x
a (x− t)α−1f(t)dt = 0 майже для всiх x ∈ [a, b].

Тодi для будь-якого r ∈ [a, b] за теоремою Фу-
бiнi

0 =

∫ r

a
(r − z)−α

∫ z

a
(z − t)α−1f(t)dtdz =

=

∫ r

a
f(t)

∫ r

t
(r − z)−α(z − t)α−1dzdt =

=

∫ r

a
f(t)dt ·B(α, 1− α),

де
∫ r
a f(t)dt = 0, отже, f(t) = 0 майже для всiх

x ∈ [a, b].

3 Гельдерова властивiсть дробових iнте-
гралiв

Нехай Cλ([a, b]) – множина гельдерових непе-
рервних функцiй f : [a, b] → R порядку λ, тобто

Cλ([a, b]) =
{
f : [a, b] → R

∣∣∣ ∥f∥λ := sup
t∈[a,b]

|f(t)|

+ sup
s,t∈[a,b]

|f(s)− f(t)|(t− s)−λ < ∞
}
.

Iнодi λ називають iндексом Гельдера вiдповiд-
ної функцiї. Очевидно, що будь-яка функцiя iн-
дексу Гельдера λ на деякому iнтервалi є одноча-
сно функцiєю будь-якого меншого iндексу Гель-
дера на цьому iнтервалi (але не навпаки). Якщо
iндекс Гельдера дорiвнює 1, то вiдповiдна фун-
кцiя називається функцiєю Лiпшиця. Простiр
функцiй Лiпшиця на iнтервалi [a.b] будемо по-
значати Lip([a, b])(= C1([a, b])), щоб не плутати
його з простором C(1)([a, b]) неперервно дифе-
ренцiйовних функцiй. Iндекс Гельдера не може
перевищувати 1, крiм випадку, коли функцiя є
деякою сталою.

Спочатку доведемо, що дробовий iнтеграл
перетворює iнтегровну функцiю у функцiю
Гельдера. Точнiше, справедливий наступний ре-
зультат.
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Лема 3.1. Нехай 1 ≤ p ≤ ∞ та α ≥ 1
p . Тодi

Iα±(Lp([a, b])) ⊂ Cλ([a, b]) для будь-яких −∞ <
a < b < ∞ та 0 < λ ≤ α − 1

p , якщо α ≤ 1
p + 1

та Iα±(Lp([a, b])) ⊂ Lip([a.b]), якщо α ≥ 1
p + 1.

Доведення. Нехай a ≤ t1 < t2 ≤ b. Тодi, вра-
ховуючи, що припущення αp > 1 еквiвалентне
нерiвностi (α − 1)q > −1, тодi як припущення
α ≤ 1+ 1

p еквiвалентне нерiвностi αq−2q+1 < 0,
а також той факт, що для αq − 2q + 1 < 0
(u−t1)

αq−2q+1 > uαq−2q+1 i навпаки, ми можемо
застосувати нерiвностi

∫ t1

0
(u− s)(α−2)qds ≤ (u− t1)

αq−2q+1

αq − 2q + 1
,

αq − 2q + 1 < 0,

та

∫ t1

0
(u− s)(α−2)qds ≤ uαq−2q+1

αq − 2q + 1
,

αq − 2q + 1 ≥ 0,

та застосувати узагальнену нерiвнiсть Мiнков-
ського. Тодi у випадку αq−2q+1 < 0 отримаємо
оцiнку

∣∣∣∣∫ t2

0
(t2 − s)α−1f(s)ds−

∫ t1

0
(t1 − s)α−1f(s)ds

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣∫ t2

t1

(t2 − s)α−1f(s)ds

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∫ t1

0

(
(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1

)
f(s)ds

∣∣∣∣ ≤
≤
(∫ t2

t1

(t2 − s)(α−1)qds

) 1
q

∥f∥Lp([a,b])+

+ |1− α|
∫ t1

0

(∫ t2

t1

(u− s)α−2du

)
|f(s)|ds ≤

≤ (t2 − t1)
α−1+ 1

q

((α− 1)q + 1)
1
q

∥f∥Lp([a,b]) + |1− α|×

×
∫ t2

t1

(∫ t1

0
(u− s)(α−2)qds

) 1
q

du∥f∥Lp([a,b]) ≤

≤

 1

((α− 1)q + 1)
1
q

+
|1− α|

|(α− 2)q + 1|
1
q

(
α− 1

p

)


× (t2 − t1)
α− 1

p ∥f∥Lp([a,b]),

а у випадку αq − 2q + 1 ≥ 0 отримуємо, що∣∣∣∣∫ t2

0
(t2 − s)α−1f(s)ds−

∫ t1

0
(t1 − s)α−1f(s)ds

∣∣∣∣ ≤
≤

(
(t2 − t1)

α− 1
p

((α− 1)q + 1)
1
q

+
|1− α|bα−1−1/p

|(α− 2)q + 1|
1
q

(t2 − t1)

)
× ∥f∥Lp([a,b]).

Порiвнюючи степенi (t2−t1)
α− 1

p та t2−t1 маємо,
що в цьому випадку∣∣∣∣∫ t2

0
(t2 − s)α−1f(s)ds−

∫ t1

0
(t1 − s)α−1f(s)ds

∣∣∣∣ ≤
≤ C(t2 − t1)

для деякого C > 0.

Тепер доведемо, що дробовий iнтеграл
збiльшує iндекс Гельдера функцiї, тобто має мi-
сце наступний результат.

Теорема 3.1. Нехай функцiя φ ∈ Cλ([a, b]). То-
дi для будь-якого α > 0

Iαa+(φ(·)− φ(a)) ∈ Cλ+α([a, b])

якщо λ+ α ≤ 1 та

Iαa+(φ(·)− φ(a)) ∈ Lip([a, b])

якщо λ+ α > 1.

Доведення. Нехтуючи сталим множником, роз-
глянемо функцiю

g(x) =

∫ x

a
(x− u)α−1(φ(u)− φ(a))du.

Тодi для будь-якого a ≤ x < y ≤ b ми можемо
вивести

g(y)− g(x) =

∫ y

x
(y − u)α−1(φ(u)− φ(x))du+

+

∫ y

x

[
−(z − x)α−1(φ(x)− φ(z))+

+ (z − a)α−1(φ(a)− φ(z))+

+ (α− 1)

∫ x

a
(z − t)α−2(φ(t)− φ(z))dt

]
dz.

(3.3)

Отже, враховуючи, що для будь-яких u ≤
x ≤ y та β > 0 маємо нерiвностi (y − u)β − (x−
u)β ≤ (y − x)β для 0 < β ≤ 1 та (y − u)β − (x−
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u)β ≤ β(y − u)β−1(y − x) для 1 < β, ми можемо
дiяти наступним чином:

|g(y)− g(x)| ≤ C

∫ y

x
(y − u)α−1(u− x)du+

+ C

∫ y

x
(z − x)α−1(z − x)λdz+

+ C

∫ y

x
(z − a)α−1(z − a)λdz+

+ C

∫ y

x

∫ x

a
(z − t)α−2(z − t)λdtdz ≤

≤ C(y − x)α+λ + C

∫ y

x
(z − a)α+λ−1dz+

+ C

∫ y

x

∣∣∣(z − x)α+λ−1 − (z − a)α+λ−1
∣∣∣ dz ≤

≤ C(y − x)α+λ + C
∣∣∣(y − a)α+λ − (x− a)α+λ

∣∣∣ ≤{
≤ C(y − x)α+λ, if λ+ α ≤ 1

≤ C(y − x)α+λ, if λ+ α > 1,

i теорему доведено.

4 Дробовi iнтеграли вiд квадратично-
iнтегровних функцiй

Звертаємо увагу читача на те, що результати
цього пiдроздiлу сформульованi для α ∈

(
0, 12
)
.

Лема 4.1. Нехай f ∈ C(1)([a, b]). Тодi для
деякого α ∈

(
0, 12
)

iснує така функцiя φ ∈
L2([a, b]) що f = Iαa+(b−)φ, тобто C(1)([a, b]) ⊂
Iαa+(b−)(L2([a, b])). Те саме вiрно, якщо ми замi-
нимо [a, b] на R.

Доведення. РОзглянемо компактний iнтервал
[a, b]. Запишемо формально спiввiдношення

f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1φ(t)dt, (4.4)

помножимо на (z − x)−α i проiнтегруємо:∫ z

a
(z − x)−αf(x)dx =

=
1

Γ(α)

∫ z

a
(z − x)−αdx

∫ x

a
(x− t)α−1φ(t)dt =

=
1

Γ(α)

∫ z

a
φ(t)

∫ z

t
(z − x)−α(x− t)α−1dxdt =

=
B(α, 1− α)

Γ(α)
φ(t)dt = Γ(1− α)

∫ z

0
φ(t)dt,

звiдки для майже всiх z

φ(z) =
1

Γ(1− α)

d

dz

(∫ z

a
(z − x)−αf(x)dx

)
=

1

Γ(1− α)

d

dz

(
(z − a)1−α

1− α
f(a)+∫ z

a

(z − x)1−α

1− α
f ′(x)dx

)
=

1

Γ(1− α)

(
f(a)

(z − a)α
+

∫ z

a
(z − x)−αf ′(x)dx

)
.

(4.5)
Якщо α ∈

(
0, 12
)

тодi φ ∈ L2([a, b]), вiдповiдно
до леми Lemma 2.2. Тому, дiйсно, виконується
(4.4), C(1)([a, b]) ⊂ Iαa+(b−)(L2([a, b])).

Наслiдок 4.1. Оскiльки C(1)([a, b]) є щiль-
ним у L2([a, b]), маємо, що простори
Iαa+(b−)(L2([a, b])) є щiльними в L2([a, b]) для
будь-якого 0 < α < 1

2 .

Позначимо Hα
+([a, b]) = Iαa+ (L2([a, b]))

(Hα
−([a, b]) = Iαb− (L2([a, b])) розглядається ана-

логiчно). Визначимо в Hα
±([a, b]) норму

∥Iαa+(b−)h∥Hα
±([a,b]) := ∥h∥L2([a,b]).

Лема 4.2. Для всiх 0 < α < 1
2 простори

Hα
±([a, b]) з нормою ∥ · ∥Hα

±([a,b]) є гiльбертови-
ми.

Доведення. Досить розглянути деяку послiдов-
нiсть Кошi, наприклад, Iαa+hn, i встановити її
збiжнiсть. Ми маємо, що hn є послiдовнiстю
Кошi в L2([a, b]), отже, iснує f ∈ L2([a, b])
така що ∥fn − f∥L2([a,b]) → 0, n → ∞. Тодi
Iαa+f ∈ Hα

+([a, b]) та Iαa+fn → Iαa+f, n → ∞ в
Hα

+([a, b]).

5 Звуження дробових iнтегралiв

Нехай φ : R → R – вимiрна функцiя. Розгля-
немо її звуження на деякий iнтервал [a, b], де
−∞ ≤ a < b ≤ ∞:

φa,b(x) =

{
φ(x), x ∈ [a, b]

0, x /∈ [a, b].

Зокрема, позначимо φ+(x) = φ0,+∞(x).

Теорема 5.1. Нехай φ ∈ Lp(R) для деякого
p ∈

(
1, 1

α

)
. Тодi

(Iα+φ)+(x) =
(
Iα+ϕ

)
(x), x ∈ R,
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де ϕ ∈ Lp(R) i має вигляд

ϕ(x) =

{
φ(x) + sinαπ

π

∫∞
0

(
t
x

)α φ(−t)
x+t dt, x > 0

0, x < 0.

Доведення. Для початку, доведемо, що така
функцiя ϕ ∈ Lp(R). Дiйсно,∫

R
|ϕ(x)|pdx ≤ C

∫
R
|φ(x)|pdx+

+C

∫ ∞

0
x−αp

∣∣∣∣∫ ∞

0

tαφ(−t)

t+ x
dt

∣∣∣∣p dx.
Тепер достатньо знайти скiнченну верхню

межу для другого iнтеграла. З цiєю метою за-
стосуємо до нього узагальнену нерiвнiсть Мiн-
ковського. Враховуючи, що α < 1/p, отримуємо
наступну оцiнку:∫ ∞

0
x−αpdx

(∫ ∞

0

tα|φ(−t)|dt
t+ x

)p

=

= |t = xz|

=

∫ ∞

0
dx

(∫ ∞

0

zα|φ(−xz)|
1 + z

dz

)p

≤

≤ C

(∫ ∞

0

zα

1 + z

(∫ ∞

0
|φ(−xz)|pdx

) 1
p

)p

= C

(∫ ∞

0

z
α− 1

p

1 + z
dx

)p

∥φ∥pLp(R) < ∞.

Крiм того, (Iα+ϕ)(x) = 0 для x ≤ 0. Розглянемо
x > 0 i використаємо спiввiдношення (7.10):

(Iα+ϕ)(x) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(x− t)α−1φ(t)dt =

+
sinαπ

πΓ(α)

∫ x

0
(x− t)α−1

(∫ ∞

0

(z
t

)α φ(−z)

z + t
dz

)
dt

=
(
Iα0+φ

)
+

sinπα

πΓ(α)
×

×
∫ 0

−∞
(−z)αφ(z)dz

∫ x

0

(x− t)α−1t−α

t− z
dt =

=
(
Iα0+φ

)
+

1

Γ(α)

∫ 0

−∞
(−z)αφ(z)

(x− z)α−1

(−z)α
dz =

=
(
Iα0+φ

)
+

1

Γ(α)

∫ 0

−∞
(x− z)α−1φ(z)dz =

= (Iα+φ)(x).

6 Неперервнiсть дробових iнтегралiв
вiдносно α

Розглянемо поведiнку дробових iнтегралiв як
функцiй вiд α.

Теорема 6.1. Нехай φ ∈ Lp([a, b]) для деякого
p ≥ 1. Тодi дробовi iнтеграли (Iαa+(b−)φ) непе-
рервнi по α на [0,∞) в Lp([a, b]). Бiльше того,
вони неперервнi на (0,∞) як функцiї з Lp([a, b])
в Lp([a, b]).

Доведення. Нехай α, α0 > 0. Розглянемо рiзни-
цю

(Iα0
a+φ)(x)− (Iαa+φ)(x) =(

1

Γ(α0)
− 1

Γ(α)

)∫ x

a
φ(t)(x− t)α0−1dt+

+
1

Γ(α)

∫ x

a

(
(x− t)α0−1 − (x− t)α−1

)
φ(t)dt =:

=: (Iφ)(x) + (Jφ)(x).

Оцiнимо окремо ∥(Iφ)∥Lp([a,b]) та
∥(Jφ)∥Lp([a,b]). Згiдно з лемою 2.2,

∥(Iφ)∥Lp([a,b]) ≤
∣∣∣∣1− Γ(α0)

Γ(α)

∣∣∣∣ (b− a)α0

Γ(1 + α0)
∥φ∥Lp([a,b]).

(6.6)
Не обмежуючи загальностi, припустимо,

що функцiя φ набуває значення 0 за межами
iнтервалу [a, b]. Тодi

|J(x)| = 1

Γ(α)

∣∣∣∣∫ x−a

0

(
zα0−1 − zα−1

)
φ(x− z)dz

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ b−a

0
zα0−1|1− zα−α0 ||φ(x− z)|dz.

(6.7)
Використовуючи нерiвнiсть Мiнковського,

отримаємо оцiнку

∥(Jφ)∥Lp([a,b]) ≤
1

Γ(α)

∫ b−a

0
|1− zα−α0 |zα0−1dz×

×
(∫ b

a
|φ(x− z)|pdx

) 1
p

≤

≤ 1

Γ(α)

∫ b−a

0
|1− zα−α0 |zα0−1dt∥φ∥Lp([a,b]).

(6.8)
З (6.6) та (6.8) маємо

∥((Iαa+ − Iα0
a+)φ)∥Lp([a,b]) ≤

≤
∣∣∣∣1− Γ(α0)

Γ(α)

∣∣∣∣ (b− a)α0

Γ(1 + α0)
∥φ∥Lp([a,b])+

+
1

Γ(α)

∫ b−a

0
|1− zα−α0 |zα0−1dz∥φ∥Lp([a,b]).
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За теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть
в останньому iнтегралi можна здiйснити гра-
ничний перехiд при α → α0. Очевидно,∣∣∣1− Γ(α0)

Γ(α)

∣∣∣→ 0 при α → α0. Отже,

∥(Iαa+ − Iα0
a+)∥Lp([a,b])

∥φ∥Lp([a,b])
= 0.

Нехай тепер α0 = 0. Наше завдання – дове-
сти, що

lim
α→0

∥(Iαa+φ)− φ∥Lp([a,b]) = 0.

Справдi, аналогiчно (6.7), перепишемо рi-
зницю наступним чином:

(Iαa+φ)(x)− φ(x) =

=
1

Γ(α)

∫ x−a

0
tα−1φ(x− t)dt− φ(x) =

=
α

Γ(1 + α)

∫ x−a

0
(φ(x− t)− φ(x))tα−1dt+

+φ(x)

(
(x− a)α

Γ(1 + α)
− 1

)
= (Kφ)(x) + (Lφ)(x),

звiдси ∥(Iαa+φ) − φ∥Lp([a,b]) ≤ ∥(Kφ)∥Lp([a,b]) +
∥(Lφ)∥Lp([a,b]). Очевидно,

∥(Lφ)∥pLp([a,b])
≤
∫ b

a
|φ(x)|p

∣∣∣∣ (x− a)α

Γ(1 + α)
− 1

∣∣∣∣p dx.
За теоремою Лебега про мажоровану збi-

жнiсть в останньому iнтегралi можна здiй-
снити граничний перехiд при α → 0. Отже,
limα→0+ ∥(Lφ)∥pLp([a,b])

= 0. Щоб оцiнити (Kφ),
припустимо, що φ – неперервно диференцiйов-
на. Тодi

|(Kφ)(x)| ≤ α

Γ(1 + α)

∫ b−a

0
tα max

t∈[a,b]
|φ′(t)|dt −→

α→0
0

рiвномiрно по x. Крiм того, можна апроксиму-
вати функцiю φ(x) послiдовнiстю неперервно
диференцiйовних функцiй φn(x) за нормою в
Lp([a, b]). Тодi

∥(Kφ)∥Lp([a,b]) ≤ ∥(K(φ− φn))∥Lp([a,b])+

+∥(Kφn)∥Lp([a,b]). (6.9)

Застосуємо узагальнену нерiвнiсть Мiнков-
ського до першого доданка в (6.9), матимемо

∥K(φ−φn)∥Lp([a,b]) ≤
2(b− a)α

Γ(1 + α)
∥φ−φn∥Lp([a,b]) → 0

при n → ∞, рiвномiрно при α ∈ [0, 1]. Щодо
другого доданка, то для довiльного x ∈ [a, b] та
для довiльного фiксованого n маємо

|(Kφn)(x)| ≤
α

Γ(1 + α)
×

×
∫ b−a

0
tαmax |φ′

n(t)|dt −→
α→0

0,

при α → 0, звiдки ∥(Kφn)∥Lp([a,b]) → 0 при
α → 0, що й доводить теорему.

Зауваження 6.1. За теоремою 2.7 [4], збiжнiсть

lim
α→0

(Iαa+φ)(x) = φ(x)

виконується для майже всiх x ∈ [a, b].

Розглянемо деякi приклади обчислення
дробових iнтегралiв.

7 Обчислення деяких дробових iнтегра-
лiв

Приклад 7.1. Нехай f(x) = xβ, β > −1. Тодi

(
Iα0+f

)
(x) =

1

Γ(α)

∫ x

0
(x− t)α−1tβdt =

=
xα+β

Γ(α)
B(α, β + 1) =

Γ(β + 1)

Γ(α+ β + 1)
xα+β.

Приклад 7.2. Нехай f(x) = eλx, λ > 0. Тодi

(
Iα+f

)
(x) =

1

Γ(α)

∫ x

−∞
(x− t)α−1eλtdt =

=
eλx

Γ(α)

∫ ∞

0
e−λzzα−1dz =

=
eλx

Γ(α)

∫ ∞

0
e−u

(u
λ

)α−1
d
(u
λ

)
=

eλx

λα
.

Приклад 7.3. Нехай a = 0, b = 1, β > 0, γ > β,
f(s) = sβ−1(1 − s)−γ . Тодi для довiльного t ∈
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(0, 1) мають мiсце наступнi перетворення:

(
Iγ−β
0+ f

)
(t) =

=

∫ t

0
(t− s)γ−β−1sβ−1(1− s)−γds = |s = tz| =

= t−1

∫ 1

0
(1− z)γ−β−1zβ−1

(
1

t
− z

)−γ

dz =

=

∣∣∣∣z =
u/t

1/t− 1 + u

∣∣∣∣ =
= t−1

∫ 1

0

(
1− u

1− t+ tu

)γ−β−1

×

×
(

u

1− t+ tu

)β−1(1

t

u

1− t+ tu

)−γ

×

× 1− t+ tu− ut

(1− t+ tu)2
du =

= t−1

∫ 1

0

(
1− t+ tu− u

1− t+ tu

)γ−β−1

×

× uβ−1

(1− t+ tu)β−1

(1− t)γ

t−γ(1− t+ tu)−γ
×

× 1− t

(1− t+ tu)2
du = tγ−1×

×
∫ 1

0
(1− t)γ−β−1(1− u)γ−β−1uβ−1(1− t)−γ+1×

× tγ(1− t+ tu)−γ+β+1−β+1+γ−2du =

= tγ−1(1− t)−β

∫ 1

0
(1− u)γ−β−1uβ−1du =

= tγ−1(1− t)−βB(γ − β, β) =

=
Γ(β)Γ(γ − β)

Γ(γ)

tγ−1

(1− t)β
.

Як наслiдок, для f(s) = sβ−1(b−s)−γ , b > 1

∫ 1

0
(1− s)γ−β−1sβ−1(b− s)−γds =

= b−1

∫ 1/b

0
(1− z)−γzβ−1(1/b− s)γ−β−1dz

= b−1B(γ − β, β)
(1/b)γ−1

(1− 1/b)β
=

= bβ−γ(b− 1)−βB(γ − β, β).

Тому для довiльних x > 0, a > 0, 0 < α < 1∫ x

0
(x− t)α−1t−α(t+ a)−1dt =

= x−1

∫ 1

0
(1− s)α−1s−α(s+ a/x)−1ds

= x−1

∫ 1

0
(1− s)−αsα−1(a/x+ 1− s)−1ds =

= |γ = 1, β = α, b = a/x+ 1|

= x−1 (a/x+ 1)α−1
(a
x

)−α
B(1− α, α) =

=
π

sin(πα)

(a+ x)α−1

aα
.

(7.10)
Приклад 7.4. Нехай W = {Wt, t ≥ 0} – вiнерiв-
ський процес. Оскiльки траєкторiї W неперерв-
нi м. н., для довiльного α > 0 iснує дробовий
iнтеграл(

Iα0+W
)
(x) =

1

Γ(α)

∫ x

0
(x− t)α−1Wtdt =

=
1

Γ(α+ 1)

∫ x

0
(x− t)αdWt, x ≥ 0,

i останнiй iнтеграл є вiнерiвським, тобто iнте-
гралом вiд невипадкової функцiї вiдносно вiне-
рiвського процесу. Це гауссовий процес з сере-
днiм

E
(
Iα0+W

)
(x) = 0

i коварiацiєю

cov
((
Iα0+W

)
(x),

(
Iα0+W

)
(y)
)
=

=
1

Γ2(α+ 1)

∫ x∧y

0
(x− t)α(y − t)αdt,

для довiльних x, y ≥ 0.
Iнтеграл (Iα0+W ) – частковий випадок гаус-

совських процесiв, якi є iнтегралами з сингу-
лярними ядрами. Детально вони розглянутi в
роботах [1, 2, 3, 5]. Крiм того, випадковий про-
цес Xx =

∫ x
0 (x − t)αdWt, x ≥ 0 iснує не тiльки

для α > 0, але i для α > −1/2, оскiльки йо-
го iснування залежить вiд збiжностi iнтеграла∫ x
0 (x − t)2αdt. Процес X називається дробовим

броунiвським рухом Лiувiлля.

Висновки

В статтi розглянуто базовi властивостi дробо-
вих iнтегралiв, причому доведення наведено у
найбiльш простiй i прозорiй формi. Для подаль-
шого знайомства з темою рекомендуємо книги
та статтi [4] – [10].
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Дослiджується задача оптимального оцiнювання лiнiйних функцiоналiв вiд невiдомих зна-
чень стацiонарного стохастичного процесу за спостереженнями процесу у спецiальних множи-
нах точок. Знайденi формули для обчислення значення середньокваратичної похибки та спе-
ктральної характеристики оптимальної лiнiйної оцiнки функцiоналiв за умови спектральної
визначеностi, коли спектральна щiльнiсть процесу точно вiдома. У випадку, коли спектральна
щiльнiсть процесу точно невiдома, а задаються лише деякi класи допустимих спектральних
щiльностей, застосовується мiнiмаксно-робастний метод. Знайденi формули для визначення
найменш сприятливих спектральних щiльностей та мiнiмаксних спектральних характери-
стик для оптимального лiнiйного оцiнювання функцiоналiв для конкретних класiв спектраль-
них щiльностей.
Ключовi слова: стацiонарний стохастичний процес, мiнiмаксно-робастна оцiнка, найменш спри-
ятлива спектральна щiльнiсть, мiнiмаксно-робастнi спектральнi характеристики.

The problem of the mean-square optimal estimation of the linear functionals which depend on
the unknown values of a stochastic stationary process from observations of the process with missings
is considered. Formulas for calculating the mean-square error and the spectral characteristic of the
optimal linear estimate of the functionals are derived under the condition of spectral certainty, where
the spectral density of the process is exactly known. The minimax (robust) method of estimation is
applied in the case where the spectral density of the process is not known exactly while some sets of
admissible spectral densities are given. Formulas that determine the least favourable spectral densities
and the minimax spectral characteristics are derived for some special sets of admissible densities.
Key Words: stationary stochastic process, minimax-robust estimate, least favorable spectral density,
minimax-robust spectral characteristics.

Introduction

Investigation of the properties of stationary
stochastic processes plays an important role both
in the theory of stochastic processes and appli-
cation it to the practice. A great number of sci-
entific papers deals with the problem of estimati-
on of unknown values of a stationary process.
The formulation and effective methods of soluti-

on of the problems of interpolation, extrapolation
and filtering of stationary sequences and processes
belong to A. N. Kolmogorov [16]. Further analysis
can be found in the works by Yu. A. Rozanov [37]
and E. J. Hannan [11]. A significant contribution
to the theory of forecasting was made by H. Wold
[41, 42], T. Nakazi [33]. Constructive methods
of solution of estimation problems for stationary
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stochastic sequences and processes were developed
by N. Wiener [40] and A. M. Yaglom [43].

The basic assumption of most of the methods
of estimation of the unobserved values of
stochastic processes is that the spectral densities
of the considered stochastic processes are exactly
known. However, in practice, these methods are
not applicable since the complete information
on the spectral densities is impossible in most
cases. In order to solve the problem parametric or
nonparametric estimates of the unknown spectral
densities are found. Then, one of traditional esti-
mation methods is applied, provided that the
selected densities are the true ones. This procedure
can result in significant increasing of the value of
error as K. S. Vastola and H. V. Poor [39] have
demonstrated with the help of some examples.
To avoid this effect one can search the estimates
which are optimal for all densities from a certain
class of admissible spectral densities. These esti-
mates are called minimax since they minimize
the maximum value of the error. The paper by
Ulf Grenander [10] should be marked as the first
one where this approach to extrapolation problem
for stationary processes was proposed.

Several models of spectral uncertainty and
minimax-robust methods of data processing can
be found in the survey paper by S. A. Kassam and
H. V. Poor [15]. J. Franke [5], J. Franke and H. V.
Poor [6] investigated the minimax extrapolation
and filtering problems for stationary sequences wi-
th the help of convex optimization methods. This
approach makes it possible to find equations that
determine the least favorable spectral densities for
different classes of densities.

A great amount of papers by M. Moklyachuk
[22] – [25] is dedicated to the investigation of
problems of the optimal linear estimation of
functionals which depend on unknown values of
stationary sequences and processes. In papers
by M. Moklyachuk and A. Masyutka a mi-
nimax technique of the estimation for vector-
valued stationary stochastic processes is proposed
[21], [26]–[28]. Methods of solution of problems of
interpolation, extrapolation and filtering problems
for periodically correlated stochastic processes
were developed by M. Moklyachuk and I.
Dubovetska [4, 8]. Estimation problems for functi-
onals which depend on unknown values of
stochastic processes with stationary increments
were investigated by M. Luz and M. Moklyachuk

[17]–[20]. The problem of interpolation of a stati-
onary sequence with missing values was investi-
gated by M. Moklyachuk and M. Sidei [29] – [32].

Prediction of stationary processes with mi-
ssing observations was investigated in papers by
P. Bondon [1, 2], Y. Kasahara, M. Pourahmadi
and A. Inoue [14, 34], R. Cheng, A. G. Miamee,
M. Pourahmadi [3]. The problem of interpolati-
on of stationary sequences was considered in the
paper of H. Salehi [38].

In this paper we deal with the problem of
the mean-square optimal linear estimation of the
functionals

A1ξ =

−M∫
−∞

a(t)ξ(t)dt+

T∫
0

a(t)ξ(t)dt,

A2ξ =

T∫
0

a(t)ξ(t)dt+

∞∫
T+N

a(t)ξ(t)dt,

A3ξ =

−M∫
−∞

a(t)ξ(t)dt+

T∫
0

a(t)ξ(t)dt+

∞∫
T+N

a(t)ξ(t)dt,

A4ξ =

−M∫
−M−M1

a(t)ξ(t)dt+

T∫
0

a(t)ξ(t)dt,

A5ξ =

T∫
0

a(t)ξ(t)dt+

T+N+N1∫
T+N

a(t)ξ(t)dt,

A6ξ =

−M∫
−M−M1

a(t)ξ(t)dt+

+

T∫
0

a(t)ξ(t)dt+

T+N+N1∫
T+N

a(t)ξ(t)dt,

which depend on the unknown values of a
stochastic stationary process ξ(t) from observati-
ons of the process ξ(t) + η(t) at points t ∈ R\Sk,
respectively, where

S1 = [−∞;−M ]∪ [0;T ], S2 = [0;T ]∪ [T +N ;∞],

S3 = S1 ∪ S2, S4 = [−M −M1;−M ] ∪ [0;T ],

S5 = [0;T ] ∪ [T +N ;T +N +N1], S6 = S4 ∪ S5.

The case of spectral certainty as well as the case
of spectral uncertainty are considered. Formulas
for calculating the spectral characteristic and the
mean square error of the optimal linear estimate
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of the functionals are derived under the condi-
tion that spectral densities of the processes are
exactly known. In the case of spectral uncertainty,
where the spectral densities are not exactly known
but a set of admissible spectral densities is gi-
ven, the minimax method is applied. Formulas for
determination the least favorable spectral densi-
ties and the minimax-robust spectral characteri-
stics of the optimal estimates of the functionals
are proposed for some specific classes of admissi-
ble spectral densities.

1 Classical interpolation problem for stati-
onary processes

Let ξ(t), t ∈ R, and η(t), t ∈ R, be uncorrelated
stationary stochastic processes with zero first
moments Eξ(t) = 0, Eη(t) = 0. Correlation
functions

Rξ(t) = Eξ(t+ s)ξ(s), Rη(t) = Eη(t+ s)η(s)

of stationary processes ξ(t), t ∈ R and η(t), t ∈ R,
respectively, admit the spectral decomposition [7]

Rξ(t) =

∞∫
−∞

eitλF (dλ), Rη(t) =

∞∫
−∞

eitλG(dλ),

where F (dλ) and G(dλ) are spectral measures
of processes ξ(t) and η(t), respectively. Consider
stationary stochastic processes ξ(t), t ∈ R and
η(t), t ∈ R with absolutely continuous spectral
measures F (dλ), G(dλ) and correlation functions
of the form

Rξ(t) =

∞∫
−∞

eitλf(λ)dλ, Rη(t) =

∞∫
−∞

eitλg(λ)dλ,

where f(λ) and g(λ) are spectral densities of
processes ξ(t) and η(t), respectively, and the mi-
nimality condition holds true∫ ∞

−∞

|γk(λ)|2

f(λ) + g(λ)
dλ <∞, (1)

where

γ1(λ) =

−M∫
−∞

α1(t)eitλdt+

T∫
0

α1(t)eitλdt,

γ2(λ) =

T∫
0

α2(t)eitλdt+

∞∫
T+N

α2(t)eitλdt,

γ3(λ) =

−M∫
−∞

α3(t)eitλdt+

+

T∫
0

α3(t)eitλdt+

∞∫
T+N

α3(t)eitλdt,

γ4(λ) =

−M∫
−M−M1

α4(t)eitλdt+

T∫
0

α4(t)eitλdt,

γ5(λ) =

T∫
0

α5(t)eitλdt+

T+N+N1∫
T+N

α5(t)eitλdt,

γ6(λ) =

−M∫
−M−M1

α6(t)eitλdt+

+

T∫
0

α6(t)eitλdt+

T+N+N1∫
T+N

α6(t)eitλdt

are nontrivial functions of the exponential type.
Under this condition the error-free estimation is
impossible (see, for example, [37]).

Processes ξ(t) and η(t) admit the spectral
decomposition [13]

ξ(t) =

∞∫
−∞

eitλZξ(dλ), η(t) =

∞∫
−∞

eitλZη(dλ),

(2)
where Zξ(dλ) and Zη(dλ) are the orthogonal
stochastic measures that correspond to spectral
functions F (dλ) and G(dλ). The following
properties hold true

EZξ(∆1)Zξ(∆2) = F (∆1 ∩∆2) =

∫
∆1∩∆2

f(λ)dλ,

EZη(∆1)Zη(∆2) = G(∆1 ∩∆2) =

∫
∆1∩∆2

g(λ)dλ.

Consider the problem of the mean-square opti-
mal linear estimation of the functionals

A1ξ =

−M∫
−∞

a(t)ξ(t)dt+

T∫
0

a(t)ξ(t)dt,

A2ξ =

T∫
0

a(t)ξ(t)dt+

∞∫
T+N

a(t)ξ(t)dt,
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A3ξ =

−M∫
−∞

a(t)ξ(t)dt+

T∫
0

a(t)ξ(t)dt+

∞∫
T+N

a(t)ξ(t)dt,

A4ξ =

−M∫
−M−M1

a(t)ξ(t)dt+

T∫
0

a(t)ξ(t)dt,

A5ξ =

T∫
0

a(t)ξ(t)dt+

T+N+N1∫
T+N

a(t)ξ(t)dt,

A6ξ =

−M∫
−M−M1

a(t)ξ(t)dt+

+

T∫
0

a(t)ξ(t)dt+

T+N+N1∫
T+N

a(t)ξ(t)dt,

which depend on the unknown values of a
stochastic stationary process ξ(t) from observati-
ons of the process ξ(t) + η(t) at points t ∈ R\Sk,
respectively, where

S1 = [−∞;−M ]∪ [0;T ], S2 = [0;T ]∪ [T +N ;∞],

S3 = S1 ∪ S2, S4 = [−M −M1;−M ] ∪ [0;T ],

S5 = [0;T ] ∪ [T +N ;T +N +N1], S6 = S4 ∪ S5.

Making use of spectral decomposition (2)
of stationary process ξ(t) we can write the
functionals Akξ in the following form Akξ =
∞∫
−∞

Ak(λ)Zξ(dλ) where

A1(λ) =

−M∫
−∞

a(t)eitλdt+

T∫
0

a(t)eitλdt,

A2(λ) =

T∫
0

a(t)eitλdt+

∞∫
T+N

a(t)eitλdt,

A3(λ) =

−M∫
−∞

a(t)eitλdt+

T∫
0

a(t)eitλdt+

∞∫
T+N

a(t)eitλdt,

A4(λ) =

−M∫
−M−M1

a(t)eitλdt+

T∫
0

a(t)eitλdt,

A5(λ) =

T∫
0

a(t)eitλdt+

T+N+N1∫
T+N

a(t)eitλdt,

A6(λ) =

−M∫
−M−M1

a(t)eitλdt+

+

T∫
0

a(t)eitλdt+

T+N+N1∫
T+N

a(t)eitλdt.

Denote by Âkξ the optimal linear estimate
of the functional Akξ from observations of the
process ξ(t) + η(t) at points t ∈ R\Sk and

by ∆k(F,G) = E
∣∣∣Akξ − Âkξ∣∣∣2 the mean-square

error of the estimate Âkξ. Since spectral densities
of stationary processes ξ(t) and η(t) are known,
we can use the method of orthogonal projections
in Hilbert spaces [16] to find the estimate Âkξ.

Consider values ξ(t) and η(t) as elements of
the Hilbert space H = L2(Ω,F , P ) generated by
random variables ξ with 0 mathematical expectati-
ons, Eξ = 0, finite variations, E|ξ|2 < ∞, and
inner product (ξ, η) = Eξη. Denote by Hk(ξ + η)
the closed linear subspace generated by elements
{ξ(t) + η(t) : t ∈ R\Sk} in the Hilbert space
H = L2(Ω,F , P ). Denote by L2(f + g) the Hi-
lbert space of functions a(λ) such that∫ ∞

−∞
|a(λ)|2(f(λ) + g(λ))dλ <∞.

Denote by Lk2(f + g) the subspace of L2(f + g)
generated by functions {eitλ, t ∈ R\Sk}.

The mean-square optimal linear estimate Âkξ
of the functional Akξ can be represented in the
form

Âkξ =

∞∫
−∞

hk(λ)(Zξ(dλ) + Zη(dλ)),

where hk(λ) ∈ Lk2(f+g) is the spectral characteri-
stic of the estimate.

The mean-square error ∆(hk; f, g) of the esti-
mate Âkξ is given by the formula

∆(hk; f, g) = E
∣∣∣Akξ − Âkξ∣∣∣2 =

=

∞∫
−∞

|Ak(λ)−hk(λ)|2f(λ)dλ+

∞∫
−∞

|hk(λ)|2g(λ)dλ.

According to the Hilbert space projection
method proposed by A. N. Kolmogorov [16], the
optimal estimation of the functional Akξ is a
projection of the element Akξ of the space H on
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the space Hk(ξ + η). It can be found from the
following conditions:

1)Âkξ ∈ Hk(ξ + η),

2)Akξ − Âkξ⊥Hk(ξ + η).

It follows from the second condition that the
spectral characteristic hk(λ) of the optimal linear
estimate Âkξ for any t ∈ R\Sk satisfies equations
∞∫
−∞

(Ak(λ)f(λ)− hk(λ)(f(λ) + g(λ))e−itλdλ = 0.

(3)

Define the function Ck(λ) = Ak(λ))f(λ) −
hk(λ)(f(λ) + g(λ)) and its Fourier transformati-
on

ck(t) =

∞∫
−∞

Ck(λ)e−itλdλ, t ∈ R.

It follows from the condition (3) that the
function ck(t) is nonzero only on the set Sk. Hence,

C1(λ) =

−M∫
−∞

c1(t)eitλdt+

T∫
0

c1(t)eitλdt,

C2(λ) =

T∫
0

c2(t)eitλdt+

∞∫
T+N

c2(t)eitλdt,

C3(λ) =

−M∫
−∞

c3(t)eitλdt+

+

T∫
0

c3(t)eitλdt+

∞∫
T+N

c3(t)eitλdt,

C4(λ) =

−M∫
−M−M1

c4(t)eitλdt+

T∫
0

c4(t)eitλdt,

C5(λ) =

T∫
0

c5(t)eitλdt+

T+N+N1∫
T+N

c5(t)eitλdt,

C6(λ) =

−M∫
−M−M1

c6(t)eitλdt+

+

T∫
0

c6(t)eitλdt+

T+N+N1∫
T+N

c6(t)eitλdt

and the spectral characteristic of the estimate Âkξ
is of the form

hk(λ) = Ak(λ)f(λ)(f(λ) + g(λ))−1−
− Ck(λ)(f(λ) + g(λ))−1. (4)

It follows from the first condition, Âkξ ∈
Hk(ξ+η), which determine the optimal linear esti-
mate of the functional Akξ, that for some function
vk(t) ∈ Lk2(f + g)

hk(λ) =

∫
R\Sk

vk(t)e
itλdλ,

therefore for any t ∈ Sk, the following relation
holds true

∞∫
−∞

[
Ak(λ)f(λ)(f(λ) + g(λ))−1−

− Ck(λ)(f(λ) + g(λ))−1

]
e−itλdλ = 0. (5)

The last relation can be represented in terms
of linear operators in the space Lk2(f + g). Let us
define operators

(Bka)(t) =

∫
Sk

∞∫
−∞

a(u)(f(λ)+g(λ))−1eiλ(u−t)dλdu,

(Rka)(t) =∫
Sk

∞∫
−∞

a(u)f(λ)(f(λ) + g(λ))−1eiλ(u−t)dλdu,

(Qka)(t) =

=

∫
Sk

∞∫
−∞

a(u)f(λ)(f(λ)+g(λ))−1g(λ)eiλ(u−t)dλdu,

a(t) ∈ Lk2(f + g), t ∈ Sk.

The relation (5) can be rewritten in the form

(Rka)(t) = (Bkck)(t), t ∈ Sk. (6)

Consider the operator Bk is invertible. Then
the function ck(t) can be calculated by the formula

ck(t) = (B−1
k Rka)(t), t ∈ Sk.
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Consequently, the spectral characteristic
hk(λ) of the estimate Âkξ is calculated by the
formula

hk(λ) = hk(f, g) = Ak(λ)f(λ)(f(λ) + g(λ))−1−
− Ck(λ)(f(λ) + g(λ))−1, (7)

Ck(λ) =

∫
Sk

(B−1
k Rka)(t)eitλdt.

The mean-square error of the estimate Âkξ
can be calculated by the formula

∆k(f, g) =
∞∫
−∞

|Ak(λ)g(λ)+Ck(λ)|2((f(λ)+g(λ))2)−1f(λ)dλ

+

∞∫
−∞

|Ak(λ)f(λ)−Ck(λ)|2((f(λ)+g(λ))2)−1g(λ)dλ

= 〈(Rka)(t), (B−1
k Rka)(t)〉+ 〈(Qka)(t), a(t)〉,

(8)
where 〈a(t), b(t)〉 is the inner product in the space
Lk2(f + g).

Let us summarize results and present them in
the form of a theorem.

Theorem 1.1. Let ξ(t) and η(t) be uncorrelated
stationary processes with spectral densities f(λ)
and g(λ) which satisfy the minimality condition
( 1). The spectral characteristics hk(λ) and the
mean-square error ∆k(F,G) of the optimal linear
estimate of the functional Akξ which depends on
the unknown values of the process ξ(t) based on
observations of the process ξ(t) + η(t), t ∈ R\Sk
can be calculated by formulas ( 7), ( 8).

Consider the case when the stationary process
ξ(t) is observed without noise. Then the spectral
characteristic of the estimate Âkξ is of the form

hk(λ) = Ak(λ)− Ck(λ)(f(λ))−1,

Ck(λ) =

∫
Sk

ck(t)e
itλdt, (9)

the relation(6) is of the form

a(t) = (Bkck)(t), t ∈ Sk. (10)

If the operator Bk is invertible then the
unknown function ck(t) can be calculated by the
formula

ck(t) = (B−1
k a)(t), t ∈ Sk,

and the spectral characteristic of the estimate Âkξ
is of the form

hk(λ) = hk(f) = Ak(λ)− Ck(λ)(f(λ))−1,

Ck(λ) =

∫
Sk

(B−1
k a)(t)eitλdt. (11)

The mean-square error of the estimate can be
calculated by the formula

∆k(f) =< B−1
k a, a(t) > . (12)

The following theorem holds true.

Theorem 1.2. Let ξ(t) be a stationary stochastic
process with the spectral density f(λ), which sati-
sfies the minimality condition∫ ∞

−∞

|γk(λ)|2

f(λ)
dλ <∞, (13)

for some nonzero function of the exponential type.
The spectral characteristic hk(λ) and the mean-
square error ∆k(f) of the optimal linear esti-
mate of the functional Akξ which depends on
the unknown values of the process ξ(t) based on
observations of the process ξ(t) at time points
t ∈ R\Sk where

S1 = [−∞;−M ]∪ [0;T ], S2 = [0;T ]∪ [T +N ;∞],

S3 = S1 ∪ S2, S4 = [−M −M1;−M ] ∪ [0;T ],

S5 = [0;T ] ∪ [T +N ;T +N +N1], S6 = S4 ∪ S5

can be calculated by formulas ( 11),( 12).

2 Minimax method of interpolation

Derived Theorem 1.1 and Theorem 1.2 can be
used only in the case of spectral certainty, when
spectral densities of processes are exactly known.
However, in practice, this case is not common, we
do not have the exact values of spectral densiti-
es. If there is given a class of admissible spectral
densities where spectral densities of the processes
belong to, minimax method can be used to esti-
mate the functionals. This method allows us to
find estimates that minimize the maximum values
of the mean-square errors of the estimates for all
spectral densities from the given class of admissi-
ble spectral densities.
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Definition 2.1. For a given class of spectral densi-
ties D = Df × Dg the spectral densities f0

k (λ) ∈
Df , g0

k(λ) ∈ Dg are called least favorable in the
class D for the optimal linear interpolation of the
functional Akξ if the following relation holds true

∆
(
f0
k , g

0
k

)
= ∆

(
hk
(
f0
k , g

0
k

)
; f0
k , g

0
k

)
=

= max
(f,g)∈Df×Dg

∆ (hk (f, g) ; f, g) .

Definition 2.2. For a given class of spectral densi-
ties D = Df×Dg the spectral characteristic h0

k(λ)
of the optimal linear interpolation of the functi-
onal Akξ is called minimax-robust if there are sati-
sfied conditions

h0
k(λ) ∈ Hk

D =
⋂

(f,g)∈Df×Dg

Lk2(f + g),

min
h∈Hk

D

max
(f,g)∈D

∆ (h; f, g) = max
(f,g)∈D

∆
(
h0
k; f, g

)
.

From the introduced definitions and formulas
derived in previous section we can obtain the
following statements.

Lemma 1. Spectral densities f0
k (λ) ∈ Df , g

0
k(λ) ∈

Dg satisfying the minimality condition ( 1) are the
least favorable in the class D = Df × Dg for the
optimal linear interpolation of the functional Akξ
if the Fourier coefficients of the functions

(f0
k (λ) + g0

k(λ))−1, f0
k (λ)(f0

k (λ) + g0
k(λ))−1,

f0
k (λ)(f0

k (λ) + g0
k(λ))−1g0

k(λ)

determine the operators B0
k,R

0
k,Q

0
k, which

determine a solution to the constrain optimization
problem

max
(f,g)∈Df×Dg

〈(Rka)(t), (B−1
k Rka)(t)〉+

+ 〈(Qka)(t), a(t)〉 =

= 〈(R0
ka)(t), ((B0

k)
−1R0

ka)(t)〉+〈(Q0
ka)(t), a(t)〉.

(14)

The minimax spectral characteristic h0
k =

hk(f
0
k , g

0
k) is determined by the formula ( 7) if

h(f0
k , g

0
k) ∈ Hk

D.

Corollary 2.1. Let the spectral density f0
k (λ) ∈

Df satisfy the minimality condition (13). The
spectral density f0

k (λ) ∈ Df is the least favorable
in the class Df for the optimal linear interpolation
of the functional Akξ from the observation of the

process ξ(t) at time points t ∈ R\Sk if the Fouri-
er coefficients of the function (f0

k (λ))−1 determine
the operator B0

k which determines a solution to
the constrain optimization problem

max
f∈Df

〈(B−1
k a)(t), a(t)〉 = 〈((B0

k)
−1a)(t), a(t)〉.

(15)
The minimax spectral characteristic h0

k = hk(f
0
k )

is determined by the formula (11) if hk(f0
k ) ∈ Hk

Df
.

The least favorable spectral densities f0
k (λ),

g0
k(λ) and the minimax spectral characteristic
h0
k = hk(f

0
k , g

0
k) form a saddle point of the functi-

on ∆ (h; f, g) on the set Hk
D×D. The saddle point

inequalities

∆
(
h0
k; f, g

)
6 ∆

(
h0
k; f

0
k , g

0
k

)
6 ∆

(
h; f0

k , g
0
k

)
,

∀h ∈ Hk
D,∀f ∈ Df , ∀g ∈ Dg,

hold true if h0
k = hk(f

0
k , g

0
k) and hk(f0

k , g
0
k) ∈ Hk

D,
where (f0

k , g
0
k) is a solution to the constrained opti-

mization problem

sup
(f,g)∈Df×Dg

∆
(
hk(f

0
k , g

0
k); f, g

)
=

= ∆
(
hk(f

0
k , g

0
k); f

0
k , g

0
k

)
, (16)

∆
(
hk
(
f0
k , g

0
k

)
; f, g

)
=

∞∫
−∞

|Ak(λ)g0
k(λ)+C0

k(λ)|2((f0
k (λ)+g0

k(λ))2)−1f(λ)dλ+

∞∫
−∞

|Ak(λ)f0
k (λ)−C0

k(λ)|2((f0
k (λ)+g0

k(λ))2)−1g(λ)dλ,

C0
k(λ) =

∫
Sk

((B0
k)
−1R0

ka)(t)eitλdt.

The constrained optimization problem (16)
is equivalent to the unconstrained optimization
problem [35]:

∆D(f, g) =

−∆(hk(f
0
k , g

0
k); f, g)+δ((f, g) |Df ×Dg )→ inf,

(17)

where δ((f, g)|Df×Dg) is the indicator function of
the set D = Df×Dg. Solution of the problem (17)
is characterized by the condition 0 ∈ ∂∆D(f0

k , g
0
k),

where ∂∆D(f0
k , g

0
k) is the subdifferential of the

convex functional ∆D(f, g) at point (f0
k , g

0
k) [36].
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The form of the functional ∆(hk(f
0
k , g

0
k); f, g)

admits finding the derivatives and differentials of
the functional in the space L1 × L1. Therefore
the complexity of the optimization problem (17)
is determined by the complexity of calculati-
ng the subdifferential of the indicator functions
δ((f, g)|Df ×Dg) of the sets Df ×Dg [12].

Lemma 2. Let (f0
k , g

0
k) be a solution to the optimi-

zation problem ( 17). The spectral densities f0
k (λ),

g0
k(λ) are the least favorable in the class D = Df×
Dg and the spectral characteristic h0

k = hk(f
0
k , g

0
k)

is the minimax of the optimal linear estimate of
the functional Akξ if hk(f0

k , g
0
k) ∈ Hk

D.

3 Least favorable spectral densities in the
class D = D0 ×Dε

Consider the problem of the mean-square opti-
mal interpolation of the functional Akξ in the case
when spectral densities of processes belong to the
class of admissible spectral densities D = D0×Dε,

D0 =

{
f(λ)

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

f(λ)dλ = p

}
,

Dε =

{
g(λ)

∣∣∣∣g(λ) = (1− ε)g1(λ) + εw(λ),∫ ∞
−∞

g(λ)dλ = q

}
,

where g1(λ) is known and fixed spectral density,
w(λ) is unknown spectral density.

From the condition 0 ∈ ∂∆D(f0
k , g

0
k) we find

the following equations which determine the least
favourable spectral densities for these given sets of
admissible spectral densities

|Ak(λ)g0
k(λ) + C0

k(λ)| = α2(f0
k (λ) + g0

k(λ)), (18)

|Ak(λ)f0
k (λ)−C0

k(λ)| = (β2+γ(λ))(f0
k (λ)+g0

k(λ)),
(19)

where γ(λ) 6 0 and γ(λ) = 0 if g0
k(λ) > (1 −

ε)g1(λ), and α2, β2 are unknown Lagrange multi-
pliers.

Thus, the following statements hold true.

Theorem 3.1. Let the minimality condition ( 1)
hold true. The least favorable spectral densities
f0
k (λ), g0

k(λ) in the class D0 × Dε for the opti-
mal linear interpolation of the functional Akξ

are determined by relations ( 18), ( 19), constrai-
ned optimization problem ( 14) and restrictions on
densities from the class D0 × Dε. The minimax-
robust spectral characteristic of the optimal esti-
mate of the functional Akξ is determined by the
formula ( 7).

Theorem 3.2. Let the spectral densities f0
k (λ) ∈

Df
0 , g

0
k(λ) ∈ Dg

0 where

Df
0 =

{
f(λ)

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

f(λ)dλ = p

}
,

Dg
0 =

{
g(λ)

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

g(λ)dλ = q

}
,

and the minimality condition ( 1) hold true. The
least favorable spectral densities f0

k (λ), g0
k(λ) in the

class Df
0 ×D

g
0 for the optimal linear interpolation

of the functional Akξ are determined by relations

|Ak(λ)g0
k(λ) + C0

k(λ)| = α2(f0
k (λ) + g0

k(λ)), (20)

|Ak(λ)f0
k (λ)− C0

k(λ)| = β2(f0
k (λ) + g0

k(λ)), (21)

constrained optimization problem ( 14) and restri-
ctions on densities from the class Df

0 × D
g
0. The

minimax-robust spectral characteristic of the opti-
mal estimate of the functional Akξ is determined
by the formula ( 7).

Corollary 3.1. Let the minimality condition (13)
hold true. The least favorable spectral densiti-
es f0

k (λ) in the class Df
0 for the optimal linear

interpolation of the functional Akξ, which depends
on the unknown values of the process ξ(t) based
on observations of the process ξ(t) at time points
t ∈ R\Sk, are determined by the following equati-
on

|C0
k(λ)| = α2(f0

k (λ)), (22)

constrained optimization problem (15) and restri-
ctions on densities from the class Df

0 . The mini-
max spectral characteristic of the optimal estimate
of the functional Akξ is determined by the formula
(11).

Corollary 3.2. Let the minimality condition (13)
hold true. The least favorable spectral densities
f0
k (λ) in the class

Df
ε =

{
f(λ)

∣∣∣∣f(λ) = (1− ε)f1(λ) + εw(λ),∫ ∞
−∞

f(λ)dλ = p

}
for the optimal linear interpolation of the functi-
onal Akξ, which depends on the unknown values
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of the process ξ(t) based on observations of the
process ξ(t) at time points t ∈ R\Sk, are determi-
ned by the following equation

|C0
k(λ)| = (α2 + γ(λ))(f0

k (λ)), (23)

where γ(λ) 6 0 and γ(λ) = 0 if f0
k (λ) > (1 −

ε)f1(λ), constrained optimization problem (15)
and restrictions on densities from the class Df

ε .
The minimax spectral characteristic of the opti-
mal estimate of the functional Akξ is determined
by the formula (11).

4 Least favorable spectral densities in the
class D = Du

v ×D2δ

Consider the problem of mean square optimal
interpolation of the functional Akξ in the case
when spectral densities of the processes belong
to the class of admissible spectral densities D =
Du
v ×D2δ,

Du
v =

{
f(λ)

∣∣∣∣v(λ) 6 f(λ) 6 u(λ),

∫ ∞
−∞

f(λ)dλ = p

}
,

D2δ =

{
g(λ)

∣∣∣∣∫ ∞
−∞
|g(λ)− g1(λ)|2 dλ 6 δ

}
,

where spectral densities v(λ), u(λ), g1(λ) are
known and fixed. The class Du

v describes the
"strip” model of stochastic processes, D2δ descri-
bes "δ-district"in the space L2 of the given
bounded spectral density g1(λ).

From the condition 0 ∈ ∂∆D(f0
k , g

0
k) we find

the following equations which determine the least
favourable spectral densities for these given sets of
admissible spectral densities

|Ak(λ)g0
k(λ) + C0

k(λ)| =
(α2 + γ1(λ) + γ2(λ))(f0

k (λ) + g0
k(λ)), (24)

|Ak(λ)f0
k (λ)− C0

k(λ)|2 =

β2(g0
k(λ)− g1(λ))(f0

k (λ) + g0
k(λ))2, (25)∫ ∞

−∞

∣∣g0
k(λ)− g1(λ)

∣∣2 dλ = δ, (26)

where γ1(λ) 6 0 and γ1(λ) = 0 if f0
k (λ) > v(λ),

γ2(λ) > 0 and γ2(λ) = 0 if f0
k (λ) < u(λ), and

α2, β2 are unknown Lagrange multipliers.
The following theorem and corollaries hold

true.

Theorem 4.1. Let the minimality condition ( 1)
hold true. The least favorable spectral densities
f0
k (λ), g0

k(λ) in the class D = Du
v × D2δ for the

optimal linear interpolation of the functional Akξ
are determined by relations ( 24) – ( 26), constrai-
ned optimization problem ( 14) and restrictions
on densities from the corresponding classes D =
Du
v×D2δ. The minimax-robust spectral characteri-

stic of the optimal estimate of the functional Akξ
is determined by the formula ( 7).

Corollary 4.1. Let the minimality condition (13)
hold true. The least favorable spectral densities
f0
k (λ) in the classes Du

v for the optimal linear
estimation of the functional Akξ, which depends
on the unknown values of the process ξ(t) based
on observations of the process ξ(t) at time points
t ∈ R\Sk, are determined by the following equati-
on

|C0
k(λ)| = (α2 + γ1(λ) + γ2(λ))f0

k (λ), (27)

constrained optimization problem (15) and restri-
ctions on densities from the class Du

v . The mini-
max spectral characteristic of the optimal estimate
of the functional Akξ is determined by the formula
(11).

Corollary 4.2. Let the minimality condition (13)
hold true. The least favorable spectral densities
f0
k (λ) in the class

D2δ =

{
f(λ)

∣∣∣∣∫ ∞
−∞
|f(λ)− f1(λ)|2 dλ 6 δ

}
for the optimal linear estimation of the functional
Akξ, which depends on the unknown values of the
process ξ(t) based on observations of the process
ξ(t) at time points t ∈ R\Sk, are determined by
the following equations

|C0
k(λ)|2 = β2(f0

k (λ)− f1(λ))(f0
k (λ))2, (28)

constrained optimization problem (15) and the
following restrictions on densities from the class
D2δ ∫ ∞

−∞

∣∣f0
k (λ)− f1(λ)

∣∣2 dλ = δ. (29)

The minimax spectral characteristic of the opti-
mal estimate of the functional Akξ is determined
by the formula (11).
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5 Conclusions

In the article we propose the methods of the mean-
square optimal linear interpolation of the functi-
onals which depend on the unknown values of the
process based on observed data of the process
with noise and missing values. Under condition
of spectral certainty when the spectral densities
of the stationary processes are known we derive
formulas for calculating the spectral characteristi-
cs and the mean-square errors of the estimates of
the functionals. Analogous results are derived for
the case of observations of the process without noi-
se. In the case of spectral uncertainty when certain
sets of admissible densities are given we derive the
relations which the least spectral densities satisfy.
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Àíîòàöiÿ. Íåðiâíiñòü Áåðíøòåíéíà

‖T ′n‖C(R) 6 n‖Tn‖C(R)

óìîæëèâèëà îòðèìàííÿ êîíñòðóêòèâíî¨ õàðàêòåðèñòèêè íàáëèæåííÿ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié

òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè Tn ñòåïåíÿ n. Íàòîìiñòü, íàñëiäîê öi¹¨ íåðiâíîñòi äëÿ àëãå-

áðà¨÷íèõ ïîëiíîìiâ Pn ñòåïåíÿ n, à ñàìå, íåðiâíiñòü

‖ϕP ′n‖ 6 n‖Pn‖,

äå ‖ · ‖ := ‖ · ‖C([−1,1]) òà ϕ(x) :=
√
1− x2, íå ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó îòðèìàííÿ êîíñòðóêòèâíî¨

õàðàêòåðèñòèêè íàáëèæåííÿ íåïåðåðâíèõ íà âiäðiçêó ôóíêöié àëãåáðà¨÷íèìè ïîëiíîìàìè. Òàê

ñàìî íå ðîçâ'ÿçó¹ öþ çàäà÷ó i íåðiâíiñòü Ìàðêîâà

‖P ′n‖ 6 n2‖Pn‖.

Áiëüøå òîãî, íå äîñòàòíüî íàâiòü íàñëiäêó íåðiâíîñòåé Áåðíøòåéíà i Ìàðêîâà:

‖ϕnP
′
n‖ 6 2n‖Pn‖,

äå ϕn(x) :=

√
1− x2 + 1

n2
.

Âêàçàíó çàäà÷ó, ÿê i ðÿä iíøèõ òåîðåòè÷íèõ i ïðàêòè÷íèõ çàäà÷, ðîçâ'ÿçó¹ íåðiâíiñòü Äçÿäèêà

‖ϕ1−s
n P ′n‖ 6 c(s)n‖ϕ−sn Pn‖,

ñïðàâåäëèâà äëÿ êîæíîãî s ∈ R. Íà âiäìiíó âiä íåðiâíîñòåé Áåðíøòåéíà òà Ìàðêîâà, òî÷íà

ñòàëà â íåðiâíîñòi Äçÿäèêà íåâiäîìà äëÿ âñiõ s ∈ R, àëå âiäîìà àñèìòîòè÷íî òî÷íà ñòàëà äëÿ
íàòóðàëüíèõ s: c(s) = 1 + s+ s2; à äëÿ n > 2s, s ∈ N, âiäîìà íàâiòü òî÷íà ñòàëà

c(n, s) =

(
1 + s

√
1 + n2 − 1

n

)2

− s.

Â íàøié çàìiòöi öåé påçóëüòàò ïîøèðåíî íà âèïàäîê s 6 n < 2s.
Êëþ÷îâi ñëîâà: Òî÷íà ñòàëà, íåðiâíiñòü Äçÿäèêà, àëãåáðà¨÷íi ïîëiíîìè.

Abstract. Bernstein inequality

‖T ′n‖C(R) 6 n‖Tn‖C(R)

made it possible to obtain a constructive characterization of the approximation of periodic functions

by trigonometric polynomials Tn of degree n. Instead, the corollary of this inequality for algebraic

polynomials Pn of degree n, namely, the inequality

‖ϕP ′n‖ 6 n‖Pn‖,

© Â.Î. Âîëîøèíà, 2022
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where ‖ · ‖ := ‖ · ‖[−1,1] and ϕ(x) :=
√
1− x2, does not solve the problem obtaining a constructive

characterization of the approximation of continuous functions on a segment by algebraic polynomials.

Markov inequality

‖P ′n‖ 6 n2‖Pn‖.

does not solve this problem as well. Moreover, even the corollary

‖ϕnP
′
n‖ 6 2n‖Pn‖,

where ϕn(x) :=

√
1− x2 + 1

n2

of Bernstein and Markov inequalities is not enough. This problem, like a number of other theoretical

and practical problems, is solved by Dzyadyk inequality

‖ϕ1−s
n P ′n‖ 6 c(s)n‖ϕ−sn Pn‖,

valid for each s ∈ R. In contrast to the Bernstein and Markov inequalities, the exact constant in the

Dzyadyk inequality is unknown for all s ∈ R, whereas the asymptotically exact constant for natural s
is known: c(s) = 1 + s+ s2; and for n > 2s, s ∈ N, even the exact constant is known:

c(n, s) =

(
1 + s

√
1 + n2 − 1

n

)2

− s.

In our note, this result is extended to the case s 6 n < 2s.
Key Words: Exact constant, Dzyadyk inequality, algebraic polynomials.

Ñòàòòþ ïðåäñòàâèâ ä.ô.-ì.í., ÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè, Øåâ÷óê I.Î.

1 Âñòóï

Íåõàé Pn � ïðîñòið àëãåáðà¨÷íèõ ïîëiíîìiâ ñòå-
ïåíÿ 6 n, ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ‖f‖ :=
‖f‖C[−1,1] = maxx∈[−1,1] |f(x)| - ðiâíîìiðíà íîð-
ìà ôóíêöi¨ f ∈ C[−1, 1], k � íàòóðàëüíå ÷èñëî,

c(n, k) =

(
1 + k

√
1 + n2 − 1

n

)2

− k

òà

ϕn(x) :=

√
1− x2 + 1

n2

Äëÿ n > 2k â ðîáîòi [1] äîâåäåíà íàñòóïíà
òåîðåìà 1.1.

Â íàøié çàìiòöi ïîêàçàíî, ùî òåîðåìà 1.1
ñïðàâåäëèâà òàêîæ äëÿ n > k.

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ êîæíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë

k i n > k òà êîæíîãî ïîëiíîìà Pn ∈ Pn âèêî-

íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖P ′nϕ1−k
n ‖ 6 c(n, k)n‖Pnϕ

−k
n ‖. (1)

Â íåðiâíîñòi Äçÿäèêà [2, 3] (ñ. 262) ñòàëà
c(n, k) ¹ òî÷íîþ, îñêiëüêè ñïðàâåäëèâà òåîðåìà
1.2. Òåîðåìà 1.2 äîâåäåíà ó [1], õî÷à ñôîðìóëüî-
âàíà òàì ëèøå äëÿ n > 2k.

Òåîðåìà 1.2 ([1]). Äëÿ êîæíèõ íàòóðàëüíèõ

÷èñåë k i n > k çíàéäåòüñÿ ïîëiíîì Pn ∈ P
òàêèé, ùî

‖P ′nϕ1−k
n ‖ = (n, k)n‖Pnϕ

−k
n ‖. (2)

Íàðåøòi çàóâàæèìî, ùî

c(n, k) 6 1 + k + k2 i ùî

c(n, k)→ 1 + k + k2 ïðè n→∞.

2 Îáãðóíòóâàííÿ ñïðàâåäëèâîñòi òåîðå-

ìè 1.1

Çàôiêñó¹ìî a ∈ (0, 1), k ∈ N òà n ∈ N, n > k. Ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç Tn− ïðîñòið òðèãîíîìåòðè÷íèõ
ïîëiíîìiâ

Tn = a0 +
n∑

m=1

(am cosmt+ bm sinmt)

ñòåïåíÿ 6 n ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Íåõàé
w = eit, t ∈ R.

Ñëiäóþ÷è [1], ïîçíà÷èìî

ρ(t) := |w2 − a| =
√

(1− a)2 + 4a sin2 t, (3)
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S(w) := wn−2k(w2 − a)k

òà

Q(t) := Re S
(
eit
)
,

- òðèãîíîìåòðè÷íèé ïîëiíîì ñòåïåíÿ n, òàêîæ

A(t) :=

∣∣∣∣e2it − (1− 2k

n

)
a

∣∣∣∣ =
√(

1−
(
1− 2k

n

)
a

)2

+ 4a

(
1− 2k

n

)
sin2 t.

Ñôîðìóëþ¹ìî íàñòóïíó ëåìó.

Ëåìà 2.1 ([1]). Äëÿ ïîëiíîìà Q ñïðàâäæóþ-

òüñÿ íåðiâíîñòi

|Q(t)| 6 |S(eit)| = ρk(t), t ∈ R, (4)

|Q′2n(t)| 6
∣∣∣∣ ddtSn(eit)

∣∣∣∣ = nρk−1(t)A(t), t ∈ R,

(5)

Áóäå ïîòðiáíe íàñòóïíe óòî÷íåííÿ òåîðåìè
Áåðíøòåéíà [1, ñòîð. 498]. Íåõàé Hl � àëãåáðà¨-
÷íèé ïîëiíîì ñòåïåíÿ l, ÿêèé íå ìà¹ íóëiâ çîâíi
îäèíè÷íîãî êðóãà.

Òåîðåìà 2.1. ßêùî òðèãîíîìåòðè÷íèé ïîëi-

íîì Tn ñòåïåíÿ n > l/2 çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

|Tn(t)| 6 |Hl(e
it)|

äëÿ âñiõ äiéñíèõ çíà÷åíü t, òî

|T ′n(t)| 6 |(n− l)Hl(e
it) + eitH ′l(e

it)|.

C. H. Áåðíøòåéí [1, ñòîð. 498] îòðèìàâ öþ
òåîðåìó äëÿ âèïàäêó n > l, à äëÿ âñiõ n > l/2,
òåîðåìà 2.1 âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.2.

Òåîðåìà 2.2 ([4]). Íåõàé R(z) - àëãåáðà¨÷íèé
ïîëiíîì ñòåïåíÿ n, ùî ìà¹ âñi íóëi ó |z| 6 1 òà
P (z) - àëãåáðà¨÷íèé ïîëiíîì ñòåïåíÿ íå âèùîãî

çà ñòåïiíü P (z). ßêùî

|P (z)| 6 |R(z)| (6)

äëÿ |z| = 1, òî äëÿ äîâiëüíîãî |β| 6 1 ìà¹ìî∣∣∣∣zP ′(z)n
+ β

P (z)

2

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣zR′(z)n
+ β

R(z)

2

∣∣∣∣ , (7)

äëÿ |z| = 1.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1. Ìè çàñòîñîâó¹ìî íà-
ñòóïíi àðãóìåíòè Tamas Erdely òà äÿêó¹ìî ïðî-
ôåñîðó Dany Leviatan çà òå, ùî âií çâåðíóâ íà
íèõ íàøó óâàãó. Îòæå, íåõàé P2n òà R2n � àëãå-
áðà¨÷íi ïîëiíîìè ñòåïåíÿ 2n, îçíà÷åíi âiäïîâiä-
íî ðiâíîñòÿìè

Tn(t) =
P2n(z)

zn
äëÿ z = eit, òà

R2n(z) := z2n−lHl(z).

Ïðè öüîìó çàóâàæèìî, ùî R2n ¹ àëãåáðà¨-
÷íèì ïîëiíîìîì, îñêiëüêè çà óìîâîþ n > l/2.
Çðîçóìiëî, |Tn(t)| ≡ |P2n(e

it)| òà |Hl(e
it)| ≡

|R2n(e
it)|, òîìó äëÿ ïîëíîìiâ P2n òà R2n âèêî-

íó¹òüñÿ óìîâà (6) òåîðåìè 2.2. Äàëi, îñêiëüêè,
ïðè z = eit

T ′n(t) = iz

(
P ′2n(z)

zn
− nP2n(z)

zn+1

)
òà

zR′2n(z)

2n
− R2n(z)

2
=

1

2n

(
H ′l(z)z

2n−l+1 + (n− l)Hl(z)z
2n−l

)
,

òî çà òåîðåìîþ 2.2 ç β = −1 îòðèìó¹ìî

|T ′n(t)| = 2n

∣∣∣∣zP ′2n(z)2n
− P2n(z)

2

∣∣∣∣ 6
2n

∣∣∣∣zR′2n(z)n
+ β

R2n(z)

2

∣∣∣∣ =
|(n− l)Hl(e

it) + eitH ′l(e
it)|.
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Запропонована нова реологічна модель еритроцита як багатошарової оболонки, яка включає 

цитоскелет, ліпідний шар, глікокалікс і гідратний шар як в’язкопружні тіла Максвела. Досліджені 
властивості моделі при ізотонічних, ізометричних і динамічних експериментах. Досліджуються 
осциляції поверхонь еритроцитів або інших клітин крові у наближенні заповнених в’язкою рідиною 
багатошарових оболонок з в’язкопружних матеріалів. Розглянута задача про розповсюдження 
малих збурень вздовж поверхні клітини. Отримані розв’язки задачі у вигляді хвиль Юнга і Ламе. 
Запропонований метод ідентифікації параметрів еритроцитів із даних експериментальних 
вимірювань розповсюдження хвиль на основі запропонованої моделі для цілей клінічної діагностики 
захворювань з використанням мікрокраплі крові пацієнта.  

 
Ключові слова: Еритроцити, Математичне моделювання, Багатошарові оболонки, Вільні 

коливання, Вимушені коливання. 
 
Rheological properties of the red blood cells (RBC) determine their movement in the larger and smaller 

blood vessels, oxygen and carbon dioxide delivery to/from the cells. Those properties vary significantly with 
age and health state of an organism. In this paper a new rheological model of RBC as a thin multilayer shell, 
which includes the cytoskeleton, lipid bilayer, glycocalyx, and hydrate shell as Maxwell's viscoelastic bodies 
is proposed. Mechanical properties of the rheological model in isotonic, isometric and dynamic experiments 
are studied. The oscillations of the surfaces of erythrocytes or other cells in the approximation of multilayer 
viscoelastic shell filled with a viscous fluid are investigated. The expressions for the dynamic Young’s 
modules and viscosity/fluidity coefficients as functions of the viscoelastic and geometric parameters of the 
layers are obtained.  The problem of propagation of small perturbations along the cell surface is considered. 
The solutions of the problem in the form of Young and Lamé waves are obtained. The method of 
identification of the erythrocyte parameters from the experimental measurements of the wave propagation on 
the basis of the developed mathematical model for the purposes of clinical diagnostics of diseases with use of 
a microdrop of blood of the patient is proposed. 

  
Key Words: Erythrocytes, Mathematical modeling, Multilayer shells, Free oscillations, Forced 

oscillations. 

 
       Статтю представив член-кореспондент НАН України Жук Я.О 
 
1. Вступ. Еритроцити крові людини являють 
собою в’язкопружні оболонки, які заповнені 
концентрованим розчином гемоглобіну з 
в’язкістю 3

Hb 7 10   Па·с [1]. Форма еритроцитів 
залежить від різних факторів і може бути 

двоввігнутою, дископодібною, сферичною або 
напівсферичною. Численні експериментальні 
дослідження показали, що пружні модулі 1 3E  , 
модулі зсуву 1 3G   і 
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в'язкості мембрани  m  і розчину гемоглобіну 
усередині є важливими показниками для 
діагностики захворювань [2]. З часом мембрани 
стають більш жорсткими, а еритроцити – менш 
деформівними, тому пружні властивості 
використовуються, наприклад, для 
відбраковування «старих» еритроцитів з 
донорської крові перед її використанням [3]. 
Оскільки еритроцити часто більші за діаметр 
капілярів, важливими визначальними факторами 
мікроциркуляторної функції є деформація 
поверхні еритроцитів та її зміни з такими 
патологіями, як серповидноклітинна хвороба та 
малярія. Було показано, що коливання мембран 
еритроцитів під час руху залежать від 
концентрації глюкози в крові, що різко впливає 
на діелектричні та електричні властивості 
еритроцитів. В експериментах частота цих 
коливань експоненціально зменшувалась від 1,2 
до 0,85 кГц зі зміною концентрації глюкози від 
85 мг/дл до 346,1 мг/дл [4]. Таким чином, 
параметри коливань еритроцитів, так само як їх 
діелектричні та електричні властивості можна 
використовувати для точнішої діагностики 
цукрового діабету  [5]. Важливість пружних 
властивостей мембран для прикладних 
застосувань вже давно обговорюється, але 
останніми роками стало зрозумілим, що в'язкість  
мембран є дуже важливою для правильного 
відтворення часу релаксації мембрани на 
зовнішні стимули [6], що відповідає попереднім 
теоретичним результатам для сферичних 
оболонок і рідких крапель [7], у тому числі в 
зовнішньому ультразвуковому полі [8].   
 
2. Реологічна модель еритроцита. Оскільки 
еритроцити мають не тільки мембрану, але й 
цитоскелет, поверхневі структури (глікокалікс) і 

гідратні оболонки складної структури, для 
обробки і біомеханічної інтерпретації даних 
експериментів найбільш важливі відповідні 
багатошарові моделі еритроцитів, які дозволяють 
адекватно описати не тільки механічні, але й 
електричні біофізичні властивості клітин [5]. В 
даній роботі запропоновані нова реологічна 
модель поверхні еритроцита як паралельного 
поєднання пружного шару цитоскелету ( cE ) з 
в’язкопружними шарами ліпідного біслоя  
( l lE , ), глікокаліксу з адсорбованими іонами 
плазми крові або фізрозчину ( g gE , ), і 

структурованої гідратної оболонки з 
адсорбованими частинками ( h hE , ) (Рис.1).  

Ця шарувата поверхня розташована між двох 
рідин, а саме внутрішнім (in) вмістом клітини 
( 2Hb H O ) і зовнішнім (out) середовищем 
(плазма крові або фізрозчин). Механічні 
властивості  цієї поверхні можна дослідити в 
ізометричних (постійне механічне напруження 
  const ), ізотонічних (постійна деформація 
  const ) і динамічних (періодична зовнішня 
сила ( ) ~ tf t e  ). 
 

 
Рис.1. Шарувата схема будови і реологічна модель 

еритроцита. 
 

 Рівняння реологічної моделі (Рис.1) є 

1 2 3 1 2               ca a a E b b ,

  (1) 

де точки позначають похідну за часом,  

1 ( ) / a     m g h c m g ha E E E E ,  m g ha E E E , 

2 ( ) /       cgh m g h cmh g m h cmg h g ma E E E E E E a , 

3 ( ) /    ch m g h cg m h g cm g h ma E E E E E E E E E a , 

1 ( ) /       m g h m h g h g mb E E E a , 

2 ( ) /    m g h m h g h g mb E E E E E E a ,  ij i jE E E , 

  ijk i j kE E E E .  

При ізотонічному навантаженні  *   
рівняння (1) дає для деформації мембрани  

*

1 1 2 2 3 3( ) exp( ) exp( ) exp( )
      

c

t C t C t C t
E

,   (2) 

де 1,2,3  - корені алгебраїчного рівняння  

3
3 2

1 2 33
0

     c

d
a a a E

dt
,  (3) 

а константи 1,2,3C  обчислюються як 
1 *

1

2 1 2 3
2 2 2

3 1 2 3

1 1 1 /

0

0


  
  

     
         

          

cC E

C

C

.  

При ізометричному навантаженні *   
рівняння (1) дає для напружень в матеріалі 

* *
*5 4

4 5
4 5 5 4

( ) exp( ) exp( )
   

   
   

  
 

c c
c

E E
t t t E , (4) 

де 4,5  - корені алгебраїчного рівняння 
2

1 2 1 0   b b .    

41



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка  
Серія: фізико-математичні науки  

2022, 1 Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series: Physics & Mathematics 

 
При динамічному навантаженні 0( ) exp(i )  t t  (вимушені коливання) із моделі 
(1) отримуємо для коливань напружень в 

матеріалі  

0( ) E( )exp(i i )     t t ,     (5) 
де динамічний модуль пружності має вигляд 

2 2 2

2 2 2 2
1 2

E( )
(1 )


 



 

A B

b b
,     (6) 

де 2 4
2 3 2 1 2 1 1 2A ( ) ( )      c cE b a a b E a b a b , 

2 4
3 2 2 2 3 1 1 1 1( )      cB a E b a b a b a a b , а зсув фаз 

між осциляціями напружень і деформацій 
 /  arctg B A .  

 
3. Постановка задачі. Динамічна поведінка 
нестисливого в’язкопружного матеріалу 
описується рівняннями [9]. 

( ) 0


div u ,     (7) 
2

2
ˆ , 

  


 u
div F

t
    (8) 

де 

u  - вектор переміщень,   і ˆˆ ˆ    p  – 

густина і повний тензор напружень, p  - 

гідростатичний тиск, ̂  - одиничний тензор, ̂ - 
тензор в’язкопружних напружень,


F  - зовнішні 

сили. 
Підставляємо (1) в (8) і з урахуванням (7) 

отримуємо рівняння у переміщеннях (

F =0) 

2 2 3 2

1 2 1 2 32 2 3 2


         
                   




c

u
b b I p a a a E u

t tt t t t
,(9) 

 Розглянемо полосу матеріалу 
{ [0, ], [0, ]} x L y H  (Рис.1), на кінці х=0 якої 
генерується мале збурення 0 0( ), u ( )p t t ,  яке 

розповсюджується вздовж полоси у вигляді 
хвилі, що біжить { ( , , ) ( ) exp( ( / )) e 


u t x y u y i t x c , 

0p(t, x, y) p exp( ( / )) i t x c }. Підстановка цих 
виразів у (9) дає ЗДР другого порядку для ( )u y  

   
2

2
02

 
 

       
 

i
u u A iB A iB p

cc
,      (9) 

де 
2

1 2
2 2

2 3 1

(1 )

( ) ( )

 
  
 

 
  c

b i b
A iB

E a i a a
, розв’язок 

якого з урахуванням кінематичних граничних 
умов на поверхнях розділу є 

6 6
1 2 6 1 2 6 6 2 6( ) (( )e ( )e 2 ) / 2        y yu y d d d d d ,(10) 

де 0
1

3


 Hbu

d
Ha

, 
 
 

0
2 2 2 2


 




 

i c A iB p
d

c A iB
, 

 2 2 2
6 ( ) /    c A iB c , а для визначення 

швидкості розповсюдження хвилі маємо 
дисперсійне співвідношення ( )c c  у вигляді 

   1 2 6 1 2 6 6exp(2 H)    d d d d .   (11) 

 
4. Результати і обговорення. Чисельні розрахун-
ки кривих навантаження-розвантаження (2), (4), 
вимушених коливань (5), а також частотної 
залежності динамічного модуля пружності (6) і 
швидкості розповсюдження малих збурень (11) 
проводилися з використанням значень  

c l g h l g h{E ,E , E , E , , , , H}   , властивих компонентам 
поверхні еритроцитів  в фізіологічних діапазонах 

3 8
jE [10 ;10 ] Па, 3 1

j [10 ;10 ]  Па·с.  Рівняння (11) 

є алгебраїчним рівнянням 4-го порядку, розв’язки 
якого обчислювалися модифікованим методом 

Ньютона. Розв’язки (11) відповідали двом 
швидким рідинним модам (хвилі Юнга) і двом 
повільним пружним модам (хвилі Ламе). Усі 
обчислені залежності із задовільною точністю 
(<5.4%) відповідають даним експериментів [6-
8]. 
  

 
Рис.2. Залежності ( ) t  при навантаженні ( *  ) і 

розвантаженні ( =0) моделі для 810cE (1-3) і 
610cE (4-6), 6 210 , 10  m mE  (1,4), 

710 , 0.1 m mE (2,5), 810 , 1 m mE (3,6). 

 

 
Рис.3. Залежності ( )  при навантаженні-розвантаженні 

моделі для 4
, , 10c g hE (1), 106 (2), 108 (3). 

 
5. Висновки. Запропонована модель описує 
в’язкопружну поведінку мембран еритроцитів 
як шаруватих оболонок і дозволяє виявити 
вплив змін пружностей і в’язкостей кожного 
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шару у зв’язку з будь-якими змінами стану організму людини. Отримані значення 
швидкостей хвиль Юнга і Ламе на різних 
частотах можуть використовуватися для 
вимірювань в’язко пружних параметрів 
поодиноких еритроцитів для цілей медичної 
діагностики захворювань і впливу проведеного 
лікування на стан пацієнта. Подальша розробка 
деталей методу і його перевірка на результатах 

експериментів складе тему наступних досліджень 
авторів.   

Результати роботи були викладені у доповіді 
на VI Міжнародній науковій конференції 
«Сучасні проблеми механіки» (Київ, 30–31 
серпня 2021 р.). Автори щиро вдячні 
організаторам 

і учасникам конференції за увагу до роботи 
і стимулююче обговорення результатів. 
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Чисельно розв'язано задачу про генерацію автоколивань в потоці при обтіканні кругового 
циліндра з розділювальною пластиною (спліттером). Автоколивання полів швидкості і тиску 

викликано періодичним формуванням та відривом вихорів за циліндром. Показано еволюцію поля 

завихренності і сил, що діють на обтічне тіло, за різної довжини пластини спліттера.  
Ключові слова: обтікання циліндра, спліттер, автоколивання, відрив вихорів, вихровий слід. 

 

The problem of generation of self-sustained oscillations in the flow past a circular cylinder with a splitter 
plate is solved numerically. At the initial moment the fluid is at rest. We investigate both the transient pro-

cess and the steady periodic vortex formation and shedding behind the cylinder. The evolution of the vortici-

ty field is shown for various length of the splitter plate. It is demonstrated that the splitter oriented along the 

flow direction significantly reduces the forces applied to the cylinder. With increasing splitter length the av-
erage value of the drag force decreases monotonically but the amplitudes of oscillation of the forces applied 

to the body change nonmonotonically. In this paper we offer our explanation of this phenomenon. It is shown 

that when turning the splitter plate at some angle from the flow direction the process of vortex formation and 
shedding behind the cylinder is no longer strictly regular and periodic at the range of Reynolds number con-

sidered in the paper. 

Key Words: flow past cylinder, vortex shedding, splitter plate, vortex wake, OpenFOAM. 
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Since vortex shedding in a flow behind a cylin-

der can lead to undesirable vibrations [1], it is neces-
sary to be able to control this process. A simple way 

to decrease the drag and the oscillating lift force con-

sists in positioning a splitter plate in the wake. The 
flow past a cylinder with a splitter plate has been the 

subject of many computational and experimental 

works [2-8]. In the experimental work [2] the models 
with comparatively small splitters (h/d ≤ 2, where h 

is a length of the splitter plate, d is a diameter of the 

cylinder) were considered at the Reynolds number in 

the range 4 410 Re 5 10   . It was concluded that 

splitter plates reduce the drag by stabilizing the sepa-

ration points. They produce a wake narrower than 
that of a plain cylinder. Even a very short splitter 

plate markedly reduce the drag coefficient dC . For 

example, h/d=1/16 effects the 9% reduction and 

h/d=1/8 effects the 16% reduction. dC  may be re-

duced by as much as 31% with a plate of h/d=1. The 

vortex shedding frequency varies by 10%  within 

the range h/d ≤ 2. In [3] a discrete vortex model was 

developed to investigate the unsteady flow in the 
wake of a cylinder with a splitter plate. It was estab-

lished that even the short splitter plate produces a 

significant change of the fluctuating lift: 80% reduc-
tion of the fluctuating lift for the plate of h/d=1/16. 

In [4] the control over the vortex shedding with split-

ter plates was numerically simulated at the Reynolds 
numbers of 80-160. Prediction of the vortex shed-

ding was in close agreement with the experimental 
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data by Williamson [5]. The experimental results in 
[6, 9, 10] were very similar to the numerical results 

in [4] at Re = 120-160. The net drag was significant-

ly reduced by the splitter plate. There existed an op-
timum length of the plate for minimum drag at a giv-

en Reynolds number. In [7] an experimental study 

was carried out to investigate the effect of a splitter 
plate. The splitter plate length h/d varied from 0 to 

1.5 and the Reynolds number was assumed to be 

2400 and 3000. The experimental results showed that 

the splitter plate had an effect on stabilization of 
wake turbulences. For splitter plate length of h/d=0.5 

and 0.75, the flow structure was significantly modi-

fied. The vortex shedding frequency decreased as 
compared to the bare cylinder case. For higher split-

ter plate length of h/d=1, 1.25 and 1.5, the generation 

of a secondary vortex was observed. It was deter-

mined that the splitter plate length of h/d=1 was op-
timal for suppression of the velocity fluctuations. 

The stabilizing effect of the splitter plate was more 

obvious at Re=3000. In [8] the flow around a cylin-
der with a splitter plate was numerically investigated 

using the finite volume method. The problem was 

considered in frames of Reynolds Averaged Navier-
Stokes approximation. It was revealed that the vortex 

shedding behind a cylinder is completely suppressed 

when the splitter plate length is longer than some 

critical value which was proportional to the Reyn-
olds number. When the splitter plate length was 

similar to the diameter of the cylinder, the vortex 

frequency, drag, and oscillation of the lift coefficient 
reached local minimum. 

In this paper we described the hydrodynamic 
feedback channel which causes the periodic process 

of vortex shedding. The numerical simulation of the 

steady process of vortex shedding is performed for 
the splitter length in the range from h=d/2 to h=11d/2 

but only for Re 200 . It is shown that a splitter 

plate oriented along the flow significantly reduces 

the average drag force and the amplitude of oscilla-

tion of the forces applied to the body. With increas-
ing splitter length the average value of the drag de-

creases monotonically. The amplitudes of oscillation 

of the forces applied to the body change nonmono-

tonically. We give our explanation of this phenome-
non. In the present paper the problem of viscous in-

compressible fluid flow past a cylinder with a splitter 

plate is solved numerically by using Direct Numeri-
cal Simulation (DNS) technique. 

 

Statement of the problem. The algorithm for its 

numerical solution 

 

Let us consider the problem of a flow of viscous 

incompressible fluid past a stationary circular cylin-
der with a flat splitter attached behind the cylinder. 

The splitter is an absolutely rigid thin plate. It can be 

oriented along the flow or at some angle to the flow 
direction. The computational domain and the accept-

ed designations are shown in fig. 1. The computa-

tional domain occupies the rectangle 10 x L  , 

20 y L  . The fluid enters the domain through the 

left side ( 0x  ) with the constant velocity $V$. 

Then the flow runs against a circular cylinder of di-

ameter d with a thin splitter plate of length h located 

behind it and leaves the computational domain 

through the right boundary ( 1x L ). 

The problem is formulated within the frame-

work of the model of viscous incompressible New-

tonian fluid. Such flow is described by the nonsta-
tionary system of Navier-Stokes equations. To bring 

the governing equations to the dimensionless form, 

the cylinder diameter d was taken as the length scale, 
the velocity of the uniform flow V at a sufficiently 

large distance from the cylinder was taken as the ve-

locity scale. Then the time scale is the magnitude 

d/V, the pressure scale is the double pressure head 
2V . The key parameter of the problem which en-

ters into the governing equations is the Reynolds 

number Re /Vd  , where   is the kinematic vis-

cosity of the medium.  

The boundary conditions for the velocity were 

specified as follows: the uniform flow at the inlet 

( 0x  ), the non-slip condition at the solid surface of 

the cylinder and the splitter, the zero normal gradient 

at the outlet ( 1x L ). For pressure, the condition of 

zero normal gradient was formulated all over the 

boundary except for the outlet. At the outlet a con-

stant pressure was prescribed. In this paper, we per-

 
Fig. 1. Geometry of the problem 

   
         a                    b                            c 

Fig. 2. Vorticity field during the transient process 

Re=200, 0  , h=d/2: a) t=2.5, b) t=41, c ) t=140 
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formed numerical calculations for Re 200  while 

the splitter length h varied from 0.5d to 5.5d.  

The algorithm for numerical solution of the for-
mulated problem is described in detail in [11]. It is 

based on the finite volume method, which is the most 

popular numerical approach in computational fluid 
mechanics. The toolbox with open code OpenFOAM 

was used for calculations. The spatial discretization 

was performed on a structured O-type grid with 
nodes concentrated near the solid surface of the cyl-

inder and the splitter. The length of a control vol-

ume’s side did not exceed 410  in the immediate 

vicinity of the surface. The second-order schemes 

were used both for spatial and temporal discretiza-

tion. In particular, the TVD scheme implemented in 

OpenFOAM was used to discretize the convective 
terms. For the discretization of the time derivative 

we used an implicit three-point asymmetric second-

order scheme with backward steps (backward differ-
encing scheme). In order to verify the constructed 

numerical algorithm, the classical problem of nonsta-

tionary flow separation behind a circular cylinder 
was solved numerically [1]. The obtained results 

were compared with the numerical and experimental 

data of other authors. To parallelize the computa-

tions, we used MPI technology and the paralleliza-
tion method known as the solution domain decompo-

sition which is based on the geometric parallelism. 

The calculations were performed on the cluster su-
percomputer of the Institute of Cybernetics of NAS 

of Ukraine. 

 

Analysis of the numerical results 

 

First we consider the transient process for the 

case that the splitter length is equal to the cylinder’s 

radius h=d/2 and 0  . The flow develops in time 

from rest. Once the motion begins, a pair of vortices 
that have vorticity equal in absolute value but oppo-

site in sign arises behind the cylinder. In other 

words, two symmetric vortices that rotate in opposite 
directions appear at the rear. Figs. 2 demonstrate the 

vorticity field at three moments of time. In fig. 2a the 

vortex pair behind the cylinder has just arisen. The 
horizontal size of the vortices only slightly exceeds 

the diameter of the cylinder. As time goes on, the 

extent of the vortex pair grows and reaches a certain 

maximum value at the time approximately t=41. The 
vorticity field at that moment of time is shown in fig. 

2b. At the boundary of this stationary vortex pair the 

expanding mixing layer is formed, i.e. the shear flow 
layer, that is characterized by significant transverse 

velocity gradients. High transverse gradients lead to 

flow instability. On further increase of the vortex 

pair, the symmetry of the flow is violated. At the 
moment t = 57 the flow symmetry begins to collapse. 

As time goes on, the flow symmetry behind the cyl-

inder completely collapses and the flow passes into 
the regime of periodic vortex shedding. The upper 

and lower vortices detach in turn. This regime is 

demonstrated in fig. 2c for the time t = 140.  

Now let us consider the steady process of 

self-sustained oscillations of the flow behind the 

cylinder. The vorticity fields are represented in 

fig. 3 for various lengths of the splitter plate. The 

splitter is positioned along the flow. It can be seen 

that the vortices are formed not immediately behind 

the cylinder surface, as it was in the flow past a cir-

cular cylinder without a splitter [1], but at some dis-
tance from the rear of the cylinder. It means that the 

vortices interact not so much with the cylinder, but 

rather with the splitter plate. For h=d the shear layers 
formed on the cylinder surface separate from the cyl-

inder and move along the splitter. The formation of 

large eddies in the wake occurs behind the rear point 

of the splitter. Consequently, the large vortices 
formed in the flow interact with the rear part of the 

   
         a                         b                         c 

   

         d                         e                         f 
Fig. 3. Vorticity field for the steady process of vortex 

shedding (Re=200, 0  ): a) h=d, b) h=3d/2, c) 

h=5d/2, d) h=7d/2, e) h=9d/2, f) h=11d/2 

   
         a                         b                        c 
Fig. 4. Periodic oscillations of the force coefficients 

acting on the solid body: a) for h=d/2, 0  , the 

upper curve is the drag coefficient xC , the lower 

curve is the lift coefficient yC , b) for h=11d/2, 

0  , the curve with a small amplitude of oscilla-

tions is xC , the curve with the high amplitude is yC , 

c) for h=11d/2, o20  , the upper curve is yC , the 

lower curve is xC  
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splitter rather than with the cylinder surface. As the 
splitter length increases, the interaction of the rear 

part of the splitter with the large vortices formed in 

the shear layers increases. At splitter length h=5d/2 
the large eddies are formed before the rear part of the 

splitter. With further splitter elongation (h=9d/2 and 

h=11d/2), the large eddies in the wake are no longer 
observed. The separated shear layers simply take a 

wavy form. Thus, the elongation of the splitter has a 

generally stabilizing effect on the flow.  

The periodic nature of the flow in the cylinder's 
wake leads to the fact that the forces applied to the 

cylinder change periodically as well. The interaction 

of the vortices has practically no effect on the front 

critical point, because of its remoteness from the vor-
tex separation region. Fig. 4a shows the time evolu-

tion of both the drag coefficient xC  and the lift coef-

ficient yC  for / 2h d , 0  . Obviously, the forc-

es change periodically. The period of drag variation 
is half the period of lift force variation. In other 

words, the oscillation frequency of the force acting 

on the cylinder and the splitter in the horizontal di-
rection is twice as large as the oscillation frequency 

of the force in the vertical direction. The same effect 

occurs in the flow past a circular cylinder without a 

splitter [1]. The other two fig. 4 show the time varia-
tion of the force coefficients for the splitter length 

11 / 2h d . Fig. 4b corresponds to the case when the 

splitter is positioned along the flow direction. In this 

case, due to the symmetric geometry of the problem, 

the lift force oscillates around zero, and the frequen-
cy of the drag force oscillation is twice higher than 

the frequency of the lift force oscillation. It worth 

noting that with elongation of the splitter plate the 

amplitude of lifting force variation grows so much 
that its peak values exceed the drag force. At the 

same time, the drag force decreases slightly. Thus, 

comparing fig. 4a and 4b we can see that as the split-

ter length increases the drag force slightly decreases, 
whereas the amplitude of the lift force variation in-

creases more than twice. Fig. 4c corresponds to the 

case when the splitter is turned at the angle o20   

to the flow direction. In this case, the average value 

of the lift force becomes nonzero due to the devia-

tion of the splitter. Moreover, the curve of the lifting 
force lies higher than the curve of the drag force. So, 

even a relatively small deviation of the splitter by the 

angle o20   results in the fact that the lift force 

exceeds the drag force. It should also be noted that 

the time variation of the forces applied to the solid 

body is no longer obviously periodic. Even a slight 
deviation of the splitter plate of the length 

11 / 2h d  leads to violation of strict regularity of 

the vortex shedding process. Figs 5 show the vortici-

ty field for o20  . It can be seen that the boundary 

layer formed at the upper part of the cylinder sepa-
rates from the cylinder surface and becomes a free 

shear layer. The large vortices and reverse flow 

zones may appear between the upper separated free 
shear layer and the splitter surface. On the contrary, 

in the lower part of the cylinder the shear layer is 

located near the solid surface up to the splitter tip. 
The separation of the lower shear layer and the for-

mation of a large vortex occur behind the splitter. 

Thus, the oscillations of the upper and lower shear 
layers are of different nature and differ in frequency. 

    
         a                        b                         c      
Fig. 5. The vorticity field during the vortex shedding 

period T (Re=200, o20  , h=11d/2): a) at some 

time 0t t , b) at 0 / 4t t T  , c) at 0 3 / 4t t T   

Таблиця 1 

The periodic flow characteristics for various values of the splitter length h (Re=200, α=0). The following 

denotations are used: T is the oscillation period, St is the Strouhal number, c

xC  is the average value of the 

drag coefficient, xA  is the amplitude of the drag coefficient oscillation, yA  is the amplitude of the lift co-

efficient oscillation, /x yN A A  is the ratio of the oscillation amplitudes of the coefficients 0

xC , 0

yC  

h 0 r 2r 3r 5r 7r 9r 11r 

T 5.082 5.89 6.30 5.72 5.78 7.22 9.11 11.2 

St 0.197 0.170 0.159 0.175 0.173 0.139 0.110 0.089 
c

xC  1.343 1.146 1.044 1.039 0.997 0.927 0.875 0.840 

xA  25 10  37.2 10  32.4 10  36.2 10  21.1 10  35.2 10  34.4 10  34.9 10  

yA  0.686 0.518 0.333 0.416 0.949 1.150 1.241 1.249 

N 27.3 10  21.39 10  20.72 10  21.49 10  21.16 10  20.45 10  20.35 10  20.39 10  
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This reasoning explains the violation of strict regu-
larity and periodicity of the oscillation process of the 

forces applied to the cylinder and the splitter. In oth-

er words, the process of vortex formation and shed-
ding from the body surface continues but the strict 

regularity and periodicity of this process is no longer 

observed. 
The forces applied to the cylinder and the split-

ter can be represented as a sum of constant and oscil-

lating parts c o F F F . It is obvious that if the 

splitter plate is positioned along the incoming flow 

direction, 0c

yC  , if the splitter deviates by some 

angle α, a nonzero mean value of the lift force arises 

0c

yC  . Table 1 shows the values of the constant 

component c

xC , the amplitudes of the oscillating 

components 0

xC , 
0

yC  and the ratio of these ampli-

tudes for various splitter lengths. In addition, the ta-

ble shows the period of the oscillation and the corre-

sponding Strouhal number. It is evident that the split-
ter plate behind the cylinder substantially reduces the 

average value of the drag coefficient. Moreover, the 

drag coefficient continues to decrease as the splitter 

length increases. This happens apparently because 
the vortex formation behind the cylinder leads to 

appearance of some reverse motion zones near the 

surface of the splitter plate. The reverse flow near the 
body reduces the drag. It should also be noted that 

the splitter plate substantially decreases the ampli-

tude of the drag coefficient oscillation. Thus, in the 
flow around a cylinder without a splitter (h=0) the 

amplitude of the drag coefficient oscillation is 
25 10 . In the presence of even a small splitter plate, 

whose length is equal to the radius of the cylinder, 

the amplitude of the drag coefficient oscillation de-

creases to 20.72 10 . With further elongation of the 

splitter plate, the oscillation amplitude of 0

xC  be-

haves nonmonotonically. First, it decreases as h 

grows up to h=d, then it increases for h up to h=5d/2, 

then it decreases again for h up to h=9d/2 and then 
increases again. This apparently depends on how 

many vortices detached from the cylinder surface 

can be located along the splitter. It should also be 
noted that in the presence of a splitter plate the oscil-

lation period, that is the time between shedding two 

adjacent vortices, increases substantially. On further 
elongation the splitter plate the period of vortex for-

mation increases as well. However, this process is 

nonmonotonic. Thus, if the splitter plate length 

changes from h=d to h=3d/2, the period sharply de-
creases. Figs. 6 show instantaneous streamline pat-

terns at various splitter plate lengths. It is easy to see 

that there are large vortex structures on both sides of 

the splitter. As a consequence, some zones of reverse 
flow occur at the surface of the splitter. As already 

noted above, this leads to the fact that the average 

drag force and the oscillation amplitude of the drag 
coefficient decrease sharply in the presence of a 

splitter. With a further increase in the splitter length, 

not one but several large vortices can be located at 
each splitter side. The fact that a different number of 

the vortices are observed along the splitters of differ-

ent length explains why the amplitude of the drag 

coefficient oscillation behaves nonmonotonically 
with increase in the splitter length. First, it decreases 

as h increases up to h=d. With such values of the 

splitter length there is one vortex near each side. The 

vortices lead to the decrease in both the average val-
ue of the drag coefficient and the amplitude of drag 

oscillations. Then, as the splitter length increases to 

h=5d/2, these vortices grow, which leads to reduc-
tion in the flow stability. As a consequence, the am-

plitude of the drag force oscillation increases with 

the splitter extension to h=5d/2. At h=5d/2 two large 
vortices arise alternately near the splitter sides. As 

the splitter length increases from h=5d/2 to h=9d/2, 

the amplitude of oscillation of the drag coefficient 

decreases. With a further elongation the splitter plate 
the size of the vortices near the splitter sides increas-

es. This again leads to the instability of such a sys-

tem. Therefore, as the splitter length increases above 
h=9d/2, the amplitude of oscillation of the drag force 

increases again. However the average value of the 

drag coefficient decreases monotonically with in-

creasing splitter length h. 
 

Conclusion 

The flow past a circular cylinder with a flat 
splitter plate is numerically simulated. The self-

sustained oscillations of the flow caused by the 

periodic vortex shedding are studied. The calculated 
data for the main flow characteristics at various 

splitter lengths are represented. The case when the 

splitter is turned at some angle to the flow direction 

is also considered. It is shown that a splitter plate 
oriented along the flow direction reduces 

significantly the average drag and the amplitude of 

oscillation of the forces. With increasing splitter 
length the average drag decreases monotonically. 

    
         a                        b                         c      
Fig. 6. Instantaneous streamlines (Re=200, α=0): a) 

h=5d/2, b) h=9d/2, c) h=11d/2 
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The amplitudes of oscillation of the forces change 
nonmonotonically. If the splitter plate is turned at the 

angle o20  , the process of vortex shedding is also 

observed, but such a process is no longer regular and 

periodic. In conclusion it should be said that the 
periodic change in pressure on the side of the body is 

a source of sound oscillations of the dipole type. 
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Теоретично досліджується взаємодія пружних плоских гармонічних хвиль в матеріалі, нелінійні 
властивості якого описуються пружним потенціалом Мурнагана. Завдяки урахуванню залежності 

вектора переміщень тільки від однієї просторової змінної та часу, записується та 

використовується запис повної системи рівнянь для плоских хвиль, що поширюються вздовж осі 

абсцис. Розглядається взаємодія поздовжніх хвиль з окремим урахуванням кубічної нелінійності. На 
основі кубічного рівняння руху вивчається взаємодія чотирьох гармонічних хвиль. Застосовується 

метод повільно змінних амплітуд, отримуються вкороченні та еволюційні рівняння, перші інтеграли 

цих рівнянь та запис закону збереження для комплекту чотирьох взаємодіючих хвиль. Проводиться 
аналогія між досліджуваними при урахуванні взаємодії трьох хвиль триплетами та квадруплетами, 

досліджуваними в розглянутому випадку,  з урахуванням чотирьоххвильової взаємодії. 

  

Ключові слова: гармонічна хвиля, кубічна нелінійність, пружний потенціал, плоска хвиля, 
квадруплет, чотирихвильова взаємодія. 

 

The interaction of elastic plane harmonic waves in the material, the nonlinear properties of which are 
described by the elastic potential of Murnaghan, is investigated theoretically. The displacement vector is 

depended of only one spatial variable and time, a record of the complete system of equations for plane waves 

moves along the abscissa axis is recorded and used. The interaction of longitudinal waves with a separate 
considering cubic nonlinearity is investigated. On the basis of the cubic equation of motion, the interaction 

of four harmonic waves is studied. The method of slowly variable amplitudes is used. Firstly the two-wave 

interaction is investigated, then the interaction of four waves is described. Shorten and evolutionary 

equations are obtained, the first integrals of these equations and the record of the law of conservation for a 
set of four interacting waves are obtained. An analogy is made between the triplets studied when taking into 

account the interaction of three waves and the triplets investigated in the case under consideration, taking 

into account the four-wave interaction, quadruplets. 
 

Key Words: harmonic wave, cubic nonlinearity, elastic potential, plane wave, quadruplet, four-wave 

interaction 
 

Статтю представив член-кореспондент НАН України Жук Я.О. 

 

Вступ. Постановка задачі 
Предметом публікації є результати 

теоретичного дослідження нелінійного 

спотворення пружних плоских хвиль при їх 
поширенні у гіперпружному матеріалі. Для опису 

нелінійності деформування матеріалу було 

використано пружний потенціал Мурнагана 

[1,2,3] у вигляді  
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де  ,   пружні сталі  Ляме (другого порядку), 

, ,A B C  сталі Мурнагана (третього порядку). 

Таке представлення пружного потенціалу з ура-
хуванням доданків четвертого порядку, як відомо 

[4,5], дозволяє досліджувати квадратично і кубіч-

но нелінійні хвильові ефекти в гіперпружному 
матеріалі [4,5], виходячи з повної системи рів-

нянь для плоских хвиль, що складається з трьох 

взаємопов’язаних рівнянь. Залежність вектора 

переміщень тільки від однієї просторової змінної 

1x  та часу t дає можливість подальшого запису 

повної системи рівнянь для плоских хвиль, що 

поширюються вздовж осі 1Ox . Нижче наведене і 

використовується тільки одне з них: для 

поздовжньої хвилі. При цьому вважається , що 

поперечні хвилі початково не збуджуються, і 
генерація цих хвиль поздовжніми не вивчається. 

При окремому врахуванні виключно кубічної 

нелінійності (при цьому квадратичні ефекти 
взаємодії вважаються відомими і докладно 

описаними [1]), нелінійне хвильові рівняння для 

поздовжніх хвиль, згідно [4], має вигляд  

   
2

1, 1,11 3 1,11 1,12 ,ttu u N u u               (2)  

де    3

3
2 6 3 .

2
N A B C       

Подібно до того, як у квадратично нелінійних 

середовищах при трихвильовій взаємодії  можуть 

утворюватися при деяких умовах хвильові три-
плети, в кубічно нелінійних середовищах при 

чотирихвильових взаємодіях можуть утворю-

ватися за деяких умов хвильові квадруплети. 
Отже, розглядається взаємодія поздовжніх 

пружних хвиль, поширення яких описується 

рівнянням (2) при умові узгодженості частот. 

Аналіз поздовжніх хвиль за методом повільно 

змінних амплітуд. Вкорочені та еволюційні 

рівняння для двохвильової взаємодії 

Загальна умова узгодженості частот, яка 
забезпечує взаємодію хвиль, має вигляд 

                  4 1 2 3.      
     (3) 

Умова узгодженості хвильових векторів:
 

                  4 1 2 3.k k k k   
     (4) 

Схема взаємодії хвиль із зазначеними 
загальними умовами  узгодженості зазвичай 

коментується у нелінійній оптиці як генерація 

нової хвилі трьома різними хвилями накачування 
(pumping wave) або за будь-якою іншою схемою, 

яких, взагалі кажучи, може бути безліч. Зокрема,  

існує схема, що передбачає такий характер 
взаємодіючих хвиль: дві хвилі накачування, одна 

сигнальна та одна холоста хвиля (тут 

використовується термінологія нелінійної 

оптики, що відповідає так званій схемі обертання 
хвильового фронту). Починається розглядання 

схеми з  дослідження двохвильової взаємодії  для 

двох протилежно спрямованих однаково  
потужних хвиль великої амплітуди. 

Поширюючись в нелінійному середовищі, хвилі 

взаємодіють, що розглядається в рамках 

двохвильової взаємодії. Одночасно перпенди-
кулярно до цих двох хвиль  (вздовж осі  аплікат) 

задається слабкий сигнал малої амплітуди. 

Слабкі хвилі аналізуються в рамках 
чотирихвильової взаємодії.  Ефект загальної 

взаємодії полягає в тому, що амплітуди слабких 

хвиль зростають із часом необмежено.   
Розглядання хвильової взаємодії 

відбувається на основі двох гіпотез:  

       По-перше, дві слабкі хвилі  (signal waves) не 

впливають на дві потужні хвилі накачування 
(pumping waves). Тому потужні хвилі можуть 

розглядатися незалежно.  

      По-друге, потужні хвилі накачування  
впливають на слабкі сигнальні, і в аналізі 

взаємодії сигнальних хвиль необхідно 

враховувати усі чотири хвилі, з яких дві хвилі 
накачування вважаються вже відомими.  

Таким чином, спочатку  розглядається 

двохвильова взаємодія поздовжніх пружних 

хвиль. Розв’язок рівняння (2) записується у 
вигляді 

     
1 1

1 1 1, .
i k x t i k x t

A BA Bu x t A x e B x e
        

    
  (5) 

Далі, за стандартною процедурою, треба: 

підставити (5) до (2); врахувати, що (5) – 

розв’язок рівняння (2) для будь-якої амплітуди; 

знехтувати другими похідними амплітуд, з 
міркувань відсутності зовнішнього припливу 

енергії у систему. Отримане вкорочене рівняння 

розділяється, врахуючи те, що впливом хвилі 
самої на себе можна знехтувати, враховуючи 

більш важливий взаємний вплив двох заданих 

хвиль. Вкорочене рівняння записується як два 
рівняння, шляхом окремого запису дійсної та 
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уявної частини, при цьому враховується умова  
частотного синхронізму. В результаті маємо 

рівняння: 

   

   

12

1

12

1

2 ;

2 .

i k k xBA
B BA A

i k k xBA
B BA A

dA
k k k k A Be

dx

dB
k k k k AB e

dx





 

 
 (6)

 

Далі, з урахуванням умов фазового синхронізму 

0,A Bk k   

записуються еволюційні рівняння 

3 2 3 2

1 1

, .A A

dA dB
k A B k AB

dx dx
 

 

Далі, з урахуванням рівності початкових 

амплітуд обох хвиль 

     1 1 30 0 ,A x B x A x   
 

розв’язок нелінійної системи (4) можна записати 

у вигляді   

                  

   
  

   
  

2
3

3 1

1 3

2
3

3 1

1 3

;

.

оk A x x
A

о

оk A x x
A

о

A x A x e

B x A x e







            (7) 

Залежність амплітуд хвиль від координати 3x  

означає, що в схемі дослідження розглядається 

пучок хвиль, і вздовж перетину цього пучка 

амплітуда хвилі неоднакова. З отриманого 
розв’язку витікає, що поздовжні хвилі 

зустрічаються в перетині 1 0x  , в результаті чого 

відбувається їх взаємодія, по ходу якої частоти 

A B   і швидкості хвиль зберігаються, а 

амплітуди змінюються синусоїдально з 

максимальною амплітудою 
оA  і періодом 

   
2

3
32 о

AТ N k A    . 

Хвиля накачування, таким чином, - це хвиля із 

сталою амплітудою, що зберігається за рахунок 

постійного накачування до неї енергії іншими 
хвилями-учасницями чотирихвильової взаємодії, 

яка досліджується окремо.  

Аналіз чотирихвильової взаємодії поздовжніх 

хвиль за методом повільно змінних амплітуд.  

Далі розв’язок представляється  у вигляді 

чотирьох поздовжніх хвиль з різними 

амплітудами, хвильовими числами та частотами  

         
4

1

1

, , .
i n

n n n n

n

u x t A x e k x t
  



                   (8) 

Вкорочене рівняння має вигляд 
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dA iN
k e k k A A e

dx

 

 



  





    (9) 

Після цього вкорочені рівняння розділяються з 
урахуванням умови частотного синхронізму (3). 

Далі, послідовно, використовується умова 

синхронізму за хвильовими числами (4). В 
результаті записуються еволюційні рівняння, для 

яких приймається гіпотеза, згідно якій ефект 

самогенерації кожної з хвиль є менш значним, 

ніж хвильовий  взаємовплив. В результаті 

отримуються еволюційні рівняння вигляду 

                   
1 1 2 3 4 2 2 1 3 4

3 3 1 2 4 4 3 1 2 3

, ,

, .

A A A A A A A A

A A A A A A A A

    

       (10) 

В рамках реалізації схеми чотирихвильової взаємо-

дії на основі результатів, отриманих вище за 

схемою двохвильової взаємодії, використовуються 

два останні рівняння з (10), і вони приймають 
більш простий вигляд, за формулою (7), звідки 

   

2

1 2 1

2 2

3 3 1 4 4 4 1 3

;

; .

o

o o

A A A

A K A A A K A A



  
 

Шляхом ряду перетворень отриманих таким 

чином рівнянь, їх комплексного спряження та 
додавання, отримуються рівняння вигляду   

             

 

 

 

 

1 1 1 2 3 4 1 2 3 4

2 12 1 2 3 4 1 2 3 4

3 3 1 2 3 4 1 2 3 4

4 4 1 2 3 4 1 2 3 4

,

,

,

.

I A A A A A A A A

I A A A A A A A A

I A A A A A A A A

I A A A A A A A A

   

   

    

    

         (11) 

Тут здійснено перехід від амплітуд до 

інтенсивності хвиль з використанням позначення 

для інтенсивності окремої хвилі вигляду 

 2

1 1 1 1 1 1 .oA А A A A І


    
 

Можливість отримання перших інтегралів 

системи нелінійних еволюційних рівнянь (10) – 

співвідношень типу Менлі-Рова, та загального 
інтегралу енергії здійснюється за відомою  
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процедурою.  Загальний закон збереження енергії 
отримується у вигляді  

4

1

m
m

mn

I const
K





   
 

  

шляхом множення m-го рівняння системи (11) на 

відповідну частоту ωm та додавання результатів. 
Таким чином, у дослідженні отримано базу для 

подальших досліджень багатьох конкретних 

задач чотирихвильової взаємодії у кубічно 
нелінійному гіперпружному середовищі. 

Подібно до того, як у квадратично неліній-

них середовищах при трихвильовій взаємодії  
можуть утворюватися при деяких умовах 

хвильові триплети, в кубічно нелінійних 

середовищах при чотирихвильових взаємодіях 
можуть утворюватися за деяких умов хвильові 

квадруплети. 
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У статті досліджується задача визначення граничної функції в початково-крайовій задачі, 

що описується гіперболічним рівнянням другого порядку. За допомогою додаткової умови 

будується функціонал, а розглянута задача зводиться до задачі оптимального керування. 

Розраховано диференціал функції, доведено необхідну і достатню умову оптимальності. 

Ключові слова: гіперболічне рівняння, обернена задача, оптимальне керування, умова 

оптимальності. 

 

In the paper the problem of determination of the boundary function is studied in the initial 

boundary value problem described by the second order hyperbolic equation. With the help of the 

additional condition, the functional is constructed, and the problem under consideration is reduced 

to the optimal control problem. The differential of the function is calculated, a necessary and 

sufficient condition for optimality is proved. 

Keywords: Hyperbolic equation, inverse problem, optimal control, optimality condition. 

 

Статтю представив д.ф.-м.н. Хусаінов Д.Я. 

 

 

I.  INTRODUCTION 
 

Recently, the study of the inverse problems 

for the partial derivative differential equations 

has become more intensive [4]. The reason for 

this is their strong application in in medicine, 

physics, geophysics, astronomy, biology and ect.  

With the implementation of the modern 

computer technologies, the application of 

inverse problems has led to a further expansion 

of its areas. Different types of inverse and ill-

posed problems have been considered in [2, 4, 

8]. It is known that there are many methods to 

solve such problems [1, 3, 4, 8]. One of these 

methods is to reduce the problem under 

consideration to the optimal control problem 

with the help of the inconsistency function 

cnstructed using additional condition or  

 

 

conditions and to study the new problem using 

the methods of optimal control theory [2,4,7]. 

This way of solution of the inverse problems is 

traditionally called a variational or optimization 

solution method. In [1, 4] some inverse 

problems in variational formulation have been 

investigated for the partial differential equations. 

In many cases this method was used to solve 

such problems for the parabolic type equations 

[11]. Hyperbolic type eqautions are the less 

studied by this method class of equations [10].  

Therefore in this work we investigate the 

problem of determination of the boundary 

function in the mixed problem for the second 

order hyperbolic type equation.  
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II. PROBLEM FORMULATION 

 

In the domain  TQ ,0 consider the 

following boundary value problem  
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),(),( txatxa jiij  , 

 
 


n

ji

n

k
kjiij txa

1, 1

2),( 
, const  ,0 . 

 

In condition (3)  ts,  is an unknown function. 

To find this function we set the following 

additional condition  
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is a conormal derivative,   )(, 1

2 SLtsa 
 

is a 

given function. 

To solve the considered problem we reduce it 

to the following minimization problem [1],[4]: 

To find a function   )(, 21

2
SWVts

m
  that 

gives minimum to the functional  
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together with the solution of problem (1)-(3). 

Here the function  ;, txu  is a solution of 

problem (1)-(3) correcponding to the function 

 tx, . By closed convex set 
m

V  we denote the 

class of admissible controls [7]. Since 

  )(;,0 1

2  WTCu ,   )(;,0 2 
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for 

each control mV  problem (1)-(3) has a 

unique solution from  QW 1

2  [9].    

As a solution of problem (1)-(3) we take the 

function );,( txu  QW 1

2  that satisfies the 

integral identity  
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and a.e. the conditions )()0,( 0 xxu   and 

),(2 tsu S  for   QW 1

2 ,   0, Tx .  

 

III. CALCULATION OF THE 

DIFFERENTIAL OF FUNCTIONAL (5) 

AND OPTIMALITY CONDITION 

 

Let us show that functional (5) is 

differentiable in mV . Take two admissible 

controls  
m

V,  and denote by );,( txu  
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and );,(  txu  corresponding solutions of 

problem (1)-(3). 

Let  );,();,(),(  txutxutxu  . It is 

clear that the function ),( txu   is a generalised 

solution of the boundary value problem 
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As a generalised solution of boundary value 

problem (7)-(9) we understand the function 
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integral identity 
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and a.e. the conditions 0)0,( xu  and 

),(2 tsu S   .  

Suppose that the function );,(  tx  is 

ageneralised solution from  QW 1

2
 to the adjoint 

problem [6]  
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By virtue of [9] we can state that boundary value 

problem (11)-(13) has a unique generalised 

solution for each fixed   21

2 SW .  

As a generalised solution to adjoint problem 

(11)-(13)  we understand the function 
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Now to show the differentiablity of the 

functional )(J  we calculate its increment  
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If take ),(),( txtx   in identity (10) and 

),(),( txutxg   in (14) and subtract them we 

get 
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Considering the last one in (15) we obtain 
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is a remainder term. It is clear that first 

summand of right side in formula (17) is 

differential of functional (5)  
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Then the function )(J  is Frechet differentiable 

in mV . If the function 
m

Vts ),(
0

  gives 

minimum to functional (5), then 0)( 0  J  [5].   

From relations (17) and (18) we get  
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IV. CONCLUSIONS 

 

Thus the following theorem is proved.  

Theorem. Let the above conditions on the data 

of problem (1)-(3), (5) are fulfilled. Then the 

necessary and sufficient condition the control 

mV0  to be optimal control in problem (1)-

(3), (5) is fulfilment of variational inequality 

(19). 
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У цій статті розглядається один з підходів до формалізації процесів інформаційного поширення 

нс основі моделі агрегації, що обмежена дифузією, з застосуванням елементів клітинних автоматів 

та їх аналогів. Модель описує динаміку процесу розповсюдження інформації без впливу засобів мас-
медіа, шляхом врахування фактів обміну інформацією, який відбувається при комунікації між 

учасниками довільної цільової аудиторії. Вважається, що процес характеризується властивістю 

само подібності. Запропоновано підхід, який дозволяє досліджувати динаміку процесів 

інформаційного поширення з урахуванням ставлення учасників групи один до одного та ставлення 
учасників до вхідної інформації. В якості результату отримано оцінку ефективності процесу 

розповсюдження інформації, яка дає можливість зробити висновки щодо успішності заходів 

просування інформації. Для демонстрації змодельованих на основі підходу процесів поширення 
інформації наведено результати чисельних експериментів, у яких реалізація процедури обміну 

інформацією кожної особи обмежена трьома учасниками цільової групи. 

Ключові слова: інформація, моделі розповсюдження, агрегація, дифузія, оцінка ефективності. 
 

This article examines one of the approaches to the formalization of information dissemination processes 

based on the diffusion-limited aggregation model, using elements of cellular automata and their analogs. 

The model describes the dynamics of the information dissemination process without the influence of the mass 
media by taking into account the facts of information exchange that occurs during communication between 

participants of an arbitrary target audience. It is believed that the process is characterized by the property of 

self-similarity. An approach is proposed that makes it possible to study the dynamics of information 
dissemination processes, taking into account the attitude of the group members to each other and the attitude 

of the participants to the input information. As a result, an assessment of the effectiveness of the information 

dissemination process was obtained, which allows drawing conclusions regarding the success of information 

promotion measures. To demonstrate the processes of information dissemination modeled on the basis of the 
approach, the results of numerical experiments are presented, in which the implementation of the 

information exchange procedure for each person is limited to three members of the target group. 

Key words: information, distribution models, aggregation, diffusion, efficiency evaluation. 
 

Статтю представив д.т.н. Кудін В.І.  
 

Вступ. У сучасному інформаційному 

суспільстві обсяги та вплив потоків інформації на 

хід соціальної еволюції надзвичайно зросли. 

Можна по-різному трактувати поняття 
«інформація». Різноманіття визначень означає, 

що наразі загальноприйнятого немає, а сутність 

поняття залежить від специфіки області 
дослідження.  

Інформаційні потоки представляють собою 

процеси, що генерують інформацію, яка 
розрахована на конкретного споживача, має, як 

правило, чітко задану предметну або цільову 

направленість, що визначається областю 
інтересів людини. При цьому ступінь сприйняття 

(впливу) інформації формується на основі рівнів 

запам’ятовування конкретно обраного варіанту з 
декількох можливих і рівноправних [1]. 

При цьому потрібно відмітити, що в 

інформаційних процесах часто підкреслюється 

наявність хаотичного перемішування шарів [2]. 
Воно утворюється в процесі розповсюдження 

інформації, коли у системі, яка знаходиться в 

певному впорядкованому режимі, виникає 

61

DOI: https://doi.org/10.17721/1812-5409.2022/1.8



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка 
Серія фізико-математичні науки  

2022, 1 Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 

 
хаотичний режим, котрий потім знову 
змінюється впорядкованим режимом, що 

відрізняється від вихідного наявністю, в першу 

чергу, більшої кількості інформації. Наявність  
шару перемішування є необхідною умовою 

розвитку інформаційного впливу. Тому він має 

місце у всіх процесах виникнення цінної 
інформації: біологічної еволюції, розвитку 

організму та, зрозуміло, людського суспільства. 

З іншого боку, кількість отриманої інформації 

суттєво перевищує наші споживчі можливості. 
Різні варіанти ідей та думок повинні конкурувати 

за обмежену увагу споживача, враховуючи 

складні зміни в споживчій середі. І, як наслідок, 
особливий інтерес отримують методи, що 

досліджують та використовують моделі динаміки 

для опису процесів розповсюдження інформації. 

Задачі аналітичної обробки інформаційних 
потоків і їх впливів потребують розв’язання 

задач дослідження динаміки процесів 

розповсюдження інформації на основі засобів 
імітаційного моделювання і прогнозування. 

Розробка моделей та методів для імітації 

інформаційних впливів з урахуванням динаміки в 
інформаційних процесах дозволяє ефективно 

вирішувати важливі комунікаційні проблеми, 

істотно підвищити рівень інформаційної безпеки 

держави, тактично і стратегічно прогнозувати 
розвиток подій інформаційного протистояння. 

Для формалізації і дослідження процесів 

розвитку в часі інформаційного розповсюдження 
та впливу на соціум необхідно використовувати 

принципово новий інструментарій, який 

дозволить адекватно відображати стан 
динамічної складової процесу розповсюдження 

інформації [3]. При цьому, розробка нових 

підходів не скасовує методик використання 

класичних способів аналізу та обробки 
динамічних процесів, що формулюється у 

вигляді так званого механістичного підходу і 

грунтується на ідеї застосування методу аналогій 
[4–6].  

Багато процесів, що відбуваються у природі та 

суспільстві, характеризуються хаотичною 

динамікою, моделювання якої призводить до 
появи нових математичних структур, яким 

властива статистична (неповна) повторюваність. 

Важливе місце серед цих структур займають 
фрактальні кластери [7], для дослідження яких 

активно застосовується модель агрегації, 

обмеженої дифузією (diffusion limited aggregation, 
DLA) [8], що описує процедуру об’єднання 

окремих частинок у самоподібні агрегати в 

умовах їх випадкового блукання. 

При реалізації алгоритмів моделювання DLA 
розрахунки потребують значних витрат часу. 

Тому для подальшого використання даної 

методики необхідна розробка варіантів 
оптимізації роботи цих алгоритмів, а також 

створення нових методів формалізації процесів, 

що відбуваються у явищах агрегації, обмеженої 
дифузією. Впровадження пропонованого підходу 

є особливо важливим для дослідження впливу 

засобів соціальних мереж на інформаційні 

процеси у сучасному суспільстві. 
Одним з підходів для формалізації процесів 

інформаційного поширення є застосування клі-

тинних автоматів або деяких їх аналогів. Розгля-
немо один з варіантів моделювання процесів роз-

повсюдження інформації на основі моделі DLA у 

середовищі довільної цільової аудиторії. Модель 

описує динаміку процесу поширення інформації 
без впливу засобів мас-медіа, шляхом врахування 

фактів обміну інформацією, який відбувається 

при комунікації між учасниками групи. 
Користувачі цільової групи, спілкуючись між 

собою, надають один іншому інформацію про 

деякий об’єкт (наприклад, про продукцію, що 
рекламується), для поширення даних про який 

здійснюються інформаційні (рекламні) заходи з 

метою зацікавлення у ньому якомога більше 

нових людей. Розповсюдження інформації можна 
змоделювати на основі принципів агрегації DLA, 

використовуючи для опису інформаційного 

поширення (проникнення) нейроподібну модель 
обміну даними у соціальній мережі. 

Розглянемо модель розповсюдження інфор-

маційного потоку та його впливу на цільову 
аудиторію, що характеризується властивістю 

самоподібності. Маємо групу, що складається з 

N осіб, об’єднаних у соціальну мережу. Кожна 

особа знайома або має можливість спілкуватися з 

певною кількістю in , Ni ,1  інших осіб з цієї 

аудиторії. Без обмеження загальності вважається 

можливим, що існують такі номери Nk ,1  

користувачів соцмережі, для яких 1 Nnk . З 

іншого боку, зрозуміло, що, якщо користувач i 

знайомий з користувачем j, то й  j буде знайомий 
з i. Таку структуру представимо графом, де 

кожна вершина графа представляє собою 

користувача мережі, а ребро між двома 
вершинами означає те, що ці люди знайомі або 

спілкуються між собою. Цей граф можна задати 

симетричною матрицею R зв’язності розмірності 

NxN, що складається з 0 та 1, де 1 на позиції (i,j) 
означає, що учасник групи i спілкується з 
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користувачем j, а 0 – навпаки, у випадку 
відсутності контактів з користувачем  j. 

Крім цього, кожна особа з цільової аудиторії 

характеризується набором додаткових парамет-
рів. По-перше, кожен неоднаково ставиться до 

побаченої/почутої інформації, в даній моделі 

кожен учасник має свій коефіцієнт Ii, є [0,1], 

Ni ,1 , що відображає рівень його ставлення 

(сприйнятливість) до інформації. По-друге, 
кожен по-різному враховує думки своїх 

знайомих. В рамках моделі визначимо вектор Ti, 

що задає рівень довіри i-ї людини до її знайомих. 
Для зручності використання запишемо цей 

вектор у вигляді ),...,,( 21 iNiii tttT  , де ]1,0[ijt , 

0ijt , якщо відповідне 0ijr ,  ijr  –  j-й елемент 

i-го рядка матриці R, 1iit , Nj ,1 . 

Припустимо, що на початку процесу 

моделювання поширення інформації проведено 
певну інформаційну кампанію. Розглянемо, яким 

чином будуть формуватися рівні розповсюд-

ження інформації в середовищі певної цільової 
аудиторії, застосовуючи модель DLA для 

формалізації функціонування мережі обміну 

інформацією, що складається з нейроподібних 
елементів.  

Задамо певний поріг L ставлення учасників 

групи до вхідної інформації, ]1,0[L . При 

цьому, будемо вважати, що інформація 
ефективно впливає на особу i, якщо її рівень 

сприйняття LIi  , Ni ,1 . Введемо вектор H0, 

),...,,( 210 NhhhH  , де 0ih , якщо LIi   та 

1ih  при LIi  , Ni ,1 . Зрозуміло, що  вектор 

H0 дозволяє охарактеризувати усіх осіб з цільової 
аудиторії щодо їх сприйняття інформації на 

момент  спілкування (наприклад, в результаті  

зовнішнього впливу).  
Далі вважаємо, що у мережі відбувається 

спілкування між собою. Рівень сприйняття 

інформації у кожного учасника може з часом 

змінюватись як наслідок впливу з боку оточення. 
Зміну рівня сприйняття за часом будемо 

описувати моделлю нейроподібного елемента 

вигляду 

)()(
1

1)(

1

tItIt
ndt

tdI
i

N

ij
j

jij

i
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, Ni ,1 . (1) 

Зміна ставлення кожної особи з цільової 

аудиторії спостерігається дискретно. Поклавши 

без обмеження загальності інтервал дискретизації 

1t , отримуємо рівняння наступного вигляду: 
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Ni ,1 , ,...2,1,0t .    

Тобто, у кожен момент часу перераховуються 

коефіцієнти ставлення до інформації усіх 

учасників цільової аудиторії за допомогою 
середнього значення думки кожного з оточення 

особи з урахуванням рівня довіри до кожного з 

оточення. 
Таким чином, на кожному кроці в якості 

результату отримуємо набір значень )(tI i , 

Ni ,1 , ,...2,1,0t  . Обчислюємо вектор )(tH , 

0)0( HH  , відповідно до порогу L. 

Якщо на деякому кроці виконується 

співвідношення )(tH = )1( tH , тобто інформа-

ційний потік більше не впливає на жодну особу з 

цільової аудиторії, або, якщо вектор )(tH =(1, 1, 

… 1), тобто усі особи вже знаходяться під 

впливом зовнішнього потоку інформації, – 

процедура моделювання динаміки процесу 
розповсюдження інформації за наведеною 

схемою зупиняється. 

Ускладнимо модель впливу та 
розповсюдження інформації в межах цільової 

аудиторії припущенням, що не всі люди 

позитивно ставляться до вхідного 
інформаційного потоку, а їх відношення може 

змінюватись не лише від нейтральності до 

позитивності. Для відображення переходу до 

негативного ефекту в процесі розповсюдження 
реклами будемо використовувати наступний 

підхід. 

Аналогічно порогу сприйнятливості рекламі 

L  введемо поріг рівня Z , що відповідає за 

негативне відношення до вхідної інформації 

(реклами). Якщо на певному кроці сприйнят-

ливість і-ї особи до впливу інформації (реклами) 

)(tI i , Ni ,1 , стає меншою за Z  ( ZtIi )( ), то 

вважаємо, що дана особа починає негативно 
ставитися до змісту інформаційного потоку. 

Врахування негативного ставлення до інформації 

суттєво не змінює запропоновану схему 
алгоритму моделювання процесу поширення 

інформації. З тим самим інтервалом дискетизації 

1t , як і було розглянуто вище, на кожному 

кроці відбувається зміна вектору )(tH , 0t , що 
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характеризує вплив інформації на осіб з цільової 

аудиторії. Використовуючи поріг Z , можна 

спостерігати за зміною негативного ставлення до 

процесу розповсюдження інформації. 
Таким чином, на кожній ітерації можна 

порахувати кількість осіб, що перейшли до 

позитивного ставлення, та кількість осіб, що 

стали негативно ставитися до вхідної інформації. 

Позначимо через )(tE
, 0t , – кількість осіб, 

для яких у проміжок часу ],1[ tt   справедливі 

нерівності )1()(  thth ii , Ni ,1 , а через )(tE
, 

0t , – відповідно, кількість осіб, для яких  

)1()(  thth ii , Ni ,1 . 

За допомогою величин )(tE
 та )(tE

, 0t , 

запишемо оцінку ефективності процесу 
поширення інформації, яка фактично є аналогом 

рентабельності витрачених для проведення 

інформаційної кампанії ресурсів  

 
N

tEtE
tE

)()(
1)(

 
 , 0t . (3) 

Ця величина дозволяє у довільний момент 

часу 0t  зробити висновки щодо оцінки 

ефективності організації та проведення заходів з 

просування інформації; визначити ефективність 
заходів за певний інтервал часу, як середню 

зважену оцінку, що базується на значеннях 

даного критерію в кожний момент часу з цього 
проміжку; та, порівнюючи між собою значення 

ефективності на різних інтервалах часу, зробити 

загальні висновки щодо розвитку та успішності  
заходів рекламного характеру. 

З формули (3) зрозуміло, що усі значення 

показника належать проміжку [0,2]. Величина 

)(tE =1 означає, що ефективність заходів 

поширення інформації має нейтральний ефект 

(викликає рівну кількість позитивних та 

негативних відгуків) у цільовій аудиторії. При 

значеннях )(tE >(<)1 ефективність заходів 

характеризується відповідними позитивними 

(негативними) наслідками.  
Необхідно також звернути увагу на залежність 

схеми алгоритму від вибору порогових значень 

L  та Z , а також від величин рівнів взаємної 

довіри, що подаються векторами iT , Ni ,1 . 

Відповідні дослідження можливі з використан-

ням, наприклад, елементів теорії динамічного 
соціального впливу Латане [9] або процесів 

динаміки думок у соціальних мережах [10]. 

На рис.1-4 наведено приклади динаміки 
поширення інформаційного впливу за різних 

умов ставлення контингенту групи до вхідної 
інформації та з урахуванням способів реалізації 

взаємозв’язків між учасниками цільової групи. 

Інформаційний вплив, який починається з 
залучення однієї особи (позначено червоним 

трикутником), розповсюджується у часі за 

однакового позитивного ставлення учасників до 
вхідної інформації (рис.1), за умов рівномірного 

розподілу позитивного та негативного ставлення 

до інформації (рис. 2). Учасники цільової групи 

задаються у вигляді трикутників, що визначає 
спосіб реалізації процедури обміну інформацією: 

кожна особа спілкується лише з трьома зі свого 

оточення.  
На рис.3 та 4 наведено випадки динаміки з 

врахуванням різного стану довіри учасників один 

до одного (рис.3 – за умови лише позитивного 

ставлення, рис.4 - за наявності позитивного та 
негативного ставлення до інформації).   

 

 
Рис.1 

 
Рис.2 
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Рис.3 

 
Рис.4 

 

 

Висновки 

У роботі розглянуто один з підходів до форма-
лізації процесів інформаційного поширення на 

основі моделі агрегації, що обмежена дифузією, з 

застосуванням елементів клітинних автоматів та 
їх аналогів. Модель описує динаміку процесу 

розповсюдження інформації без впливу засобів 

мас-медіа, шляхом врахування фактів обміну 

інформацією, який відбувається при комунікації 
між учасниками довільної цільової аудиторії. 

Вважається, що процес поширення характеризу-

ється властивістю самоподібності. Запропонова-
ний підхід дозволяє досліджувати та аналізувати 

динаміку процесів інформаційного поширення з 

урахуванням ставлення учасників групи один до 
одного та ставлення учасників до вхідної 

інформації. Отримано оцінку ефективності 

процесу розповсюдження інформації, яка дає 

можливість зробити висновки щодо успішності 
заходів з просування інформації. Наведено 

результати чисельних експериментів, у яких 

реалізація процедури обміну інформацією кожної 
особи обмежена трьома учасниками цільової 

групи. 

Зроблено висновки про необхідність подаль-
ших досліджень з використанням елементів 

теорії динамічного соціального впливу та 

врахування процесів зміни думок на основі даних 

соціальних мереж. 
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Проблемами теорії стійкості і, в частковому, використанню для цього другого методу 

Ляпунова, присвячено достатньо багато рабіт. Із основних можна відмітити наступні  [1-

7]. Основну увагу в цих роботах приділяється отриманню умов стій кості. В той же час 

при розв’язуванні ппрактичних задач важливим є отримання кількістних характеристик 

збіжності розв’язки до положення стійкості. В даній работі розглядаються ннелінійні 

скалярні диференціальні рівняння з нелінійністю спеціального виду (слабо нелінійні 

рівнянняя). Такого типу диференціальні рівняння зустрічаються при дослідження процесів в 

нейродинаміці [8,9]. В даній работі отриманні умови  стійкості стаціонарного розв’язку 

скалярних рівнянь  такого типу. А також знайдені характеристики збіжності процеса. 

Показано, що розв’язок задач стійкості тісно пов’язані з задачами оптимізації [10-12]. 
Quite a lot of works have been devoted to problems of stability theory and, in particular, to the use of 

the second Lyapunov method for this. The main ones are the following [1-7]. The main attention in these 

works is paid to obtaining stability conditions. At the same time, when solving practical problems, it is 

important to obtain quantitative characteristics of the convergence of solutions to an equilibrium position. In 
this paper, we consider nonlinear scalar differential equations with nonlinearity of a special form (weakly 

nonlinear equations). Differential equations of this type are encountered in the study of processes in 

neurodynamics [8,9]. In this paper, we obtain stability conditions for a stationary solution of scalar 

equations of this type. And also the characteristics of the convergence of the process are calculated. It is 
shown that the solution of stability problems is closely related to optimization problems [10-12]. Key words: 

mathematical model, stability, Lyapunov's second method, convergence, quadratic form. 

 

 

 

Статтю представила д.ф.-м.н., доц. Розора І.В. 
 

1. Квадратична функція Ляпунова. 

Стійкість. Розглянемо скалярне 

диференціальне  рівняння виду 

 xbFaxx  , 0a .           (1.1)                                

Функція  xF  неперервна і задовольняє  

умовам “лінійного” обмеження  

  xKxF  .                  (1.2)   

Дослідження стійкості нульового положення 

рівноваги можна проводити за допомогою 

квадратичної функції Ляпунова 

  2hxxV  , .0h  

Повна похідна функції Ляпунова в силу (1.1) 

має вигляд 

  xV
dt

d
 

    22 222 xKbahxhxbFhax  . 

І, при виконанні умов 

0 Kba , 

повна похідна функції Ляпунова в силу 

рівняня (1.1) буде  від’ємно  визначеною і 
нульовий розв’язок глобально асимптотично 

стійким. 
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2.Оцінки збіжності. Нехай повна похідна 
функції Ляпунова від’ємно визначена. Тоді для 

неї має місце нерівність 

       xVKbaxKbahxV
dt

d
 22 2

. 

Звідси отримуємо диференціальну нерівність 

  
  

 dtKba
txV

txdV
 2 .  

Проінтегруємо її і отримаємо 

        02

0

ttKba
etxVtxV


 . 

Звідси випливає експоненційна оцінка 

збіжності розв’язків рівняння  (1.1) 

      0

0

ttKba
etxtx


 . 

 

3. Функція Ляпунова типу Лур’є-

Постнікова. 

Нехай функція  xF  задовольняє так 

званим «умовам сектора» 

  LxxF 0 , при 0x ,  

  0 xFLx , при 0x ,   00 F , (3.1) 

Такими функціями можуть бути, наприклад, 

 
11

1
x

x

e

e
xF












 ,   arctgxxF  . 

Умови (3.1) можно записати в більш 

компактному вигляді однієї нерівності 

     0 xFxFLx ,             (3.2)                                       

В цьому випадку функцію Ляпунова можна 

брати у вигляді типу Лур’є-Постнікова.  

   

x

dssFhxxV
0

2  , 0 .    (3.3)                                

Має місце наступне твердження. 

Теорема 3.1. Нехай існують параметри  

0h , 0 , 0k , при яких виконуються 

нерівності 

2ℎ𝑎 + (𝑘 − 𝛾𝑏) > 0, 

  2ℎ𝑎 + (𝑘 − 𝛾𝑏) > (
1

2
𝛾𝑎 − ℎ𝑏 −

1

2
𝑘𝐿)

2

 (3.4)                  

Тоді нульовий розв’язок   0tx  

рівняння (1.1)  буде асимптотично стійким. 
Доведення. Неважко помітити, що 

функція  xV  задовольняє двухстороннім 

нерівностям 

  22

2

1
xLhxVhx 







  ,         (3.5)                                       

тобто є додатньо визначеною функцією. 

Обрахуємо її повну похідну в силу (1.1). 

Отримаємо 

           txtxFthxtxV
dt

d
2

            txbFtaxtxFthx 2  

           

        



txFtxtxbF

txbFthxtxtxaFthax

,

22

2

2




 

 
  































txF

tx

bhba

hbaha





2

1
2

1
2

. 

Таким чином, отримали квадратичну форму 

      tzCtztxV
dt

d T

1 ,  
 
  











txF

tx
tz ,  






















bhb

hbaha
C





2

1
2

1
2

1 . 

Для симетричної матриці  

𝐶1 = [
𝑐11 𝑐12

𝑐12 𝑐22
]   

умовою додатньо визначеною є невід’ємність 

її власних чисел. Оскільки  

det 𝐶1 = |
𝑐11 − 𝜆 𝑐12

𝑐12 𝑐22 − 𝜆
| = 𝜆2 −

(𝑐11 + 𝑐22)𝜆 + (𝑐11𝑐22 − 𝑐12
2 ), 

то 𝜆1,2(𝐶1) =
1

2
[(𝑐11 + 𝑐22) ±

√(𝑐11 − 𝑐22)2 + 4𝑐12
2 ]. 

І умови додатньо визначеності 
мають вигляд 

 𝑐11 + 𝑐22 > 0, 𝑐11𝑐22 > 𝑐12
2 .         (3.6) 

 Для симетричної матриці 

𝐶1 = [
2ℎ𝑎

1

2
𝛾𝑎 − ℎ𝑏

1

2
𝛾 − ℎ𝑏 −𝛾𝑏

] 

вони мають вигляд 

2ℎ𝑎 − 𝛾𝑏 > 0, −2ℎ𝑎𝛾𝑏 > (
1

2
𝛾𝑎 − ℎ𝑏)2. 

Другу умову можна переписати у 

вигляді  

(𝛾𝑎 + 2ℎ𝑏)2 < 0 

і вона не виконується. Таким чином, матриця 

𝐶1 не може бути додатньо визначеною. 

Щоб зробити її додатньо визначеною, 

використаємо властивості (3.1) нелінійної 

функції  xF   і представим повну похідну 

функції Ляпунова у вигляді 

  txV
dt

d
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         0,  ktxFtxFtLxk . 

Введемо перший доданок в квадратичну 

форму. Отримаємо 

  txV
dt

d
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Ввикористаємо “умови сектора” (3.2) і, 

відкинувши другий доданок, отримаємо 

  txV
dt

d
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txFtx
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.      

Таким чином, якщо матриця  

𝐶2 = [
2ℎ𝑎

1

2
𝛾𝑎 − ℎ𝑏 −

1

2
𝑘𝐿

1

2
𝛾𝑎 − ℎ𝑏 −

1

2
𝑘𝐿 −𝛾𝑏 + 𝑘

] 

буде додатньо визначеною, то повна похідна 

функції Ляпунова (3.3) буде від’ємно 
визначеною і на основі другої теореми 

Ляпунова положення рівноваги   0tx  буде 

асимптотично стійким. 

 А для цього необхідно і достатньо, щоб 
виконувались нерівності 

2ℎ𝑎 + (𝑘 − 𝛾𝑏) > 0 

2ℎ𝑎(𝑘 − 𝛾𝑏) > (
1

2
𝛾𝑎 − ℎ𝑏 −

1

2
𝑘𝐿)

2

 (3.7) 

 Зауваження 3.1 Неважко побачити, що 

суттєве значення, яке впливає на умови 

стійкості, має знак постійної 𝑏, який визначає 

зворотній зв’язок нелінійності.  

 Приклад 3.1.  Розглянемо рівняння (1.1) 

з параметрами 0k , і нелінійної функції 

  arctgxxF  . Припустимо 10h  2 . В 

цьому випадку L=1/2, а функція Ляпунова має 
вигляд 

   
1

0

2 210

x

dssarctgxxxV . 

Мажоранті обмеження для неї мають вигляд 

  22 1210 xxVx  . 

Її повна похідна вздовж розв’язків рівняння 

має вигляд 

          txtarctgxtxtxV
dt

d
220

         tbarctgxtxtarctgxtx  10220  

Якщо її представити у вигляді квадратичної 
форми, то отримаємо 

   txV
dt

d

    
 
 




















tarctgx

tx

b
tarctgxtx

20

0200
, . 

 При 0b  вона буде від’ємно 

визначеною квадратичною формою (це 

відповідає методу лінійного наближення). І 
положення рівноваги буде асимптотично 

стійким. 

 Нехай 0b . Тоді квадратична форма не 

буде від’ємно визначеною. Представимо її у 

вигляді 
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tx

b
tarctgxtxtxV

dt

d
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2

1

2
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txFtxktxFtxFtxk

Введемо перший доданок в квадратичну 

форму 
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Використовуючи умови сектора  і відкинувши 

другий доданок, отримаємо 
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tx

kbk

k
txFtxtxV
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d

Як випливає їз (3.4) для додатньо визначеної 
матриці необхідно і достатньо виконання 

нерівностей 

200 – 2b + k > 0 

200( k – 2b ) >  
1

16
𝑘2 

Зауваження 2.2. Розглянемо вплив 

параметрів функції Ляпунова (3.3) і 

диференціального рівняння (1.1) на стійкість 
нульового розв’язку. Тут заданими 

(фіксованими) є параметри  0a , 0L , b , а 

параметрами (за рахунок яких можна 

задовольнити нерівність) є  0h , 0 , 

0k . І задача дослідження стійкості 

зводиться до задачі оптимізації функції 

   

max

2

1

2

1
2,,

2











 kLhbabkhakh 

   

при обмеженнях 

0h , 0 , 2ha + k -𝛾𝑏 > 0. 0k . 

4.Оптимізація. Розглянемо вплив параметрів 

функції рівняння (1.1) на визначення стійкості 

нульового розв’язку. Параметрами 
фіксованими, (заданими) є параметри системи, 

тобто. 0a  і 0L , а параметрами змінних, 

тобто. за рахунок яких можна задовольнити 

нерівність (3.4), є 0h , 0 , 0k . І 

задача дослідження стійкості зводиться до 

задачі знаходження цих параметрів, при яких 

максимізується функція змінних 0h , 0 , 

0k , тобто розглядається задача  

   

   max2

2,,

2




hkLa

khakh




 

при обмеженнях 

0h , 0 , 0k , 

Якщо існують параметри 0h , 0 , 

0k , при яких квадратична функція 

 kh ,,  
буде додатньою, то нульовий 

розв’язок рівняння (1) буде асимптотично 
стійким. 

 В загальному  випадку для задач великої 

розмірності умовам від’ємно визначеності 
функції Ляпунова є додатність відповідної 

матриці C , яка входить в матричне рівняння 

Ляпунова. Таким чином, як випливає із [10] 
отримуємо задачу квадратичної оптимизації з 

обмеженнями  [10,11]. Для систем великої 

розмірності умови від’ємно визначеності 
повної похідної функції Ляпунова має вид 

додатності мінімального власного числа 

матриці, яке входить в рівняння Ляпунова. Як 

випливає із [12], мінімальне власне число 
симетричної додатньо визначеності матриці є 

опуклою функцією її елементів. Тому задача 

отримання умов стійкості зводиться до  задачі 
випуклої оптимізації. 

 

 

 

Рис.4.1 

Повернемось до прикладу 3.1 . Для нього 

функція Ф (ℎ, 𝛾, 𝑘) має вигляд 

Ф (ℎ, 𝛾, 𝑘) = 2ℎ𝑎(𝑘 − 𝛾) − (
𝛾𝑎−𝑘𝐿

2
− ℎ)2. 

Як бачимо, навіть для одновимірного 

випадку побудувати графік не можливо. Для 

того, щоб продемонструвати, те що  задача 

дослідження стійкості з отриманної функції 

Ляпунова можна поступити наступним чином 

  Фіксуємо величину 𝛾 = 0.1 і отримаємо 

залежність 
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Ф (h, 0.1, 𝑘) = −ℎ2 − 0.25 −
1

4𝑘2 + 15ℎ𝑘 + 0.5𝑘  

Графік даної функції зображено на рисю 4.1.  

де  Ф=z, h=x, k=y. 

Неважко помітити, що функція в області 

𝛾 > 0, 𝑘 > 0  має додатні значення. Таким 
чином нульове положення рівноваги 

асимптотично стійке. 
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