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Моделювання строго ϕ-субгауссового
узагальненого дробового броунiвського
руху
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Simulation of a strictly ϕ-sub-Gaussian
generalized fractional Brownian motion
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У роботi розглядається задача моделювання процесiв строго ϕ-субгауссового узагальненого
дробового броунiвського руху. Отримано умови, за яких модель на основi розкладу в ряд на-
ближає процес строго ϕ-субгауссового узагальненого дробового броунiвського руху iз заданими
надiйнiстю та точнiстю у просторi C([0; 1]) у випадку, коли ϕ(x) = |x|p

p , |x| ≥ 1, p > 1. Визна-
чено параметри моделей та змодельовано траєкторiї вiдповiдних процесiв для рiзних iндексiв
Хюрста H i заданих значень точностi та надiйностi у програмному середовищi R.

Ключовi слова: ϕ-субгауссовi процеси, дробовий броунiвський рух, моделювання випадкових
процесiв, точнiсть i надiйнiсть моделювання.

In the paper, we consider the problem of simulation of a strictly ϕ-sub-Gaussian generalized fracti-
onal Brownian motion. Simulation of random processes and fields is used in many areas of natural
and social sciences. A special place is occupied by methods of simulation of the Wiener process and
fractional Brownian motion, as these processes are widely used in financial and actuarial mathemati-
cs, queueing theory etc. We study some specific class of processes of generalized fractional Brownian
motion and derive conditions, under which the model based on a series representation approximates a
strictly ϕ-sub-Gaussian generalized fractional Brownian motion with given reliability and accuracy in
the space C([0; 1]) in the case, when ϕ(x) = |x|p

p , |x| ≥ 1, p > 1. In order to obtain these results, we use
some results from the theory of ϕ-sub-Gaussian random processes. Necessary simulation parameters are
calculated and models of sample pathes of corresponding processes are constructed for various values of
the Hurst parameter H and for given reliability and accuracy using the R programming environment.

Key Words: ϕ-sub-Gaussian processes, fractional Brownian motion, simulation of stochastic processes,
accuracy and reliability of simulation.

Статтю представила д.ф.-м.н. Розора I.В.

Вступ

Методи моделювання випадкових процесiв та
полiв використовуються в багатьох областях
природничих та соцiальних наук. Стохастичне
моделювання активно розвивається, починаю-
чи з другої половини 20-го столiття. Особливе
мiсце займають методи i алгоритми моделюван-
ня вiнерiвського процесу та процесiв дробового
броунiвського руху. Численнi дослiдження по-
казують, що данi спостережень у теорiї масо-
вого обслуговування, дослiдженнях телекому-

нiкацiйних мереж, фiнансовiй математицi ефе-
ктивно описуються процесами, якi мають вла-
стивостi самоподiбностi та сильної залежностi
вiд минулого. Якраз одним iз таких процесiв є
процес дробового броунiвського руху. Але для
моделювання реальних випадкових процесiв є
сенс розглядати не тiльки класичний гауссовий
дробовий броунiвський рух, а i його узагальне-
ння, зокрема, процеси ϕ-субгауссового узагаль-
неного дробового броунiвського руху.

У 1985 роцi Ю. Козаченко та Є. Остров-

c© О.I. Василик, I.I. Ловицька, 2021

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2021/1.1
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ський [8] розглянули простори Subϕ(Ω) випад-
кових величин, де ϕ єN -функцiєю Орлiча. Про-
стори Subϕ(Ω), або простори ϕ-субгауссових ви-
падкових величин, – це простори центрованих
випадкових величин з певними експоненцiаль-
ними моментами. Клас ϕ-субгауссових випадко-
вих процесiв є бiльш широким, нiж клас субга-
уссових процесiв, тому дає можливiсть краще
моделювати реальнi випадковi процеси.

В. Булдигiн та Ю. Козаченко дослiджу-
вали деякi властивостi сум випадкових вели-
чин i процесiв з просторiв Subϕ(Ω) [1]. Подаль-
ший розвиток теорiя ϕ-субгауссових випадко-
вих процесiв отримала у роботах Ю. Козачен-
ка та його учнiв, наприклад, у монографiї [7].
До класу ϕ-субгауссових випадкових процесiв
належать, зокрема, процеси дробового броунiв-
ського руху, а це означає, що до них можна за-
стосувати отриманi для ϕ-субгауссових проце-
сiв теоретичнi результати.

Результати щодо застосування дробового
броунiвського руху в таких прикладних галу-
зях, як теорiя телекомунiкацiйних мереж та фi-
нансова математика, можна знайти у працях I.
Норроса, А. Ширяєва, Ю. Мiшури, А. Свiщука,
Т. Соттiнена та iн.

Робота складається зi вступу та трьох роз-
дiлiв. У першому роздiлi наведено необхiднi
означення i властивостi з теорiї ϕ-субгауссових
випадкових величин i процесiв. Другий роздiл
присвячено моделюванню процесiв узагальне-
ного дробового броунiвського руху. В ньому на-
ведено означення моделi, загальну теорему про
моделювання строго ϕ-субгауссового узагаль-
неного дробового броунiвського руху, доведе-
ну в роботi [4], та основну теорему цiєї робо-
ти. Отримана нова теорема мiстить умови, за
яких модель буде наближати процес строго ϕ-
субгауссового узагальненого дробового броунiв-
ського руху iз заданими надiйнiстю та точнiстю
у просторi C([0; 1]) у випадку, коли ϕ(x) = |x|p

p ,
|x| ≥ 1, p > 1. У третьому роздiлi наведено
параметри моделей для заданих значень iнде-
кса Хюрста H, точностi δ > 0 та надiйностi
1− ν, ν ∈ (0; 1), i представлено реалiзацiї моде-
лей траєкторiй таких процесiв в програмному
середовищi R.

1 Необхiднi вiдомостi

У цьому роздiлi наведено необхiднi означення
та властивостi з теорiї ϕ-субгауссових випадко-
вих величин i процесiв [1, 3, 7].

Означення 1.1. Неперервна парна опукла
функцiя ϕ = {ϕ(x), x ∈ R} називається N-
функцiєю Орлiча, якщо ϕ(0) = 0, ϕ(x) > 0 при
x 6= 0, ϕ(x)

x → 0 при x → 0 та ϕ(x)
x → ∞ при

x→∞.

Означення 1.2. Нехай ϕ = {ϕ(x), x ∈ R}—
деяка N-функцiя Орлiча. Функцiя ϕ∗ така, що
ϕ∗(x) := supy∈R (xy − ϕ(y)) , x ≥ 0, називається
перетворенням Юнга –Фенхеля функцiї ϕ.

Умова Q. Для N-функцiї ϕ виконується
умова Q, якщо lim inf

x→0

ϕ(x)
x2

= C > 0. Можливо,
що C = +∞.

У книзi [6] мiститься детальна iнформацiя
щодо N-функцiй Орлiча та їх властивостей.

Нехай (Ω,F ,P) – стандартний iмовiрнiсний
простiр.

Означення 1.3. Нехай ϕ—N-функцiя Орлiча,
для якої виконується умова Q. Випадкова ве-
личина ξ належить простору Subϕ(Ω) (просто-
ру ϕ-субгауссових випадкових величин), якщо
Eξ = 0, E exp{λξ} iснує для всiх λ ∈ R та iснує
така стала a > 0, що для всiх λ ∈ R виконується
нерiвнiсть

E exp (λξ) ≤ exp (ϕ(aλ)) .

Теорема 1.1. [1] Простiр Subϕ(Ω) є просто-
ром Банаха з нормою

τϕ(ξ) = sup
λ 6=0

ϕ−1 (lnE exp (λξ))

|λ|

та для всiх λ ∈ R виконуються нерiвностi

E exp (λξ) ≤ exp (ϕ(λτϕ(ξ))) , (1.1)

(Eξ2)
1
2 ≤ Cτϕ(ξ),

де C > 0 — деяка стала.

Означення 1.4. Випадковий процес X =
(X(t), t ∈ T ) є ϕ-субгауссовим (тобто, належить
простору Subϕ(Ω)), якщо для всiх t ∈ T випад-
ковi величини X(t) ∈ Subϕ(Ω).

Якщо ϕ(x) = x2

2 , x ∈ R, то такий процес
називається субгауссовим.

Приклад 1.1. Центрований гауссовий випадко-
вий процес є субгауссовим.
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Означення 1.5. Сiм’я ∆ випадкових вели-
чин iз простору Subϕ(Ω) називається строго ϕ-
субгауссовою (позначається як ∆ ∈ SSubϕ(Ω)),
якщо iснує стала C∆ > 0 така, що для будь-
якої злiченної множини I, ξi ∈ ∆, i ∈ I, та для
довiльних λi ∈ R виконується нерiвнiсть

τϕ

(∑
i∈I

λiξi

)
≤ C∆

(
E

(∑
i∈I

λiξi

)2
) 1

2

. (1.2)

Стала C∆ називається визначальною сталою
сiм’ї ∆.

Означення 1.6. Випадковий процес
X = {X(t), t ∈ T} називається строго
ϕ-субгауссовим (тобто, X ∈ SSubϕ(Ω)), якщо
сiм’я випадкових величин {X(t), t ∈ T} є стро-
го ϕ-субгауссовою. Визначальна стала цiєї сiм’ї
називається визначальною сталою процесу X
та позначається CX .

Приклад 1.2. [7] Нехай X(t) =
∞∑
k=1

ξkϕk(t), t ∈

T , де сiм’я випадкових величин {ξk, k = 1,∞} є
строго ϕ-субгауссовою з визначальною сталою

Cξ та ряд
∞∑
k=1

ξkϕk(t) збiгається в середньому

квадратичному. Тодi випадковий процес X(t) є
строго ϕ-субгауссовим випадковим процесом з
визначальною сталою CX = Cξ.

2 Моделювання ϕ-субгауссового уза-
гальненого дробового броунiвського
руху

2.1 Узагальнений дробовий броунiв-
ський рух

Нехай {BH(t), t ∈ [0, 1]} – це дробовий броу-
нiвський рух з iндексом Хюрста H ∈ (0, 1). Це
означає, що BH(t) є центрованим гауссовим ви-
падковим процесом зi стацiонарними прироста-
ми i коварiацiйною функцiєю

EBH(s)BH(t) =
1

2
(t2H + s2H − |s− t|2H).

Нехай T = [a, b], 0 ≤ a < b <∞, або T = R+.

Означення 2.1. [4, 7] Будемо називати випад-
ковий процес ZH = {ZH(t), t ∈ T} узагальне-
ним дробовим броунiвським рухом (УДБР) з iн-
дексом Хюрста H ∈ (0, 1), якщо EZH(t) = 0 та

RH(t, s) = EZH(s)ZH(t) =
1

2
(t2H+s2H−|s−t|2H).

Означення 2.2. [4, 7] Будемо називати ви-
падковий процес ZH = {ZH(t), t ∈ T} стро-
го ϕ-субгауссовим узагальненим дробовим бро-
унiвським рухом (ϕ-УДБР) з iндексом Хюрста
H ∈ (0, 1), якщо ZH з означення 2.1 є строго
ϕ-субгауссовим.

У роботi [2] доведено, що дробовий броунiв-
ський рух BH(t) можна подати в наступному
виглядi:

BH(t) =
∞∑
n=1

sinxnt

xn
Xn +

∞∑
n=1

1− cos ynt

yn
Yn,

(2.1)
де ряди в (2.1) збiгаються в середньому квадра-
тичному, {Xn, n = 1, 2, . . .} та {Yn, n = 1, 2, . . .}
– незалежнi гауссовi випадковi величини такi,
що EXn = EYn = 0,

VarXn = 2C2
Hx
−2H
n J−2

1−H(xn),

VarYn = 2C2
Hy
−2H
n J−2

−H(yn),

C2
H = π−1Γ(1 + 2H) sin(πH),

x1 < x2 < . . . , – додатнi дiйснi нулi функцiї
Бесселя першого роду J−H , а y1 < y2 < . . . , –
додатнi дiйснi нулi функцiї J1−H .

У роботах [4, 7] показано, що зображення
(2.1) можна переписати в такому виглядi:

BH(t) =

∞∑
n=1

X̃nc
H
n sinxnt+

∞∑
n=1

Ỹnd
H
n (1−cos ynt),

де {X̃n, n = 1, 2, . . .} та {Ỹn, n = 1, 2, . . .} – неза-
лежнi гауссовi центрованi випадковi величини,
такi що EX̃2

n = EỸ 2
n = 1,

cHn =
√

2CHx
−(H+1)
n J−1

1−H(xn), n = 1, 2, . . . ,
(2.2)

dHn =
√

2CHy
−(H+1)
n J−1

−H(yn), n = 1, 2, . . . ,
(2.3)

C2
H = π−1Γ(1 + 2H) sin(πH).

Ю.В. Козаченко, О.I. Василик та Т. Сот-
тiнен [4, 7] запропонували узагальнити даний
розклад на випадок негауссових випадкових
процесiв, а саме розглянули такий ряд:

Z̃H(t) =
∞∑
n=1

ξnc
H
n sinxnt+

∞∑
n=1

ηnd
H
n (1− cos ynt),

(2.4)
де t ∈ [0, 1], ξn, ηn – незалежнi центрованi ви-
падковi величини такi, що Eξ2

n = Eη2
n = 1, n =

1, 2, . . . . Вони довели наступнi твердження.
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Твердження 2.1. [4, 7] Ряди в ( 2.4) збiгаю-
ться в середньому квадратичному, та коварi-
ацiйна функцiя процесу Z̃H має вигляд:

EZ̃H(s)Z̃H(t) =
1

2
(t2H + s2H − |s− t|2H).

Твердження 2.2. [4] Ряди в ( 2.4) рiвномiрно
збiгаються з ймовiрнiстю одиниця до процесу
Z̃H(t) та процес Z̃H(t) є вибiрково неперервним
на [0, 1] з ймовiрнiстю одиниця.

2.2 Моделювання узагальненого дро-
бового броунiвського руху

У роботах [4, 5, 7] запропоновано алгоритм
моделювання процесiв строго ϕ-субгауссового
узагальненого дробового броунiвського руху iз
заданими надiйнiстю та точнiстю у просторi
C([0; 1]) на основi розкладу в ряд:

Zt =
∞∑
n=1

cn sin(xnt) ξn +
∞∑
n=1

dn
(
1− cos(ynt)

)
ηn,

(2.5)
t ∈ [0; 1], де

cn =
πH
√

2c

xH+1
n J1−H(xn)

, n = 1, 2, . . . ,

dn =
πH
√

2c

yH+1
n J−H(yn)

, n = 1, 2, . . . ,

c =
Γ(2H + 1) sin(πH)

π2H+1
.

ξn, ηn, n = 1, 2, . . . , – незалежнi однаково розпо-
дiленi випадковi величини з простору Subϕ(Ω),
Eξ2

n = Eη2
n = 1, n = 1, 2, . . . . Тут i далi припу-

скається, що функцiя ϕ(
√
· ) опукла.

З Твердження 2.1 та Прикладу 1.2 випли-
ває, що випадковий процес Z виду (2.5) є стро-
го ϕ-субгауссовим узагальненим дробовим бро-
унiвським рухом.

Означення 2.3. [7] Модель Z̃ наближає про-
цес Z iз заданими надiйнiстю 1 − ν, 0 < ν < 1,
та точнiстю δ > 0 в C([0, 1]), якщо

P

(
sup
t∈[0,1]

|Zt − Z̃t| > δ

)
≤ ν.

Природною моделлю для процесу Z, є така
сума

N∑
n=1

(
cn sin(xnt) ξn + dn

(
1− cos(ynt)

)
ηn
)
.

Але бiльш реальним є припущення про те, що
сталi cn та dn, а також нулi xn, yn обчислюю-
ться тiльки приблизно. Зауважимо, що сталi cn
та dn залежать вiд значень нулiв вiдповiдних
функцiй Бесселя [4, 7].

Позначимо через c̃n та d̃n наближенi значе-
ння cn та dn, вiдповiдно. Нехай

|c̃n − cn| ≤ γcn,

|d̃n − dn| ≤ γdn,

n = 1, . . . , N. Похибки γcn та γdn вважаються вi-
домими. Нехай x̃n та ỹn – наближенi значення
вiдповiдних нулiв xn та yn з похибками

|x̃n − xn| ≤ γxn,

|ỹn − yn| ≤ γyn.

Похибки γxn та γyn теж вважаються вiдомими.
Тодi модель процесу Z матиме вигляд

Z̃t =

N∑
n=1

(
c̃n sin(x̃nt) ξn + d̃n

(
1− cos(ỹnt)

)
ηn

)
.

(2.6)
А похибка моделювання дорiвнює

∆t := Zt − Z̃t

=

N∑
n=1

{(
cn sin(xnt)− c̃n sin(x̃nt)

)
ξn

+
(
dn
(
1− cos(ynt)

)
− d̃n

(
1− cos(ỹnt)

))
ηn

}
+

∞∑
n=N+1

{
cn sin(xnt) ξn + dn

(
1− cos(ynt)

)
ηn

}
.

Для того, щоб оцiнити ∆ в C([0, 1]), потрi-
бно було знайти оцiнки для τϕ(∆t) та τϕ(∆t −
∆s) для всiх s, t ∈ [0, 1]. [4, 7]

На основi отриманих оцiнок для похиб-
ки моделювання та з використанням вiд-
повiдних оцiнок розподiлiв супремумiв ϕ-
субгауссових випадкових процесiв було сформу-
льовано загальну теорему про моделювання ϕ-
субгауссового узагальненого дробового броунiв-
ського руху iз заданими надiйнiстю та точнiстю
у просторi C([0; 1]) (див. [4, 7]).
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Теорема 2.1. [4, 7] Нехай b та α такi числа,
що 0 < b < α < H. Модель Z̃, визначена в ( 2.6),
наближає випадковий процес Z, визначений за
допомогою ( 2.5), iз заданими надiйнiстю 1− ν,
0 < ν < 1, та точнiстю δ > 0 в C([0, 1]), якщо
виконуються такi три нерiвностi:

γ0 < δ,

βγ0

γα
<

δ

2α(exp{ϕ(1)} − 1)α
,

ν ≥ 2 exp

{
−ϕ∗

(
δ

γ0
−1

)}

×

(
1

2b(1− b
α)

(
γαδ

βγ0

) b
α

l(−1)

(
δ

γ0
−1

)
+1

) 2
b

,

де параметри γ0 = γ0(N), γα = γα(N) i β =
min{γ0,

γα
2α } грунтуються на оцiнках, отрима-

них для похибки моделювання, та l(−1) – уза-
гальнена обернена функцiя до щiльностi l фун-
кцiї ϕ.

Припустимо, що сталi cn та dn, а також нулi
xn та yn обчисленi точно.

Наслiдок 2.1. [4, 7] Нехай похибка наближе-
ння вiдсутня, тобто γcn = γdn = γxn = γyn = 0.
Тодi умови теореми 2.1 виконуються, якщо

N ≥ max

{(
A0

δ

) 1
H

+ 1; (2.7)

(
A0(exp{ϕ(1)} − 1)α

δ

) 1
H

+ 1; 2

(
A0

Aα

) 1
α

}
та

ν ≥ 2 exp

{
−ϕ∗

(
δNH

A0
−1

)}
× (2.8)

 (δAα)
b
α (N+1)2Hb/α

2b
(

1− b
α

)
A

2b
α
0 N

(H−α)b
α

l−1

(
δ(N+1)H

A0
−1

)
+1


2
b

,

де

A0 = aϕ

√
5c

2H
,

Aα = 21−αaϕπ
α

√
c

H − α
.

На основi наведених вище результатiв ви-
ведемо умови, за яких модель виду (2.6) набли-
жатиме процес строго ϕ-субгауссового узагаль-
неного дробового броунiвського руху iз задани-
ми надiйнiстю та точнiстю у просторi C([0; 1])
у випадку, коли

ϕ(x) =

{ |x|p
p , |x| ≥ 1
|x|2
p , |x| < 1

, p > 1.

У наступнiй теоремi припускається, що по-
хибка наближення вiдсутня, тобто γcn = γdn =
γxn = γyn = 0.

Для зручностi обчислень вибрано α = H
2 i

b = H
4 .

Теорема 2.2. Нехай ϕ(x) = |x|p
p , |x| ≥ 1, p > 1,

та ϕ(x) = |x|2
p , |x| < 1. У цьому випадку модель

Z̃, визначена в ( 2.6), наближає процес узагаль-
неного дробового броунiвського руху Z, визна-
чений за допомогою ( 2.5), iз заданими надiйнi-
стю 1 − ν, 0 < ν < 1, та точнiстю δ > 0 в
C([0, 1]), якщо виконуються такi умови:

N ≥ max


(
aϕ
δ

√
5c

2H

) 1
H

+ 1;
22− 4

H 5
1
H

π

 (2.9)

та

2µ exp

−1

q

 δNH

aϕ

√
5c
2H

−1

qN
2(3p+1)
p−1 ≤ ν,

(2.10)
де

µ = π22
18
H

+ 4
H(p−1)

−4
5
− 4
H
− 4
H(p−1)×

×
(
H

c

) 2
H

+ 4
H(p−1)

(
δ

aϕ

) 4(p+1)
H(p−1)

,

aϕ = τϕ(ξn) = τϕ(ηn).

Доведення. Оскiльки ми припускаємо, що по-
хибка наближення вiдсутня, то можемо скори-
статись наслiдком 2.1.

У нашому випадку ϕ∗(x) = xq

q , x ≥ 1, де q
таке число, що 1

p + 1
q = 1; l(x) = ϕ′(x) = xp−1,

x ≥ 1; l(−1)(x) = x
1
p−1 , x ≥ 1.

За припущенням α = H
2 , b = H

4 матимемо:

Aα = AH
2

= 21−H
2 aϕπ

H
2

√
2c
H .

Спочатку розглянемо умову (2.7). Для за-
даної функцiї ϕ отримаємо(

A0(exp{ϕ(1)} − 1)α

δ

)1/H

+ 1 =
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(
A0(e

1
p − 1)α

δ

) 1
H

+ 1 ≤
(
A0

δ

) 1
H

+ 1,

де p > 1, α ∈ (0, 1). Далi,

2

(
A0

Aα

) 1
α

= 2

 aϕ

√
5c
2H

21−H
2 aϕπ

H
2

√
5c
H


2
H

=

2

(
1

21−H
2 π

H
2

√
5c

2H
· H

2c

) 2
H

=

=
2 · 5

1
H

2
2
H
−1π 2

2
H

=
22− 4

H 5
1
H

π
.

Отже, умова (2.7) набуває вигляду

N ≥ max


(
aϕ
δ

√
5c

H

) 1
H

+ 1;
22− 4

H 5
1
H

π

 .

В умовi (2.8) матимемо:

ϕ∗
(
δNH

A0
− 1

)
=

1

q

 δNH

aϕ

√
5c
2H

− 1

q

,

 (δAα)
b
α (N + 1)

2Hb
α

2b(1− b
α)A

2b
α
0 N

(H−α)b
α

×

l(−1)

(
δ(N + 1)H

A0
− 1

)
+ 1

) 2
b

=

=


(
δaϕπ

H
2 21−H

2

√
2c
H

) 1
2

(N + 1)2H· 1
2

2
H
4 (1− 1

2)
(
aϕ

√
5c
2H

)2· 1
2
N (H−H

2
)· 1

2

×

δ(N + 1)H

aϕ

√
5c
2H

− 1

 1
p−1

+ 1


8
H

= (∗)

Оскiльки N - велике число, то

(∗) ≈

δ 1
2a

1
2
ϕπ

H
4 2

1
2
−H

4 · (2c
H )

1
4NH

2
H
4
−1aϕ( 5c

2H )
1
2N

H
4

· δ
1
p−1N

H
p−1

a
1
p−1
ϕ ( 5c

2H )
1

2(p−1)

 8
H

=

= π2

(
δ

aϕ

) 4(p+1)
H(p−1)

· 2
18
H

+ 4
H(p−1)

−4 · 5−
4
H
− 4
H(p−1)×

×
(
H

c

) 2
H

+ 4
H(p−1)

·N
2(3p+1)
p−1 = µ ·N

2(3p+1)
p−1 ,

де µ наведено у твердженнi цiєї теореми.
Отже, умова (2.8) набуває вигляду:

2µ · exp

−1

q

 δNH

aϕ

√
5c
2H

− 1

qN
2(3p+1)
p−1 ≤ ν.

Таким чином, теорема доведена.

3 Визначення числових параметрiв мо-
делей i комп’ютерне моделювання
узагальненого дробового броунiвсько-
го руху

Нехай ϕ(x) = |x|p
p , |x| ≥ 1, p > 1. На основi те-

ореми 2.2 знайдемо числовi параметри та побу-
дуємо модель Z̃, визначену в (2.6), що наближає
процес узагальненого дробового броунiвського
руху Z, визначений за допомогою (2.5), iз зада-
ними надiйнiстю 1− ν та точнiстю δ в просторi
C([0, 1]) для рiзних значень iндекса Хюрста H.
Умова (2.9) для знаходження N представлена
у явному виглядi, тому її можна легко засто-
сувати. Умова (2.10) досить складна, але вона
розв’язується чисельними методами.

Алгоритми обчислення числових параме-
трiв та побудови траєкторiй вiдповiдних моде-
лей реалiзовано у програмному середовищi R.

1. Побудуємо модель траєкторiї строго ϕ-
субгауссового узагальненого дробового
броунiвського руху для ϕ(x) = |x|3

3 , |x| ≥ 1
(тобто, p = 3) та H = 7

8 з надiйнiстю 1 −
ν = 0.99 та точнiстю δ = 0.01 в C([0, 1]). У
цьому випадку матимемо c = 0.02642778.
З теореми 2.2 випливає:

• µ = 3.4717 ∗ 10−10,

• з умови (2.9) маємо, що N ≥
max {45.1, 0.337},

• з умови (2.10) випливає, що N ≥
1361.837.

Отже, достатньо взяти N = 1362, щоб вiд-
повiдна модель наближала такий узагаль-
нений дробовий броунiвський рух з надiй-
нiстю 0.99 та точнiстю 0.01 в C([0, 1]). На
рисунку нижче зображено модель трає-
кторiї строго ϕ-субгауссового узагальне-
ного дробового броунiвського руху для
ϕ(x) = |x|3

3 , |x| ≥ 1 та H = 7
8 .
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)

2. H = 8
9 , p = 3, 1 − ν = 0.99, δ = 0.01. Тодi

матимемо, що c = 0.02341;
З теореми 2.2 випливає:

• µ = 8.969 ∗ 10−10,

• з умови (2.9) маємо, що N ≥
max {39.496, 0.344},
• з умови (2.10) випливає, що N ≥

1110.654.

Отже, достатньо покласти N = 1111. На
рисунку нижче зображену вiдповiдну мо-
дель траєкторiї.
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3. H = 9
10 , p = 3, 1− ν = 0.99, δ = 0.01. Тодi

матимемо c = 0.021007.
З теореми 2.2 випливає:

• µ = 1.9722 ∗ 10−9,

• з умови (2.9) маємо, що N ≥
max {35.4, 0.3497},
• з умови (2.10) випливає, що N ≥

941.8686.

Отже, достатньо покласти N = 942. На
рисунку нижче зображену вiдповiдну мо-
дель траєкторiї.
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4. H = 15
16 , p = 3, 1− ν = 0.99, δ = 0.01. Тодi

матимемо c = 0.012979.
З теореми 2.2 випливає:

• µ = 4.006 ∗ 10−8,

• з умови (2.9) маємо, що N ≥
max {23.6, 0.368},
• з умови (2.10) випливає, що N ≥

522.2371.

Отже, достатньо покласти N = 523.
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5. H = 3
4 , p = 3. Тепер вiзьмемо надiйнiсть

1 − ν = 0.95 та точнiсть δ = 0.05 (то-
дi отримаємо меншу необхiдну кiлькiсть
доданкiв у моделi). Тодi матимемо, що
c = 0.05373.
З теореми 2.2 випливає:

• µ = 2.844 ∗ 10−6,

• з умови (2.9) маємо, що N ≥
max {18.25, 0.27},
• з умови (2.10) випливає, що N ≥

1005.4.

Отже, шукане значенняN = 1006 (для по-
рiвняння, у випадку 1− ν = 0.99, δ = 0.01
N = 9417). Нижче зображено вiдповiдну
модель вибiркової траєкторiї.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
0
.2

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

1
.2

Model for 1−v=0.95, delta=0.05, p=3 and H=3/4

time (t)

Z
(t

)

6. Нехай ϕ(x) = |x|5
5 , |x| ≥ 1 (тобто, p = 5) та

H = 8
9 , 1 − ν = 0.99, δ = 0.01. Тодi мати-

мемо c = 0.02341.
З теореми 2.2 випливає:

• µ = 1.329 ∗ 10−6,

• з умови (2.9) маємо, що N ≥
max {39.5, 0.344},
• з умови (2.10) випливає, що N ≥

1692.331.

Отже, шукане значення N = 1693. На
рисунку нижче зображену вiдповiдну мо-
дель траєкторiї.
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З рисункiв бачимо, що чим бiльше значе-
ння iндекса Хюрста H, тим гладшою є крива,
при цьому i меншою є необхiдна кiлькiсть до-
данкiв N у моделi. Також збiльшення параме-
тра p функцiї ϕ(x) = |x|p

p , |x| ≥ 1, за однакових
значень точностi, надiйностi та iндекса Хюрста
призводить до збiльшення необхiдної кiлькостi
доданкiв у моделi.

Висновки

У роботi доведено теорему, що мiстить умо-
ви, за яких модель виду (2.6) наближає процес
строго ϕ-субгауссового узагальненого дробово-
го броунiвського руху iз заданими надiйнiстю
та точнiстю у просторi C([0; 1]) у випадку, коли
ϕ(x) = |x|p

p , |x| ≥ 1, p > 1. Визначено параме-
три моделей та змодельовано траєкторiї вiдпо-
вiдних процесiв для рiзних iндексiв Хюрста H
i заданих значень точностi та надiйностi у про-
грамному середовищi R.
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Bernoulli multi-armed bandit problem
under delayed feedback

Taras Shevchenko National University of Kyiv,
83000, Kyiv, 4d Glushkova str.,
e-mail: andrew.djoga@gmail.com

Останнiм часом все бiльше уваги придiляється онлайновому навчанню машин з вiдкладеним
зворотнiм зв’язком. Навчання з затримками є доцiльнiшим в бiльшостi практичних застосу-
вань, оскiльки зворотнiй зв’язок вiд навколишнього середовища не є миттєвим. Наприклад, в
клiнiчних випробуваннях, результати яких ми використовуємо в данiй роботi, прояв реакцiї на
лiки може зайняти деякий час. У данiй роботi розглядається проблема стацiонарного стоха-
стичного багаторукого бандита в середовищi з затримками, де кожна дiя задається розподiлом
Бернуллi, параметри якого не вiдомi заздалегiдь. Головною метою моделi у представленому се-
редовищу є максимiзацiя сукупної винагороди на скiнченному горизонтi, що еквiвалентно мiнi-
мiзацiї сукупних втрат. Розглядається стратегiя Explore-First для даного випадку, яка визна-
чається кiлькiстю разiв кожна дiя буде обрана для дослiдження. Наводиться асимптотичний
аналiз ефективностi алгоритму i вивчається вплив затримок у середовищi. Отриманi теоре-
тичнi результати використовуються для розробки програмного забезпечення для проведення
чисельних експериментiв.

Ключовi слова: проблема багаторукого бандита, стохастичне середовище з затримками,
чисельнi експерименти.

Online learning under delayed feedback has been recently gaining increasing attention. Learning
with delays is more natural in most practical applications since the feedback from the environment is
not immediate. For example, the response to a drug in clinical trials could take a while. In this paper,
we study the multi-armed bandit problem with Bernoulli distribution in the environment with delays
by evaluating the Explore-First algorithm. We obtain the upper bounds of the algorithm, the theoretical
results are applied to develop the software framework for conducting numerical experiments.

Key Words: multi-armed bandit problem, stochastic environment with delays, numerical experi-
ments.

Communicated by Associate Prof. Rozora I. V.

1 Introduction

The multi-armed bandit (MAB, or just bandit)
problem is an example of a sequential decision-
making process under uncertainty in real-time and
represents a dilemma between exploration of new
possibilities and exploitation of already known
actions with predicted results. This dilemma is
known as the exploration-exploitation trade-off.
The bandit problem was introduced by Thompson
[1] while studying clinical trials for developing the
response-adaptive design methods for sequential
allocation of different possible medical treatments.

The essential part of the research of new
drugs and medical treatments is the randomi-

zed controlled trial when patients are randomly
divided into two or more groups with different
treatment protocols prescribed and at the end of
trials the results from each group are compared.
This way of conducting a clinical trial may
satisfy scientific purposes but doesn’t consider
subjects’ well-being as a significant amount of
patients would suffer from a lack of efficient
treatment during the trial. The bandit problem
as a methodology can be used to improve such si-
tuations by developing an adaptive strategy that
allows to correct the treatment protocol accordi-
ng to the already observed effectiveness during the
clinical trial.

In this article, we study the bandit problem in

© А.С. Джога, 2021
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the clinical trial setting and conduct experiments
by using data from The International Stroke Trial
simulating delays in the environment. The classi-
cal bandit problem assumes no delays of results
in the sequential decision-making process. But in
settings like clinical trials delays are inevitable and
there is a constant need for the next decision-
making action with no observed results yet for
the previous one. In this setup, existing algori-
thms need an adaptation to retain theoretical
guarantees. One of the possible solutions is the
meta-algorithm designed by Joulani et al. [2] whi-
ch allows the use of existing algorithms in envi-
ronments with delays with retaining theoretical
guarantees by the cost of reducing effectiveness in
an additive way with respect to delays.

We provide an asymptotic analysis of one
of the algorithms (Explore-First) for the MAB
problem with Bernoulli distribution, we analyze
an impact of the environment with delays on
the algorithm and provide numerical experi-
ments supporting obtained theoretical results.
The results are applied to develop the software
framework for conducting numerical experiments.

2 The multi-armed bandit problem and its
solutions review

The multi-armed bandit problem is a sequential
game between an algorithm and an environment.
The game is being played over positive natural
n time steps called the horizon. On each time
step t ∈ [n] the algorithm chooses an action At

from a given set A, then a reward Xt ∈ R is
revealed by the environment. The action choice
depends on the history of the previously chosen
actions and their results in terms of rewards
Ht−1 = (A1, X1, . . . , At−1, Xt−1). The objective
of the algorithm is a sequential selection of acti-
ons in order to maximize the sum of the rewards
accumulated over n time steps

∑n
t=1Xt.

Mathematically, the bandit problem is defi-
ned by the reward process associated with each
action. Depending on the assumed nature of
the reward process there are three fundamental
formalizations: stochastic (stationary) bandits,
Markov bandits, and adversarial bandits. In the
stochastic MAB setting the reward process associ-
ated with each action is assumed to be descri-
bed as an identically distributed random variable.
In Markov MAB each action is associated with

a Markov chain that evolves on each time step.
The adversarial MAB setting has no assumptions
about the origin of the considered reward process.

For the purpose of this article, we consider
the stochastic multi-armed bandit problem with
Bernoulli distribution for the reward process. This
model is described as a system consisting of a
collection of k actions denoted by µ = (µ1, ..., µk),
where each action is a Bernoulli distribution with
parameter µi. The mean vector µ ∈ [0, 1]k is not
known in advance. In this modelXt is a realization
of the random variable drawn from the distributi-
on µAt associated with the chosen action At on
time step t, i.e Xt ∼ Bernoulli(µAt) is a reward on
a given time step.

As a metric of the effectiveness of the algori-
thms, it’s common to use the notion of regret, whi-
ch was introduced by Robbins [3]. The regret is
the difference between the expected accumulated
reward when choosing the optimal action (with
the highest mean among others) during the whole
horizon and the expected accumulated reward
obtained by the algorithm following its policy. The
regret after n time steps is represented as

Rn = nmax
i∈A

µi − E

[
n∑

t=1

Xt

]
.

The regret can be rewritten as a function of
the number of draws of each sub-optimal action.
Let ∆i = maxi∈A µi − µi denote a suboptimality
gap of action i which has been chosen Ni(n) times,
then the regret decomposition [4] is defined by

Rn =

k∑
i=1

∆i E [Ni(n)] . (2.1)

Policy, which maximizes the expected
accumulated reward is equivalent to minimizing
the regret. Asymptotic analysis of the algorithms
consists of obtaining the regret bounds.

In this article, we consider the Explore-First
algorithm as the main policy in the context of the
Bernoulli bandit. This algorithm is characterized
by the number of exploration m of each of the
given k actions in the first phase, and exploiting
the empirically best action in the second phase.
Let Ni(t) denote the number of times action i has
been chosen by the algorithm after t time steps,
then the average reward of action i after t time
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steps can be defined as follows:

µ̂i(t) =
1

Ni(t)

t∑
j=1

1(Aj=i)Xj .

Hence the chosen action At on time step t can be
described in the following form:

At =

{
(t mod k) + 1 if t 6 mk

arg maxi∈A (µ̂i(mk)) if t > mk.
(2.2)

The protocol of the Explore-First algorithm:

1) Exploration phase (first mk time steps):
choose each action exactly m times

2) Exploitation phase (the rest n − mk ti-
me steps): use an empirically best action
arg maxi∈A (µ̂i(mk)).

This algorithm appears in the paper by Robbi-
ns [3], where the author formulated the stochastic
multi-armed bandit problem. There was shown
that the regret of Explore-First is sublinear in the
general case:

lim
n→∞

Rn

n
= 0.

Later Anscombe [5] considers this algorithm
in the context of clinical trials and gives an
asymptotic analysis for the MAB with Gaussi-
an rewards, the author highlights many of the
important considerations. For our work we use the
results of the upper bound obtained by Slivkins [6]
for Bernoulli MAB:

E [Rn] 6 n2/3 ×O (k log n)1/3 , (2.3)

where the upper bound is minimized by choosing
the following m:

m = (n/k)2/3 ·O (log n)1/3 .

For the other algorithms overview, we refer
the readers to Bubeck et al. [7].

3 Asymptotic analysis of the Explore-
First algorithm

In order to obtain a stronger upper bound than
in the inequality (2.3), we introduce a dependency
on the MAB instance’s mean vector. With help of
concentration inequality, we show that a centered
Bernoulli random variable is 1/2-sub-Gaussian,
which allows us to utilize an additive property of

sub-Gaussian random variables in the tail probabi-
lity estimation for the MAB with a number of acti-
ons k > 1. The theory of the sub-Gaussian vari-
ables is presented in the monograph [8], in additi-
on, we refer the readers to Kozachenko et al. [9].
Here we list only basic facts needed for obtaining
the upper bound.

Definition 3.1. A random variable X with σ
parameter is said to be σ-sub-Gaussian if for all
λ ∈ R, it holds that

E [exp(λX)] 6 exp

(
λ2σ2

2

)
.

For σ-sub-Gaussian random variableX we can
write the exponential estimate of its tail probabi-
lity, for any ε > 0, it holds that

P(X > ε) 6 exp

(
− ε2

2σ2

)
. (3.1)

In addition, sub-Gaussian random variables
possess an additive property [9].

Lemma 3.1. If X is a centered Bernoulli random
variable with parameter p (P(X = 1 − p) =
p,P(X = −p) = 1 − p), then X is 1/2-sub-
Gaussian.

Proof. Hoeffding’s lemma [10] states that for a
random variable X supported on the interval [a, b]
for all λ ∈ R, holds that

E [exp(λX)] 6 exp

(
λE[X] +

λ2(b− a)2

8

)
,

applying it to a centered Bernoulli random vari-
able we get

E [exp(λX)] 6 exp

(
λ2((1− p)− (−p))2

8

)
= exp

(
λ2(1/2)2

2

)
,

which shows that X is 1/2-sub-Gaussian random
variable by definition.

Theorem 3.1. For the stochastic multi-armed
bandit with Bernoulli rewards and 1 6 m 6 n/k,
the regret of Explore-First algorithm satisfies:

Rn 6 m

k∑
i=1

∆i + (n−mk)

k∑
i=1

∆i exp
(
−m∆2

i

)
.

(3.2)
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Proof. In order to obtain the upper bound, we use
the regret decomposition (2.1), where we bound
the expected number of times an action i has
been chosen by the algorithm after n time steps
E (Ni(n)). We follow similar steps as in [11] for
the Gaussian use case.

Let i∗ = arg maxi∈A (µi) denote the optimal

action. The probability of action i having the hi-
ghest average reward received after mk time steps
is P (µ̂i(mk) > maxj 6=i µ̂j(mk)), then according to
the algorithm’s protocol (2.2) each action is chosen
exactly m times during exploration and n − mk
times with the probability of having the highest
average during the exploitation:

E [Ni(n)] 6 m+ (n−mk)P
(
µ̂i(mk) > max

j 6=i
µ̂j(mk)

)
6 m+ (n−mk)P

(
µ̂i(mk) > µ̂i∗(mk)

)
= m+ (n−mk)P

(
µ̂i(mk)− µ̂i∗(mk) > ∆i − (µi∗ − µi)

)
= m+ (n−mk)P

(
µ̂i(mk)− µi − (µ̂i∗(mk)− µi∗) > ∆i

)
.

(3.3)

Next, we show that µ̂i(mk)−µi− (µ̂i∗(mk)−
µi∗) is 1/

√
2m-sub-Gaussian by using Lemma 3.1

which states that a centered Bernoulli random
variable is 1/2-sub-Gaussian. Let Yi denote a

sampled reward from action i. By definition of
the algorithm the exploration phase takes mk ti-
me steps, where each action gets chosen exactly m
times, we have µ̂i(mk) = 1

m

∑m
j=1 (Yi)j , hence

µ̂i(mk)− µi − (µ̂i∗(mk)− µi∗) =
1

m

m∑
j=1

(Yi)j − µi −

 1

m

m∑
j=1

(Yi∗)j − µi∗


=

1

m

m∑
j=1

(
(Yi)j − µi

)
− 1

m

m∑
j=1

(
(Yi∗)j − µi∗

)
,

where (Yi)j − µi is a centered Bernoulli random
variable, which is 1/2-sub-Gaussian. The additive
property of σ-sub-Gaussian random variables gives
us that µ̂i(mk)− µi − (µ̂i∗(mk)− µi∗) is 1/

√
2m-

sub-Gaussian. Applying the exponential estimate
(3.1) of 1/

√
2m-sub-Gaussian random variable to

the probability on the right-hand side of inequality
(3.3) we obtain

P
(
µ̂i(mk)− µi − (µ̂i∗(mk)− µi∗) > ∆i

)
6 exp

(
− ∆2

i

2
(
1/
√

2m
)2
)

= exp
(
−m∆2

i

)
.

Hence the inequality (3.3) takes the following
form:

E [Ni(n)] 6 m+ (n−mk) exp
(
−m∆2

i

)
,

substituting into the regret decomposition (2.1)
completes the proof.

4 Multi-armed bandit with Bernoulli di-
stribution under delays

Classical algorithms of multi-armed bandit
problem assume no delays in rewards from
the environment, that is to say, that realizati-
on of random variable Xt must be accessi-
ble by the algorithm at the same time step
t when corresponding action has been chosen.
The meta-algorithm [2] provides the framework

to encapsulate the classical (base) algorithms in
order to use them in the stochastic environment
with delayed rewards without a need for an
adaptation of the base algorithms to delays. When
a delay of observation of the reward realization
happens, the meta-algorithm doesn’t use the base
algorithm on the next step for the decision making,
instead, it re-uses the action chosen by the base
algorithm on the previous step (sends it to the
environment) until one of the realizations of the
chosen action is accessible. The meta-algorithm
accumulates such delayed rewards when available
in the internal buffer and uses them in the further
time steps to feed the base algorithm without
interaction with the environment. Assume that
the first action has been chosen by the algorithm
I = A1, then the protocol of the meta-algorithm
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is defined as follows:

1) If realization of the chosen action is available
in the buffer then feed it to the base algori-
thm and ask for the next action I

2) Send the chosen action I to the environment

3) Receive all available (delayed) realizations
from the environment and put them into the
buffer; go to step 1.

Due to the stochasticity of delays, order
and completeness of the sequence of realizations
available for the algorithm are not guaranteed.
The authors show that under such circumstances
there is no impact on the base algorithm in
the stochastic environment, that the independent
and identically distributed property of the given
subsequence is preserved:

Lemma 4.1. [2] (see Lemma 4) Consider the
multi-armed bandit problem with the stochastic
environemnt under delays which are independent
of the rewards. For any action i, for any s ∈ N let
Yi,s denote the sth reward the algorithm observes
for selecting an action i. Then the sequence
{Yi,s}s∈N is an i.i.d. sequence with the same distri-
bution as the sequence of the rewards {Xi,t}t∈N.

Also, it’s shown that delays increase the upper
bound of regret in an additive way with respect to
the maximum delay τ∗i,n of action i after n time
steps [2] (see Theorem 6 ):

E [Rn] 6 E
[
RBase

n

]
+

k∑
i=1

∆i E
[
τ∗i,n
]
, (4.1)

where RBase
n is the upper bound of the base algori-

thm. Hence, using the obtained inequality (3.2) we
can write the upper bound of the Explore-First
algorithm in the stochastic environment under
delays in the scope of meta-algorithm:

Rn 6 m
k∑

i=1

∆i + (n−mk)

k∑
i=1

∆i exp
(
−m∆2

i

)
+

k∑
i=1

∆i E
[
τ∗i,n
]
.

(4.2)

5 Numerical experiments

In this chapter, we present the results of the empi-
rical tests of the Explore-First algorithm after we

implemented software to simulate the multi-armed
bandit in the stochastic environment with delays.

In the first experiment, we use the instance of
the MAB with Bernoulli rewards with two acti-
ons of expectations 0.77 and 0.8 respectively, this
structure is sufficient to study the delay impact,
not the MAB problem itself. The experiment uses
a horizon of n = 1000 time steps and is aggregated
over 1000 independent runs. Results of numeri-
cal experiments and obtained theoretical upper
bounds are shown in Figure 1.

Figure 1: An empirical test of the Explore-First
algorithm with delays τ = 0 and τ = 50 for a time
horizon n = 1000, with the upper bounds (3.2)
and (4.2)

There is a notable gap in an approximation
of the upper bounds given by obtained inequaliti-
es (3.2) and (4.2) and empirical results, however,
this gap is significantly smaller than in the case of
inequality (2.3).

In the second experiment, we use data from a
randomized clinical trial, The International Stroke
Trial [12], that studied the effects of Heparin and
Aspirin as combinations H ×A, where

H = {high heparin dose, low dose, no dose}
A = {with aspirin dose, no dose} .

19,435 patients took part in The Internati-
onal Stroke Trial studies, where long-term
recovery (after 6 months) was being recorded.
In this context, we consider recovery cases as a
Bernoulli random variable, where were empirically
computed the reward parameters of the original
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study to obtain the mean vector across all subjects
to simulate the experiment under the Bernoulli
multi-armed bandit problem:

µ = {0.182, 0.178, 0.182, 0.201, 0.208, 0.206} .
We simulate the experiment using the data given
above to compare the Explore-First algorithm to
the randomized controlled trial in the stochastic
environment with delays. Results are aggregated
over 500 independent runs and shown in Figure 2.

Figure 2: An empirical test of the algorithms
Explore-First and Uniform Random (simulation of
randomized controlled trial) with delays τ = 0 and
τ = 150 for a time horizon n = 20000

The response-adaptive design has the potenti-
al to increase the effectiveness of the medical
treatment within the clinical trial but often can
reduce the statistical power. Another obstacle
could be the delayed feedback, the existing algori-
thms need adaptation to such settings.

6 Conclusion

In this article, we considered the multi-armed
bandit problem with Bernoulli distribution in
the environment under delays. We presented an
asymptotic analysis of the Explore-First algori-
thm in the considered settings by utilizing the
exponential estimate of sub-Gaussian tail probabi-
lity. Numerical experiments showed that the
algorithm adapted to the environment with delays
retains its theoretical guarantees by decreasing the
effectiveness in an additive way with respect to
the maximum delay. The developed software for
simulation and numerical experiments have been
published as an open-source library [13].
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У роботi розглядається побудова довiрчих елiпсоїдiв для параметрiв нелiнiйної регресiї за
спостереженнями з сумiшi кiлькох компонентiв. Концентрацiї компонентiв є рiзними для рi-
зних спостережень. Для побудови елiпсоїдiв використовуються оцiнки узагальненого методу
найменших квадратiв. Коварiацiйнi матрицi цих оцiнок оцiнюються за допомогою рiзних моди-
фiкацiй методу складаного ножа (jackknife). Якiсть отриманих елiпсоїдiв у випадку логiстичної
функцiї регресiї дослiджується за допомогою iмiтацiйного моделювання.

Ключовi слова: асимптотична поведiнка, метод оцiнюючих рiвнянь, модель сумiшi, нелi-
нiйна регресiя, мiнiмакснi ваги, оцiнка коварiацiї, jackknife.

We consider data in which each observed subject belongs to one of different subpopulations (components).
The true number of component which a subject belongs to is unknown, but the researcher knows the
probabilities that a subject belongs to a given component (concentration of the component in the mi-
xture). The concentrations are different for different observations. So the distribution of the observed
data is a mixture of components’ distributions with varying concentrations. A set of variables is observed
for each subject. Dependence between these variables is described by a nonlinear regression model.
The coefficients of this model are different for different components. Normality of estimator for nonli-
near regression parameters is demonstrated under general assumptions. A mixture of logistic regression
models with continuous response is considered as an example. In the paper we construct confidence
ellipsoids for the regression parameters based on the modified least squares estimators. The covariances
of these estimators are estimated by the multiple modifications of jackknife technique. Performance of
the obtained confidence ellipsoids is assessed by simulations.

Key Words: asymptotic behavior, generalized estimation equations, mixture model, non-linear regressi-
on, minimax weights, variance estimator, jackknife.

Статтю представив д.ф.-м.н., доцент Ямненко Р.Є.

1 Вступ

Моделi скiнченних сумiшей широко застосову-
ються у математичнiй статистицi для опису не-
однорiдних даних [1], [2]. У випадку, коли кон-
центрацiї компонентiв сумiшi є рiзними для рi-
зних спостережень, непараметричний пiдхiд до
оцiнювання розподiлiв компонентiв розглянуто
у [3], [4]. Для сумiшi лiнiйних регресiй модифi-
кацiя оцiнок методу найменших квадратiв була
запропонована у [5]. Для побудови довiрчих iн-
тервалiв та елiпсоїдiв для коефiцiєнтiв лiнiйної
регресiйної моделi можна використовувати те-
хнiку складаного ножа (СК, jackknife) [6].

Дана стаття продовжує започатковану у [9],
[10] розробку технiки статистичного аналiзу да-

них, що описуються моделлю сумiшi нелiнiй-
них регресiй. У цих роботах введено узагальне-
нi оцiнки методу найменших квадратiв для па-
раметричних регресiйних моделей компонентiв
сумiшi, отриманi умови їхньої консистентностi
та асимптотичної нормальностi. Тепер ми до-
слiдимо можливостi побудови довiрчих елiпсо-
їдiв на основi цих оцiнок. Для цього нам бу-
дуть потрiбнi оцiнки коварiацiйних матриць па-
раметрiв регресiї для рiзних компонентiв сумi-
шi. Для цього ми використаємо метод СК, який
вперше був запропонований у роботах Quenoui-
lle (1956)[7] та Tukey (1958) [8]. Загальна теорiя
цього методу для вибiрок з незалежних, одна-
ково розподiлених спостережень викладена у п.
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5.5.2 [11].
У данiй роботi розглянуто три модифiкацiї

оцiнки СК, кожна iз яких базується на вико-
ристаннi одного кроку процедури послiдовного
наближення Ньютона–Рафсона. Якiсть довiр-
чих елiпсоїдiв, побудованих на основi цих оцi-
нок порiвнюється у iмiтацiйних експериментах
на модельованих даних.

2 Модель сумiшi

Розглянемо модель сумiшi зi змiнними концен-
трацiями. Кожен дослiджуваний об’єкт O нале-
жить одному iз M класiв (компонентiв сумiшi).
У кожного об’єкта є спостережуванi та неспо-
стережуванi змiннi. Номер компонента, якому
належить об’єкт, не спостерiгається. Його по-
значатимемо символом κ(O) ∈ 1, ...,M . Вектор
спостережуваних змiнних об’єкта O позначимо
ξ(O). Будемо вважати, що розподiл спостере-
жуваних змiнних для кожного компонента опи-
сується моделлю нелiнiйної структурної регре-
сiї. Таким чином

ξ(O) =
(
Y (O), X1(O), ..., Xd(O)

)T
,

де Y (O) – вiдгук, X(O) =
(
X1(O), ..., Xd(O)

)
–

регресори у моделi

Y (O) = g(X(O), b(κ(O))) + ε(O).

Тут g – деяка вiдома функцiя g : RD × Θ → R,
b(κ) = (b

(κ)
1 , ..., b

(κ)
D )T ∈ Θ ⊆ RD, κ = 1, ...,M –

невiдомi коефiцiєнти регресiї, якi вiдповiдають
κ-му компоненту сумiшi. Саме для цих коефi-
цiєнтiв далi буде побудовано довiрчi елiпсоїди.
ε(O) – центрована випадкова похибка

E[ε(O)|κ(O) = m] = 0,m = 1, ...,M,

зi скiнченною дисперсiєю

σ2
m = Var[ε(O)|κ(O) = m] < ∞.

(σ2
m невiдомi).

Позначимо розподiл випадкової похибки
Fε,m(A) = P

(
ε(O) ∈ A|κ(O) = m

)
, для довiль-

ної вимiрної A ⊆ R.
Вектори регресорiв X(O) =

(
X1(O), ..., XD(O)

)
вважаємо випадковими з розподiлом, що зале-
жить вiд κ(O). Позначимо невiдому функцiю
розподiлу спостережуваних змiнних X(O)

FX,m(A) = P
(
X(O) ∈ A|κ(O) = m

)
,

для довiльної вимiрної A ⊆ RD.
Додатково ми припускаємо, що регресори

X(O) та похибки ε(O) – незалежнi при фiксо-
ваному κ(O) = m, m = 1, ...,M .

Вибiрка Ξn, що спостерiгається, складає-
ться зi значень ξi = (Yi, X

T
i )

T = ξ(Oi), i =
1, ..., n, де O1, ..., On – незалежнi об’єкти, якi мо-
жуть належати до рiзних компонентiв з ймовiр-
ностями

pkj = P{κ(Oj) = k},

P =
(
pk
)M

k=1
=

(
pki

)k=1,M

i=1,n
;

M∑
k=1

pki = 1, 1 6 i 6 n

(цi змiшуючi ймовiрностi вiдомi для кожного
об’єкта)

3 Оцiнки параметрiв, що отриманi за до-
помогою оцiнюючих рiвнянь

Нехай далi k – фiксований номер компонен-
та, для якого будується оцiнка вектору параме-
трiв b(k). Для побудови оцiнок параметрiв ре-
гресiї рiзних компонент використаємо мiнiма-
кснi навантаження, визначенi у [3]. Позначи-

мо Γn =
(
⟨pk, pm⟩

)M

k,m=1
. Тодi матриця мiнiма-

ксних навантажень має вигляд

A =
(
a
(k)
i:n

)i=1,n

k=1,M
= PΓ−1

n . (1)

Для оцiнювання невiдомих параметрiв ре-
гресiї природно використати навантажений ме-
тод найменших квадратiв. Для цього складає-
ться функцiонал МНК

Gk
n(γ) =

n∑
i=1

a
(k)
i:n

(
Yi − g(Xi, γ)

)2
.

Оцiнки параметрiв регресiї є розв’язком оцiно-
чного рiвняння, яке отримується шляхом дифе-
ренцiювання Gk

n(b
(k)):

∇Gk
n(γ) =

n∑
i=1

∇
(
a
(k)
i:n (Yi − g(Xi, γ))

2
)
=

=
n∑

i=1

(−2)a
(k)
i:ns(ξi, γ) = 0, (2)

де s(z, γ) – елементарна оцiнювальна функцiя i

s(z, γ) =
(
y − g(x, γ)

)
∇g(x, γ), z = (x, y).
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Вектор оцiнок буде стацiонарною точкою
функцiоналу ∇Gk

n(γ), але не завжди буде то-
чкою мiнiмуму. У деяких випадках розв’язком
рiвняння (1) буде множина точок. У такому ви-
падку як оцiнку можна обрати будь-який еле-
мент цiєї множини, але ми вимагаємо, щоб оцiн-
ка була вимiрною функцiєю вiд даних.

Позначимо Sn(γ) =
∑n

i=1 a
(k)
i:ns(ξi, γ). Оцiн-

ки параметрiв розглядатимуться для кожного
компонента окремо, тому над оцiнювальним ви-
разом Sn не будемо писати iндекс компонента k.

Означення: b̂
(k)
n – розв’язок оцiночного

рiвняння (2), тобто така вимiрна функцiя вiд
даних Ξn, що Sn(b̂

(k)
n ) = 0 м.н., називається

оцiнкою методу найменших квадратiв (МНК).
Введемо наступне позначення

Γ∞ = lim
n→∞

n−1Γn

Далi X(m), Y (m), ε(m) – випадковi величини
iз розподiлами:

X(m) ∼ FX,m, ε(m) ∼ Fε,m – незалежнi,

та

Y (m) = g(X(m), b(m)) + ε(m).

Також позначимо наступнi суми

⟨a(k)2. pt.p
f
. ⟩n =

n∑
i=1

a
(k)
i:n

2
pfi p

t
i,

⟨a(k)2. pt.⟩n =
M∑
f=1

⟨a(k)2. pt.p
f
. ⟩n.

4 Складностi оцiнювання матрицi кова-
рiацiї оцiнок параметрiв регресiї

У статтi [10] наведено доведення асимптотичної
нормальностi оцiнок регресiї для моделi регре-
сiйної сумiшi. Далi наведено переформульовану
теорему про асимптотичну нормальнiсть оцiнок
МНК.

Позначимо

h(z) = sup
γ∈Θ

||∂s(z, γ)/∂γ||, i = 1, n.

Теорема 4.1. Якщо має мiсце збiжнiсть за
ймовiрнiстю послiдовностi оцiнок b̂

(k)
n до b(k) i

виконуються такi умови:

1 Θ – компактна множина, що включає
b(k)

2 Et||ξ(t)||δ < ∞, для 1 6 t 6 M та деякого
δ > 0.

3 Нехай iснують функцiї ∂s(z, γ)/∂γ i для
них виконуються наступнi такi двi умо-
ви:

3.a Et|h(ξ(t))|1+δ < ∞ для δ > 0 з умови 2 та
1 6 t 6 M .

3.b Для довiльних c > 0 та послiдовностi
zi ∈ RD+1, такої, що ||zi|| < c, i довiль-
ної вiдкритої множини U ∈ Θ, функцiї
∂s(zi, γ)/∂γ, γ ∈ U є рiвностепенево не-
перервними на U .

4 ∃ limn→∞ n−1Γn = Γ∞

5 Ek||s(ξ(k), θ(k))||2 < ∞, k = 1, ...,M .

6 Iснують граничнi матрицi limn→∞ nVarSn(b
(k))

та limn→∞ Ln(b
(k)) = L(b(k)) i вони неви-

родженi, де Ln(b
(k)) = −E∇Sn(b

(k)).

Тодi

V
− 1

2
n (b̂(k)n − b(k)) →w ND(0, ID),

Vn = L−1
n (b(k))VarSn(b

(k))L−1
n (b(k))T ,

Ln(b
(k)) = Ek∇g(X(k), b(k))∇gT (X(k), b(k)),

VarSn(b
(k)) =

M∑
t=1

(Ets(ξ
(t), b(k))s(ξ(t), b(k))T )⟨a(k)2. pt.⟩n−

−
M∑
t=1

M∑
f=1

(Ets(ξ
(t), b(k))Efs(ξ

(f), b(k))T )⟨a(k)2. pt.p
f
. ⟩n.

Теорема 4.1 дає вигляд матрицi коварi-
ацiй Vn, проте її використання ускладнює-
ться декiлькома проблемами. Перша поля-
гає в тому, що для деяких функцiй g(x, b)

(наприклад логiстичної, g(x, b) = σ
(
⟨x, b, ⟩

)
,

важко порахувати математичнi сподiвання
Ets

(
ξ(t), b(k)

)
s
(
ξ(t), b(k)

)T i Ets
(
ξ(t), b(k)

)
, ∀k, t =

1, ...,M . Iнша проблема полягає в тому, що
справжнi значення параметрiв для розрахун-
ку матрицi Vn невiдомi. Експерименти зi стат-
тi [10] показали, що цi математичнi сподiвання
можна рахувати наближено, i що замiсть справ-
жнiх параметрiв регресiї можна брати оцiнки
b̂
(k)
n . Наведенi двi проблеми можливо обiйти, ви-

користовуючи технiку СК для оцiнки матрицi
Vn.
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Слiдуючи [11] п. 5.5.2, опишемо стандар-
тну процедуру СК. Далi b̂

(k)
n – оцiнки мето-

дом оцiнюючих рiвнянь для k-го компонента,
а b̂

(k)
−1, ..., b̂

(k)
−n – оцiнки отриманi методом оцiню-

ючих рiвнянь iз вилученими 1-м, ..., n-м спо-
стереженнями вiдповiдно. Символом Si−(γ) по-
значимо оцiнювальну функцiю iз вилученим i-м
спостереженням. Оцiнки розглядатимуться для
кожного компонента окремо, тому над оцiню-
вальним виразом Si− також не будемо писати
iндекс компонента k.

Означення. СК-оцiнкою матрицi розсiю-
вання оцiнок b̂

(k)
n називається матриця

V̂J =

n∑
i=1

(b̂
(k)
i− − b̂(k)n )(b̂

(k)
i− − b̂(k)n )T . (3)

У статтi [10], точнiсть СК-оцiнок визначених
(3) була дослiджена методом iмiтацiйного мо-
делювання. Потрiбно зазначити, що дана про-
цедура оцiнки потребує багато обчислень, що є
значним недолiком. У наступному роздiлi опи-
сано декiлька можливих модифiкацiй оцiнки
для розв’язання цiєї проблеми. Перша iдея –
це використати оцiнку, в якiй при наближеному
обчисленнi оцiнок b̂

(k)
−1, ..., b̂

(k)
−n використовується

лише один крок процедури Ньютона–Рафсона
(НР). Iншi два способи є модифiкацiєю першо-
го, якщо у однокроковiй процедурi Ньютона–
Рафсона замiсть гессiана вiдображення записа-
ти його оцiнку.

5 Пришвидшення побудови оцiнок ма-
трицi розсiювання методом СК

Процедура СК потребує розрахунку оцiнок
b̂
(k)
i− , i = 1, ..., n, якi в свою чергу будуються

за навантаженнями A(i−). Цi навантаження мо-
жна рахувати кожен раз заново, проте у роботi
[6] наведений алгоритм швидкого перерахунку
A(i−) на основi вже вiдомої матрицi наванта-
жень A:

Γ−1
(i−) = Γ−1 +

1

1− hi
Γ−1
n pip

T
i Γ

−1
n ,

тут pi = (p1i , ..., p
M
i ) та hi = pTi Γ

−1
n pi

Наведена процедура зменшує кiлькiсть опе-
рацiй розрахунку навантажень A(i−) iз o(n2) до
o(n).

Для пришвидшення побудови оцiнок
b̂
(k)
i− , i = 1, ..., n далi використаємо однокрокову

процедуру НР. Вона дає нам приблизнi значен-
ня b̂

(k)
i− значно швидше, нiж точне розв’язування

рiвняння (1). Один крок методу НР у сторону
зменшення узагальненого функцiоналу наймен-
ших квадратiв виглядає так:

b̂
(k)
i− = b̂(k)n −

[
∇Si−(b̂

(k)
n )

]−1
Si−(b̂

(k)
n ), (4)

тут

S(i−)(b) = Σi̸=ja
(k)
j:n(−i)

(
Yj − g(Xj , b)

)
∇g(Xj , b),

та

∇S(i−)(b) = −Σi̸=ja
(k)
j:n(−i)∇g(Xj , b)∇gT (Xj , b)+

Σi̸=ja
(k)
j:n(−i)

(
Yj − g(Xj , b)

)
Hg(Xj , b).

Hg(Xj , b) – гессiан вiдображення g по параме-
тру b.

Позначимо SSJK =
[∑n

i=1 Si−(b̂
(k)
n )Si−(b̂

(k)
n )T

]
Якщо пiдставити (4) у (3), то буде отримана

перша модифiкацiя оцiнки V̂J

V̂n,1 =

n∑
i=1

[
∇Si−(b̂

(k)
n )

]−1
Si−(b̂

(k)
n )Si−(b̂

(k)
n )T

[
∇Si−(b̂

(k)
n )

]−1

(5)

Далi ми розглянемо двi модифiкацiї, що
отриманi з (5) замiною виразу ∇Si−(b̂

(k)
n на

−∇Sn(b̂
(k)
n ), або L(b̂

(k)
n ). Застосування цих двох

модифiкацiй дають змогу не рахувати матрицi

∇Si−(
ˆ

b
(k)
n ).

Замiна ∇Si−(b̂
(k)
n ) на ∇Sn(b̂

(k)
n ) дає другу

модифiкацiю оцiнки Vn

V̂n,2 =
[
∇Sn(b̂

(k)
n )

]−1
SSJK

[
∇Sn(b̂

(k)
n )

]−1
.

Третя модифiкацiя будується замiною
∇Si−(b̂

(k)
n ) на −L(b̂

(k)
n ). Тодi модифiкована оцiн-

ка виглядатиме так:

V̂n,3 =
[
L(b̂(k)n )

]−1
SSJK

[
L(b̂(k)n )

]−1
.

6 Моделювання

Нехай V̂n – консистентна оцiнка Vn, тобто
V −1
n V̂n збiгається за ймовiрнiстю до одиничної

матрицi при n → ∞. Позначимо χ2
D(α) — кван-

тиль рiвня 1 − α χ2-розподiлу з D ступенями
вiльностi,

Bk;n = {b ∈ RD : (b−b̂(k)n )T V̂ −1
n (b−b̂(k)n ) <6 χ2

D(α)}.
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Тодi за теоремою 4.1

P{b(k) ∈ Bk;n} → 1− α,

тобто Bk;n є асимптотичним довiрчим елiпсої-
дом для вектора справжнiх значень коефiцiєн-
тiв регресiї k-того компонента сумiшi.

Для перевiрки точностi таких довiрчих елi-
псоїдiв, якi використовують рiзнi модифiкацiї
СК-оцiнок коварiацiйної матрицi Vn, було про-
ведено ряд iмiтацiйних експериментiв.

У кожному експериментi для заданого об-
сягу вибiрки генерувались N = 1000 вибiрок
iз сумiшi зi змiнними концентрацiями. По ко-
жнiй згенерованiй вибiрцi будувалася оцiнка
b̂(k) вектора параметрiв b(k) i їх матриця кова-
рiацiї Vn оцiнювалась трьома оцiнками V̂n,t, де
t ∈ {1, 2, 3}. Далi для кожної вибiрки перевiря-
лося попадання b(k) до довiрчого елiпса iз цен-
тром у b̂

(k)
n та матрицею коварiацiї, що дорiв-

нювала V̂n,t. Номiнальним рiвнем довiрчих елi-
псоїдiв обрано значення α = 0.05. Результатами
експериментiв є частоти попадання справжнiх
значень у вiдповiднi елiпсоїди.

Номери компонент генерованих об’єктiв
κi = κ(Oi), i = 1, ..., n обиралися вiдповiдно до
розподiлiв (p1i , ..., p

M
i )ni=1, де ймовiрностi pki зге-

нерованi наступною процедурою:

pki =
uki∑M
t=1 u

t
i

;uti ∼ U [0, 1]

Спостережуванi характеристики об’єктiв для
m-го компонента сумiшi ξ(m)

i = (Y
(m)
i , X

(m)
i ) ге-

нерувалися наступним чином:

Y m
i = g(Xm

i , b(m))+ε
(m)
i ; X

(m)
i ≃ N(µ(m),Σ(m)),

де

g(X, γ) =
1

1 + e−γ0−
∑D

d=1 Xdγd
= σ(X, γ).

Градiєнт i гессiан функцiї g(X, ∗), якi потрiбнi
для розрахунку модифiкацiй вiдповiдно:

∇g(X, γ) = σ(X, γ)
(
1− σ(X, γ)

)
X,

Hg(X, γ) = σ(X, γ)
(
1−σ(X, γ)

)(
1−2σ(X, γ)

)
XXT

Розрахунки були проведенi окремо для рi-
зних розподiлiв похибки ε

(m)
i : нормального, рiв-

номiрного, та розподiлу Стьюдента. Параметри
розподiлiв та регресiї наведенi у таблицi 1.

компонент
1 2

µ(m) 0.0 1.0
Σ(m) 2.0 2.0
b
(m)
0 0.5 0.5
b
(m)
1 2 -1/3

Табл. 1: Таблиця параметрiв моделювання

Експеримент 1 Значення параметрiв для
цього експерименту зазначено у таблицi (1).
Похибки компонент εk мали один з та-
ких розподiлiв: ε

(m)
1,i ≃ N(0, 0.052); ε

(m)
2,i ≃

U(−0.25, 0.25); ε
(m)
3,i ≃ T4/10. Цей експеримент

описується моделлю “повної роздiльностi”, коли
вiзуально спостереження можуть бути роздiле-
нi на двi групи вiдповiдно до рiзних компонент

сумiшi. Приклад того, як виглядають модельо-
ванi данi, зображено на рисунку 1.

Як видно iз таблицi 2, частоти включення
справжнiх значень параметрiв до довiрчих елi-
псоїдiв, що були отриманi у результатi моделю-
вання, прямує до теоретичного рiвня 1 − α =
0.95 зi збiльшенням обсягу вибiрки. Цей резуль-
тат є очiкуваним.
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Рис. 1: Приклад дiаграми розкиду пар X проти Y на даних з експерименту 1.

ε
(m)
1,i ε

(m)
2,i ε

(m)
3,i

n 1 2 1 2 1 2
100 0.863 0.899 0.843 0.891 0.85 0.903
500 0.931 0.941 0.928 0.931 0.934 0.939
1 000 0.945 0.945 0.942 0.928 0.946 0.930
5 000 0.948 0.954 0.947 0.940 0.931 0.937
7 500 0.936 0.954 0.949 0.941 0.943 0.936
10 000 0.951 0.952 0.943 0.937 0.953 0.944

Табл. 2: Частоти для V̂n,1 у експериментi 1

ε
(m)
1,i ε

(m)
2,i ε

(m)
3,i

n 1 2 1 2 1 2
100 0.852 0.897 0.845 0.879 Nan Nan
500 0.927 0.944 0.92 0.923 0.802 0.959
1 000 0.948 0.942 0.94 0.93 0.850 0.931
5 000 0.939 0.93 0.939 0.936 0.931 0.939
7 500 0.944 0.943 0.93 0.944 0.943 0.933
10 000 0.941 0.937 0.938 0.953 0.944 0.942

Табл. 3: Частоти для V̂n,2 у експериментi 1

Експеримент 2 Для того, щоб подивити-
ся вплив розкиду похибок регресiї на якiсть рi-
зних методiв, ми збiльшили параметр дисперсiї
залишкiв у другому експериментi. Експеримен-
ти проведено окремо для рiзних розподiлiв по-
хибки. Таблицi 5, 6, 7 показують, що частоти
включення у наведеному експериментi меншi,
нiж аналогiчнi частоти у першому експеримен-
тi. I збiльшення обсягу вибiрки не дуже допо-

магає виправити ситуацiю. Це означає, що ви-
падок iз великими значеннями параметру дис-
персiї є складним для наведеної моделi.

ε
(m)
1,i ≃ N(0, 0.252); ε

(m)
2,i ≃ U(−1.25, 1.25); ε

(m)
3,i ≃ T4/2.

Всi iншi параметри було залишено як у пер-
шому експериментi.
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ε
(m)
1,i ε

(m)
2,i ε

(m)
3,i

n 1 2 1 2 1 2
100 0.845 0.905 0.82 0.907 0.797 0.919
500 0.93 0.922 0.915 0.939 0.919 0.943
1 000 0.939 0.942 0.931 0.933 0.925 0.944
5 000 0.95 0.938 0.943 0.946 0.944 0.945
7 500 0.951 0.955 0.941 0.943 0.945 0.938
10 000 0.943 0.938 0.955 0.931 0.950 0.930

Табл. 4: Частоти для V̂n,3 у експериментi 1

Рис. 2: Приклад дiаграми розкиду пар X проти Y на данних з експерименту 2.

Експеримент 3
Параметри розподiлу похибок регресiї тi ж

самi, що i у експериментi 2. Усi iншi параметри
пiдiбранi таким чином, щоб продемонструвати
роботу моделi у випадку, коли залишки регресiї
об’єктiв з iнших компонент не врiвноважуються
навантаженнями a

(k)
i:n . Прикладом цього є випа-

док, коли всерединi k-го компонента, на деякiй
областi B зосереджено близько третини спосте-

режень, i їх вiдгуки концентруються бiля зна-
чення 1. В той же час вiдгуки iнших компонент
зосередженi бiля значення 0 i їхня кiлькiсть та-
ка, що ними не можна нехтувати. З огляду на
таку ситуацiю наближення b̂

(k)
n до b(k), означа-

тиме збiльшення значення функцiоналу МНК i
вiдповiдно збiльшення дисперсiї вiдгукiв.

У таблицi 8 наведенi параметри розподiлiв
i регресiї цього експерименту.

З таблиць (9), (10), (11) видно, що часто-
ти включення значно меншi за теоретичне зна-
чення 1 − α = 0.95. Цей експеримент показує,
що навiть при гарному виборi функцiї регресiї

i вiдносно малих значеннях похибок, в деяких
випадках побудованi оцiнки параметрiв регресiї
i оцiнки їх матриць коварiацiй значно вiдрiзня-
ються вiд своїх справжнiх значень.

ε
(m)
1,i ε

(m)
2,i ε

(m)
3,i

n 1 2 1 2 1 2
100 0.779 0.907 0.502 0.919 0.542 0.898
500 0.914 0.921 0.795 0.930 0.803 0.939
1 000 0.928 0.931 0.873 0.932 0.855 0.912
5 000 0.928 0.930 0.905 0.928 0.923 0.927
7 500 0.938 0.938 0.924 0.919 0.925 0.928
10 000 0.95 0.915 0.906 0.931 0.915 0.917

Табл. 5: Частоти для V̂n,1 у експериментi 2
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ε
(m)
1,i ε

(m)
2,i ε

(m)
3,i

n 1 2 1 2 1 2
100 0.704 0.837 0.508 0.873 0.515 0.894
500 0.883 0.930 0.819 0.923 0.812 0.918
1 000 0.955 0.952 0.867 0.922 0.852 0.915
5 000 0.927 0.917 0.911 0.911 0.909 0.921
7 500 0.931 0.939 0.911 0.920 0.908 0.930
10 000 0.917 0.922 0.932 0.929 0.910 0.911

Табл. 6: Частоти для V̂n,2 у експериментi 2

ε
(m)
1,i ε

(m)
2,i ε

(m)
3,i

n 1 2 1 2 1 2
100 0.782 0.909 0.687 0.913 0.528 0.842
500 0.905 0.919 0.819 0.933 0.853 0.936
1 000 0.927 0.921 0.864 0.930 0.835 0.942
5 000 0.928 0.942 0.916 0.923 0.926 0.919
7 500 0.946 0.938 0.914 0.923 0.907 0.912
10 000 0.938 0.930 0.914 0.918 0.906 0.933

Табл. 7: Частоти для V̂n,3 у експериментi 2

7 Висновки

Нами побудовано декiлька модифiкацiй оцiнки
матрицi коварiацiї параметрiв регресiї на осно-
вi технiки складаного ножа для моделi сумiшi
зi змiнними концентрацiями. Якiсть побудова-
них оцiнок порiвнюється за допомогою експери-

ментiв на модельованих даних. Результати екс-
периментiв показують, що надiйностi отрима-
них довiрчих елiпсоїдiв мало залежать вiд ви-
бору варiанта оцiнки коварiацiйної матрицi. То-
му на практицi доцiльно використовувати най-
бiльш швидку з розглянутих оцiнок — V̂n,3.
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Запропоновано пiдхiд апроксимацiї невiдомих щiльностей потенцiалiв при дослiдженнi на-
пруженого стану плоского в’язкопружного кусково-однорiдного тiла з включеннями, що обме-
женi кусково-гладкими контурами. Метод базується на побудовi системи гранично-часових iн-
тегральних рiвнянь для визначення невiдомих щiльностей потенцiалiв по контурах включень.
Апроксимацiя невiдомих щiльностей потенцiалiв здiйснювалася з урахуванням особливостi на-
пруженого стану плоского в’язкопружного тiла поблизу кутової точки лiнiї роздiлу областей.

Ключовi слова: плоске в’язкопружне тiло, в’язкопружнi характеристики областей, щiль-
ностi потенцiалiв, принцип Вольтерра, резольвентнi оператори, гранично-часовi iнтегральнi
рiвняння, кутова точка, порядок сингулярностi.

An approach for approximating unknown densities of potentials in the study of the stressed state of
a flat viscoelastic piecewise homogeneous body with inclusions, bounded by piecewise smooth contours,
is proposed. The method is based on the construction of a system of boundary-time integral equations to
determine the unknown densities of potentials along the contours of the inclusions. The approximation
of the unknown densities of potentials was performed taking into account the singularity of the stressed
state of a flat viscoelastic body near the angular point of the dividing line of the regions.

Key Words: flat viscoelastic body, viscoelastic characteristics of regions, densities of potentials,
Volterra principle, resolvent operators, boundary-time integral equations, angular point, singularity
order.

Communicated by Prof. Moklyachuk M.P.

Wide application of composite materials in
various industries and in the construction of
structural elements requires the study of their
strength properties, reliability and durability. It
becomes necessary to solve specific problems
of viscoelasticity when viscoelastic environments,
consisting of homogeneous and isotropic regions
with different values of viscoelastic parameters,
are used as models of real objects. A detailed revi-
ew of the approaches and methods of the theory
of linear viscoelasticity is presented in [2].

One of the effective and applied numerical
methods for solving boundary value problems of

elasticity and viscoelasticity is the method of
boundary integral equations, based on the theory
of potential and methods of the modern theory
of approximation. [5]. When solving the problems
of deformation of piecewise homogeneous envi-
ronments by the method of boundary integral
equations, the resolving integral equations are
obtained based on the conditions of continuity
of movements and the corresponding components
of the stress tensor at the contacting boundaries.
Essential for solving this class of problems is the
use of the apparatus of generalized functions and
presentation of the viscoelastic parameters using

c⃝ N.I. Zatula, D.V. Zatula, 2021
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unit characteristic functions in a form that is uni-
form for the entire region under consideration.

Let’s use the approach proposed to study
the stress state of a flat viscoelastic piecewise-
homogeneous isotropic body occupying region D,
exposed to a known force effects, consisting of a
matrix D0 and a finite number of inclusions Dp

of arbitrary shape, bounded by piecewise-smooth
contours Γ0 and Γp, respectively (p = 1, n, n is
the number of inclusions) [8].

To determine the stress state of the given
region, we use the formulation of the second
main problem of the theory of elasticity for
inhomogeneous bodies in movements [6]:(
λul,l

)
,i
+

[
µ
(
ui,j + uj,i

)]
,j
+Xi = 0 (x ∈ D),

λ ul,l ni + µ
(
ui,j + uj,i

)
nj = gi (x ∈ Γ), (1)

where ui = ui(x, t) — components of the motion
vector, Xi = Xi(x, t) and gi = gi(x, t), i = 1, 2
— components of the vector of mass forces and
the vector of surface forces, respectively; nj =
= cos (n, xj) , j = 1, 2 — components of the unit
normal vector n to the boundary Γ of the region
D; λ = λ(x, t), µ = µ(x, t) — analogs of elastic
Lamé constants that depend on time and are pi-
ecewise constant functions of coordinates and ti-
me. Solution (1) was performed by the integral-
operator method using the Volterra principle [2].

In the absence of mass forces, and also
when the unknown densities of potentials are the
stresses on the contours of inclusions, based on the
properties of the generalized functions S

(
Dp

)
and

δ(x, ξ), and due to Maxwell’s theorem [6], we have

uk(x, t) =

∫
Γ0

gi(ξ, t)U
i
k(x, ξ, t) dγ(ξ) −

− Ep − E0

Ep

∫
Γp

σ
(p)
ij (ξ, t)nj(ξ)U

i
k(x, ξ, t) dγ(ξ).

(2)

Here

U i
k (x, ξ, t) = U̇ i

k (x, ξ, t) + Û i
k (x, ξ, t) ,

where U̇ i
k (x, ξ, t) is the fundamental solution for

problems of two-dimensional flat-strain state of a
viscoelastic infinite body; Û i

k (x, ξ, t) — an addi-
tional term, which provides that the condition
gik (x, ξ, t) = 0 is satisfied for all x ∈ Γ and
ξ ∈ D [8]; E0 and Ep — viscoelastic operators

of homogeneous regions belonging to the class
of resolvent operators [7]. The expression for
σ
(p)
ij (ξ, t) has the form

σ
(p)
ij (ξ, t) = λp(t)ul,l(ξ, t) δij +

+ µp(t)·
(
ui,j(ξ, t) + uj,i(ξ, t)

)
,

where λ0(t), µ0(t), λp(t), µp(t) — viscoelastic
characteristics of the regions D0 and Dp, respecti-
vely.

Using the Cauchy relations, Hooke’s law, and
formulas (2), we write the expression for the stress
tensor components in the following form:

σij(x, t) =

(
1 +

Eq − E0

E0

S
(
Dq

))
×

×
[∫

Γ0

gk(ξ, t)U
k
ij(x, ξ, t) dγ(ξ) −

− Ep − E0

Ep

∫
Γp

σ
(p)
kl (ξ, t)nl(ξ)U

k
ij(x, ξ, t) dγ(ξ)

]
,

(3)

where Uk
ij(x, ξ, t) are stresses arising in a vi-

scoelastic homogeneous body occupying region D
under the action of unit concentrated forces at the
point ξ ∈ D.

It follows from (3) that the stresses at any
point of the considered region at an arbitrary ti-
me instant can be determined through the vi-
scoelastic potentials of the double layer along
the contour Γ0 with a given density gk(ξ, t) and
along the contours Γp with unknown densities
σ
(p)
kl (ξ, t)nl(ξ). To determine the unknown densi-

ties, let us tend the point x to each of the contours
Γp from inside the region Dp. Multiply both sides
of (3) by nj(x) and obtain the system of boundary-
time integral equations:

σ
(q)
ij (x, t)nj(x) =

2Eq

Eq + E0

×

×
[∫

Γ0

gk(ξ, t)U
k
ij(x, ξ, t)nj(x) dγ(ξ) −

− Ep −E0

Ep

×

×
∫
Γp

σ
(p)
kl (ξ, t)nl(ξ)U

k
ij(x, ξ, t)nj(x) dγ(ξ)

]
.

(4)
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For the numerical solution of system (4), let us
discretize the contours of the inclusions by linear
elements, which are characterized by the coordi-
nates of their midpoints.

Let’s approximate the unknown densities
of potentials in expression (4). We introduce
the function f

(
x
(p)
n , ξ, t

)
, that approximates the

stresses at the n-th boundary element of the p-
th inclusion with nodal point x(p)n and depends on
the time t. Then the unknown densities of potenti-
als for an arbitrary, for example, n-th boundary
element of the p-th inclusion can be represented
as follows:

σ
(p)
kl (ξ, t)nl(ξ) =

= Akl

(
x(p)n , t

)
f
(
x(p)n , ξ, t

)
nl

(
x(p)n

)
, (5)

where Akl

(
x
(p)
n , t

)
are unknown constants

determined from discrete analogs of boundary-
time integral equations (4); nl

(
x
(p)
n

)
—

components of the outward normal vector to the
contour of the inclusion at the point x

(p)
n .

For inclusions bounded by contours that do
not contain angular points, the density of potenti-
al along each boundary element is assumed to be
constant. In this case, the function f

(
x
(p)
n , ξ

)
, whi-

ch approximates the stresses at each boundary
element, does not depend on the time t and is
equal to 1. Then expression (5) takes the form

σ
(p)
kl (ξ, t)nl(ξ) = Akl

(
x(p)n , t

)
nl

(
x(p)n

)
.

To take into account the influence of
concentrators such as angular points on the
stress-strain state in a viscoelastic piecewise
homogeneous body, we use the approach proposed
in [1]. Investigation of the singularity of the stress
state in the flat problem for a compound vi-
scoelastic body near the angular point of the di-
viding line of the regions leads to the solution of
the transcendental equation [3, 4] depending on
the viscoelastic parameters of the regions E, ν, as
well as the opening angles θ of these regions.

Solving this transcendental equation, we
obtain the value of s(t), which is its root with
the least positive real part. In this case, the order
of the singularity equals

∣∣Re s(t) − 1
∣∣. Thus, the

nature of the stress state at the vertex of the corner
of a compound body is determined by the type

of boundary conditions, viscoelastic characteristi-
cs of the material, geometry of the regions and
does not depend on the type of loading.

For the angular boundary elements, we choose
the approximation of the unknown densities of
potentials corresponding to the peculiarity of the
stress-strain state near the given angular point.

The densities of potentials in formula (4) are
stresses, which in the vicinity of the angular point
can be represented as

σij(x, t) = o
(
rs1(t)−1

)
, (6)

where s1(t) = Re s(t), 0 < s(t) < 1, s(t) is
the root with the least positive real part of the
transcendental equation [4].

Based on the above, we can conclude that
in the case of a flat viscoelastic piecewise-
homogeneous body consisting of a matrix D0 and
a finite number of inclusions Dp of arbitrary shape,
bounded by piecewise-smooth contours Γ0 and Γp,
p = 1, n, respectively, the unknown densities of
potentials for an arbitrary n-th boundary element
of the p-th inclusion can be represented in the form
(5).

Moreover, the function f
(
x
(p)
n , ξ, t

)
in this

formula has the following properties:

• f
(
x
(p)
n , ξ, t

)
= 1, if the nodal point x(p)n belongs

to an ordinary boundary element;

• f
(
x
(p)
n , ξ, t

)
=

(r
d

)s1(t)−1
, if the nodal point

x
(p)
n belongs to an angular boundary element, and

d is the length of this element; ai, i = 1, 2
are the coordinates of the angular point, r =

= [(ξi − ai) (ξi − ai)]
1
2 .

The advantage of the approach proposed in
the paper is that for a given representation of
unknown densities of potentials, there are no di-
fficulties associated with aligning the nodal poi-
nts with the angular points of the conjugated
contours, since the values of the unknown densiti-
es are determined in the middle of the boundary
elements.

The study of the singularities of the type of
angular points shows that the influence of these
singularities on the stress state in a viscoelastic
piecewise-homogeneous body affects only in small
neighborhoods of the angular points and practi-
cally does not affect the nature of the stress change
in time. This is explained by the order of the
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degree of the leading term of the asymptotics
when solving the problem of the stress state of
a compound region at certain values of the vi-
scoelastic and geometric parameters.
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     У задачах оптоакустики знешумлення зареєстрованих сигналів є одним з найважливіших 
кроків. Сучасні методи видалення шумів, такі як вейвлет- або курвлет-фільтрація не завжди, на жаль, 
дають прийнятні результати при їх застосуванні в реальних умовах. Ефективність цих фільтрів 
суттєво залежить від апріорної інформації про вид шумів та сигналів, чисельних комбінацій та форм 
параметрів вейвлет-перетворення, а багатовимірне розширення таких фільтрів досить нетривіальне. 
 Кінцева мета нашого дослідження – виявити оптимальний за своїми характеристиками 
фільтр, зручний для застосування у лабораторній та медичній практиці, коли види шумів апріорі 
невідомі, а на налаштування фільтру не повинно витрачатися багато часу. У запропонованій роботі 
розглядаються просторові фільтри, які мають лише один параметр налаштування – розмір вікна. 
Аналізуються тривимірні розширення таких фільтрів, як медіанний фільтр та усереднюючий фільтр, 
їх адаптивні варіанти (просторовий фільтр Вінера та модифікований медіанний), а також 
ітеративний відсікаючий фільтр. За допомогою теорії нечітких множин в умовах багатокритеріаль- 
ного вибору було виявлено, що найкращими з перелічених фільтрів є модифікований медіанний та 
відсікаючий ітеративний фільтри, які демонструють найкращі результати за такими характерис- 
тиками якості, як відношення сигнал/шум, індекс структурної подібності, середньоквадратичне 
відхилення та пікове відношення сигнал/шум. 

Ключові слова: обробка зображень, адаптивна фільтрація, просторова фільтрація, 
фотоакустична візуалізація, нечіткі множини. 

 
Denoising is an important step in the early stage of signal preprocessing in optoacoustic applications. 
The efficiency of such modern noise removal methods as wavelet or curvlet filtering depends significantly 

on the numerical combinations and forms of wavelet transform parameters, and the multidimensional 
extension of such filters is rather non-trivial. These issues are serious obstacle for using of these highly 
effective filters in the tasks of optoacoustic reconstruction, especially in real laboratorial or medical practice. 

The objective of our study was to find the optimal filter, convenient for use in laboratorian and medical 
practice, when the types of noise are a priori unknown, and the filter settings should not take much time. In the 
offered work spatial filters which have only one parameter of adjustment - the size of a window are considered. 

Three-dimensional extensions of such well-established denoising techniques, as mean filter, median filter, 
their adaptive variants (Wiener spatial filter and modified median filter), as well as iterative truncated 
arithmetic mean filter were analyzed. The proposed filters were tested on a test set that contains versions of 
Shepp-Logan's three-dimensional phantom with mixtures of Gaussian and alpha-stable noise, as well as 
speckle noise. The identification of the best filter for simultaneous suppression of these types of interference 
was carried out using the theory of fuzzy sets. In our tests, a modified median filter and an iterative truncated 
arithmetic mean filter were rated as the best choice when the goal is to minimize aberrations when noise is not 
known a priory. 

Key words: image processing, adaptive filtering, spatial filtering, photoacoustic visualization, fuzzy sets. 
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Вступ 
Специфічним явищем, зумовленим 

взаємодією лазерного випромінювання з 
речовиною, є збудження акустичних хвиль при 
імпульсному лазерному впливі. З точки зору 
взаємодії електромагнітного випромінювання з 
речовиною, отриманий при цьому акустичний 
відгук вміщує у собі інформацію про перехідні 
процеси, що відбуваються в опромінений області. 
Таким чином, оптично збуджені акустичні 
імпульси можуть бути використані як для 
визначення параметрів середовища, крізь яке 
пройшли ці імпульси (коефіцієнти теплового 
розширення, теплопровідності, та ін.), так і для 
дослідження неоднорідностей в об’єкті, що був 
опромінений, та на його поверхні. Це дозволяє 
активно використовувати можливості 
оптоакустичного методу в дефектоскопії, 
мікроскопії та томографії зразків. Слід зазначити, 
що оптоакустичний ефект, відкритий А. Белом ще 
у 1880 році, до створення лазерів 
використовувався лише в інфрачервоній 
спектроскопії газів. Розвиток лазерної техніки 
намітив основні шляхи розвитку оптоакустики: 
лазерне збудження акустичних відеоімпульсів у 
рідині, твердому тілі, напівпровідниках, 
створення гіперзвукових та релеєвських хвиль.  

Розроблені згодом методи дистанційної 
оптичної реєстрації акустичних збурень на 
поверхні досліджуваного зразка дозволили 
зробити оптоакустичні дослідження 
безконтактними та неінвазивними, що зумовило 
їх широке використання у біомедичних 
дослідженнях та клінічній практиці (діагностичні 
програми з дослідженні онкологічних 
захворювань, візуалізації мозку, розвитку 
фармацевтичних засобів та моніторингу процесу 
лікування). Перевага такої методики полягає в 
тому, що вона використовує можливості 
висококонтрастного оптичного поглинання та 
глибокого ультразвукового проникнення. З її 
допомогою можливо отримувати характеристики, 
недосяжні на пристроях побудованих на інших 
фізичних принципах. Однак на цьому шляху існує 
багато проблем, пов'язаних із видаленням 
артефактів зображення, мультиспектральною 
обробкою даних, визначенням кількісних 
параметрів зображення, стратегіями відновлення 
зображень та труднощами, пов’язаними із 
швидкодією операцій реконструкції образів. 
Важливе місце серед цих проблем займає 
проблема зниження шумів у оптоакустичних (ОА) 
сигналах.  

Відомо, що частотна смуга ОА-сигналів може 
бути досить широкою (кілька десятків МГц). Це 
зумовлено двома причинами. По-перше – 
частотна смуга оптоакустичного сигналу 
залежить від тривалості світлового імпульсу. 
По-друге, частотний спектр ОА-сигналів 
залежить від розміру цілі [1]. Крім того, 
ОА-сигнали дуже чутливі до шуму, що 
створюється периферійним обладнанням 
(джерело живлення, ступінчастий двигун 
напівпровідникового лазера тощо). Тому при 
обробці реальних ОА-сигналів дослідник має 
справу з ситуацією, коли спектр шуму перекриває 
смугу пропускання ОА-сигналу. Цей ефект 
призводить до спотворення компонентів 
зареєстрованого оптоакустичного сигналу. Отже, 
без попередньої обробки, реконструйовані 
зображення можуть страждати від низького 
співвідношення сигнал/шум та низької роздільної 
здатності. 

Оскільки шумоподавлення знаходиться на 
самому початку операцій попередньої обробки, 
воно має великий вплив на результати подальших 
етапів. Головною перевагою надійного 
шумоподавлення є те, що воно може запобігти 
завищенню фону зображення та допомагає 
виділити слабкі, але суттєві особливості, 
одночасно запобігаючи утворенню хибних ознак 
[2]. Вагомою обставиною, також, є те, що задачі 
оптоакустичної томографії зазвичай вимагають 
використання погано обумовлених операторів, 
тому максимально очищені початкові дані можуть 
мати вирішальне значення для якісної 
реконструкції досліджуваних об’єктів. 

Важливо зауважити, що більшість попередніх 
методів зниження рівня шумів у ОА-сигналах 
засновані на квазі-тривимірному підході, коли 
сигнали, зареєстровані на поверхні зразка 
очищаються від шумів послідовно від 
попереднього моменту часу до наступного. Потім 
з таких очищених фрагментів шар за шаром 
формується відфільтроване тривимірне 
зображення досліджуваного об’єкту. Цей підхід 
перетворює тривимірну просторово-часову 
задачу в послідовність двовимірних просторових 
задач. На жаль такий метод руйнує тісний зв’язок 
між фрагментами у часовому просторі. 
Залишковий шум та артефакти на 
відфільтрованих шарах відрізняються кадр до 
кадру, викликаючи таким чином неприємний 
суб’єктивно та шкідливий при реконструкції 
зображень ефект «мерехтіння». Тому результати 
реконструкції, заснованої на такому підході, на 
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практиці можуть давати спотворений та 
незадовільний результат. Крім того, у 
ОА-зображенні проблема реконструкції завжди 
тривимірна. Це пов’язано з характером 
оптоакустичного ефекту, коли для реконструкції 
об’єкту потрібна інформація з усього обсягу 
пов’язаних між собою тривимірних даних. Це 
означає, що більш доцільним і природним 
методом є тривимірна фільтрація, коли об'єктом 
фільтрації є об’ємне оригінальне 3D-зображення, 
а не послідовність двовимірних кадрів. 

Надзвичайно важливим моментом у 
знешумленні ОА-сигналів є вибір фільтру.  

У реальній лабораторній практиці види і 
склад шуму, який присутній в зображеннях, 
апріорі не відомі. Крім того, дуже часто необхідно 
автоматично проаналізувати програмним пакетом 
велику кількість зображень. Очевидно, що в 
цьому випадку сценарій зміни налаштувань 
фільтра по відношенню до різних видів шуму 
може бути досить складним для оператора і 
займатиме багато часу і зусиль. Одне з можливих 
рішень цієї проблеми – визначити фільтр, який би 
забезпечував найкращу продуктивність для 
одночасного придушення шумів різних видів. При 
цьому налаштування такого фільтра повинно бути 
максимально простим – бажано користуватися 
лише одним параметром. 

Серед методів знешумлення, які б могли 
задовольняти цим умовам слід виділити такі: 
усереднення сигналу по множині зразків, 
«ковзаюче усереднення» та частотна фільтрація. 

Ефективність першого способу – усереднення 
сигналу по множині зразків – суттєво 
обмежується фізіологічними змінами об’єкта у 
часі, рухами досліджуваної тканини через 
дихання, серцебиття, перистальтику або 
м'язовими рухами та механічними зрушеннями 
іншої природи. 

«Ковзаюче усереднення» працює як фільтр 
низьких частот: воно зазвичай використовується 
для придушення високочастотних шумів, коли 
сам сигнал містить в основному низькочастотні 
компоненти. Частотна фільтрація може істотно 
знизити рівень шумових перешкод, якщо спектр 
шуму не перекривається (або має обмежене 
перекриття) з реальним спектром ОА-сигналу. 
Однак метод «ковзаючого усереднення» може 
знівелювати різкі зміни у корисному вихідному 
сигналі, а метод частотної фільтрації може 
відкинути потенційно корисні частотні 
компоненти, перекриті шумом. 

Високу ефективність демонструють фільтри, 
основані на вейвлет-перетворенні, коли довільний 

сигнал (функція) розкладаються за деяким 
ортонормованим базисом, основними 
властивостями якого є частотно-часова 
локалізація та масштабованість. Якщо при цьому 
вдало підібрати базисні вейвлетні функції, метод 
фільтрації та параметри фільтру, то результати 
знешумлення для деяких видів шумів можуть 
бути дуже ефективними. На жаль, наявність 
великої кількості комбінацій вхідних параметрів 
(надто у тривимірному випадку) не дає 
можливості оперативно надавати перевагу якійсь 
з комбінацій при налаштуванні таких фільтрів у 
реальних умовах. Крім того, ефективність таких 
фільтрів суттєво залежить від апріорної 
інформації як про сам об’єкт, так і про шуми, яки 
спотворюють зображення. У біомедичних 
дослідженнях та умовах клінічної практики це 
можливо лише при роботі in vitro. 

У зв'язку з вищезазначеним, метою цього 
дослідження був пошук (або розробка) простого, 
швидкого тривимірного фільтра для ефективного 
придушення невідомих апріорі шумів різних 
видів, які співіснують у ОА-сигналах. При цьому, 
такий фільтр повинен бути максимально простим 
і зрозумілим у налаштуванні.  

 
Дизайн фільтрів 
Більшість методів шумоподавлення для їх 

оптимальної роботи вимагають встановлення 
деяких параметрів вручну. Ці фільтри можуть 
давати дуже високу ефективність, але зазвичай 
вони не відповідають реальним умовам клінічної 
практики завдяки необхідності тонкого і 
тривалого налаштування численних параметрів. 
Тому, увага була зосереджена на найпростіших 
просторових фільтрах, які мають лише один 
параметр управління – розмір вікна. Цей параметр 
простий і інтуїтивно зрозумілий для оператора, 
оскільки він пов’язаний з мінімальним розміром 
об’єкта, який слід враховувати при аналізі 
зображень. 

Перші два просторові фільтри, які ми 
розглядали, це усереднюючий (метод 
«ковзаючого усереднення») і медіанний фільтри. 
Усереднюючий фільтр (Mean) – це найпростіший 
лінійний фільтр, а медіанний – найпростіший 
нелінійний фільтр. 

Перший з них є оптимальним для 
придушення адитивного гаусівського шуму 
(оптимальним з точки зору оцінки функції 
максимальної правдоподібності). На цій основі 
з’явилося багато лінійних фільтрів, які ефективно 
послаблюють адитивний гаусівський шум. На 
жаль, такі фільтри погано працюють з 
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довгохвостими шумами, розмивають дрібні 
структури зображення і спотворюють їх границі. 

Навпаки, медіанний фільтр має переваги у 
придушенні довгохвостого шуму. Цей фільтр 
зазвичай застосовується для видалення 
імпульсних шумів на зображеннях і не розмиває 
краї. 

Він є оптимальним для оцінки функції 
максимальної правдоподібності лапласівського 
шуму і до його недоліків слід віднести низьку 
ефективність у придушенні гаусівського шуму 
(погіршення може сягати 40% у порівнянні з 
лінійними фільтрами), сплощення трикутних 
верхівок, розмиття границь об’єктів на 
зображенні при збільшенні розмірів вікна. 
Фільтр Вінера – фільтр з вдосконаленою лінійною 
технікою просторової фільтрації (фільтр 
мінімальної середньоквадратичної помилки 
MMSE). Цей фільтр адаптується до сигналу, 
пристосовуючись до його локальної дисперсії. 
Він виконує менше згладжування там, де 
дисперсія велика, тоді як в областях з малою 
дисперсією виконується більше згладжування. 
Найкраще цей фільтр працює з гаусівським або 
рівномірним шумом і для n-мірного гіперкуба 
визначається наступним чином: 
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дисперсія навколо кожного пікселя в n-мірному 
сигналі; ),...,( 1 ndda  – значення кожного пікселя, 
що міститься в області   n-мірного сигналу,   – 
загальна дисперсія шуму досліджуваного 
сигналу.  

Працюючи таким чином, MMSE фільтр 
зберігає деталі зображення, одночасно усуває 
шум і зазвичай дає кращі результати, ніж 
стандартна неадаптивна лінійна фільтрація. 

Для використання взаємодоповнюючих 
якостей та переваг медіанного фільтра та фільтра 
Вінера і взаємного усунення відповідних 
недоліків було запропоновано нелінійний 
адаптивний просторовий фільтр: 
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дисперсія навколо кожного пікселя середньо-
квадратичного відхилення n-мірного сигналу від 
медіани ~ ,  ),...,(~

1 nddaMedian  – локальна 

(тобто віконна) медіана, 2~  – це дисперсія шуму, 
яка оцінюється, як медіана усіх локальних 
дисперсій 2~ , які обчислюються для кожного 
вікна, визначеного для кожної точки 
багатомірного сигналу. 

Така модифікація оригінальної формули 
фільтра Вінера має дуже значні наслідки, 
спричинені введенням в адаптивний контекст 
медіанного оператора. 

Зокрема, цей модифікований медіанний 
(MMedian) фільтр полегшує видалення 
імпульсних шумів з фону сигналу (властивість, 
типова для медіанного фільтра), зберігаючи 
незміненими краї. Тобто, на відміну від 
медіанного та вінерівського фільтра, цей фільтр 
гарно зберігає морфологію країв на ізольованих 
деталях зображення. 

Ще одним фільтром, який також будується 
так, щоб забезпечити компроміс між перевагами 
та недоліками усереднюючого та медіанного 
фільтрів, є нещодавно запропонований 
ітераційний усікаючий середньоарифметичний 
фільтр (ITM) [7]. Цей фільтр ітераційно скорочує 
граничні значення сигналу у фільтруючому вікні 
до динамічного порогу. Цей поріг гарантує, що 
вихід фільтра сходиться до медіани вхідних 
вибірок. Правильний критерій зупинки дозволяє 
ІТМ-фільтру використовувати переваги, як 
середньоарифметичного, так і медіанних 
операторів. 

 
In Silico експеримент 
Для того, щоб оцінити ефективність різних 

підходів до видалення шумової перешкоди при 
предобробці реальних оптоакустичних сигналів, а 
також для порівняння впливу різних алгоритмів 
фільтрації на різні типи шуму, було проведено ряд 
числових експериментів у яких чисте синтетичне 
зображення спотворювалось різними видами 
штучно згенерованих шумів. 

У якості чистого тестового образу виступав 
тривимірний Shepp-Logan фантом – синтетичне 
зображення, що широко використовується 
дослідниками в томографії. Цей фантом 
складається з відповідним чином впорядкованих 
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еліпсів (у тривимірному випадку – еліпсоїдів) 
різної величини, орієнтації та оптичної щільності 
(див. Рис.1). Така модель досліджуваного об’єкту 
була обрана в якості еталону завдяки своїй 
простоті, показовості з точки зору відображення 
анатомічних особливостей людської голови, а 
також завдяки широкому застосуванню такої 
моделі при дослідженні біомедицинських 
зображень. 

Масиви даних (зображення), які були 
пошкоджені шумовими компонентами, 
створювались із різними піковими співвід-
ношеннями сигнал/шум (PSNR) для гаусівського 
шуму, шуму «сіль та перець», суміші гаусівського 
та альфа-стабільного шумів, суміші гаусівського 
та спекл шумів. 

 
Шум 
Слід зазначити, що шум у реальному 

цифровому зображенні виникає не з одного 
джерела. Кожен елемент у ланцюжку перетворень, 
зареєстрованого датчиком сигналу дає свій внесок 
у остаточне спотворення вихідного зображення. 
У реальній практиці типи та суміші шумів, 
присутні на зображеннях, апріорі невідомі. Ось 
чому ми використовували досить загальну модель 
для змішаного шуму, що містить адитивний та 
ексклюзивний шуми: 
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де ),...,( 1 nddg  – пошкоджене шумом зображення, 

),...,( 1 nddf  – вільний від шумів оригінальний 
(вхідний) сигнал, ),...,( 1 nddn  – адитивний шум 
(це може бути коротко- чи довгохвостий шум, 
такий як гаусівський або лапласівський шум) і 

),...,( 1 ndde  – це ексклюзивний шум. 
Ексклюзивним шумом може бути імпульсний 
шум, такий як «сіль та перець», або однорідно 
розподілений імпульсний шум. Поява кожного з 
цих двох типів шумів контролюється значенням 
ймовірності p, ]1,0[p . Якщо p менше 1, виникає 
ексклюзивний шум, у іншому разі маємо справу з 
адитивним шумом. 

Для адитивного шуму використовувався 
гаусівський та альфа-стабільний шум. 

Альфа-стабільний шум, який також 
називають шумом Леві, був запропонований Леві, 
коли він вивчав узагальнену центральну граничну 
теорему [3,4]. Альфа-стабільний розподіл широко 

використовується для аналізу та моделювання 
сигналів з багатьох причин: у реальному житті 
існує багато негаусівських сигналів імпульсної 
природи і важкими хвостами їхнього розподілу. 
Це можуть бути підводні сигнали, сигнали 
атмосферного середовища, шуми телефонних 
ліній, деякі сигнали мобільного зв'язку тощо. 

Для щільності ймовірності альфа-стабільного 
шуму не існує виразу у замкнутій формі, але його 
можна описати за допомогою характеристичної 
функції: 
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де характеристична експонента  є 
найважливішим параметром, що визначає 
особливості альфа-стабільного шуму )20(  . 
Чим менше значення  , тим важчим є хвіст 
розподілу та більш імпульсивний характер 
сигналу. 

При  =2, альфа-стабільний розподіл стає 
розподілом Гауса із середнім значенням   та 

дисперсією 22 2  . У випадках  = 1, 0  
та  =1/2, 1 , альфа-стабільний розподіл 
перетворюється у розподіли Коші та Леві 
відповідно. 

Ще одним видом шуму, який є дуже 
важливим при обробці ОА-сигналів, є спекл-шум 
[5]. Це «зернистий» шум, який зазвичай 
спостерігається майже у всіх когерентних 
системах візуалізації, таких як лазерні, акустичні 
та SAR (радар із синтетичною апертурою) 
зображення. 

Спекл, спекл-структура (англ. Speckle – 
краплинка, плямка) – це випадкова 
інтерференційна картина створена взаємною 
інтерференцією когерентних хвиль, які мають 
випадкові зсуви фаз чи інтенсивностей. 
Нерівномірність фону при цьому обумовлюється 
когерентним додаванням сигналів, прийнятих від 
множини елементарних відзеркалювачів, 
зосереджених у межах одного елемента поверхні. 
Наявність спекл-шуму у зображенні призводить 
до зменшення контрасту зображення та 
ускладнення виконання таких операцій обробки, 
як виявлення країв або сегментація. 

Математично спекл-шум може бути 
змодельований як різновид мультиплікативного 
шуму, коли зашумлене зображення ),...,( 1 nddg , 
описується формулою 
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 )d,...,d(n1)d,...,d(f)d,...,d(g n1n1n1  , 
де )d,...,d(f n1  – оригінальне (неспотворене 
зображення), а ),...,( 1 nddn  – випадковий 
гаусівський процес з нульовим середнім. Тобто це 
– шум, що залежить від сигналу. 

Запропоновані моделі шумів (гаусівський, 
«сіль та перець», альфа-стабільний, спекл-шум та 
їхні суміші) перекривають найбільш ймовірні 
види шумів, які можуть відповідати реальній 
лабораторній або медичній практиці при 
реконструкції оптоакустичних образів. 

 
Тестування фільтрів 
Оцінка якості зображення – одна з 

найважливіших частин процесу дослідження при 
розробці систем фільтрації та реконструкції 
образів [8,9].  

Було обрано 4 міри якості зменшення шуму: 
середньоквадратична помилка (MSE), відношення 
сигнал/шум (SNR), пікове відношення 
сигнал/шум (PSNR) та індекс структурної 
подібності (SSIM – structure similarity). 

Перші три показники визначаються 
співвідношеннями: 
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Тут MAXI – це максимально можливе 
значення серед пікселів зображення (у випадку 
8-біт представлення, це 255), I(i, j) – чисте 
оригінальне зображення розміру m × n у градаціях 
сірого, K(i, j) його зашумлене наближення і P – 
середня потужність. 

Останні два показники виражаються у дБ. 
Зазначені міри безпосередньо вимірюють 

різницю між зображеннями попіксельно. Вони є 
привабливими кількісними показниками втрати 
якості зображення завдяки простоті та 
математичній зручності. Але, на жаль, вони не 
завжди відповідають суб’єктивному зоровому 
сприйняттю якості зображення людиною. 

Альтернативною оцінкою якості, заснованою 
на зміні структурної інформації, є індекс 
структурної самоподібності SSIM [10]. Цей індекс 
розроблявся для вдосконалення традиційних 
методів і вважається неофіційним стандартом  

оцінки якості зображень при наявності 
еталону. SSIM оцінює візуальний вплив трьох 
характеристик зображення: яскравості (l(x,y)), 
контрасту (c(x,y)) та структури (s(x,y)). Загальний 
показник є мультиплікативною комбінацією 
трьох множників: 

SSIM(x,y)=[l(x,y)]α⋅[c(x,y)]β⋅[s(x,y)]γ  , 
де  
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а μx, μy, σx,σy, та σxy – місцеві (віконні) середні 
значення, стандартні відхилення та перехресна 
коваріація оцінюваного зображення відповідно. 
При β = γ = 1 та c3= c2/2, вираз для індекса 
спрощується: 
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де  211 Lkc  ,  222 Lkc   дві змінні для 
стабілізації операції ділення з малими значеннями 
знаменника; L – динамічний діапазон значень 
пікселів (як правило, це 12 /# pxelbits ); k1=0.01 і 
k2=0.03. Отриманий індекс SSIM приймає 
значення від – 1 до 1. Значення 1 досягається лише 
у випадку двох однакових наборів даних.  

Як вже зазначалося, тестовим зображенням 
для оцінки ефективності розроблених алгоритмів 
виступав 3D-фантом Шеппа-Логана, центральні 
двовимірні перерізи якого вздовж осей 

zyx ,, наведені на Рис.1. Для прогнозування того, 
які методи зменшення шуму можуть бути більш 
плідними, а також для порівняння впливу різних 
категорій шуму на різні алгоритми фільтрації 
використовувались зображення, штучно 
пошкоджені шумом. Набори даних були створені 
з різним піковим співвідношенням сигнал/шум 
(PSNR) для гаусівського шуму та для сумішей 
різних видів шуму. Було застосовано 5 
розроблених 3D-фільтрів: усереднюючий фільтр, 
медіанний фільтр, просторовий фільтр Вінера, 
модифікований медіанний фільтр та ітеративний 
відсікаючий середньоарифметичний. У всіх 
випадках для всіх фільтрів використовувались 
3-воксельні вікна. Розмір Шепп-Логан фантома 
був 256 × 256 × 256 (у вокселях). Для перших 
трьох фільтрів фільтрація виконувалась двічі для 
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одного зображення, а для ітеративного 
відсікаючого середньоарифметичного фільтра 
використовувалися лише 3 ітерації. Така невелика 

кількість ітерацій була обрана після дослідження, 
яке показало швидку збіжність фільтра. 

 

 
Рис.1. Центральні перерізи тривимірного Шепп-Логан фантома.  

 
Загалом було проведено 20 числових 

експериментів для кожного з видів шумів та їх 
сумішей і для кожного фільтра, після чого були 
обчислені усереднені показники для кожної міри 
якості реконструкції (тобто для MSE, SNR, PSNR 
та індекса структурної подібності SSIM). 

Нижче наведено приклади зображень із 
створених наборів для різних видів шумів, 
оброблених різними фільтрами. На Рис. 2(а) 
показані результати фільтрації 3D-зображень, 
пошкоджених гаусівським шумом з PSNR = 10 дБ, 
а на Рис.2(b) – результати фільтрації для суміші 
гаусівського та імпульсного шуму з PSNR = 10 дБ.  

З рисунків видно, що для обраних категорій 
шумів візуально найкращі результати 
демонструють MMedian та ITM фільтри, у той час 
як усереднюючий фільтр розмиває границі на 

деталях зображення, а вінерівський фільтр 
суб’єктивно недосить чітко відтворює структуру 
образів, що рекоструювались. 

Порівняти роботу MMedian та ITM фільтрів 
можна, аналізуючи Рис.3. На Рис.3(б) показані 
лінії профілю центральних перерізів фантома 
Шепа-Логана над його центральною областю. На 
Рис.3(а) це центральна вертикальна лінія на 
двовимірному перерізі, яка ділить образ на 
зашумлену частину (ліва половина рисунку) і 
відфільтровану (права половина). Видно, 
(особливо на врізці Рис.3(б)) що для цього 
конкретного випадку обидва фільтри добре 
зберігають границі деталей зображення, що 
аналізується, але дещо кращі результати дає 
MMedian-фільтрація. 
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Рис.2. Центральний переріз Шепп-Логан-фантома вздовж вісі z: a) оригінальний образ; 
b)образ,  пошкоджений сумішшю гаусівського та альфа-стабільного шуму (PSNR = 10 дБ); 
c) відфільтрований усереднюючим фільтром; d) відфільтрований вінерівським фільтром; 
e) відфільтрований модифікованим медіанним (MMedian) фільтром; f) відфільтрований ITM фільтром. 
 

 
                                        a)                                                                                    b) 
Рис.3 a) Центральний поперечний переріз у Шепп-Логан фантомі із сумішшю гаусівського та 
альфа-стабільного шуму (права частина) та після MMedian-фільтрації (ліва частина); б) Лінії профілю 
вздовж центрального вертикального перерізу Рис.3(а): лінія 1 – профіль вільного від шумів сигналу, 2 – 
зашумлений профіль, 3 – профіль після ITM-фільтрації, 4 – профіль після модифікованої медіанної 
фільтрації. 
 

Узагальнене (по 20-ти вибірках) порівняння 
ефективності різних видів фільтрів для однієї з 
найбільш важливої з практичної точки зору і 

складної для обробки сумішей шумів – суми 
гаусівського та альфа-стабільного шуму 
(PSNR = 15 Дб) – представлене у Таблиці 1.
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Таблиця 1 
Суміш Альфа-стабільного та гаусівського та шуму 
 
                     Міра           
Фільтр MSE SNR PSNR SSIM Time(s) 

Noise 2057,5±16 50,96 ±0.03 15,00 ±0.03 0,09  

Mean 680,2 ±3 55,77 ±0.02 19,80 ±0.02 0,11 7 

Wiener 482,28 ±7 57,26 ±0.06 21,30 ±0.06 0,13 8 

MMedian 113,55 ±2 63,54 ±0.07 27,58 ±0.07 0,16 485 

ITM 271,98 ±4 59,75 ±0.09 23,79 ±0.09 0,14 53 
 

 
Як видно з таблиці, для цієї суміші шумів 

MMedian та ITM фільтри посідають перше та 
друге місця відповідно по всіх мірах якості. 

. 

 
…………………………а)……………………………………………………б) 

 
                                       в)                                                                                   г) 
 
Рис.4. Ефективність різних фільтрів для різних видів шуму.а) Середні показники для гаусівського 
шуму (RSNR=10дБ); б) Середні показники для шуму "сіль та перець"; в) Середні показники для суміші 
гаусівського та альфа-стабільного шумів; г) Середні показники для суміші гаусівського та спекл шумів 
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Зауважимо, що час виконання процедури 
(останній стовпчик) також є важливим 
параметром для оцінки ефективності роботи 
різних методів. Алгоритм може втрачати свою 
цінність, якщо час його роботи затримує 
нормальний робочий процес.  

Аналогічний аналіз був проведений і для 
інших видів шумів. Нормовані на відповідну міру, 
стовпчасті діаграми на Рис.4 демонструють 
ефективність запропонованих фільтрів для різних 
комбінацій фільтрів та шумів. Зробити 
усвідомлений вибір найкращого варіанту серед 
такого масиву графічних чи табличних даних 
дуже проблематично. Наприклад, у даному разі 
необхідно знайти найкращий варіант серед 
множини значень, представлених тривимірною 
матрицею із осями: вид метрики, вид шуму, вид 
фільтру. Нагадаємо, що метою дослідження було 
знайти глобально найкращий фільтр для всіх 
запропонованих категорій шуму по всім обраним 
метрікам. Крім того, перевагу одного фільтра над 
іншим бажано визначити кількісно і отримані 
оцінки мають бути ранжовані. 

 
Оцінка нечітких множин 
Отже, необхідно зробити чіткій вибір за умов, 

коли одна множина альтернатив краща в одних 
ситуаціях, інші альтернативи кращі за інших 
умов, і жоден з варіантів не дає найкращого 
результату загалом. 

Одним із найпопулярніших та 
найефективніших підходів при прийнятті рішень 
в умовах невизначеності є підхід, заснований на 
теорії нечітких множин [9,10]. 

У класичній аристотелевій логіці твердження 
може бути лише істинним чи хибним і нічого між 
ними. Однак найчастіше реальні проблеми не 
завжди бувають однозначно істинними чи 

хибними. Зазвичай реальні ситуації є 
невизначеними, або мають на виході декілька 
варіантів. У нечіткій логіці замість величин істина 
і помилка (1 чи 0) істинність «розмита» і тому 
використовується деякий ступінь істини, який 
може приймати значення з нескінченної множини 
від 0 до 1 включно, тобто логічні операції 
задаються деякими характеристичними 
функціями. Числові значення таких функцій 
належності визначають ступінь сумісності 
кожного об’єкта із властивостями, характерними 
для всієї множини об’єктів. 

У нашому випадку, концептуально функція 
належності призначалася для кількісної оцінки 
здатності фільтра видаляти шум і кожна з них 
будувалася в такий спосіб: для кожної оцінки 
шумозаглушення вибиралися мінімальне і 
максимальне значення міри якості (MSE, SNR, 
PSNR та SSIM). Потім відповідні міри 
нормувалися в діапазоні від 0 до 1 з урахуванням 
раніше оцінених мінімальних і максимальних 
значень цих мір. Відповідно до такого 
перемасштабування функція належності фільтра, 
який демонструє найкращі характеристики 
шумозаглушення для даного виду шуму і для 
обраної міри якості, приймала значення, яке 
дорівнює 1. І навпаки, фільтру, що дає найгіршу 
продуктивність шумозаглушення відповідала 
функція належності приймаюча нульові значення. 
Оскільки наша кінцева мета – визначити, який 
фільтр демонструє найкращу продуктивність у 
шумозаглушенні чотирьох різних категорій шуму 
для всіх розглянутих мір якості, до кожного із 
змодельованих шумів була застосована 
максимінна згортка нечітких відношень. Після 
застосування до отриманої множини значень 
принципу Беллмана-Заде була отримана 
Таблиця 2.

 
Таблиця 2 

Ефективність фільтрів для різних видів шуму по всім мірам якості 
 

                     Шум        
Фільтр Gauss Impulse Gauss+Impulse Speckle+Gauss Time(s) 

Mean 0.81 0.13 0.62 0.97 7 

Wiener 0.99 0.17 0.35 0.92 8 

MMedian 0.96 1.0 1.0 0.93 485 

ITM 0.90 0.43 0.87 1.0 53 
 

З таблиці видно, що найкращі властивості для 
глобальної фільтрації по всім мірам якості 

демонструє MMedian-фільтр, який дає 
максимальний результат по мінімуму для 
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кожного класу. Зауважимо, що в представленій 
таблиці при підрахунку ефективності не 
приймався до уваги час фільтрації. Тут він 
представлений в секундах і передбачається, що 
оператор має його оцінювати на робочому місці, 
виходячи з конкретної ситуації. Зрозуміло, що цей 
параметр також легко може бути формалізований 
згідно до описаної процедури. 

У результаті було отримано, що без 
врахування часових витрат найкращу 
продуктивність демонструє MMedian-фільтр, 
враховуючи ж швидкодію досліджуваних 
алгоритмів, слід віддати перевагу ITM-фільтру. 

Зауважимо, що додатково до описаної вище 
(max-min)-композиції розраховувалась також 
(max-prod)-композиція нечітких відношень. Вона 
показала аналогічні результати. Тобто різні 
підходи багатокритеріальної оптимізації дають 
однакові результати. Відповідно до загальних 
рекомендацій прикладного системного аналізу 
відносно принципу багатомодельності, можна 
зробити висновок, про наявність стійкого зв’язку 
між елементами моделей. Стосовно розглядуваної 
проблеми, співпадіння результатів дає підстави 
для більш впевненого вибору найбільш 
ефективних методів фільтрації. 

 
Висновки 
Метою цього дослідження був пошук та 

розробка тривимірного фільтра, який би 
забезпечував поєднання високої ефективності по 
найбільш уживаним мірам якості з простотою 
налаштування, та нечутливістю до виду шуму. 
Для цього у пакеті МАТЛАБ були спроектовані 
тривимірні нелінійні адаптивні просторові 
MMedian та ITM фільтри, та три тривимірні 
загальновживані фільтри (усереднюючий, 
медіанний та вінерівський) для усунення 
чотирьох різних видів шуму: гаусівський (PSNR 

10 Дб), суміш альфа-стабільного та гаусівського 
шуму (PSNR 10 Дб), суміш гаусівського та 
спекл-шуму (PSNR 10 Дб), та імпульсний шум 
“сіль та перець”. 

Комп'ютерне моделювання і наступне 
тестування розроблених алгоритмів на основі 
багатокритеріальної оптимізації нечітких множин 
показало, що найкращі результати з точки зору 
кількісних мір якості і візуальної оцінки 
демонструють ITM та MMedian-фільтри для 
одночасного придушення різних видів шуму 
(глобальна фільтрація). 

Дослідження показало, що MMedian та ITM 
фільтри дозволяють ефективно придушувати шум, 
одночасно зберігаючи незмінені краї та 
морфологію деталей зображення. Для 
налаштування цих фільтрів потрібен лише один 
інтуїтивно зрозумілий параметр – розмір 
фільтруючого вікна. ITM-фільтр використовує 
лише арифметичні операції, тому він швидший, 
ніж фільтрація, основана на інших принципах. 
Розроблені тривимірні MMedian та ITM фільтри 
потребують мінімальний об’єм апріорної 
інформації і можуть використовуватися для 
нестаціонарних сигналів з неструктурованими 
варіаціями інтенсивності, а адаптивний характер 
цих фільтрів дозволяє розглядати їх як 
ефективний інструмент придушення різних типів 
шуму для широко кругу задач обробки 
багатовимірних сигналів. 
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Мільйони відео щодня завантажуються на Youtube та подібні платформи. Однією з багатьох 

проблем, з якими стикаються ці служби, є вилучення корисних метаданих. Наприклад, розміщувати 
рекламу краще в середині відео, і рекламодавець вважає за краще показувати рекламу в перервах між 
сценами, де це буде менш нав'язливо. Інший приклад – подивитись лише найцікавіші чи найважливіші 
фрагменти відеозапису. Зрозуміло, що краще застосовувати автоматичний підхід до розпізнавання 
сцени замість того, щоб розмічати тисячі відеозаписів вручну. Виявлення змін сцени може допомогти 
автоматично проаналізувати відеопотік: відстежувати, які персонажі з’являються в яких сценах, як 
довго взаємодіють, їх стосунки та важливість. Потенційне рішення може враховувати різні 
фактори: появу об’єкта, зміну контрасту чи інтенсивності, зміну фону, зміни звуку. 

У цій роботі запропоновано метод для ефективного виявлення зміни сцени, який базується на 
аналізі сцени з пороговими значенням, а також плавними змінами сцен. Він використовує підходи 
комп’ютерного зору та аналізу зображень для виявлення зміни сцени. Експериментальні результати 
демонструють ефективність запропонованого підходу до виявлення змін сцени. 

Ключові слова: зміна сцени, переключення сцени, аналіз відео, локалізація сцени. 
 

Millions of videos are uploaded each day to Youtube and similar platforms. One of the many issues that 
these services face is the extraction of useful metadata. There are a lot of tasks that arise with the processing 
of videos. For example, putting an ad is better in the middle of a video, and as an advertiser, one would 
probably prefer to show the ad in between scene cuts, where it would be less intrusive. Another example is 
when one would like to watch only through the most interesting or important pieces of video recording. In 
many cases, it is better to have an automatic scene cut detection approach instead of manually labeling 
thousands of videos. The scene change detection can help to analyze video-stream automatically: which 
characters appear in which scenes, how they interact and for how long, their relations and importance, and 
also to track many other issues. The potential solution can rely on different facts: objects appearance, contrast 
or intensity changed, other colorization, background chang, and also sound changes. 

In this work, we propose the method for effective scene change detection, which is based on thresholding, 
and also fade-in/fade-out scene analysis. It uses computer vision and image analysis approaches to identify 
the scene cuts. Experiments demonstrate the effectiveness of the proposed scene change detection approach. 

Keywords: scene change detection; scene cut; scene break; video analysis; scene localization. 
 

Статтю представила к.ф.-м.н., доц. Розора І.В. 
 

 
Вступ 

Методи комп’ютерного зору (CV) 
допомагають вирішувати широкий спектр задач, 
використовуючи відповідні підходи: розпізнавати 
обличчя, виявляти різні об’єкти, застосовувати 
необхідні трансформації до сцен. Ще більше задач 

з’являється при аналізі відео. Так, можна 
реконструювати тривимірну сцену, відстежувати 
рухомі об'єкти. Одне з важливих завдань – 
виявлення зміни сцени. Під сценою ми маємо на 
увазі частину відео, в якій дія залишається на 
одному місці протягом деякого неперервного 

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2021/1.6
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періоду, а також усіх людей або речі, пов’язані з 
цим. Поняття сцени є корисним у багатьох 
випадках: 

• розділити відео-потік на більш-менш 
незалежні та корисні частини (для різних цілей: 
реклама, ефективна пауза), 

• проаналізувати присутність персонажів, що 
цікавлять, у певній зоні спостереження, та їх 
поведінку (діяльність акторів та аналіз частоти їх 
появи; з метою безпеки – знайти епізоди в записах 
з деякими конкретними видами діяльності; для 
таких ігор, як футбол – знайти моменти, що 
цікавлять, або кульмінації; відстеження дій 
гравців і персонажів), 

• відстежувати людську діяльність або 
переміщення предметів у загальному контексті та 
знаходити моменти, що мають важливе значення, 
у відео-потоках або записах, 

• для швидшого переміщення по відео, 
• для кращої навігації по фільмах, 

телевізійних шоу або записах ігрових процесів 
після цього – для визначення моментів, що 
викликають найбільший інтерес; це однозначно 
покращить досвід перегляду для кінцевих 
користувачів. 

Одне із завдань – розділити відео на окремі 
сцени – для подальшої анотації, спрощеної 
навігації, якщо користувачеві потрібна лише якась 
певна частина відео, та для подальшої обробки. Це 
спрощує збір наборів даних для багатьох 
нейронних мереж, які працюють з функціями з 
відео, економить час для користувачів, яким 
потрібно шукати певний момент на відео без 
тривалого перегляду, і пришвидшує роботу 
людей, що працюють з відео в цілому. 

Існують методи, засновані на комп’ютерному 
зорі та машинному навчанні (ML), але вони не 
дають чудових результатів, і ми продемонструємо 
це далі в статті. 

Основними критеріями цього завдання є 
точність та швидкість алгоритму для практичної 
зручності використання. Складність обчислень є 
також звичайним недоліком і перешкодою для 
реального використання для багатьох подібних 
алгоритмів, оскільки методи обробки відео 
зазвичай ресурсомісткі. 

Деякі важливі результати щодо цієї задачі 
можна знайти у [1–7]. Здебільшого, сучасні 
роботи концентруються на певній підзадачі: 

• виявлення зміни місця події у місті або 
вулиці (з зовнішніх вуличних камер, для 
міркувань безпеки), 

• виявлення змін на супутникових знімках, 
• розпізнавання рухомих об’єктів у відео 

безпілотних літальних апаратів (БПЛА), 
• аналіз 3D-сцен з кількох камер, 
• аналіз зображень радіолокатора із 

синтетичною апертурою (SAR). 
Ми дослідимо класичне завдання виявлення 

сцени (або зміни сцени) у відео. 
 

Аналіз індикаторів зміни сцени 
Визначимо можливі показники зміни сцени. Не 

існує чіткого визначення такої події, але в нашому 
підході ми розглянемо наступне: 

• затухання / згасання, плавний перехід, коли 
відео плавно зникає, а потім з'являється знову, але 
зі зміненим фоном (сценою), 

• миттєва зміна сцени, коли фон відео негайно 
змінюється між двома послідовними кадрами, 

• аналіз зсуву колірних компонентів та зміни 
значень об’єктів (інтенсивності, контрастності, 
насиченості, яскравості тощо) – у контексті різних 
колірних просторів; серед них ми проаналізуємо: 
інтенсивність (середнє значення кольорових 
каналів R, G, B) та контрастність (різниця 
максимальної та мінімальної насиченості пікселів 
у ділянці, поділена на суму мінімальної та 
максимальної насиченості), 

• аналіз контурів об'єктів зображення (його 
структура, рух, інші зміни), 

• аналіз покадрової різниці, який допомагає 
відстежувати, наскільки змінився вміст кадру (а 
не лише контури), 

• розпізнавання обличчя для відстеження їх 
руху – для ідентифікації певних персонажів сцени, 

• крім простого аналізу зображення в русі, 
може бути застосований аналізу звуку. 

Одне з очевидних рішень, яке виникає при 
знаходженні відмінностей між двома 
зображеннями – використання оператора 
Кенні [8] для пошуку контурів зображення. 
Оператор Кенні дозволяє отримати матрицю з 
межами. Але матриця – це великий набір значень, 
який повільно обробляється. Тому ми пропонуємо 
розширити межі на цих матрицях, перетинати їх з 
контурами іншого кадру, а з отриманих накладок 
знаходити контури розбіжностей вже як масиви 
координат, а потім з’ясовувати, наскільки вони 
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змінилися між двома послідовними кадрами, 
описуючи це з одним значенням. 

Таким чином, ми будемо обчислювати різницю 
не між місцями розташування, а між самими 
ланцюжками з точок, що утворюють контури. Цей 
шлях набагато репрезентативніший, оскільки нам 
потрібно знати, наскільки змінився вміст кадру, а 
не лише контури. Пропонуємо такий алгоритм 
дій: 

• перетворити два послідовні кадри в чорно-
білі, перевівши подання на кольорову схему HSV 
та видаливши насиченість (S), 

• зменшити вплив шуму під час знаходження 
меж за допомогою розмиття Гауса, 

• застосувати оператор Кенні і отримати 
матрицю меж для двох кадрів, 

• розширити отримані межі, 
• накласти розширені межі одного кадру на 

інший і навпаки – отримаємо два значення, які 
представляють, наскільки відрізняються межі, 
навіть розширюючись, 

• знайти контури як масиви координат точок, 
які утворюють межі на матриці невідповідності, 

• з’ясувати, наскільки велика різниця в 
контурах, взявши максимум з двох. 

Введемо числову міру від 0 до 1, яка описує 
різницю контурів об’єктів між двома кадрами. 
Цей параметр є хорошим сигналом зміни сцени, 
оскільки він характеризує, наскільки сильно сцена 
могла змінитися з точки зору контуру об'єкта або 
зміни меж. 

Цей підхід споживає багато обчислювальної 
потужності, тому його слід оптимізувати. 
Хороший момент полягає в тому, що його можна 
розпаралелювати природним шляхом – аналізом 
окремих кадрів. Зараз він працює в режимі 
реального часу в паралельному режимі на 
процесорі Intel Xeon E5 (16 ядер). 

 
Обчислювальний експеримент та  

валідація моделі 
Продемонструємо аналіз та етапи алгоритму на 

деяких експериментальних даних (аналіз 
прикладу відеозапису).  

На рис. 1 показано зміну інтенсивності в часі, 
де кожен значний стрибок є потенційно 
можливою зміною сцени. 

 

 
Рис. 1. Зміна інтенсивності освітлення у часі 
 
Різниця міжкадрової інтенсивності в кожен 

момент часу показана на рис. 2. 
 

 
 
Рис. 2. Зміна відносної інтенсивності освітлення 

між кадрами 
 
Справді, у нас спостерігаються зміни сцени в ці 

часові кліки, але є також кілька невеликих піків, і 
їх слід дослідити на предмет зміни сцени. У 
даному відео – 9 змін сцени. Отже, ми 
продовжуємо аналіз інших кольорових 
показників. 

Графік зміни насиченості в залежності від часу 
представлений на рис. 3, де ми можемо побачити 
нові можливі точки зміни сцени. На рис. 4 видно 
різницю в насиченості кадрів. 

Основні піки знаходяться в однакові моменти 
часу з попередніми графіками. У той же час менші 
піки втрачаються порівняно з рис. 2, показуючи, 
що на інтенсивність впливають також відтінок та 
значення компонентів кольорової схеми HSV. 
Отже, ми робимо висновок, що насиченість тут 
мало впливає на виявлення зміни сцени. 
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Рис. 3. Зміна насиченості освітлення у часі 
 

 
 

Рис. 4. Зміна відносної насиченості освітлення 
між кадрами 

 
При такому аналізі пропускається 

щонайменше одна зміна сцени через її поступове 
зменшення / зменшення (плавну зміну). Отже, нам 
також потрібно знайти та дослідити локальні піки 
в коефіцієнті зміни кордонів (від 0 до 1), який був 
описаний вище. 

З попереднього аналізу випливає, що найвищі 
піки зміни інтенсивності відображають негайну 
зміну сцени, тоді як серія суміжних, але нижчих 
піків показує часовий інтервал повільної (або 
зникаючої / згасаючої) зміни сцени. Також 
рекомендується поєднувати аналіз інтенсивності 
та насиченості одночасно, щоб не пропустити 
точки зміни сцени. Далі ми покажемо, як 
локалізувати ці піки. Повинен бути певний поріг, 
щоб їх виявити. Цей поріг не може бути 
статичним, оскільки він, очевидно, залежить від 
якості відео, і може виявити неважливі піки або 
пропустити зміну сцени на відео. Отже, нам 
потрібен певний адаптивний поріг. 

Хорошими кандидатами на адаптивний поріг є 
ентропійне порогове значення та динамічне 
порогове значення на основі вікна, де однією з 
проблем є підрахування належного розміру вікна 
(кількість кадрів, які потрібно проаналізувати 
одночасно для отримання найбільш точних 
результатів роботи – власне, виявлення зміни 
сцени). 

Використаємо рекурсивний адаптивний поріг 
пошуку та коригування. Це означає, що відео 
розділимо на частини за першим базовим порогом 
(обговорено пізніше) на основі зміни 
інтенсивності (рис. 5 – це рис. 2, взятий за 
модулем). Потім процес поділу відео триває 
рекурсивно, поки це залишається можливим – 
обчислюється новий пороговий рівень і 
знаходяться піки, які його перевищують. 
Наприклад, для розглянутого відео цей процес дав 
3 ітерації (рис. 5). 

Ми пропонуємо розраховувати поріг як 
різницю початкової та кінцевої інтенсивності (за 
модулем), помножену на деякий пороговий 
коефіцієнт. Його оптимальне значення було 
знайдено експериментально – див. Таблицю 1. 
Значення 5 дає найменше значення 
«Хибнопозитивні + хибні негативні» та більшість 
справжніх позитивних результатів у 
досліджуваному наборі відео. 

 
Таблиця 1. Граничні коефіцієнти 
Граничний 
коефіцієнт 

True 
Positives 

False 
Positives 

False 
Negatives 

2 17.8% (74) 82.2% (342) 0% (0) 
5 97.4% (74) 2.6% (2) 0% (0) 
8 100% (68) 0% (0) 8% (6) 

15 100% (57) 0% (0) 23% (17) 

 
Алгоритм зупиняється, коли на відео більше 

немає піків, які перевищують розрахований поріг 
для цієї конкретної частини відео. 

Для змінення сцени з поступовим зменшенням 
нам все одно потрібно згрупувати локальні піки в 
кластери та проаналізувати їх. Нам потрібно 
встановити максимальний розмір кластера. 
Гіпотеза полягає в тому, що 0,5 секунди – це 
хороша оцінка. Цей розмір передбачувано 
залежить від загальної швидкості відео, а отже і 
від швидкості зміни сцени. Тут ми визначаємо 
найбільш підходяще середнє значення, яке зручно 
для більшості відео (принаймні, для 
проаналізованих зразків) і представляє найкраще 
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обране експериментальне значення на даний 
момент - див. Таблицю 2 для детальних 
розрахунків. 

 
Таблиця 2. Максимальний розмір кластера 

Макс. розмір 
кластера, сек. 

True 
Positives 

False 
Positives 

False 
Negatives 

0.2 4 0 7 
0.5 11 0 0 
0.7 11 2 0 
1.2  11 7 0 

2 11 22 0 
 

 

 

 
 

Рис. 5. Зміна відносної насиченості освітлення 
між кадрами 

 
Дуже короткі періоди часу не фіксують всіх 

змін сцени (див. Стовпець "True positives"), тоді як 
тривалі періоди (більше приблизно 1 сек.) 
починають враховувати незначні локальні піки (за 

їх кількістю) і генерувати False Positives. Далі ми 
вибираємо часову позначку в кожному кластері з 
максимумом оператора Кенні, згаданого раніше, 
що є мірою різниці між кадрами. 

 
Порівняння методу 

Як ми помітили, запропонований метод може 
працювати в режимі реального часу. Щодо 
точності, порівняємо результати з 
PySceneDetect [9], як найбільш доступною 
бібліотекою для цієї задачі, за набором відео з 
різними типами змін сцени, з різним освітленням 
та динамікою. У 11 відео з набору даних є 68 змін 
сцени. Результати замірів наведено у таблиці 3. 

Видно, що запропонований метод пропускає 
лише 4 з 64 змін сцени, і виявляє 94%, тоді як 
провідна бібліотека PySceneDetect виявила лише 
77%. Ми також перевірили це на різних відібраних 
вручну відео з подібними результатами. Більше 
False Positives було виявлено через артефакти, які 
з’являються на місці несподівано. Таким чином, 
ми вважаємо, що це також можна зарахувати до 
зміни сцени. 

 
Таблиця 3. Порівняння методу 
Метод / Програмне 

забезпечення 
True 

Positives 
False 

Positives 
False 

Negatives 
PySceneDetect 49 2 19 

Запропонований метод 64 6 4 
 

Висновки 
У даній роботі запропоновано ефективний 

підхід до виявлення зміни сцени. Актуальність та 
випадки використання було розглянуто у вступі. 
Метод є більш точним, ніж відомий PySceneDetect 
на підготовленому тестовому наборі відеозаписів. 

Для подальшого підвищення точності методу 
ми додамо аудіоаналіз для виявлення змін або 
сигналів негайних змін сцени. Метод також 
можна покращити за допомогою більш точної 
локалізації фантомних об'єктів, які можуть 
з'являтися у відеопотоці, відокремлюючи їх від 
загальної ситуації зміни сцени. 

Для оптимізації розрахунків ми спробуємо 
зменшити масштаб (зменшити роздільну 
здатність зображення – кадрів відео). Крім того, 
ми збираємось використовувати запропонований 
спосіб для обробки відео у промислових 
масштабах. 
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 У статті запропоновано алгоритм розв’язання задачі оптимального розподілу потужностей 
каналів передачі даних між провайдерами та користувачами мережі Інтернет. Сформульовано 

математичну модель проблеми розподілу обмеженого однорідного ресурсу з обмеженнями 

транспортного типу. Розглянуто метод розв’язування на основі потокового алгоритму Орліна. 
Запропоновано практичне застосування алгоритму для розв’язання реальної задачі розподілу. 

Отримано результати пропускних спроможностей каналів реальної комп'ютерної мережі при 

перспективному збільшенні потужностей з'єднань, представлених інтервалами запланованих змін. 

Проведено аналіз рішень, отриманих при різній кількості комутаційних серверів, зроблені висновки 
про вибір провайдера для оптимального забезпечення інформаційних потреб користувачів. 

 Ключові слова: канали зв’язку, розподіл потужностей, оптимізація пропускної здатності, 

потоковий алгоритм 
 

 The article proposes an algorithm for solving the problem of optimal distribution of the capacity of 

data transmission channels between providers and Internet users. A mathematical model of the problem of 

distribution of a limited homogeneous resource with transport-type constraints is formulated. A solution 
method based on Orlin's stream algorithm is considered. A practical application of the algorithm for solving 

a real distribution problem is proposed. The results of the capacity of the channels of the computer network 

are obtained with a perspective increase in the capacity of the connections represented by the intervals of the 
planned changes. An analysis of the solutions obtained with different number of switching servers was made, 

conclusions about the choice of the provider to meet the optimal information needs of users were made. 

 Key words: communication channels, power distribution, optimization of transparency, flow 
algorithm  
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Розв’язування прикладних багатоіндексних 

задач лінійного програмування транспортного 
типу [1], що відносяться до класу цілочисельних 

оптимізаційних задач [2], представляє особливий 

інтерес. Це пов’язано з тим, що на основі 
моделей багатоіндексних транспортних задач 

запропоновано підходи для вирішення ряду 

складних практичних проблем розподілу та 

планування. Однак, при цьому потрібно 
зауважити, що одним з перспективних напрямів 

при розробці ефективних алгоритмів розв’язання 

таких задач є виділення підкласів задач, для 
вирішення яких застосовуються потокові методи 

[3].  

Формулювання проблеми. Важливою для 

вирішення та практичного впровадження є 
проблема розподілу обмежених потужностей 

каналів передачі даних між різними вузлами 

мережі Інтернет. Припустимо, що розглядається 

локальна комп'ютерна мережа підприємства або 
навчального закладу, яка забезпечує вихід 

користувачів в Інтернет. Доступ користувачів до 

глобальної мережі і отримання необхідної 
інформації проводиться за допомогою декількох 

комунікаційних серверів, розміщених на 

території інформаційно-обчислювального центру 

(ІОЦ) підприємства і підключених високо-
швидкісними зовнішніми каналами зв'язку з 

провайдерами Інтернет. Рівні пропускних 

спроможностей серверів лежать в межах смуги 
пропускання (bandwidth) локальної мережі. 

Припустимо, що відомі потреби абонентів мережі 

в збільшенні швидкості отримання тієї або іншої 

кількості інформації. Задані побажання 
(переваги) абонентів щодо можливих об'ємів 

збільшення пропускних спроможностей для 

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2021/1.7

63



Вісник Київського національного  університету            2021, 1                                                Bulletin of Taras Shevchenko  
імені Тараса Шевченка  National University of Kyiv 
Серія фізико-математичні науки   Series: Physics & Mathematics 

передачі інформації від провайдера 

призначеному для користувача вузлу. Для 

реалізації побажань необхідно провести 
оновлення потужностей комутаційних серверів 

мережі шляхом розгортання нових, потужніших 

комп'ютерів або шляхом збільшення кількості 
існуючих серверів, що дозволяє збільшити 

сумарну пропускну спроможність групи 

комутаційних серверів. При цьому значення 
сумарної потужності серверів як у разі 

збільшення потужності наявного парку 

комп'ютерів, так і у разі збільшення кількості 

серверів передбачається однаковим. 
Припустимо, що в мережі реалізовані умови 

ефективної комутації каналів (щодо їх пропуск-

ної спроможності), які забезпечуються програмо-
ваними мережевими пристроями (комунікацій-

ними серверами, маршрутизаторами). Структура 

мережі та інформації, що розподіляється в ній, в 
загальному випадку може бути найрізноманітні-

шою. В даному випадку розглядається проблема 

розподілу потужностей каналів з наступними 

обмеженнями [4]: 
    - інформація розподіляється від провайдера до 

абонентів (вузлам) через комутаційні сервера по 

каналах зв'язку з пропускною спроможністю, що 
враховує задану ширину смуги пропускання; 

    - кожен абонент мережі обслуговується одним 

комутаційним сервером; 

    - пропускну спроможність отримання інфор-
мації для комутаційних вузлів і абонентів 

обмежено як зверху (принципові обмеження 

можливостей провайдера), так і знизу 
(мінімальна потреба абонентів в отримуваній 

інформації). 

Виходячи з наявного резерву ширини смуги 
пропускання зовнішнього з'єднання, необхідно 

максимально ефективно збільшити сумарну 

пропускну спроможність каналів зв'язку 

користувачів шляхом зміни сумарній потужності 
комунікаційних серверів з урахуванням як потреб 

і побажань абонентів (користувачів), так і 

можливостей ІОЦ. 

Загальна математична модель. Нехай 1N  – 

множина провайдерів глобальної мережі, 2N  – 

множина комунікаційних серверів, 3N  – 

множина абонентів. Через 
iA , 1,1 Ni  , 

позначимо величини максимальної ширини 

смуги пропускання каналу передачі даних, яку 

здатний надати провайдер i, 1,1 Ni  ; 
jB , 

2,1 Nj  , – величини максимальної ширини 

смуги пропускання каналу передачі даних, яку 

здатен забезпечити комунікаційний вузол j, 

2,1 Nj  ; 
kk CC , , 3,1 Nk  , – значення 

мінімальної і максимальної ширини смуги 

пропускання каналу передачі даних, яку 

необхідно надати абоненту k, 3,1 Nk  ; kt – 

пропускну здатність k-го абонентського пункту, 

3,1 Nk  . Тоді, припускаючи, що розподіл 

потужностей каналів зв'язку задовольняє умовам 

адитивності і пропорційності, можна розглядати 

задачу розподілу обмеженого однорідного 
ресурсу (смуги пропускання каналів зв'язку) з 

обмеженнями транспортного типу з метою 

знаходження оптимального плану передачі 
даних. Це забезпечує ефективне функціонування 

системи забезпечення користувачам Інтернет-

доступу, яке полягає в знаходженні оптимальних 

значень пропускних спроможностей iT  передачі 

даних i-м постачальником інформації 

(провайдером), 1,1 Ni  , і оптимальних значень 

пропускних спроможностей kt  використання 

локальних каналів зв'язку k-м користувачем, 

3,1 Nk  .  

Формально постановка данної задачі може 

бути записана у вигляді [5]: 
 

1max t ; 2max t ; … 
3

max Nt ,                   (1) 

за наступних  умов: 

;A=t
N

i

i

N

k

k 






1

1

3

1

  (2) 

 ii AT , 1,1 Ni  ,                    (3) 

 jj Bτ , 2,1 Nj  ,                   (4) 

  kkk CtC , 3,1 Nk  ,              (5) 

і при обмеженні 

;CAC
N

k

k

N

i

i

N

k

k 










 
3

1

1

1

3

1

             (6) 

де jτ – величини пропускних спроможностей 

каналів зв'язку, що забезпечуються j-м 

комунікаційним вузлом, 2,1 Nj  . 

Алгоритм Орліна для пошуку розв’язків у 

вигляді максимальних потоків. Алгоритм, 

запропонований Orlin J.B. [6], дозволяє звести 

задачу багатоіндексного лінійного програмував-
ня транспортного типу до потокової задачі, 

пропонуючи ефективну обчислювальну схему в 

порівнянні з оцінками складності загальних 
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методів вирішення завдань лінійного 

програмування. 

Згідно (1) - (5) представимо багатоіндексную 
транспортну задачу розподілу однорідного 

ресурсу з проміжними пунктами в вигляді 

орієнтованого графа  EV,G  без петель і 

паралельних ребер, заданого сукупністю 

непорожньої множини вершин V  і множини E  

ребер вигляду: 

jiVjviv

ji vvE



,,

},{  ,   EV,EV,G  , V ,      (7) 

де  Nv,,v,v=V ...21 ,  Me,,e,e=E ...21 , N та M –

загальна кількість вершин і ребер графа 
відповідно. При цьому відзначимо, що у 

сформульованій задачі множину V  вершин 

графа   EV,G  представлено сукупністю 

підмножин, які не перетинаються: 

1. sV - підмножина пунктів виробництва 

(початкових вузлів графа); 

2. pV - підмножина проміжних пунктів 

(проміжних вузлів орієнтованого графа); 

3. eV - підмножина пунктів споживання (кінці 

орієнтованого графа), тобто eps VVV=V  , за 

умови, що    =VVV eps  та   1N=Vs , 

  2N=Vp ,   3N=Ve , 321 N+N+N=N . 

Під сукупністю (об'єднанням) підмножин 

множини вершин пунктів виробництва sV  і 

проміжних пунктів pV  будемо розуміти підмно-

жину розповсюджувачів psd VV=V   однорід-

ного неперервного ресурсу. Тоді вага ребер з 
множини E , що виходять з вершин підмножини 

dV , визначається величиною відповідних 

коефіцієнтів розподілу  Ke',,e',e'=E' ...21 , 

де K  - загальна кількість вершин графа  EV,G , 

що належать підмножині dV , тобто 

      21 N+N=V+V=K=V psd . Позначимо через 

  EiF  - підмножину множини ребер графа 

( , )G V E , які виходять з i -ї вершини. При цьому, 

 
N

i

iF=E
1

 і   


=iF
N

i


1

. 

Тоді, з урахуванням вищесказаного, задача 
оптимального розподілу однорідного ресурсу - це 

задача визначення ваг ребер, що виходять з 

вершин підмножини dV , з урахуванням критерію 

 KN e',,e',T,,Tf ...... 111  

   

11

1

3

1

111

,...
,...
min......1

N

K

N

k

KNk

T,T
e,e

e',,e',T,,Tt


 


       (8) 

при обмеженнях (2)-(5) і додаткового обмеження, 
накладеного на коефіцієнти розподілу, яке 

визначаються співвідношенням: 


kJ

j=

k
j =e'

1

1 ,       (9) 

де   10,  k
j

k
j e'kFe' , kJ=j 1, ,  kFJ k  , 

  EkF  , K=k 1, .  

Геометрію розв’язку багатоіндексної 

транспортної задачі розподілу однорідного 
неперервного ресурсу подано на рисунку 1. 

 

 

 
Рис.1.  Геометрія розв’язку багатоіндексної транспортної задачі розподілу однорідного ресурсу 
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Для знаходження розв’язку оптимізаційної 

задачі (8) у вигляді векторної функції    

 KN e',,e',T,,Tt ...... 111 = 

    KNNKN e',,e',T,,Tte',,e',T,,Tt ......,...,...... 11131111  ,  

k-й елемент якої характеризує величину 
розподіленого в k-й пункт споживання 

однорідного ресурсу ( 3,1 Nk  ), введемо наступ-

не позначення. Орієнтований граф ( , )G V E  

будемо задавати у вигляді матриць зв’язності 

розмірності MN   для прямого іnH  і 

зворотного outH  потоків, елементи яких 

визначаються наступними чином 









випадкумупротилежноу

кінцемйогоєі

eребруйінцидентниvвузолякщо

=H

mi

іn
mi,

0,

 1,

,  

MmNi ,1,,1  ; (10) 









випадкумупротилежноу

початкомйогоєі

eребруйінцидентниvвузолякщо

=H

mi

out
mi

0,

 1,-

, ,  

MmNi ,1,,1  . (11) 

Для орієнтованого графа  EV,G  визначимо 

матрицю rS розмірності NN  , яка є матрицею 

зв‘язності (тобто, якщо  вершина pv  досяжна з 

вершини qv , то (q,p)-й елемент матриці 

досяжності дорівнює 1, у протилежному випадку 

– 0, N=pq, 1, ) для шляху кратності r (r задає 

кількість ребер, проходячи через які з вершини 

iv  є шлях у вершину pv ). Матриця 
rS  

визначається рівністю 

 
r

Toutіnr HH=S 




  .              (12) 

Оскільки  EV,G  є орієнтованим зв’язним 

графом без петель і паралельних ребер, величина 

r обмежена значенням R, яке визначає 

максимально можливу кількість ребер, 
проходячи через котрі існує шлях з q-ї вершини в 

p-у. Величина R визначається максимально 

допустимою кількістю переходів, для яких норма 

матрицы не дорівнює нулю, тобто 0rS , для 

всіх Rr  , а 01 =S R+
.  

Вектор-функція  

)......( 111 KN e,,e,T,,Tw  = 

,...,)......(( 1111 KN e,,e,T,,Tw  ))......( 111 KNN e,,e,T,,Tw  , 

j-й елемент якої характеризує обсяг ресурсу, 

котрий доставляється в j-ю вершину графа 

( , )G V E , N=j 1, , визначається наступним 

співвідношенням: 

 =e,,e,T,,Tw KNj
 ...... 111  

     
















  

j

N

=p

Tout
KNR

in He,,e,T,,TdiagH
1

111 ......

    
11 ... Nj T,,Tw    (13) 

де сума у першому доданку береться по усім N 

елементам j-го рядка матриці 

    Tout
KNR

in He,,e,T,,TdiagH  ...... 111 , 

 
11 ... NT,,Tw = ...,),...((

111 NT,,Tw ))...(
11 NN T,,Tw  – 

вектор-функція розмірності N , j-й елемент якої 

визначає величину ресурсу, котрий виробляється 

j-ю вершиною графа  EV,G , N=j 1, ; 

)......( 111 KNR e,,e,T,,T  = ...,),......(( 111
1

KNR e,,e,T,,T   

))......( 111 KN
N
R e,,e,T,,T   – вектор-функція 

розмірності N , елементи якої обчислюються 

рекурентно за формулою 

 )...,...( 111 KN
m
r e,,eT,,T

      +e,,e,T,,TdiagHe,,e

m

M

=q

KNr

in

K 







  

1

1111 .........
1



 

   ,...... 1111 KN
m e,,e,T,,T     (14) 

Rr ,2 , N=m 1, , а сума у першому доданку 

береться по всіх M елементах m-го рядка матриці 

    KNr
in

K e,,e,T,,TdiagHe,,e 
 ......... 11111  .  

У рекурентному виразі (14) початкові 

значення елементів вектор-функції 

 KN e',,e',T,,Tγ ...... 1111  та елементи матричної 

функції  Ke,,e  ...1  визначаються 

співвідношеннями: 

 

 KN
m e',,e',T,,Tγ ...... 1111  

 
m

N

p

NK T,,Tvdiage',,e'











 

1
111 ))...((*)...( , 

N=m 1, ; 

       T
K

out
K e,,eE'diagH=e,,eβ ]...[... 11

 . (15) 

Тоді елементи векторної функції 

 KN e',,e',T,,Tw ...... 111  визначають елементи 

вихідної векторної функції  KN e',,e',T,,Tt ...... 111 , 

яка є розв’язком задачі оптимізації (8): 
 

   KNkQKNk e',,e',T,,Tw=e',,e',T,,Tt ............ 111111  (16) 
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де Q  – вектор розмірності 3N , елементи якого 

визначають номери вершин графа  EV,G , що 

складають підмножину eV  пунктів споживання 

ресурсу, K=k 1, . 

Таким чином, багатоіндексну задачу розподі- 

лу однорідного неперервного ресурсу з умовами 
транспортного типу пропонується розв’язувати з 

урахуванням критерію оптимальності, шляхом 

багаторазового вирішення оптимізаційної задачі 
(8) з обмеженнями (9) і топології (10), (11) 

методами оптимізації другого порядку [5], які 

забезпечують найкращу збіжність.  

Застосування алгоритму для розв’язання 
реальної задачі розподілу. Нехай в якості 

пунктів виробництва, проміжних пунктів і 

пунктів споживання розглядаються відповідно 
групи Інтернет-провайдерів глобальної мережі, 

комунікаційних серверів інформаційно-

обчислювального центру та абонентів-

споживачів інформації, якими є гуртожитки 
вищого навчального закладу. Схема підключення 

мережевих пристроїв користувачів і їх 

обслуговування на рівні комунікаційних серверів 
ІОЦ відповідає вимогам вихідної задачі. 

Однорідним ресурсом, що вимагає оптимального 

розподілу, буде пропускна здатність каналів 
зв'язку провайдер-користувач з урахуванням 

ширини смуги пропускання каналу, яку здатний 

надати провайдер, і максимальної ширини смуги 

пропускання, яку здатний обробити і реалізувати 
комунікаційний вузол. 

Розглядається реальна комп'ютерна мережа, 

що використовує одне з 2 альтернативних 
зовнішніх підключень до мережі Інтернет (2 

провайдера) і 2 або 3 комунікаційних сервера, 

сумарна ширина смуги пропускання яких 
однакова. Значення ширини пропускної смуги на 

поточний момент дорівнює 2 Гб/с, але може бути 

збільшено до 3 Гб/с. Внутрішні канали мережі з 

шириною смуги пропускання 1 Гб/с використо-
вуються для обслуговування мережевих пристро- 

їв 17 студентських гуртожитків. Комунікаційні 

сервери забезпечують підключення користувачів 
до зовнішніх каналів, ширина смуги пропускання 

яких 10 Гб/с. 

На початковому етапі дослідження службами 

інформаційно-обчислювального центру викори-
стовувалися 2 комунікатора з шириною смуги 

пропускання 1 Гб/с. В результаті спостереження 

за величиною трафіку, який отримується 
мережевим обладнанням в гуртожитках, було 

встановлено, що максимальна пропускна 

здатність окремих підключень до комунікаційних 
серверів становить відповідно 260, 165, 150, 190, 

275, 115, 175, 275, 155, 195, 125, 145 , 90, 370, 

180, 90, 150 Мб / с (сумарний трафік = 3105 Мб / 

с), що перевищує загальну пропускну здатність 
серверного обладнання. 

Зрозуміло, що забезпечити зазначені рівні 

пропускної здатності для всіх користувачів 
одночасно в даній конфігурації мережевого 

устаткування неможливо. 

Реальна пропускна здатність, яка була 
реалізована виходячи із заданої ширини смуги 

пропускання кожного комунікатора, отримується 

при підключенні гуртожитків №8, 14, 15, 17 до 1 

серверу, а інших - до сервера 2. Значення 
пропускної здатності локальних підключень 

дорівнюють 0; 99; 129; 0; 0; 122; 28; 284; 150; 0; 

130; 150; 99; 378; 192; 93; 146 Мб/с. Ясно, що 
вирішення проблеми в вигляді відключення 

доступу в Інтернет користувачам, потужність 

каналу яких дорівнює 0, неприпустимо. У якості 
інноваційного розв’язання проблеми 

пропонується удосконалити наявне на ІОЦ 

мережеве обладнання. Це можна провести 

шляхом збільшення парку комунікаційних 
серверів мережевим комп'ютером з потужністю, 

що дорівнює двом наявним. Інший спосіб 

збільшення пропускної здатності каналів мережі 
полягає в придбанні двох нових більш потужних 

серверів. 

При використанні 2 однакових комунікацій-

них серверів сумарної пропускної потужності 3 
Гб/с, величини пропускної здатності локальних 

підключень дорівнюють 259, 159, 149, 166, 273, 

115, 163, 274, 152, 148, 125, 144, 90, 365, 180, 89, 
149 Мб/с відповідно, що в сумі становить 3 Гб/с. 

Використання 3 комунікаторів загальної 

пропускної спроможності 3 Гб/с (1 Гб/с кожен) 
дає значення потужності локальних підключень 

260, 148, 146, 190, 258, 114, 175, 266, 146, 195, 

124, 143, 90, 335, 180, 89, 141 Мб / с відповідно, 

що в сумі також становить 3 Гб/с. 
Для прискорення доступу в Інтернет виникла 

необхідність у збільшенні пропускної здатності 

каналів передачі даних. Виходячи з аналізу 
існуючого трафіку та можливостей обладнання 

були запропоновані наступні максимальні 

величини пропускної здатності локальних 
підключень: 280, 180, 170, 200, 290, 125, 190, 290, 

170, 210, 135, 160, 100, 390, 195, 95, 165 Мб / с. 

Використання для цього двох комунікаційних 

серверів сумарною пропускної потужності 3 Гб/с 
забезпечує швидкості локальних підключень, які 

дорівнюють 128, 161, 160, 124, 284, 124, 152, 287, 

165, 208, 134, 158, 100, 378, 194, 94 , 149 Мб/с 
відповідно (гуртожитки № 5; 8; 10; 14; 15 і 17 

підключаються до сервера 1; інші - до сервера 2). 
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Використання 3 комунікаторів дає значення 

потужності локальних підключень 271, 146, 153, 

65, 273, 123, 123, 284, 162, 206, 131, 158, 97, 378, 
192, 92, 146 Мб/с відповідно (гуртожитки № 1; 5, 

10, 12 і 16 підключаються до сервера 1; 

гуртожитки № 2; 3; 4; 6; 7; 9; 11 і 13 - до сервера 
2; гуртожитки № 8; 14; 15; 17 - до сервера 3). 

Необхідно відзначити, що схема оптимізації 

потужності мережевих каналів зв’язку на основі 
застосування алгоритму Орліна отримала практи-

чне підтвердження у процесі проведення конст-

руктивної реорганізації серверного парку ІОЦ. 

При цьому, треба зазначити, що розроблений 
потоковий алгоритм залишається достатньо 

ресурсномістким через використання ітераційної 

багатокрокової схеми. У випадку складних 
мережевих топологій потрібно застосовувати 

альтернативні алгоритми розв’язування вихідної 

задачі (1)-(6) (наприклад, [8]). 
Висновки. У даній роботі розглянуто метод 

розв’язання оптимізаційної задачі транспортного 

типу для вирішення проблеми оптимального 

розподілу потужностей каналів передачі даних у 

мережі Інтернет. Для проведення дослідження 
сформульована задачі оптимізації пропускної 

здатності мережевих каналів зв'язку в схемі 

«провайдер - комунікаційний сервер - 
користувач» за наявності обмежень на обсяги 

споживання. Запропоновано застосування методу 

оптимізації розподілу потоків на основі 
алгоритму Орліна. Проведено обчислювальний 

експеримент, в результаті якого отримано 

величини пропускних спроможностей мережених 

каналів університету при перспективному 
збільшенні потужностей з'єднань. Результати 

наведено у вигляді их інтервалів запланованих 

змін. Проведено аналіз рішень, отриманих для 
різної кількості комутаційних серверів, зроблені 

висновки щодо забезпечення потреб користу-

вачів у каналах зв’язку.  
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У цій статті пропонується загальне формулювання мережі перетину аудиторій в соціальних 
мереж, а також простий алгоритм для визначення перетину аудиторії двох окремих користувачів, 

який базується на використанні публічних даних про їх послідовників. Запропоновано 

альтернативний підхід пошуку перетину аудиторій, який базується на схожості користувачів на 
основі лише загальнодоступних даних. Підхід дозволяє розглядати сигнали схожості контенту і 

особливостей поведінки для застосування у загальних статистичних моделях, що формалізують 

типові для мереж характеристики (коваріати), такі як пряма участь впливових осіб в загальних 

обговореннях; відносні розміри і історії впливових осіб, а також посилання на аналогічний сторонній 
контент для відновлення цензурованих мережевих структур і властивостей. Для валідації 

результатів застосовано процес калібрації і встановлено наявність залежності перетину аудиторій 

користувачів від схожості створеного ними контенту та особливостей їх поведінки. 
Ключові слова: контент, перекриття, соціальні мережі, алгоритм. 
 

In this paper we provided the definition of the Audience overlap network, as well as proposed a simple 

algorithm to compute overlap between two users on social media based on public data about their followers. 
There was proposed an alternative approach for computing overlaps based only on public data about users. 

This approach allows to include content overlap and activity patterns signals to be incorporated into more 

general statistical models featuring other covariates such as influencers’ direct engagement in shared 
conversations; relative influencer sizes and histories and links to similar third-party content to recover 

otherwise censored network structures and properties. For validate results there was designed a calibration 

process which utilizes Evolution Strategies algorithm to find a set of conditions which will make Audience 

overlap network built using similarity measures structurally equivalent to the Audience overlap network 
build on full information about followers. 

Key words: content, overlap, social media, algorithm. 
 

Статтю представив д.т.н. Кудін В.І.  
 

Introduction 
 

With growing number of users in recent years, 

social media platforms have become not only the 
prime place for public discourse, but also a main 

source of news for many people. This massive 

development increased a need of their analysis on 
structural and content levels. Every level has its own 

state of the art tools and methods of research. But in 

many cases, understating of influence on social 

media requires performing analysis on both levels 

simultaneously and mapping “influencers” and 
ordinary users serving as their audiences. To map 

social media influencers to their audiences we 

explore a general approach for building Audience 

overlap networks (AONs). AONs can be used for 
multitude of applied problems e.g., detecting groups 

of users spreading disinformation, coordinated 

messaging campaigns, general community detection, 
etc. AONs can be built for most of modern social 

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2021/1.8
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media platforms (e.g., Facebook, Twitter, or 
YouTube), the only condition we require for these 

platforms is to have a follower-followee connections 

structure. While platforms like Twitter or Reddit 
grant unrestricted access to lists of followers or 

members of influential channels and profiles, others 

like YouTube or Facebook do not grant similar 
access or otherwise restrict its granularity. This puts 

additional pressure for general approach of building 

AONs but at the same time opens opportunity for 

exploration of deeper connections between 
influencers and their audiences. 

In this paper, our aim is to provide a general 

definition of the AON, data processing steps needed 
for creating AON and the challenges faced when 

building AONs for social media platforms with 

minimal amount of public data available. 

To demonstrate challenges faced while working 
with limited input data we first use Twitter to 

provide a baseline AONs which can be used for any 

out-of-sample testing. Our first pick was Twitter 
because not only Twitter holds the position of one of 

the most popular social networks (most official 

government accounts are present there e.g., President 
Biden, United Nations, World Health Organization) 

but also Twitter was designed in way that all 

interaction between users remain visible to everyone 

else. Twitter also has a flexible public application 
programming interface (API). 

We will follow definitions in [1], where audience 

overlaps were computed by link and cross-link 
similarity. 

Data processing 
 

In this section we describe the topics and the 
process of collecting data for building AONs. 

 

Topics and influencers 
 

We consider four topics and influencer groups: 

T1: Democratic primaries. Conversations about 
the 2020 Democratic Party presidential primaries. 

Influencers are selected from the top presidential  

contenders. 

T2: Airline geeks. Conversation related to the 
airline industry and business air travel. Influencers 

include reviewers of frequent flyer programs, travel 

experience bloggers and industry insiders. 
T3: Global issues. Conversations about reporting, 

analysis and opinions on global environmental, 

climate and energy issues. Influencers include 

magazines like The Economist, and selected 
journalists and organizations like The World 

Economic Forum. 

T4: Technology investment. Conversations on 
technology investment, emerging technologies and 

entrepreneurship. Influencers include prominent  

venture capitalists and industry publications.  
Influencers were selected for both relevance and 

focus on a topic and ability to generate engagements 

with their content. Table 1 lists selected influencers 

for every topic in alphabetical order for entities and 
last name for individuals. 

In most of the cases the analysis of social 

networks is more effective when applied to specific 
subset of conversation (posts) and authors (users). 

We define social media topic as all authors and 

conversations which mention specific keywords. In 

our case keyword can represent a name or multiple 
spellings of author as well as some general 

expressions related to the area of interest.  

For every topic, we used the Twitter API [2] to 

query and download all tweets for the first half of 
2020, including tweets by identified influencers; then 

download the list of followers for every influencer. 
 

Audience overlaps network 
 

We define AON as graph with influencers as 

vertices, where the weight of the edge between 

vertices (influencers) defined as the number of 
shared followers between them (audience overlap). 

Consider Figure 1 as a visualization of the structure 

of some topic X. Here we have identified influencers 
A and B and eight followers. We calculate the 

audience overlap between A and B as 

Таble 1 

Topics and influencers. 

ID Name Influencers 

T1 Democratic primaries Joe Biden, Mike Bloomberg, Pete Buttigieg, Kamala Harris, Amy 

Klobuchar, Bernie Sanders, Elizabeth Warren 

T2 Airline geeks Boarding Area, French Painter, One Mile at a Time, Runway Girl, 

Secret Flying, Wander Me 

T3 Global issues Inside Climate, Ro Khanna, Sierra Club, The Economist, World 

Bank, Yale E360, Chris J. Zullo 

T4 Technology investors  Adam Scrabble, Epsilon Theory, Eric R. Weinstein, Fast 
Company, Naval, Nick Timiraos, WIRED 
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O(A, B) = 
||

||

A

BA

F

FF 
, 

where AF  and BF  denote sets of followers of A and 

B respectively. In this particular case O(A, B) = 3/6 

and O(B, A) = 3/5. After downloading all followers 
for each influencer, we built the AON for every topic 

see Figure 2.

 
Figure 1: A sample follower-followee network for influencers A and B. 

 

 
(a) AON for T1 

 
(b) AON for T2 

 
(c) AON for T3 

 
(d) AON for T4 

  

Figure 2: Visual presentation of AON for every topic in a table form where every cell is an average 

percentage of shared followers between two influencers. 
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Figure 3: Calibration progress for the topic T1. 

 

Lack of data 
 

The process of building AONs based on Twitter 

data raises no additional problems, at same time 
many large social media platforms have restricted 

public access to information about follower. This is 

the case with Facebook, even though the follower-
followee structure is present on the platform we are 

unable to build AONs. At the same time Facebook 

still leaves a lot of information about influencers and 

their activity including content of posts, reactions, 
comments, all annotated with timestamps. 

We defined a set of functions, each of them 

comparing similarity of two influencers based on 
some characteristic: 

- S1(A, B) – compares similarity between content of 

A and B using cosine distance based on the 
features produced by Bag-of-Words method [3]. 

- S2(A, B) – performs a search for links to same 

resources ("http://*", "https://*"", "www.*", etc.) 
published by both A and B. This function also 

checks for domains similarity.   

- S3(A, B) – compares distributions of publishing 
activities of A and B. 

- S4(A, B) – compares distributions of comments 

under publications of A and B. 
 

We consider that every comparison function has 
different weight within different topics, so the final 

comparison function is defined as 





4

1

))),((,0max(*),(
i

iii bBASwBAS , 

where ),( BASi , i=1,2,3,4, - values defined above. 

 

The solution for building AONs on partial data is 

to compare influencers using function S(A, B) instead 
of comparing actual followers. But having multiple 

unknow parameters in comparison function doesn’t 

instantly provide AON, but rather requires 

understating of the communities’ structure from the 
platform with known followers. 

 

Calibration 
 

After we built AON for every topic of interest, 
we tried to find the set of values for weight 

parameters so that the AON built using S(A,B) 

function will structurally match baseline Twitter 
AON. For this purpose, we designed a rigorous 

calibration process which utilizes Evolution 

Strategies algorithm [4] and performs a search over 

values of weight parameters to minimize structural 
difference between output and baseline AON. 

We selected the following measurements of 

structural difference: 

- Number of clusters (> 2, > 3, > 4, > 5). 

- Diameter of the graph. 

- Betweenness centrality. 

To get more clear calibration results, we extended 

the list of influencers in every topic to 30. 

Results 
 

Figure 3. presents calibration results for the topic 

T1 after 150 generations of the algorithm. 

The optimization started optimistically by 
improving average score by factor of 3 in just 50 

generations, but after 100 generations the algorithm 

couldn’t find a better set of parameters. The same 

problem appeared in calibrations for the rest of the 
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topics. This is a clear indication that the function for 
measuring similarity can find only macro-level 

differences leaving micro-level differences 

unexplored. This problem can be solved by applying 
state of the art Natural Language Processing 

techniques for measuring content similarity [5] or by 

using methods for analyzing information flows 

in social networks (Social Network Mining) [6]. 

 

 

 

 

 

Summary 
 

We identified the role of Audience overlap 
networks as a powerful tool for analysis of social 

media. We described a general approach for building 

AONs while having full understating of follower-
followee relations. Using four topics, we showed that 

it is possible to build an approximation of AON 

using only minimal amount of input data. We are 

also certain that by applying better content similarity 
measures it is possible to improve process of 

building AONs and remove the need in knowing full 

structure of the followers. 
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В роботi одержано умови розв’язуваностi систем нелiнiйних (полiномiальних) рiвнянь. По-
казано, що одержанi умови еквiвалентнi умовам iснування iнтерполяцiйного полiнома мiнi-
мальної норми першого степеня в евклiдовому просторi.

Ключовi слова: Iнтерполяцiйний полiном, система нелiнiйних рiвнянь, евклiдовий простiр,
умови розв’язуваностi.

The solution of many applied problems is to find a solution of nonlinear equations systems in finite-
dimensional Euclidean spaces. The problem of finding the solution of a nonlinear system is divided into
two problems: 1. The existence of a solution of a nonlinear equations system; in the case of nonunique
of the solution, it is necessary to find the number of these solutions and their surroundings. 2. Finding
the solution of a system of nonlinear equations with a given accuracy. Many publications are devoted
to solving problem 2, namely the construction of iterative methods, their convergence and estimates of
the solution accuracy. In contrast to problem 2, for problem 1 there is no general algorithm for solving
this task, there are no constructive conditions for the existence of a solution of a nonlinear equations
system in Euclidean spaces.

In this article, in finite-dimensional Euclidean spaces, the constructive conditions for the existence
of a solution of nonlinear systems of polynomial form are found. The connection of these conditions with
the linear polynomial interpolant of the minimum norm, generated by a scalar product with Gaussian
measure and the conditions of its existence, is given.

Key Words: Interpolation polynomial, system of nonlinear equations, Euclidean space, solvability
conditions.

Статтю представив проф. Анiсiмов А.В.

1 Вступ

Розв’язання багатьох прикладних задач зводи-
ться до пошуку розв’язку систем нелiнiйних
рiвнянь в скiнченновимiрних евклiдових про-
сторах. Такi задачi виникають у випадку пошу-
ку екстремума функцiї багатьох змiнних, при
застосуваннi неявних методiв iнтегрування зви-
чайних диференцiйних рiвнянь та iн. Як вiдомо
задача знаходження розв’язку нелiнiйної систе-
ми розпадається на двi задачi:

1. Питання про iснування та єдинiсть
розв’язку системи нелiнiйних рiвнянь; у випад-
ку неєдиностi розв’язку потрiбно знайти кiль-
кiсть цих розв’язкiв та їх окiл.

2. Знаходення розв’язку системи нелiнiй-
них рiвнянь iз заданою точнiстю.

Багато публiкацiй присвячено розв’язанню

задачi 2 [1]–[3], а саме побудовi iтерацiйних ме-
тодiв, питанням їх збiжностi та оцiнкам точно-
стi знайденого розв’язку. В [3] доведено теоре-
ми про знаходження розв’язку нелiнiйної систе-
ми в евклiдових просторах, у випадку коли вi-
домi деякi координати її розв’язку. На вiдмi-
ну вiд задачi 2, для задачi 1 не iснує загаль-
ного алгоритму розв’язання поставленої зада-
чi, тобто не iснує конструктивних умов iснува-
ння розв’язку системи нелiнiйних рiвнянь в ев-
клiдових просторах. Як i для одного нелiнiйно-
го рiвняння локалiзацiя коренiв нелiнiйної си-
стеми може бути зроблена за допомогою мето-
дiв математичного аналiзу на основi iнформа-
цiї про систему. У випадку системи нелiнiйних
рiвнянь з двома невiдомими достатньо зручним
є графiчний метод. Але якщо змiнних бiльше
нiж двi, то для отримання вiдповiдi на пита-

c⃝ О. Ф. Кашпур, 2021
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ння про iснування розв’язку системи та зна-
ходження його околу потрiбно використовува-
ти методи математичного аналiзу. Зауважимо,
що в [4] наведено обзор теорем та тверджень,
за допомогою яких можна з’ясувати питання
про iснування розв’язку нелiнiйної системи, але
умови цi не є конструктивними. В деяких ви-
падках знайдено умови iснування розв’язку си-
стем нелiнiйних рiвнянь [5]. В [6] наведено умо-
ви розв’язуваностi нелiнiйної системи, але вони
мiстять початкове наближення iз околу кореня,
тобто це означає, що розв’язок системи iснує.
В роботi наведено конструктивнi умови iснува-
ння розв’язку нелiнiйних систем полiномiаль-
ного вигляду в скiнченновимiрних евклiдових
просторах. Наведено зв’язок цих умов з полi-
номiальним iнтерполянтом першого степеня в
евклiдових просторах та умовами його iснуван-
ня. Перейдемо до опису структури роботи.

Перший роздiл мiстить вiдомi результати,
що необхiднi для подальшого викладу. Другий
роздiл присвячений умовам iснування розв’яз-
ку систем нелiнiйних (полiномiальних) рiвнянь
та показано, що вони еквiвалентнi умовам iсну-
вання iнтерполяцiйного полiнома першого сте-
пеня, значення якого на спецiальних iнтерполя-
цiйних вузлах збiгаються з вiдповiдною лiнiй-
ною системою алгебраїчних рiвнянь, тобто лi-
нiйною системою, до якої зводиться система по-
лiномiальних рiвнянь за допомогою певної за-
мiни змiнних. Закiнчується стаття висновками.
Виклад iлюструється рядом конкретних при-
кладiв.

2 Допомiжнi результати

Наведемо результати, що будуть використанi
для подальшого викладення матерiалу. Розгля-
немо систему лiнiйних рiвнянь

αj1x1 + αj2x2 + · · ·+ αjnxn − yj = 0, (1)

j = 1, 2, . . . ,m.

Вiдповiдно до [7] введемо такi означення.

Означення 2.1. Мiнор ∆, що недорiвнює нулю
та складається iз коефiцiєнтiв при невiдомих
системи (1) назвемо вузловим мiнором цiєї си-
стеми, якщо вiдношення до нього всiх визна-
чникiв, що отриманi iз ∆ додаванням ще одно-
го стовбчика - вектора правих частин та будь-

якого рядка матрицi, невiд’ємне. Останнi мiно-
ри називають супроводжуючими.

Означення 2.2. Вузловий мiнор ∆ системи (1)
назвемо невiд’ємно (недодатньо) орiєнтованим
вiдносно невiдомого xk, якщо виконується одна
iз двох умов:

1. Жоден iз коефiцiєнтiв при xk системи (1)
не є елементом мiнора ∆.

2. Вiдношення мiнора ∆ до визначника,
який отримано iз ∆ при замiнi стовбчика коефi-
цiєнтiв при xk стовбчиком вiдповiдних правих
частин системи (1), невiд’ємне (недодатнє).

Означення 2.3. Послiдовнiсть чисел s1, s2, . . . , sm
назвемо цiлком ∆-допустимою, якщо виконую-
ться такi умови:

1. ∆ є вузловим мiнором системи (1).
2. Чи мiнор ∆ мiстить стовбчик, що ви-

значається коефiцiєнтами при xk iз системи (1)
i при замiнi елементiв цього стовбця вiдповiд-
ними вiльними членами yj перетворюється на
нуль, а при замiнi вiдповiдними числами sj пе-
ретворюється на визначник ∆∗, що вiдповiдає

спiввiдношенню
∆∗

∆
6 0; чи ∆ не перетворює-

ться на нуль у випадку першої замiни чи взагалi
не мiстить стовбця iз коефiцiєнтiв при xk.

Означення 2.4. Якщо iснує вузловий мiнор
∆ системи (1) такий, що сукупнiсть чисел
s1, s2, . . . , sm цiлком ∆-допустима вiдносно ко-
жного iз невiдомих xn1 , xn2 , . . . , xnk

(з одним i
тим самим ∆), то назвемо цю послiдовнiсть цiл-
ком ∆-допустимою вiдносно сукупностi цих не-
вiдомих.

На пiдставi доведеного в [7] має мiсце

Теорема 2.1. (С. М. Чернiков) Для того,
щоб система лiнiйних рiвнянь (1) мала хо-
ча б один розв’язок строго вiд’ємний (сто-
рого додатнiй) вiдносно сукупностi невiдомих
xn1 , xn2 , . . . , xnk

, 1 6 k 6 n i недодатнiй (не-
вiд’ємний) вiдносно сукупностi iнших невiдо-
мих xp1 , xp2 , . . . , xpt , 0 6 t 6 n − 1 необхiдно
та достатньо, щоб виконувалась одна iз умов:

1. yj = 0 та sj =
∑k

i=1 ajni = 0, j =
1, 2, . . . ,m.

2. Cистема (1) має хоча б один недодатньо
(невiд’ємно) орiєнтований вiдносно сукупностi
невiдомих xn1 , xn2 , . . . , xnk

та xp1 , xp2 , . . . , xpt
вузловий мiнор ∆ такий, що послiдовнiсть чи-
сел s1, s2, . . . , sm є цiлком ∆-допустимою вiдно-
сно сукупностi цих невiдомих.
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Зазначимо, що в [8] також доведено теоре-
ми про знаки розв’язкiв системи (1). Але для
перевiрки виконання умов цих теорем потрiбно
обчилювати Cr

n визначникiв порядку r, де r -
ранг матрицi системи, n - число невiдомих.

В подальшому в роботi буде показано зв’я-
зок мiж умовами iснування розв’язку нелiнiй-
ної системи рiвнянь та умовою iснування iнтер-
поляцiйного полiнома в евклiдовому просторi.
У зв’язку iз цим розглянемо розв’язання лiнiй-
ної iнтерполяцiйної задачi в скiнченновимiрно-
му евклiдовому просторi. Нехай f : En → R1,
En – n-вимiрний евклiдовий простiр, u ∈ En,
u = (x1, x2, . . . , xn).

Iнтерполяцiйний полiном першого степеня
для f(u) має вигляд

P1(u) = a0 +

n∑
k=1

akxk (2)

та вiдповiдає iнтерполяцiйним умовам

P1(uk) = f(uk) = yk, k = 0,m, y0 = 0, (3)

де uk, k = 0,m – вузли iнтерполяцiї:

u0 = (0, 0, . . . , 0),

u1 = (α11, α12, . . . , α1n),

u2 = (α21, α22, . . . , α2n), (4)
.......................................

um = (αm1, αm2, . . . , αmn).

На пiдставi теореми з [9] маємо:

Теорема 2.2. Для розв’язання iнтерполяцiй-
ної задачi (2)-(4) необхiдно та достатньо ви-
конання рiвностi

(E − Γ+Γ)y = 0, (5)

де y = (0, y1, y2, . . . , ym), Γ = ∥
∑1

p=o(ui, uj)
p∥mi,j=0,

00 = 1, (·, ·) – скалярний добуток в En, Γ+ –
псевдообернена матриця Мура-Пенроуза [10] до
матрицi Γ, E – одинична матриця розмiрно-
стi (m+ 1)× (m+ 1).

При виконання умови (5) полiном

P1(u) =

⟨
y,Γ+

1∑
p=o

(ui, u)
p∥mi=0

⟩

є розв’язком задачi (2)-(4), що має мiнiмальну
норму, породжену скалярним добутком з гау-
совою мiрою [12], де ⟨α, β⟩ =

∑m
i=0 αiβi, α =

(α0, α1, . . . , αm), β = (β0, β1, . . . , βm).

В [11] показано, що умова (5) є аналогом
теореми Кронекера-Капеллi розв’язуваностi си-
стеми лiнiйних алгебраїчних рiвнять (1).

3 Умови розв’язуваностi систем нелiнiй-
них рiвнянь

Розглянемо систему нелiнiйних рiвнянь над по-
лем дiйсних чисел вигляду:

αj1z
k
1 + αj2z

k
2 + · · ·+ αjnz

k
n − yj = 0, (6)

k ∈ N, j = 1, 2, . . . ,m.

Систему (6) будемо називати полiномiаль-
ною системою. Постає питання про iснування
її розв’язку. Введемо позначення: zki = xi, i =
1, 2, . . . , n та пiдставимо в (6).

В результатi пiдстановки система (6) набу-
ває вигляду:

αj1x1 + αj2x2 + · · ·+ αjnxn − yj = 0, (7)

j = 1, 2, . . . ,m.

Отже, отримали систему лiнiйних алгебра-
їчних рiвнянь. Умовою iснування розв’язку (7)
є виконання умови (5). В [11] надано зв’язок
мiж умовами розв’язностi систем лiнiйних рiв-
нянь та полiномiальним iнтерполянтом першо-
го степеня в евклiдових просторах i умовами
його iснування. Оскiльки полiномiальна систе-
ма зводиться до (7), то умова iснування розв’яз-
ку нелiнiйної системи (6) також буде еквiвален-
тна умовам iснування iнтерполяцiйного полiно-
ма першого степеня в евклiдовому просторi.

Розглянемо систему (6) у випадку, коли k
– непарне. Задача розв’язання полiномiальної
системи звелась до системи лiнiйних алгебраї-
чних рiвнянь (7). Її розв’язок iснує, якщо вико-
нується умова (5). Таким чином маємо:

Теорема 3.1. Нехай в (6) k = 2l − 1, l ∈ N
та виконується умова (5) теореми 2.2. Тодi
система полiномiальних рiвнянь (6) над полем
дiйсних чисел має розв’язок.

Нехай в (6) k є парним. Одержимо систему
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (7) iз обмежен-
нями

xk > 0, k = 1, 2, . . . n. (8)
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Для того, щоб iснував розв’язок системи (7)
з умовами (8) необхiдно щоб виконувались умо-
ви теореми 2.2, а виконання нерiвностей (8) за-
безпечує виконання умов теореми 2.1. Одержа-
ли такий результат:

Теорема 3.2. Нехай в (6) k = 2l, l ∈ N та
для системи (7) виконуються умови теорем
2.1 та 2.2. Тодi система нелiнiйних рiвнянь (6)
над полем дiйсних чисел має розв’язок.

Проiлюструємо застосування теореми 3.2
на наступному прикладi.

Приклад 1. З’ясувати, чи iснує розв’язок систе-
ми нелiнiйних рiвнянь


z21 − z22 + z23 − z24 = 0,
z21 − z22 − z23 + z24 = 1,

2z21 − z22 − 2z23 + z24 = −1/2.
(9)

Позначимо z2i = xi, xi > 0, i = 1, 4. Отри-
маємо таку систему лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь: 

x1 − x2 + x3 − x4 = 0,
x1 − x2 − x3 + x4 = 1,

2x1 − x2 − 2x3 + x4 = −1/2,
(10)

iз обмеженнями (8). З’ясуємо, чи виконуються
умови теореми 2.2. Побудуємо матрицю Γ. Для
цього прикладу, вiдповiдно до введених вище
позначень:

u0 = (0, 0, 0, 0),

u1 = (1,−1, 1,−1),

u2 = (1,−1,−1, 1),

u3 = (2,−1,−2, 1),

y = (0, 0, 1,−1/2),

Γ =

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 1 1 1
1 5 1 1
1 1 5 7
1 1 7 11

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Матриця Γ невироджена, оскiльки detΓ = 16,
отже умова (5) виконується i система лiнiй-
них рiвнянь (10) має розв’язок. Перевiримо, чи
будуть виконуватись обмеження (8). Для цьо-
го необхiдно, щоб виконувались умови теореми
2.1. Маємо: для системи (10) визначник

∆ =

∣∣∣∣ 1 1
1 −1

∣∣∣∣ = −2,

що складається iз коефiцiєнтiв при невiдомих
x1 та x3 iз першого та другого рiвняння є ву-
зловим мiнором. Покажемо, що вiн є невiд’єм-
но орiєнтованим вiдносно сукупностi всiх невi-
домих (10). Згiдно iз пунктом 2 означення 2.2
невiд’ємно орiєнтованого вузлового мiнора ма-
ємо:

∆1 =

∣∣∣∣ 0 1
1 −1

∣∣∣∣ = −1,
∆

∆1
> 0,

∆2 =

∣∣∣∣ 1 0
1 1

∣∣∣∣ = −1,
∆

∆2
> 0,

отже умови виконуються i ∆ є невiд’ємно орiєн-
тованим вузловим мiнором вiдносно всiх невiдо-
мих системи (10). Оскiльки сума sj , j = 1, 2, 3
коєфiцiєнтiв при невiдомих в будь-якому рiв-
няннi (10) дорiвнює нулю, то послiдовнiсть чи-
сел s1, s2, s3 є цiлком ∆-допустимою вiдносно
x1, x2, x3, x4. Таким чином, у прикладi викону-
ється друга умова теореми 2.1 i всi розв’язки
системи (10) - додатнi, а отже i система (9) має
розв’язок. Можна переконатись, що розв’язком
системи (10) є вектор (1, 1/2, 5/2, 3).

Розглянемо питання про iснування розв’яз-
ку полiномiальної системи вигляду{

f(x1, x2, . . . , xn) = ỹ1,
g(x1, x2, . . . , xn) = ỹ2,

(11)

де f(x1, x2, . . . , xn), g(x1, x2, . . . , xn) - пара
дiйсних квадратичних форм вiд n невiдо-
мих. Iдея розв’язання поставленої задачi по-
лягає у наступному: потрiбно, щоб iснувало
єдине невироджене лiнiйне перетворення, яке
одночасно переводить двi квадратичнi форми
f(x1, x2, . . . , xn) та g(x1, x2, . . . , xn) до канонi-
чного вигляду.

Нехай g(x1, x2, . . . , xn) - додатньо визначе-
на квадратична форма. Тодi, вiдповiдно до [13],
iснує невироджене лiнiйне перетворення, яке
одночасно зводить форму g(x1, x2, . . . , xn) до
нормального вигляду, а форму f(x1, x2, . . . , xn)
- до канонiчного. В результатi одержимо таку
систему{

α11x
2
1 + α12x

2
2 + · · ·+ α1nx

2
n = y1,

x21 + x22 + · · ·+ x2n = y2,
(12)

Система (12) є частинним випадком систе-
ми (6) у випадку, коли k є парним. Отже (12)
має розв’язок, якщо виконуються умови теоре-
ми 3.2.
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Теорема 3.3. Нехай в (11) f(x1, x2, . . . , xn),
g(x1, x2, . . . , xn) - пара дiйсних квадратичних
форм, форма g(x1, x2, . . . , xn) – додатньо визна-
чена та виконуються умови теореми 3.2 для
системи рiвнянь (12). Тодi система нелiнiйних
рiвнянь (11) має розв’язок.

Нехай тепер в (11) f(x1, x2, . . . , xn),
g(x1, x2, . . . , xn) - двi довiльнi дiйснi квадра-
тичнi форми. Симетричнi матрицi A та B є ма-
трицями квадратичних форм f(x1, x2, . . . , xn)
та g(x1, x2, . . . , xn) вiдповiдно. В [10] показано,
що умова AB = BA є необхiдною та доста-
тньою для одночасного зведення матриць A
та B до дiагонального вигляду за допомогою
ортогонального перетворення. Таким чином, у
випадку виконання рiвностi AB = BA система
(11) набуває вигляду (6), де k = 2, m = 2. Тодi
теорему про iснування розв’язку системи (11)
в цьому випадку можна сформулювати таким
чином.

Теорема 3.4. Нехай в (11) f(x1, x2, . . . , xn),
g(x1, x2, . . . , xn) - пара дiйсних квадратичних
форм яким вiдповiдають матрицi A та B.
Якщо виконується рiвнiсть AB = BA та умо-
ви теореми 3.2 для системи рiвнянь (6), де
k = 2, m = 2, то система нелiнiйних рiвнянь
(11) має розв’язок.

Зазначимо, що всi умови одночасної дiа-
гоналiзацiї двох дiйсних симетричних матриць
наведено в [10]. На пiдставi цих результатiв те-
орему про розв’язуванiсть нелiнiйної системи
(11) можна записати так:

Теорема 3.5. Нехай в (11) f(x1, x2, . . . , xn),
g(x1, x2, . . . , xn) - пара дiйсних квадратичних
форм яким вiдповiдають матрицi A та B,
detA ̸= 0. Якщо виконуються умови

1. Рiвняння det(B − λA) = 0 має лише дiй-
снi коренi.

2. Матриця B − λA має всi лише простi
елементарнi дiльники.

3. Виконуються умови теореми 3.2 для си-
стеми рiвнянь (6), де k = 2, m = 2,

то система нелiнiйних рiвнянь (11) має
розв’язок.

Нехай f(x1, x2, . . . , xn), g(x1, x2, . . . , xn),
v(x1, x2, . . . , xn) - дiйснi квадратичнi форми вiд
n невiдомих. Розглянемо питання про iснуван-
ня розв’язку такої нелiнiйної системи рiвнянь


f(x1, x2, . . . , xn) = ỹ1,
g(x1, x2, . . . , xn) = ỹ2,
v(x1, x2, . . . , xn) = ỹ3.

(13)

Наступним кроком потрiбно звести всi три
квадратичнi форми до канонiчного вигля-
ду за допомогою одного лiнiйного невиро-
дженого перетворення, тобто привести систе-
му (13) до вигляду (6). Нехай квадрати-
чним формам f(x1, x2, . . . , xn), g(x1, x2, . . . , xn)
v(x1, x2, . . . , xn) вiдповiдають симетричнi ма-
трицi A, B та C. В [14] знайдено необхiднi та
достатнi умови одночасної дiагоналiзацiї трьох
дiйсних симетричних матриць. На пiдставi цих
результатiв теорему про iснування розв’язку
системи (13) можна подати у виглядi:

Теорема 3.6. Нехай в (13) f(x1, x2, . . . , xn),
g(x1, x2, . . . , xn), v(x1, x2, . . . , xn) - дiйснi ква-
дратичнi форми, яким вiдповiдають матрицi
A, B та C, detA ̸= 0. Якщо виконуються умо-
ви

1. Рiвняння det(B − λA) = 0 має лише дiй-
снi коренi та матриця B − λA має всi лише
простi елементарнi дiльники.

2. Рiвняння det(C − βA) = 0 має лише дiй-
снi коренi та матриця C − βA має всi лише
простi елементарнi дiльники.

3. BA−1C = CA−1B.
4. Виконуються умови теореми 3.2 для си-

стеми рiвнянь (6), де k = 2, m = 3,
тодi система нелiнiйних рiвнянь (13) має

розв’язок.

Зазначимо, що умова 3 теореми 3.6 є до-
статньо жорсткою умовою, оскiльки невеликий
клас матриць можуть її зодовольняти. Проiлю-
струємо це на прикладi.

Приклад 2. З’ясувати чи буде мати розв’язок
система рiвнянь:


1

2− α2
(x21 + 2x22 − 2αx1x2) = −1, α ∈ R1,

α2 ̸= 2,
x21 + x22 − 2x1x2 = 1,
2x21 + x22 + 2x1x2 = 0.

(14)
Квадратичним формам

f(x1, x2) =
1

2− α2
(x21 + 2x22 − 2αx1x2),

g(x1, x2) = x21 + x22 − 2x1x2,

v(x1, x2) = 2x21 + x22 + 2x1x2
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вiдповiдають симетричнi матрицi

A =
1

2− α2

∥∥∥∥2 α
α 1

∥∥∥∥ , B =

∥∥∥∥ 1 −1
−1 1

∥∥∥∥ , C =

∥∥∥∥2 1
1 1

∥∥∥∥ .
Перевiримо виконання умови 3 теореми 3.6

для цих трьох матриць. Маємо:

BA−1C =

∥∥∥∥ 1 −1
−1 1

∥∥∥∥ ·
∥∥∥∥2 α
α 1

∥∥∥∥ ·
∥∥∥∥1 1
1 1

∥∥∥∥
BA−1C =

∥∥∥∥ 3− α 1
−3 + α −1

∥∥∥∥ (15)

CA−1B =

∥∥∥∥2 1
1 1

∥∥∥∥ ·
∥∥∥∥2 α
α 1

∥∥∥∥ ·
∥∥∥∥ 1 −1
−1 1

∥∥∥∥
CA−1B =

∥∥∥∥3− α −3 + α
3 −1

∥∥∥∥ (16)

Для виконання умови 3 потрiбно щоб зна-
йденi матрицi в (15) та (16) спiвпадали. Отри-
маємо

−3 + α = 3, 1 = −3 + α.

Одержали суперечнiсть. Отже при жодно-
му α ∈ R1 умова 3 теореми 8 для системи (14)
не виконується.

Зауваження. В [7] доведено теореми про
iснування додатнiх розв‘язкiв системи однорi-
них алгебраїчних рiвнянь. Тому теореми, що на-
ведено в данiй статтi на пiдставi результатiв iз
[7] можна сформулювати для однорiдних полi-
номiальних систем рiвнянь. Також зазначимо,
що в роботi [7] доведено ряд теорем про додатнi
розв’язки систем алгебраїчних рiвнянь, отже у
формулюваннi всiх теорем даної статтi можна
посилатись на iншi теореми iз [7].

4 Висновки

В роботi знайдено умови iснування розв’язку
полiномiальної системи рiвнянь в скiнченнови-
мiрному евклiдовому просторi та показано, що
необхiднi та достатнi умови iснування лiнiйного
iнтерполяцiйного полiнома мiнiмальної норми з
[11] еквiвалентнi необхiдним та достатнiм умо-
вам сумiсностi системи полiномiальних рiвнянь.
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В статті розглядається ізольована популяція, що описується логістичним рівнянням, та 
вивчається вплив керування на зміну її чисельності. В залежності від значення параметру керування 

виникає три різних випадки поведінки ізольованої популяції. Досліджено стаціонарні точки на 

стійкість в усіх трьох випадках та представлені графіки поведінки популяції в залежності від різних 

початкових умов. 
Ключові слова: логістична популяція, диференціальне рівняння, стаціонарна точка, стійкість, 

керування. 

 
The article considers the isolated population described by the logistic equation and studies the influence 

of management on the change of its number. Depending on the value of the control parameter, there are 

three different cases of behavior of an isolated population. In the first case, when the quota is equal to the 
corresponding value, depending on the initial value, the population either goes to a stationary value, or dies 

out. In the second case, when the quota does not exceed the established value, depending on the initial 

population size, the population either goes to the largest stationary point, or dies out. And in the third case, 

when the quota exceeds the established value, regardless of the initial population size, the population dies 
out. Stationary points for stability in all three cases are studied and graphs of population behavior 

depending on different initial conditions are presented. 

 
Key words: logistic population, differential equation, stationary point, stability, management. 

 
 

Логістичне рівняння, також відоме як 
рівняння Ферхюльста (Верхюльста, 1838), 

спершу з’явилось при розгляді моделі зростання 

чисельності населення [1]. Зараз це рівняння 

широко застосовується для опису багатьох 
фізичних, хімічних, економічних та біологічних 

процесів тощо. 

Нагадаємо логістичне рівняння [1] 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 (1 −

𝑥

𝑞
) ,     𝑥(0) = 𝑥0,          (1) 

де r – темп росту популяції, q – ємність 

середовища. 
Стаціонарні точки цього рівняння 

𝑥1 = 0,   𝑥2 = 𝑞. 
Розв’язок рівняння (1) відомий та матиме 

вигляд: 

𝑥(𝑡) =
𝑞

1 − (
𝑥0

𝑥0 − 𝑞
) 𝑒−𝑟𝑡

                (2) 

З розв’язку (2) видно, що при 𝑡 → +∞ 

𝑥(𝑡) → 𝑞 = 𝑥2. 

Таким чином, маємо стійкий стан рівноваги 

при довільному початковому значенні 𝑥0 > 0. 

Пропонується розглянути логістичне рівняння 
для ізольованої популяції та ввести деякий 

параметр керування 𝑢 > 0, 𝑢 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Тоді вихідна модель матиме вигляд: 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 (1 −

𝑥

𝑞
) − 𝑢,     𝑥(0) = 𝑥0           (3) 

Дану модель (3) з параметром керування 

можна використовувати для розв’язання 

прикладних задач: у замкненому середовищі 
проводити розведення деяких біологічних видів, 

наприклад, на продаж. Це може бути популяції 

харчових сортів риби, тварини хутряних порід, 
птахи тощо. За допомогою параметру керування 

та початкової чисельності популяції з’ясувати – 

яку кількість особин із популяції можна 

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2021/1.10
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вилучити, щоб популяція не вимирала і 
залишалась на певному сталому рівні. 

Отже, знайдемо стаціонарні точки [2] для (3): 

𝑥1,2 =
𝑞 ± √𝑞2 − 4

𝑞𝑢
𝑟

2
=

𝑞

2
± √

𝑞2

4
−

𝑞

𝑟
𝑢       (4) 

Все буде залежати від знаку підкореневого 

виразу. Позначимо його 𝐷 = √
𝑞2

4
−

𝑞

𝑟
𝑢: 

Отже, маємо три випадки 

1) 𝐷 = 0 <=> 𝑢 =
𝑟𝑞

4⁄ , тоді стаціонарна 

точка 𝑥1,2 =
𝑞

2⁄ . 

2) 𝐷 > 0 <=> 𝑢 <
𝑟𝑞

4⁄  , нехай 

(𝑢 =
𝑟𝑞

4⁄ − 𝜀2 , 𝜀 > 0), тоді 

𝑥1,2 =
𝑞

2
± 𝜀√

𝑞

𝑟
 

3) 𝐷 < 0 <=> 𝑢 >
𝑟𝑞

4⁄ , нехай 

(𝑢 =
𝑟𝑞

4⁄ − 𝜀2 , 𝜀 > 0), тоді дійсних 

стаціонарних точок немає. 

Розглянемо всі наші випадки. 

1) Нехай  𝑢 =
𝑟𝑞

4⁄ , тоді 𝑥1,2 =
𝑞

2⁄ . 

Вихідне рівняння матиме вигляд: 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 (1 −

𝑥

𝑞
) −

𝑟𝑞

4
,     𝑥(0) = 𝑥0     (5) 

Перепишемо в іншому вигляді 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

𝑟

𝑞
(𝑥 −

𝑞

2
)

2

,     𝑥(0) = 𝑥0        (6) 

Розв’язавши рівняння (6), знайдемо, що 
1

𝑥 −
𝑞
2

=
𝑟

𝑞
𝑡 + 𝐶 

Константа 𝐶 =
1

𝑥0−
𝑞

2

,      𝑥0 ≠
𝑞

2
. 

Отже, розв’язок має вигляд 

𝑥(𝑡) =
𝑞

2
+

1

𝑟
𝑞 𝑡 +

1

𝑥0 −
𝑞
2

,
, 𝑥0 ≠

1

2
                  (7) 

При  𝑥0 >
𝑞

2⁄        𝑥(𝑡) →
𝑞

2⁄   при 𝑡 → +∞. 

При  𝑥0 <
𝑞

2⁄        𝑥(𝑡) → 0  при  𝑡 → +∞. 

Рис.1. Поведінка ізольованої логістичної 

популяції при керуванні 𝑢 =
𝑟𝑞

4⁄ . 

 

2) Нехай параметр керування  𝑢 <
𝑟𝑞

4⁄ . 

Можемо нерівність перетворити у 

рівність наступним чином  

𝑢 =
𝑟𝑞

4⁄ − 𝜀2 , (𝜀 > 0), 

тоді стаціонарні точки матимуть вигляд 

𝑥1,2 =
𝑟𝑞

2
± 𝜀√

𝑞

𝑟
. 

Вихідне рівняння матиме вигляд: 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 (1 −

𝑥

𝑞
) −

𝑟𝑞

4
+ 𝜀2 ,   𝑥(0) = 𝑥0   (8) 

Перепишемо в іншому вигляді 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

𝑟

𝑞
((𝑥 −

𝑞

2
)

2

−
𝑞

𝑟
𝜀2) , 𝑥(0) = 𝑥0  (9) 

Рівняння (9) – це табличний інтеграл. 

Отже, 

1

2√
𝑞
𝑟

𝜀

𝑙𝑛 ||
𝑥 −

𝑞
2

− √
𝑞
𝑟

𝜀

𝑥 −
𝑞
2

+ √
𝑞
𝑟

𝜀

||  = −
𝑟

𝑞
𝑡 + 𝑙𝑛𝐶  (10) 

Все залежить від початкового значення 𝑥0, а 

це в свою чергу визначає з яким знаком 

розкривається модуль. 

Перепишем рівняння (10) 

|
|
𝑥 − (

𝑞
2 + √

𝑞
𝑟 𝜀)

𝑥 − (
𝑞
2

− √
𝑞
𝑟

𝜀)
|
|  = 𝐶𝑒

−2𝜀√
𝑟
𝑞

𝑡
          (11) 

Константа має вигляд 

𝐶 = |
|
𝑥0 − (

𝑞
2

+ √
𝑞
𝑟

𝜀)

𝑥0 − (
𝑞
2 − √

𝑞
𝑟 𝜀)

|
| 

Нехай 

𝑥0 <
𝑞

2
− √

𝑞

𝑟
𝜀. 

Тоді розкриваємо модуль зі знаком «+»: 

𝑥 − (
𝑞

2
+ √

𝑞

𝑟
𝜀)  = 𝐶𝑒

−2𝜀√
𝑞
𝑟

𝑡
(𝑥 − (

𝑞

2
− √

𝑞

𝑟
𝜀)). 

Після відповідних перетворень отримаємо 

𝑥(𝑡) =
𝑞

2
− √

𝑞

𝑟
𝜀 +

2𝜀√
𝑞
𝑟

1 − 𝐶𝑒
−2𝜀√

𝑞
𝑟

𝑡

.    (12) 

До якого значення буде прямувати 𝑥(𝑡) при 

𝑡 → +∞. Для цього розглянемо поведінку 

похідної (9) на проміжку (0; 𝑞 2⁄ − √𝑞 𝑟⁄ 𝜀 ) 

Припустимо, що 

𝑥0 =
𝑞

2
− √

𝑞

𝑟
𝜀 − 𝑎 (𝑎 > 0). 

x 

t 

q/
2 

q 
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Підставимо в похідну (9), отримаємо 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

𝑟

𝑞
(

𝑞

𝑟
𝜀2 + 2𝑎𝜀√

𝑞

𝑟
+ 𝑎2 −

𝑞

𝑟
𝜀2) < 0 

Отже, похідна (9) на проміжку (0;
𝑞

2⁄ −

√𝑞
𝑟⁄ 𝜀 ) спадає, тому розв’язок (12) при 𝑡 → +∞ 

𝑥(𝑡) → 0. Таким чином популяція не встигає 

відновлюватись, та поступово вимирає. 

Нехай 
𝑞

2
− √

𝑞

𝑟
𝜀 < 𝑥0 <

𝑞

2
+ √

𝑞

𝑟
𝜀. 

Тоді розкриваємо модуль зі знаком «-»: 

𝑥 − (
𝑞

2
+ √

𝑞

𝑟
𝜀)  = −𝐶𝑒

−2𝜀√
𝑞
𝑟

𝑡
(𝑥 − (

𝑞

2
− √

𝑞

𝑟
𝜀)) 

Після відповідних перетворень отримаємо 

𝑥(𝑡) =
𝑞

2
+ √

𝑞

𝑟
𝜀 −

2𝜀√
𝑞
𝑟

𝐶𝑒
−2𝜀√

𝑞
𝑟

𝑡

1 + 𝐶𝑒
−2𝜀√

𝑞
𝑟

𝑡

.    (13) 

До якого значення буде прямувати 𝑥(𝑡) при 

𝑡 → +∞. Для цього розглянемо поведінку 

похідної (9) на проміжку (
𝑞

2⁄ − √𝑞
𝑟⁄ 𝜀;

𝑞
2⁄ +

√𝑞
𝑟⁄ 𝜀 ) 

Припустимо, що 

𝑥0 =
𝑞

2
 . 

Підставимо в похідну (9), отримаємо 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

𝑟

𝑞
(−

𝑞

𝑟
𝜀2) = 𝜀2 > 0 

Отже, похідна (9) на проміжку (
𝑞

2⁄ −

√𝑞
𝑟⁄ 𝜀;

𝑞
2⁄ + √𝑞

𝑟⁄ 𝜀 ) зростає, тому розв’язок 

(13) при 𝑡 → +∞   𝑥(𝑡) →
𝑞

2⁄ + √𝑞
𝑟⁄ 𝜀    знизу. 

Нехай 

𝑥0 >
𝑞

2
+ √

𝑞

𝑟
𝜀. 

Тоді модуль розкривається зі знаком «+». 

Після відповідних перетворень отримаємо 

𝑥(𝑡) =
𝑞

2
+ √

𝑞

𝑟
𝜀 −

2𝜀√
𝑞
𝑟 𝐶𝑒

−2𝜀√
𝑞
𝑟

𝑡

1 − 𝐶𝑒
−2𝜀√

𝑞
𝑟

𝑡

.    (14) 

До якого значення буде прямувати 𝑥(𝑡) при 

𝑡 → +∞. Для цього розглянемо поведінку 

похідної (9) на проміжку (
𝑞

2⁄ + √𝑞
𝑟⁄ 𝜀; 𝑞 ) 

Припустимо, що 

𝑥0 =
𝑞

2
+ √

𝑞

𝑟
𝜀 + 𝑎 (𝑎 > 0). 

Підставимо в похідну (9), отримаємо 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
== −

𝑟

𝑞
(

𝑞

𝑟
𝜀2 + 2𝑎𝜀√

𝑞

𝑟
+ 𝑎2 −

𝑞

𝑟
𝜀2) < 0 

Отже, похідна (9) на проміжку  

(
𝑞

2⁄ + √𝑞
𝑟⁄ 𝜀; 𝑞 ) спадає, тому розв’язок (14) 

при 𝑡 → +∞   𝑥(𝑡) →
𝑞

2⁄ + √𝑞
𝑟⁄ 𝜀  зверху. 

Рис. 2. Поведінка ізольованої логістичної 

популяції при керуванні 𝑢 <
𝑟𝑞

4⁄ . 

 

Таким чином, у нас тільки одна стійка 

стаціонарна точка 𝑥2, до якої прямують 
траєкторії розв’язку. Отже, якщо початкова 

чисельність популяції належить проміжку 

(
𝑞

2⁄ − √𝑞
𝑟⁄ 𝜀; 𝑞 ) при параметрі керування 𝑢 <

𝑟𝑞
4⁄  𝑥(𝑡) →

𝑞
2⁄ + √𝑞

𝑟⁄ 𝜀, в протилежному 

випадку популяція буде поступово вимирати. 

 

3) Нехай 𝑢 >
𝑟𝑞

4⁄   (𝑢 =
𝑟𝑞

4⁄ + 𝜀2, 𝜀 > 0),  

𝑥1,2 не є дійсними. 

Вихідне рівняння матиме вигляд: 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 (1 −

𝑥

𝑞
) −

𝑟𝑞

4
− 𝜀2 ,     𝑥(0) = 𝑥0       (15) 

 

Перепишемо в іншому вигляді 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

𝑟

𝑞
((𝑥 −

𝑞

2
)

2

+
𝑞

𝑟
𝜀2) ,     𝑥(0) = 𝑥0   (16) 

Рівняння (16) – це табличний інтеграл. 

Тоді, маємо 

t 

x 

𝑞
2⁄ + √𝑞

𝑟⁄ 𝜀 

q 

𝑞
2⁄ − √𝑞

𝑟⁄ 𝜀 
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1

𝜀
√

𝑟

𝑞
 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

𝑥 −
𝑞
2

𝜀√
𝑞
𝑟

= −
𝑟

𝑞
𝑡 + 𝐶 

Константа має вигляд 

𝐶 =
1

𝜀
√

𝑟

𝑞
  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

𝑥0 −
𝑞
2

𝜀√
𝑞
𝑟

. 

Після відповідних перетворень отримаємо 

𝑥(𝑡) =
𝑞

2
+ 𝜀√

𝑞

𝑟
𝑡𝑔(−𝜀√

𝑟

𝑞
𝑡 + 𝐶1)               (17) 

Маємо наступний графік динаміки 

Рис. 3. Поведінка ізольованої логістичної 

популяції при керуванні 𝑢 >
𝑟𝑞

4⁄ . 

 
В даному випадку якою б не була початкова 

чисельність при параметрі керування 𝑢 >
𝑟𝑞

4⁄  

популяція не встигатиме відновлюватись і буде 
вимирати, але чим більше початкова чисельність 

до ємності середовища, тим повільніше буде 

відбуватись вимирання. 
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Розглядається математична задача оптимальної диверсифікації портфеля акцій на основі 

розв’язання двокритеріальної задачі оптимізації. 

Ключові слова: математична модель, оптимальне інвестування, портфель акцій. 

 
       In article we consider a problem of optimal investment strategy by a commercial bank building. This 

task is actual and the development of a procedure to solve it can help in making investment banking 

decisions. The general formulation of the problem consists of two criteria. The first one is to maximize the 
expected return, and the second is to minimize the risk of the investment transaction. Mathematical 

formulation of the problem is considered as a problem of nonlinear programming under constraints. The 

procedure for solving such a two-criteria optimization problem allows to obtain many solutions, which 
requires further steps to make a single optimal solution. According to the algorithm proposed in the work, 

the problem is divided into two separate problems of single-criteria optimization. Each of these tasks allows 

to obtain the optimal values of the investment vector both in terms of its expected return and in terms of 

investment risk. Additional constraints in the mathematical formulation of the problem, make it possible to 
take into account factors that, from the point of view of the investor, may influence decision-making. The 

procedures presented in this work allow to obtain analytical representations of formulas that describe the 

optimal values of the investment distribution vector for both mathematical formulations of the problem.  
Key words: mathematical model, optimal investment, stock portfolio                                                                                                 

 

Статтю представив д.ф-м.н., професор Хусаїнов Д.Я. 
 

 

Динамічні та статичні задачі управління 

aктивами і зобов’язаннями знайшли успішне 
застосування у сфері довгострокового 

фінансового планування, де необхідність 

неодноразового прийняття рішень визначається 
сутністю процесу. Приклади застосування таких 

математичних задач успішно реалізовано для  

інвестиційних задач фондового ринку, страхових 

та інвестиційних компаній, банків та 

університетських фондів. 

Разом з тим, деякі класичні постановки задач 

моделювання на фондовому ринку знайшли своє 
застосування в інших прикладних сферах, 

наприклад, у банківському секторі економіки.  

Серед них можна виділити задачі Г. Марковиця 
та Д. Тобіна про інвестування у портфелі цінних 

паперів однорідної та змішаної структури 

відповідно. Задача Г. Марковиця про 
оптимізацію портфеля акцій з точки зору його 

очікуваної прибутковості у статичному випадку 

має такий вигляд 

maxp i i
x

i

r x r  ,     

де ix  частка акцій і-того виду у портфелі;  

ir очікувана прибутковість акції і-того виду. 

Часто інвестори задачу розглядають у такій 

постановці 

( ) ( ) ( ) maxp i i
x

i

r T x T r T  ,     

тут T- горизонт інвестування; 
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і полягає вона у побудові оптимального за 
очікуваною прибутковістю у кінцевий момент 

часу інвестиційного портфеля. Дослідження 

математиків і економістів у галузі  фінансового 
аналізу спрямовані на вивчення різних змістових 

інтерпретацій, узагальнень існуючих постановок 

задач та поширення їх на нові сфери 
застосування.  

    Прикладами такого підходу можуть бути: 

1. Задача про оптимальний розподіл 

інвестиційних ресурсів комерційного 
банку. 

2. Задача про оптимальне кредитування 

комерційним банком. 
3. Задача про оптимізацію розподілу активів 

комерційного банку з урахуванням 

обов’язкового резервування. 

      Для ознайомлення із математичною 
постановкою та підходами до розв’язання 

перших двох можна звернутись до [2]. Додамо 

лише, що формально задача про оптимальний 
розподіл інвестиційних ресурсів комерційного 

банку  ідентична задачі інвестування у цінні 

папери на фондовому ринку, тому підходи, 
описані в [2], повністю або частково можна 

застосувати при розв’язанні задач п.1 та п.2. 

      Третя згадана задача є новою у сучасному 

банківському менеджменті, тому розглянемо її 
детально.  При формальному математичному 

записі цієї задачі звернемо увагу на те, що іноді 

зручніше розглядати процеси інвестування не у 
частках капіталу, що виділяється для 

інвестування, а безпосередньо у сумі коштів iW , 

що виділяються для інвестування у   i  тий 

напрямок;  W  загальна сума коштів. Тоді задача 

матиме вигляд 

1

( ) max
n

i i i
Wi

r p W


  ,                                           (1) 

де 1 2( , ... )T
nW W W W -  вектор-стовпчик, 

координатами якого є суми коштів, що 

виділяються для інвестування у відповідні 

напрямки; r  та p вектор-стовпчики 

розмірності 1n  , перший з яких характеризує 

очікувану прибутковість i  того інвестиційного 

напрямку, а другий - відсоток від суми, що може 

бути інвестована у відповідний напрямок і який є 

обов’язковим для резервування. Згідно 

Марковицю, другий критерій класичної 
двокритеріальної задачі про оптимальний 

інвестиційний портфель має вигляд  

1 1

min
n n

i ij j
Wi j

W W
 

  ,                                           (2)             

 де ij  коваріація між i  тим та j  тим 

інвестиційними напрямками.  
Векторно-матричний вигляд задачі є таким 

max

( ) min

1

0

T

W

T

W

T

i

R W

W VW

I W

W

 








 

,                                                 (3) 

де V  коваріацйна матриця; R  вектор 

розмірності 1n  , координатами якого є  

,i ir p 1,i n ; символ Т- знак транспонування. 

Сформульована вище задача є двокритеріальною 

із суперечливими критеріями. Як правило, для 

розв’язання такого типу задач застосовують 
методи, що дозволяють будувати множини 

розв’язків. Серед них виділимо суб’єктивно-

орієнтований підхід з прийняття інвестиційних 
рішень, що ґрунтується на побудові та аналізі 

допустимої та ефективної множин, а також метод 

побудови Парето – оптимальної множини 

розв’язків.  Маючи на меті побудову 
аналітичного розв’язку задачі, і, виходячи із 

практичних міркувань, перший критерій в (3) 

замінимо рівністю  
TR W S . 

Тоді (3) матиме вигляд нелінійної задачі 

одномірної оптимізації при обмеженнях 

 

( ) min

1

0

T

W

T

T

i

W VW

R W S

I W

W

 

 

 




,                                                (4) 

де S  бажаний рівень прибутку інвестиційної 

операції.     
Застосуємо для її розв’язання метод множників 

Лагранжа. Функція Лагранжа 

1 2( ) ( ) ( 1)T T TL W VW R W S I W        

містить два невідомі параметри 1 і 2  і задача 

полягає у визначенні елементів вектора W .  

1 22 ,
L

VW R I
W


    


 

1
1 2(2 ) ( ).W V R I                                          (5)  
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Параметри 1 та 2  визначимо із системи 

алгебраїчних рівнянь 
1

1 2

1
1 2

(2 ) ( ) ,

(2 ) ( ) 1.

T

T

R V R I S

I V R I





    


   

 

Із першого рівняння 
1 1

1 2(2 ) (2 ) ,T TR V R S R V I      

1 1 1
1 2( (2 ) ) ( (2 ) ).T TR V R S R V I               (6)          

Із другого рівняння  
1 1

1 2(2 ) 1 (2 ) ,T TI V R I V I      

1 1 1
1 2( (2 ) ) (1 (2 ) ).T TI V R I V I                 (7) 

Прирівняємо (6) та (7) 
1 1 1

2

1 1 1
2

( (2 ) ) ( (2 ) )

( (2 ) ) (1 (2 ) ).

T T

T T

R V R S R V I

I V R I V I

  

  

  

 
                   (8) 

Отримали лінійне рівняння відносно 2 . 

Розв’яжемо його і знайдене значення параметра 

2  підставимо у (6) або (7) і визначимо 1 .        

Після підстановки визначених значень у (5) 
отримаємо шукані частки банківських інвестицій.  

 Для зменшення ризику портфеля часто 

банківські активи розподіляють не тільки серед 

ризикованих напрямків інвестування, але  також і 
серед неризикованих. Прикладом такого 

вкладення ресурсів можуть бути державні та 

недержавні боргові зобов’язання, і це дозволяє 
ефективно диверсифікувати інвестиційний 

портфель. 

Математична постановка задачі може бути такою 
0 0

0

max

( ) min

1

0

T

W

T

W

T

i

R W R W

W VW

I W W

W

  







 
 

,                                        (9) 

де 0W  сума коштів, що виділяються на 

інвестування у неризиковані цінні папери. Як і у 

випадку попередньої задачі, розглянемо 
однокритеріальну її постановку. 

0 0

0

( ) min

1

0

T

W

T

T

i

W VW

R W R W S

I W W

W

 

  

  




.                                             (10)  

Функція Лагранжа 

0 0
1

0
2

( ) ( )

( 1)

T T

T

L W VW R W R W S

I W W

     

  
 

на відміну від попереднього випадку, містить 
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Для визначення невідомих параметрів 1 та 2  

скористаємось другим та третім рівняннями 

системи (10). Після підстановки в них 2 із (12) 

отримаємо лінійне алгебраїчне рівняння 
0

1 1(1 ( )) ( )T TR I W S R W     , 

що містить одне невідоме 1 . Розв’яжемо його, 

підставимо 1 у (12) та визначимо 2 . Тепер 

маємо  можливість визначити оптимальні суми 

коштів, що можуть бути інвестовані у ризиковані 

та неризиковані проекти. 
 Як сказано раніше, поряд з наведеною  

вище задачею мінімізації ризику інвестиційної 

операції для заданого рівня прибутковості за 
умови обов’язкового резервування можна 

навести спряжену з нею задачу про максимізацію 

прибутку для заданого рівня ризику за умови 
обов’язкового резервування. Формальна 

постановка задачі оптимізації інвестиційного 

портфеля однорідної структури має такий вигляд 
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де  - заданий допустимий рівень ризику. Цю 

задачу можна сформулювати і для випадку 
інвестиційного портфеля змішаної структури 
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     Підходи до розв’язання двох останніх задач 
можуть бути аналогічними застосованим вище.   

    У роботі сформульовано нові математичні 

постановки задач оптимізації прийняття 
інвестиційних рішень комерційним банком. Для 

задач оптимізації очікуваної прибутковості при 

заданому наперед рівні прийнятного ризику та 
оптимізації ризику при визначеному наперед 

рівні очікуваної прибутковості розроблено 

алгоритми та обчислювальні процедури.  
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Обидві задачі розглядаються як задачі 
нелінійного програмування при визначених 

наперед обмеженнях.  Подальші кроки 

оптимізації прийняття конструктивних рішень 
можуть бути пов’язані із застосуванням 

положень теорій Г. Марковиця та Д. Тобіна для 

формування динамічних стратегій диверсифікації 
портфелів інвестицій однорідної та змішаної 

структури. 
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У статті наведено аналіз освітньо-професійної програми «Інформатика» першого (бакалаврського) 

рівня вищої освіти галузі знань 12 «Інформаційні технології», спеціальності 122 «Комп’ютерні 
науки», що реалізується на факультеті комп’ютерних наук та кібернетики Київського національного 

університету імені Тараса Шевченка з освітніми програмами того ж рівня й спеціальності інших 

закладів вищої освіти України в розрізі програмних результатів. При аналізі здійснювалось їх 
співставлення з затвердженим стандартом першого (бакалаврського) рівня вищої освіти за 

спеціальністю 122 «Комп’ютерні науки» та порівняльний аналіз освітніх програм. Авторами 

розроблено базу даних освітніх програм, проаналізовано співвідношення програмних результатів в 

різних програмах за спільною спеціальністю. 

Ключові слова: програмні результати навчання, комп’ютерні науки, інформатика, база даних, 

освітня програма. 

The article presents an analysis of the educational and professional program "Informatics" of the first 
(bachelor's) level of higher education in the sphere of knowledge 12 "Information Technology", specialty 

122 "Computer Science", implemented at the Faculty of Computer Science and Cybernetics, Taras National 

University of Kyiv Shevchenko with educational programs of the same level and specialty of other 
institutions of higher education of Ukraine in terms of program results. The analysis was done for monitoring 

and taking into account the experience of similar educational programs. 

For comparison, four educational programs were chosen at random. During the analysis, they were 

compared with the approved standard of the first (bachelor's) level of higher education in the specialty 122 
"Computer Science". Automated comparative analysis of educational programs was conducted separately. 

The authors developed a database of educational programs, analyzed the ratio of program results in different 

programs in a common specialty. The result of the study is the verification of the educational program for 

correctness, ie the lack of program learning outcomes that are not provided by any discipline. 

Keywords — program learning outcomes, computer science, computer science, database, educational 

program. 
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Вступ 

Ринок ІТ-послуг в Україні розвивається 
динамічно, що вимагає якісної IT-освіти. 

Освітньо-професійна програма бакалаврського 

рівня «Інформатика», що реалізується на 
факультеті комп'ютерних наук та кібернетики 

Київського національного університету імені 

Тараса Шевченка, є одним із лідерів серед 
освітніх програм бакалаврського рівня за 

спеціальністю 122 «Комп'ютерні науки» за 

кількісним та якісним складом випускників [1]. 

Здійснення моніторингу цієї програми та 
врахування досвіду аналогічних освітніх програм 

в Україні є важливим для підвищення рівня 

якості ІТ освіти за програмою. Таким чином, 
виникла необхідність порівняти наявні у 

вільному доступі освітні програми першого 

(бакалаврського) рівня за спеціальністю 122 
«Комп’ютерні науки» з освітньо-професійною 

програмою «Інформатика». 

В роботах [2, 3] проаналізовано та висвітлено 

питання проектування та розробки стандартів 
освітньо-професійної підготовки в галузі 

інформаційних технологій. В роботі [4] 

проаналізовано співвідношення загальних і 
фахових компетентностей та дисциплін в різних 

освітньо-професійних програмах (ОПП) 

бакалаврського рівня за спільною спеціальністю 

122 «Комп’ютерні науки». 
Закон «Про вищу освіту» [5] та затверджений 

Наказом Міністерства освіти і науки України за 

№962 від 10.07.2019 році стандарт вищої освіти 
за спеціальністю 122 «Комп’ютерні науки» для 

першого (бакалаврського) рівня вищої освіти [6] 

стали базою для проведення дослідження 
освітньої програми. 

 

Аналіз освітньо-професійної програми 

«Інформатика» з програмами інших закладів 

вищої освіти  

Проведено аналіз освітньо-професійних 

програм на здобуття освітнього ступеня бакалавр 
галузі знань 12 «Інформаційні технології» за 

спеціальністю 122 «Комп’ютерні науки» на 

основі порівняння їх змісту відносно програмних 
результатів навчання (ПРН), визначених 

Стандартом.  

Для дослідження авторами відібрано наступні 
ОПП: 

- «Інформатика», що реалізується на 

факультеті комп’ютерних наук та кібернетики  
Київського національного університету імені 

Тараса Шевченка (ФКНК «Інформатика») [7];  

- «Комп’ютерні науки», яка вивчається на 

факультеті інформаційних технологій Київського 
національного університету імені Тараса 

Шевченка (ФІТ «Комп’ютерні науки») [8].  

- «Інформатика», що реалізується на 
факультеті математики і інформатики 

Харківського національного університету імені 

В.Н. Каразіна (ХНУ імені В.Н. Каразіна 
«Інформатика») [9];  

- «Інформатика», що вивчається на факультеті 

інформаційних технологій Державного вищого 

навчального закладу «Ужгородський 
національний університет» (УжНУ 

«Інформатика» [10]; 

- «Комп’ютерні науки», яка вивчається на 
факультеті Інформаційних технологій 

Національного університету біоресурсів і 

природокористування України (НУБіП 

«Комп’ютерні науки») [11]. 
Стандартом визначено сімнадцять ПРН. Але 

варто зазначити, що цей Стандарт містить 

технічну помилку, а саме в співпадінні ПРН13 та 
ПРН14. Різні заклади вищої освіти (ЗВО)  

інтерпретували цю помилку досить по-різному, а 

саме: дублювали ПРН13 та ПРН14, ігнорували 
ПРН14, і як результат мали тільки 16 ПРН, одну 

частину ПРН13 залишали в ПРН13 іншу 

переносили в ПРН14. Це ускладнило отримання 

валідних результатів.  
Співвідношення освітніх компонент в 

відібраних ОПП за ПРН наведено в таблиці 1. 

 

 

Таблиця 1. Співвідношення освітніх компонент в ОПП за ПРН  
ФКНК 

«Інформатика» 

ФІТ 

«Комп’ютерні 

науки» 

ХНУ імені 

В.Н. Каразіна 

«Інформатика» 

УжНУ «Інформатика» НУБіП 

«Комп’ютерні 

науки» 

ПР1 

вступ до 

університетських 

студій, 

українська та 

зарубіжна 

вступ до 

університетськ

их студій, 

філософія, 

математика для 

математичний аналіз, 

елементи алгебри та 

теорії чисел, 

елементи 

математичної логіки, 

історія та культура 

України, іноземна мова, 

ділова українська мова, 

філософія, основи 

психології та педагогіки, 

вища математика,  

фізика,  

чисельні методи,  

дискретна 

математика,  
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культура, 

філософія, 

соціально-

політичні студії, 

вибрані розділи 

трудового права і 

основ 
підприємницької 

діяльності, 

науковий образ 

світу, 

математична 

логіка, теорія 

алгоритмів, 

іноземна мова, 

підготовка 

кваліфікаційної 

роботи бакалавра, 

теорія 
програмування 

комп’ютерних 

наук, дискретні 

структури, 

основи 

обчислювально

го інтелекту, 

системний 
аналіз, 

інтелектуальни

й аналіз даних, 

моделювання 

систем 

елементарної та 

дискретної 

математики, 

аналітична геометрія, 

лінійна алгебра, 

дискретна 

математика, 
диференціальні 

рівняння, теорія 

ймовірностей та її 

застосування, вступ 

до математичної 

статистики, вступ до 

SQL баз даних, 

технічна англійська 

дискретна математика та 

теорія алгоритмів, 

алгебра та аналітична 

геометрія, математичний 

аналіз, фізика, 

диференціальні рівняння, 

теорія ймовірностей, 
імовірнісні процеси та 

математична статистика, 

математичні методи 

дослідження операцій, 

теорія прийняття рішень, 

математичні методи 

дослідження операцій, 

теорія прийняття рішень, 

системний аналіз, 

алгоритмізація та 

програмування, вступ до 

іт, комп'ютерна графіка, 
алгоритми і структури 

даних, об'єктно-

орієнтоване 

програмування, сучасні 

мови програмування, 

управління іт-проектами 

технологія 

програмування та 

створення програмних 

продуктів, організація 

баз даних і знань, 
методика викладання 

інформатики, методи та 

системи штучного 

інтелекту, технології 

розподілених систем та 

паралель- 

них обчислень, 

проектно-технологічна 

практика, 

переддипломна 

практика, виконання 

дипломної роботи 
бакалавра 

теорiя 

ймовiрностей, 

імовірнісні 

процеси і 

математична 

статистика,  

екологiя,  
математичні 

методи 

дослідження 

операцій,  

фiлософiя,  

іноземна мова,  

правова культура 

особистості,  

програмування,  

інформаційні 

технології,  

методи та 
системи штучного 

інтелекту,  

комп'ютерна 

графіка,  

об'єктно-

орієнтоване 

програмування,  

web-технології та 

web-дизайн,  

системний аналіз,  

комп'ютерні 
мережі,  

проектно-

технологічна 

практика,  

виробнича 

практика,  

дипломне 

проектування та 

захист 

 

ПР2 

алгебра та 

геометрія, 

математичний 

аналіз, підготовка 

кваліфікаційної 

роботи бакалавра, 

дискретна 

математика, 

диференціальні 

рівняння, теорія 

ймовірностей, 
математична 

статистика, 

обчислювальна 

геометрія та 

математика для 

комп’ютерних 

наук, дискретні 

структури,  

моделювання 

систем 

вступ до 

математичної 

статистики, 

програмування, вступ 

до SQL баз даних, 

технічна англійська 

алгебра та аналітична 

геометрія, математичний 

аналіз, диференціальні 

рівняння, теорія 

ймовірностей, 

імовірнісні процеси та 

математична статистика, 

математичні методи 

дослідження операцій, 

теорія прийняття рішень, 

системний аналіз 

вища математика,  

фізика,  

чисельні методи,  

дискретна 

математика,  

теорiя 

ймовiрностей, 

імовірнісні 

процеси і 

математична 

статистика,  
організація баз 

даних, дипломне 

проектування та 

захист  
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комп'ютерна 

графіка 

ПР3 

екологічні й 

економічні 

процеси та їх 

моделювання, 

теорія прийняття 

рішень, теорія 
ймовірностей, 

математична 

статистика, 

основи 

дослідження 

операцій, теорія 

керування та 

основи 

робототехніки 

теорія 

ймовірностей 

для 

комп’ютерних 

наук, 

інтелектуальни
й аналіз даних, 

моделювання 

систем 

програмування, вступ 

до SQL баз даних, 

технічна англійська 

теорія ймовірностей, 

імовірнісні процеси та 

математична статистика, 

математичні методи 

дослідження операцій, 

теорія прийняття рішень, 
системний аналіз 

теорiя 

ймовiрностей, 

імовірнісні 

процеси і 

математична 

статистика,  
екологiя,  

математичні 

методи 

дослідження 

операцій, 

дипломне 

проектування та 

захист 

 

ПР4 

обчислювальна 

геометрія та 

комп'ютерна 

графіка, теорія 
керування та 

основи 

робототехніки, 

інтелектуальні 

системи 

основи 

обчислювально

го інтелекту  

математичний аналіз, 

елементи алгебри та 

теорії чисел, 

елементи 
математичної логіки, 

елементарної та 

дискретної 

математики, 

аналітична геометрія, 

лінійна алгебра, 

дискретна 

математика, 

диференціальні 

рівняння, теорія і 

методи проектування 
реляційних баз даних, 

вступ до 

програмування 

паралельних процесів 

(мови C++ і Java), 

технічна англійська 

методи та системи 

штучного інтелекту 

методи та 

системи штучного 

інтелекту,  

теорія 
розпізнавання 

образів та 

класифікації в 

системах 

штучного 

інтелекту, 

дипломне 

проектування та 

захист 

ПР5 

математична 

логіка, теорія 

алгоритмів, 

виробнича 

практика, 

програмування, 
підготовка 

кваліфікаційної 

роботи бакалавра, 

теорія 

програмування 

алгоритмізація 

та 

програмування

, проектування 

та аналіз 

алгоритмів  

методи оптимізації і 

дослідження 

операцій, вступ до 

SQL баз даних, 

технології web-

програмування, 
теорія і методи 

проектування 

реляційних баз даних, 

вступ до 

програмування 

паралельних процесів 

(мови С++ і Java), 

розробка 

компіляторів для 

предметно-орієнт. 

мов, технічна 

англійська 

дискретна математика та 

теорія алгоритмів, 

алгебра та аналітична 

геометрія, математичний 

аналіз, диференціальні 

рівняння, алгоритмізація 
та програмування, вступ 

до іт, алгоритми і 

структури даних, 

об'єктно-орієнтоване 

програмування, сучасні 

мови програмування, 

управління іт-проектами 

технологія 

програмування та 

створення програмних 

продуктів, веб-технології 

та веб-дизайн,  

чисельні методи,  

дискретна 

математика,  

програмування,  

комп'ютерна 

графіка,  
організація баз 

даних, 

web-технології та 

web-дизайн,  

дипломне 

проектування та 

захист 
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організація баз даних і 

знань, методика 

викладання інформатики, 

методи та системи 

штучного інтелекту, 

технології розподілених 

систем та паралель- 
них обчислень, 

проектно-технологічна 

практика, 

переддипломна 

практика, виконання 

дипломної роботи 

бакалавра 

ПР6 

диференціальні 

рівняння, 

чисельні методи 

чисельні 

методи, 

моделювання 

систем 

історія України, 

філософія, англійська 

мова, англійська мова 

за фахом, операційні 

системи, методи 

оптимізації і 
дослідження 

операцій, технології 

web-програмування, 

теорія і методи 

проектування 

реляційних баз даних, 

вступ до 

програмування 

паралельних процесів 

(мови C++ і Java), 

розробка 
компіляторів для 

предметно-орієнт. 

мов, паралельні та 

розподілені 

обчислення, технічна 

англійська 

технології розподілених 

систем та паралель- 

них обчислень 

 

Вища математика,  

Чисельні методи, 

Дипломне 

проектування та 

захист 

ПР7 

основи 

дослідження 

операцій, 

дослідження 

операцій 

дослідження 

операцій, 

моделювання 

систем 

операційні системи, 

методи оптимізації і 

дослідження 

операцій, вступ до 

SQL баз даних, 

технології web-

програмування, 
технічна англійська 

математичні методи 

дослідження операцій, 

теорія прийняття рішень, 

системний аналіз,  

технології розподілених 

систем та паралель- 

них обчислень 
 

Діловий протокол 

та етика 

спілкування,  

Об'єктно-

орієнтоване 

програмування, 

Дипломне 
проектування та 

захист 

ПР8 

екологічні й 

економічні 

процеси та їх 

моделювання, 

теорія прийняття 

рішень, 

підготовка 

кваліфікаційної 

роботи бакалавра 

системний 

аналіз, 

проектування 

інформаційних 

систем 

об'єктно-орієнтовне 

програмування (мова 

C++), об'єктно-

орієнтоване 

програмуван. (мова 

Java), алгоритми і 

структури даних, 

архітектура 

обчислювальних 

систем, операційні 

теорія прийняття рішень,  

системний аналіз, 

алгоритмізація та 

програмування,  вступ до 

іт, алгоритми і структури 

даних, 

об'єктно-орієнтоване 

програмування, 

комп'ютерні мережі, 

сучасні мови 

екологiя,  

математичні 

методи 

дослідження 

операцій,  

системний аналіз, 

дипломне 

проектування та 

захист 
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системи, математична 

логіка і мова Prolog, 

інформаційні мережі, 

методи оптимізації і 

дослідження 

операцій, вступ до 

SQL баз даних, 
технології web-

програмування, 

декларативне 

програмування 

(Haskell і Prolog), 

теорія і методи 

проектування 

реляційних баз даних, 

вступ до 

програмування 

паралельних процесів 

(мови C++ і Java), 
розробка 

компіляторів для 

предметно-орієнт. 

мов, паралельні та 

розподілені 

обчислення, вступ до 

штучного інтелекту 

програмування, 

управління іт-проектами, 

технологія 

програмування та 

створення програмних 

продуктів, організація 

баз даних і знань, методи 
та системи штучного 

інтелекту, технології 

розподілених систем та 

паралель- 

них обчислень, 

проектно-технологічна 

практика, 

переддипломна 

практика, виконання 

дипломної роботи 

бакалавра 

 

ПР9 

об'єктно-

орієнтоване 

програмування, 

інструментальні 

середовища та 
технології 

програмування, 

інформаційні 

технології, 

програмування, 

підготовка 

кваліфікаційної 

роботи бакалавра 

алгоритмізація 

та 

програмування

, об'єктно-

орієнтоване 
програмування

, непроцедурне 

програмування 

операційні системи, 

математична логіка і 

мова Prolog, методи 

оптимізації і 

дослідження 
операцій, технології 

web-програмування, 

розробка 

компіляторів для 

предметно-орієнт. 

мов 

алгоритмізація та 

програмування, вступ до 

іт, алгоритми і структури 

даних, об'єктно-

орієнтоване 
програмування, сучасні 

мови програмування, 

управління іт-проектами 

технологія 

програмування та 

створення програмних 

продуктів, організація 

баз даних і знань, 

методика викладання 

інформатики, методи та 

системи штучного 

інтелекту, технології 
розподілених систем та 

паралель- 

них обчислень, 

проектно-технологічна 

практика, 

переддипломна 

практика, виконання 

дипломної роботи 

бакалавра 

програмування,  

комп'ютерна 

графіка,  

web-технології та 

web-дизайн,  
проектування 

інформаційних 

систем, дипломне 

проектування та 

захист 

ПР10 

бази даних та 

інформаційні 

системи, 
підготовка 

кваліфікаційної 

бази даних та 

знань, 

високопродукт
ивні 

обчислення, 

математична логіка і 

мова Prolog 

алгоритмізація та 

програмування, вступ до 

іт, комп'ютерна графіка, 
алгоритми і структури 

даних, об'єктно-

комп'ютерна 

схемотехніка та 

архітектура 
комп'ютерів,  

технологія 
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роботи бакалавра проектування 

та розробка 

веб-

застосувань  

орієнтоване 

програмування, сучасні 

мови програмування, 

управління іт-проектами 

технологія 

програмування та 

створення програмних 
продуктів, організація 

баз даних і знань, 

методика викладання 

інформатики, методи та 

системи штучного 

інтелекту, технології 

розподілених систем та 

паралель- 

них обчислень, 

проектно-технологічна 

практика, 

переддипломна 
практика, виконання 

дипломної роботи 

бакалавра 

створення 

програмних 

продуктів,  

управління іт-

проектами, 

дипломне 

проектування та 
захист 

ПР11 

інструментальні 

середовища та 

технології 

програмування, 

інформаційні 

технології, 

виробнича 

практика, 

іноземна мова,  
підготовка 

кваліфікаційної 

роботи бакалавра 

технологія 

створення 

програмних 

продуктів, 

проектування 

інформаційних 

систем 

 Алгоритмізація та 

програмування, Вступ до 

ІТ, Об'єктно-орієнтоване 

програмування,  

Сучасні мови 

програмування,  

Управління ІТ-

проектами, 

Технологія 
програмування та 

створення про- 

грамних продуктів, Веб-

технології та веб-дизайн, 

Організація баз даних і 

знань, Методи та 

системи штучного 

інтелекту, Проектно-

технологічна практика, 

Переддипломна 

практика, Виконання 

дипломної роботи 
бакалавра 

Технологія 

створення 

програмних 

продуктів,  

Теорія 

розпізнавання 

образів та 

класифікації в 

системах 
штучного 

інтелекту,  

Проектування 

інформаційних 

систем, Дипломне 

проектування та 

захист 

ПР12 

інтелектуальні 

системи 

основи 

обчислювально

го інтелекту, 

інтелектуальни

й аналіз даних 

математична логіка і 

мова Prolog, шаблони 

об'єктно-

орієнтованого 

програмуван. 

Методи та системи 

штучного інтелекту, 

Технології розподілених 

систем та паралельних 

обчислень 

Методи та 

системи штучного 

інтелекту,  

Управління ІТ-

проектами, 

Дипломне 

проектування та 

захист 

ПР13 

системне 

програмування, 

архітектура 

обчислювальних 

архітектура 

обчислювальни

х систем, 

комп’ютерні 

математична логіка і 

мова Prolog, методи 

оптимізації і 

дослідження 

вступ до іт, комп'ютерні 

мережі, управління іт-

проектами, технологія 

програмування та 

інформаційні 

технології,   

операційні 

системи, 
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систем та 

комп'ютерні 

мережі 

мережі, 

операційні 

системи 

операцій, технології 

web-програмування, 

методи розробки 

інтерфейсу 

користувача, 

шаблони об'єктно-

орієнтованого 
програмуван., вступ 

до штучного 

інтелекту 

створення програмних 

продуктів 

 

дипломне 

проектування та 

захист 

ПР14 

системне 

програмування, 

архітектура 

обчислювальних 

систем та 

комп'ютерні 

мережі 

архітектура 

обчислювальни

х систем, 

комп’ютерні 

мережі, 

операційні 

системи 

математична логіка і 

мова Prolog, методи 

оптимізації і 

дослідження 

операцій, технології 

web-програмування, 

методи розробки 

інтерфейсу 

користувача, 

шаблони об'єктно-
орієнтованого 

програмуван., вступ 

до штучного 

інтелекту 

алгоритмізація та 

програмування, вступ до 

іт, комп'ютерна графіка, 

об'єктно-орієнтоване 

програмування, сучасні 

мови програмування, 

управління іт-проектами 

технологія 

програмування та 

створення програмних 
продуктів, організація 

баз даних і знань, 

методика викладання 

інформатики, методи та 

системи штучного 

інтелекту, проектно-

технологічна практика, 

педагогічна практика, 

переддипломна 

практика, виконання 

дипломної роботи 
бакалавра 

системний аналіз,  

комп'ютерні 

мережі, дипломне 

проектування та 

захист 

ПР15 

об'єктно-

орієнтоване 

програмування, 

інструментальні 

середовища та 

технології 

програмування, 

інформаційні 

технології, 

виробнича 

практика,  

підготовка 
кваліфікаційної 

роботи бакалавра 

об'єктно-

орієнтоване 

програмування

, системний 

аналіз, 

проектування 

інформаційних 

систем 

інформаційні мережі, 

методи розробки 

інтерфейсу 

користувача, 

паралельні та 

розподілені 

обчислення, вступ до 

штучного інтелекту, 

науково-дослідницька 

практика 

вступ до іт, комп'ютерні 

мережі, управління іт-

проектами технологія 

програмування та 

створення програмних 

продуктів, організація 

баз даних і знань, методи 

та системи штучного 

інтелекту, технології 

розподілених систем та 

паралель- 

них обчислень, 
проектно-технологічна 

практика, 

переддипломна 

практика, виконання 

дипломної роботи 

бакалавра 

програмування,  

web-технології та 

web-дизайн,  

теорія 

розпізнавання 

образів та 

класифікації в 

системах 

штучного 

інтелекту, 

дипломне 

проектування та 
захист 

ПР16 

архітектура 

обчислювальних 

систем та 

комп'ютерні 

мережі, 

алгебраїчні 

комп’ютерні 

мережі, 

операційні 

системи 

інформаційні мережі, 

вступ до SQL баз 

даних, методи 

розробки інтерфейсу 

користувача, 

шаблони об'єктно-

методи та системи 

штучного інтелекту,  

технології розподілених 

систем та паралель- 

них обчислень 

правова культура 

особистості,  

проектно-

технологічна 

практика,  

виробнича 
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структури, 

криптографія та 

захист інформації 

орієнтованого 

програмуван., 

курсова науково-

дослідницька робота, 

вступ до штучного 

інтелекту 

практика, 

дипломне 

проектування та 

захист 

ПР17 

розподілене та 

паралельне 
програмування 

високопродукт

ивні 
обчислення 

  технології 

розподільних 
систем та 

паралельних 

обчислень, 

дипломне 

проектування та 

захист 

 
Теоретичне підґрунтя аналізу освітніх програм 

В [4] було розглянуто математичну модель 

аналізу освітніх програм. Зокрема, було введено 
до розгляду поняття:  

Множина спеціальностей: 

SP = {spi | i=1..n}. 

Для кожної spSP введемо до розгляду 

наступні поняття: 
множина результатів навчання спеціальності: 

LOsp= {loi | i=1..t}; 

множина освітніх програм спеціальності: 

OPsp={opi | j=1..m}. 

Для кожної opOPsp введемо до розгляду 
поняття: 

Множина обов’язкових освітніх компонент 

(дисциплін) освітньої програми: 
OK op[sp] = {oki | i=1..t}. 

множина результатів навчання дисципліни: 

LOok = { look | look LOsp & LOZop[sp](look, ok)}. 

Кількість результатів навчання дисципліни 

│LOok│. 
Спільні результати навчання множини попарно 

різних дисциплін за освітніми програмами однієї 

спеціальності: Splo(OKD[sp]): 

ksp  Splo(OKD[sp]) look LOsp & 

 oksp  OKD [sp] LOZop[sp](look, oksp)}. 

Кількість спільних результатів навчання 

множини попарно різних дисциплін за освітніми 
програмами однієї спеціальності: 

│ Splo(OKD[sp])│. 

Автоматизація аналізу порівняння ОПП 
Засобом автоматизації аналізу авторами 

обрано СКБД MS SQL Server [12]. Для 

дослідження авторами розроблено базу даних 
EducationPrograms яка містить, зокрема, таблиці 

[4]: 

 Universities ([PK] Id, Name, EDBO); 

 Faculties ([PK] Id, Name, [FK] 
UniversityId); 

 SpecialityCompetences ([PK] Id, Name, 

[FK] SpecialityId, [FK] CompetenceId); 

 EdProgramsTypes ([PK] Id, TypeName); 

 Specialisations ([PK] Id, Name); 

 Competences ([PK] Id, Competence, 

[FK] CompetenceTypeId); 

 EpSubjectCompetence ([PK] Id, 
[FK] SubjectId, [FK] SpecialityCompetenceId); 

 Subjects ([PK] Id, Name, [FK] ERrogramId, 

Credit, [FK] ControlId); 

 ControlTypes ([PK] Id, ControlTypeName); 

 CompetencesTypes ([PK] Id, CompType); 

 EpSubjectOutcomes ([PK] Id, 

[FK] SubjectId, [FK] LearningOutcomeId); 

 EducationPrograms ([PK] Id, Name, 
[FK] SpecialityId,  [FK] EdPrTypeId, EDBO, 

[FK] FacultyId, ImplementationDate);  

 LearningOutcomes ([PK] Id, 

[FK] SpecialityId, LOName, LearningOutcome). 

З метою здійснення аналізу ПРН авторами 
розроблено SQL-запити до сформованої бази 

даних.  

На поточний момент в базі даних в наявності: 
- одна спеціальність (122 «Комп’ютерні 

науки»); 17 програмних результатів навчання; 

- 8 ОПП з 8 структурних підрозділів 7 ЗВО; 

-  312 обов’язкових дисциплін; 
- 7074 різних пар ПРН за описаними 

програмами. 

Для порівняння було обрано довільно 4 освітні 
програми, які містять таблиці ПРН.  

В роботі проаналізовано дисципліни ОПП за 

програмними результатами навчання. Відповідно 
до проведеного автоматизованого аналізу в ОПП 

«Інформатика» відсутні ПРН, які не 

забезпечуються жодною дисципліною. 
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В таблиці 2 наведено фрагмент порівняння 

дисциплін обраних для аналізу ОПП за відсотком 

подібності та кількості результатів навчання 

опанування яких забезпечується дисципліною.  
 

Таблиця 2.  Фрагмент  порівняння  дисциплін освітніх програм за відсотком подібності

Дисципліна 1 

(оk1) ОПП (op1) 

 

 

Дисципліна 2 

(оk2) ОПП (op2) 

Відсот. 

подіб-

ності 

Splo 

({ok1, 

ok2}) 

Кільк. 

Сп. 

ПРН 

|LO({o

k1, 

ok2})| 

Кільк. 

ПРН 

дисц 1 

|LOok2| 

Кільк. 

ПРН 

дисц. 2 

|LOok1| 

Диференційні 

рівняння 

ФКНК 

«Інформатика» 

Математичний 

аналіз 

ФКНК 

«Інформатика» 75 1 2 1 

Філософія 

ФІТ 

«Комп'ютерні 

науки» Філософія 

ФКНК 

«Інформатика» 100 1 1 1 

Дослідження 

операцій 

ФІТ 

«Комп'ютерні 

науки» 

Дослідження 

операцій 

ФКНК 

«Інформатика» 100 1 1 1 

Основи 

обчислювальн

ого інтелекту 

ФІТ 

«Комп'ютерні 

науки» 

Інтелектуальні 

системи 

ФКНК 

«Інформатика» 83,3 2 3 2 

Методи 

оптимізації і 

дослідження 

операцій 

ХНУ імені 

В.Н. Каразіна 

«Інформатика» 

Системне 

програмування 

 

ФКНК 

«Інформатика» 64,3 2 7 2 

Методи 
розробки 

інтерфейсу 

користувача 

ХНУ імені 

В.Н. Каразіна 

«Інформатика» 

Алгебраїчні 
структури, 

крипт. та захист 

інформації 

ФКНК 

«Інформатика» 62,5 1 4 1 

Інформаційні 

мережі 

ХНУ імені 

В.Н. Каразіна 

«Інформатика» 

Теорія 

прийняття 

рішень 

ФКНК 

«Інформатика» 41,7 1 3 2 

Ділова 

українська 

мова 

УжНУ 

«Інформатика» 

Соціально-

політичні студії ФКНК 

«Інформатика» 100 1 1 1 

Теорія ймов., 

імовірнісні 

процеси та 

мат. стат. 

УжНУ 

«Інформатика» 

Дискретна 

математика 

ФКНК 

«Інформатика» 66,7 1 3 1 

Виконання 

дипл. роботи 

бакалавра, 
атестація 

УжНУ 

«Інформатика» 

Виробнича 

практика  

ФКНК 
«Інформатика» 66,7 3 9 3 

Технологія 

програмування 

та створення 

прог. прод. 

УжНУ 

«Інформатика» 

Об'єктно-

орієнтоване 

програмування ФКНК 

«Інформатика» 61,1 2 9 2 

Чисельні 

методи 

НУБіП 

«Комп’ютерні 

науки» 

Диференціальні 

рівняння 

ФКНК 

«Інформатика» 75 1 1 2 

WEB-

технології та 

WEB-дизайн 

НУБіП 

«Комп’ютерні 

науки» 

Об'єктно-

орієнтоване 

програмування 

ФКНК 

«Інформатика» 75 2 4 2 

Комп'ютерна 

графіка 

НУБіП 

«Комп’ютерні 

науки» 

Інформаційні 

технології 

ФКНК 

«Інформатика» 33,3 1 3 3 
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Наведене в таблиці 2 співставлення дає 

наглядне уявлення про відсоток подібності 
конкретних обов’язкових освітніх компонент у 

різних ОПП за спільною спеціальністю в розрізі 

ПРН. 
В таблицях 3-7 наглядно продемонстровано 

відсоток подібності ПРН за обов’язковими 

освітніми компонентами (ОК) на одну з 
дисциплін ФКНК «Інформатика» спеціальності 

122 «Комп’ютерні науки», а саме 

«Інструментальні середовища та технології 

програмування» (ІСтаТП) з освітніми 
компонентами (ОК) інших ОПП. 

 
Таблиця 3. Відсоток подібності ІСтаТП з деякими 

ОК ХНУ імені В.Н. Каразіна «Інформатика» 

 

Освітня компонента Відсоток 
подібності 

Операційні системи 29,17 

Математична логіка і мова Prolog 25 

Інформаційні мережі 33,33 

 Методи оптимізації і дослідження 
операцій 23,81 

Методи розробки інтерфейсу 

користувача 29,17 

Розробка компіляторів для 

предметно-орієнт. Мов 29,17 

Паралельні та розподілені 

обчислення 33,33 

Вступ до штучного інтелекту 26,67 

Науково-дослідницька практика 66,67 

 

 
Таблиця 4. Відсоток подібності ІСтаТП з деякими 

ОК УжНУ «Інформатика» 

 

Освітня компонента Відсоток 
подібності 

Алгоритмізація та програмування 47,61 

Вступ до ІТ 66,67 

Алгоритми і структури даних 26,67 

Об'єктно-орієнтоване програмування 45,83 

Комп'ютерні мережі 33,33 

Сучасні мови програмування 47,62 

Управління ІТ-проектами 66,67 

Технологія програмування та 
створення програмних продуктів 66,67 

Веб-технології та веб-дизайн 75 

Методика викладання інформатики 26,67 

 

Таблиця 5. Відсоток подібності дисципліни 

ІСтаТП з іншими ОК НУБіП «Комп’ютерні 
науки» 

 

Освітня компонента Відсоток 
подібності 

Програмування 58,33 

Технологія створення програмних 

продуктів 41,67 

WEB-технології та WEB-дизайн 58,33 

Проектування інформаційних систем 83,33 

 

Таблиця 6. Відсоток подібності ІСтаТП з деякими 
ОК ФКНК «Інформатика» 

 

Освітня компонента Відсоток 

подібності 

Об'єктно-орієнтоване програмування 83,33 

Інформаційні технології 100 

Виробнича практика  66,67 

Програмування 41,67 

Підготовка кваліфікаційної роботи 
бакалавра  68,75 

 

Таблиця 7. Відсоток подібності ІСтаТП з деякими 
ОК ФІТ «Комп'ютерні науки» 

 

Освітня компонента Відсоток 

подібності 

Алгоритмізація та програмування 41,67 

Об'єктно-орієнтоване програмування 83,33 

Непроцедурне програмуваня 66,67 

Системний аналіз 33,33 

Проектування інформаційних систем 66,67 

Технологія створення програмних 

продуктів 66,67 

 

Висновки 
Проведений аналіз освітньо-професійної 

програми першого (бакалаврського) рівня вищої 

освіти «Інформатика» галузі знань 12 
«Інформаційні технології», спеціальності 122 

«Комп’ютерні науки», що реалізуються на 

факультеті комп’ютерних наук та кібернетики 

Київського національного університету імені 
Тараса Шевченка з освітньо-професійними 

програмами того ж рівня вищої освіти й 

спеціальності інших закладів вищої освіти 
України показав: в ОПП «Інформатика» відсутні 

ПРН, що не забезпечуються жодною 

обов’язковою дисципліною.  
Також проаналізовано співвідношення 

програмних результатів навчання та освітніх 
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компонент у різних ОПП, здійснено 

порівняльний аналіз дисциплін ОПП за 
програмними результатами навчання.  

Проведений аналіз подібності дисциплін 

показує, що змістовно подібні дисципліни ОПП 

різних закладів вищої освіти за спеціальністю 122 

«Комп’ютерні науки» забезпечують аналогічні 
результати навчання. 
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Стаття присвячена огляду задач умовної генерації тексту: перефразування, виправлення 

граматичних та орфографічних, спрощення тексту. Розглядаються джерела тренувальних даних, 

метрики оцінки якості роботи систем та сучасні нейромережеві підходи для розв’язання таких 
задач. Для кожного завдання розглядається його специфіка та вплив на запропоновані методи. 

Аналізуються спільні риси задач умовної генерації тексту та їх рішень. 

Ключові слова: обробка природної мови, нейронні мережі, машинне навчання, умовна генерація 
тексту, перефразування, виправлення граматичних помилок, спрощення тексту. 

 

The article is devoted to the review of conditional test generation, one of the most promising fields of 
natural language processing and artificial intelligence. Specifically, we explore monolingual local sequence 

transduction tasks: paraphrase generation, grammatical and spelling errors correction, text simplification. 

To give a better understanding of the considered tasks, we show examples of good rewrites. Then we take a 

deep look at such key aspects as publicly available datasets with the splits (training, validation, and testing), 
quality metrics for proper evaluation, and modern solutions based primarily on modern neural networks. 

For each task, we analyze its main characteristics and how they influence the state-of-the-art models. 

Eventually, we investigate the most significant shared features for the whole group of tasks in general and 
for approaches that provide solutions for them. 

Key Words: natural language processing, neural networks, machine learning, conditional text 

generation, paraphrase generation, grammatical error correction, text simplification. 

 

Статтю представив чл.-кор. НАН України, д.ф.-м.н., проф. Анісімов А.В.  
 

Вступ 

 

Генерація тексту є чи не найбільш провідним 

напрямком обробки природної мови та штучного 

інтелекту, що найактивніше розвивається на 
сьогодні. Прорив здійснила нейронна мережа 

GPT-3 [1], натренована на 45 терабайтах тексту з 

18.5 мільярдами параметрів. Вона змогла 
вирішувати великий спектр задач природної 

мови, навчаючись на звичайній генерації тексту. 

Суттєвою частиною цієї області є умовна 

генерація, коли на вхід подається певна 
інформація (умова) і текст (вихід) генерується з її 

врахуванням. До таких задач належить 
машинний переклад (умова – текст оригінальною 

мовою, вихід – текст мовою перекладу), 

виправлення граматичних та орфографічних 

помилок (умова – текст з помилками, вихід – 
текст без помилок), побудова діалогових систем 

(умова – попередні репліки, вихід – відповідь 

системи на них). 
У цій роботі досліджується поточний стан 

деяких задач умовної генерації тексту 

(англійською мовою), а саме перефразування, 

виправлення граматичних та орфографічних 
помилок, спрощення тексту. Розглядаються 
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найефективніші підходи, джерела даних та 
метрики оцінки якості роботи систем. 

 

Перефразування 
Перефразування – переказ тексту іншими 

словами зі збереженням змісту. Наприклад, 

питання “How do I talk English fluently?” та “How 
can I improve my English speaking?” можна 

вважати парафразами. Особливістю даного 

напрямку у порівнянні з іншими задачами 

обробки природної мови є велика кількість робіт, 
які не використовують розмічені дані, а оперують 

лише звичайними  моно корпусами тексту. 

Справа в тому, що умова і вихід для цієї задачі є 
взаємозамінними: якщо з речення x1, x2, …, xm ми 

можемо отримати речення y1, y2, …, yk з великою 

ймовірністю, то й логічно що при умові              

y1, y2, … , yk вихід x1, x2, …, xm має мати велику 
ймовірність. Більше того, кожне речення не 

повинне мати строго 1 парафраз, а може бути 

переписано різними способами, що підкреслює 
імовірнісну природу задачі. 

Для перефразування існує відносно велика 

кількість джерел даних різної якості та різного 
рівня (словосполучення, речення, абзаци). Серед 

них слід виділити: 

-  Quora Question Pairs (QQP) [2] складається з 

404,290 пар питань з сайту Quora, які були 
помічені модераторами як дублікати і тому є 

гарантовано парафразами; 

- ParaNMT [3] містить більше 50 млн пар 
англійською, згенерованих нейромережевим 

перекладом паралельних корпусів для задач 

машинного перекладу. Крім самих пар датасет 
включає у себе оцінки якості парафразів; 

-  LanguageNet [4] – набір парафразів отриманий 

“вирівнюванням” речень твітів, які посилались на 

один й той самий URL. Він налічує 51,524 пар 
речень розмічених анотаторами; 

- MSCOCO [5] був розроблений для задачі 

створення субтитрів до зображень. Кожна 
картинка мала 5 підписів, які з великою 

ймовірністю є парафразами, що у сумі налічує 

117 тисяч пар. 

Найпопулярнішими метриками для задачі 
перефразування є BLEU [6] та ROUGE [7]. BLEU 

обчислюється наступним чином: для кожного      

n ∈ [1, 2, 3, 4] рахуємо частку n-грам у реченні-
кандидаті, які потрапляють у розмічене 

(правильне) речення і усереднюємо отримані 

числа. Далі множимо експоненту середнього на 
штраф за коротку довжину речення. 
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Таким чином, BLEU намагається порахувати 
відсоток “правильних” n-грам у реченні, при 

цьому щоб отримане речення не було коротше за 

“золоте”. ROUGE – набір метрик, які враховують 

повноту: ROUGE-n – рахує F1 міру для n-грам 
аналогічно як точність рахується у BLEU, а 

ROUGE-L рахує найдовшу підпослідовність 

токенів з речення-кандидата у розміченому 
реченні. 

Проаналізувавши літературу по перефразуван-

ню можна прийти до наступного висновку: 

найкращою системою для поточної задачі є 
LBOW-Topk з роботи Paraphrase Generation with 

Latent Bag of Words [8]. Модель – енкодер-

декодер LSTM з модифікаціями для врахування 
специфіки задачі перефразування.  

У класичному seq2seq підході модель 

спочатку кодує вхідну послідовність                     
x = x1, x2, …, xm у послідовність h латентного 

простору, а потім декодує її у цільову 

послідовність y. 

Енкодер encφ та декодер decθ – нейронні 
мережі, а функція втрат рахується наступним 

чином:  
 xench   

 hdecxyp )|(  

 ],|log[ **

P~)*,*(2 xypL
yxSS   

де P*  – справжній розподіл даних. 

Запропонована ж модель використовує слова з 
вхідного речення для передбачення їх “сусідів” в 

мішку слів з цільового речення. З передбачених 

“сусідів” береться випадковим чином 
підмножина слів, яка й використовується для 

передбачення цільового речення. Робиться це 

наступним чином. 

Нехай маємо словник розміру V, тоді мішок 
слів z розміру k - це вектор з RV, де k – кількість 

одиниць, а всі інші значення нулі. 

Припускається, що z отримується шляхом 
семплінгу з базового категоріально розподілу 

kxzp )|~(   разів без замін. Для кожного слова xi з 

вхідної послідовності моделюється “сусід”          

zij ∈ RV: 
    ,| xlCategoricaxzp ijiij   

де ϕij – нейронна мережа. На практиці 
застосовується лінійний шар з softmax на виході 

h енкодеру encφ. Припускається, що кожен 

вихідний токен xi має максимальну кількість 
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сусідів l. Далі ймовірності всіх “сусідів” 
перемішуються усередненням: 

   .|
1

|~~~

,


ji

ij xzp
ml

xzpz 
 

Як було згадано вище, мішок слів z 

семплиться k разів без замін з розподілу )|~( xzp . 

Тоді z використовується для контрольованого 

декодування вихідної послідовності y:  
 xzpz |~~ 

  

  ),(,|~ zxdeczxypy    

Тоді фінальна функція втрат враховує як 

коректність передбачення мішку слів, так і 

декодування: 

 
 ],|log[ **

|~~zP,~)*,*(2 zxypL
xzpyxSS 




 

 ]|log[ *
*~*z

xzpL
PBOW   

,2 BOWSS LLL    

де z* представляє мішок слів цільової 

послідовності. 
Сам по собі семплінг z є недиференційованим. 

Щоб мати змогу рахувати градієнти зворотного 

поширення помилки використову-ється 
параметрична оцінка градієнтів через gumbel-

softmax. Нехай ймовірність z~  дорівнює 

  .,...,1,|~ Vixizp i    Збурені ваги і 

ймовірності отримуються наступним чином: 

iii ga  log  

)1,0(~ Gumbelgi  

Вибір k найбільших вагів з x = x1, x2, …, xV дасть 

той самий результат, що й семплінг k разів без 

замін. 
 

Виправлення граматичних та орфографічних 

помилок 
Назва задачі говорить сама за себе: на вхід (як 

умова) подається речення, в якому потенційно 

можуть бути помилки, на вихід система має 

видати виправлене речення, тобто без помилок. 
Характерною особливістю напрямку є те, що 

вихідне речення не сильно відрізняється від 

вхідного – відносно мала відстань Левенштейна 
по словам. Через це багато робіт у даній області 

не переписують речення повністю, а лише 

пропонують виправлення. Таким чином, підходи 
з маркування послідовностей працюють на рівні з 

seq2seq. 

Для задачі виправлення граматичних та 

орфографічних помилок існує доволі велика 
кількість розмічених даних, більшість з яких 

отримані з курсів вивчення англійської. Серед 

них: 

- National University of Singapore Corpus of 
Learner English (NUCLE) [9] містить 1,400 есе 

написаних студентами та проанотованих 

професійними викладачами англійської. Всього 
налічує 56,958 речень, кожне з яких 

проанотоване 2 спеціалістами; 

-  Lang-8 Learner Corpora [10] є найбільшим серед 
відомих відкритих корпусів. Містить майже 

мільйон пар речень англійською з сайту Lang-8, 

де користувачі виправляють грамматику один 

одного; 
- First Certificate in English (FCE) [11] corpus 

складається 1,244 виправлених відповідей до 

екзаменаційних питань FCE; 
- W&I+LOCNESS [12] містить 34,304 пар речень, 

які були написані студентами та розмічені 

професійними анотаторами з Write & Improve. 

Крім самих пар міститься інформація про те, 
який рівень англійської здавав студент. 

Оскільки існує консенсус як має виглядати 

граматично правильне речення англійської, а 
виправлені речення не сильно відрізняються від 

оригінальних, оцінювання переписувань систем є 

більш простим та зрозумілим у порівнянні з 
іншими задачами природної мови. Зокрема 

застосовується MaxMatch (M2) Scorer [13] та 

ERRANT [14]. Обидві метрики є нічим іншим як 

F0.5 мірою кількості правильних виправлень. 
Різниця між ними тільки у алгоритмі підрахунку 

виправлень. 

recallprecision

recallprecision
F






25.0

25.1
5.0  

Найкращою системою для виправлення 

граматичних і орфографічних помилок є 
GECToR з роботи GECToR – Grammatical Error 

Correction: Tag, Not Rewrite [15]. Модель, замість 

того щоб передбачати правильне речення, 
передбачає виправлення, які потрібно зробити. З 

точки зору архітектури – це трансформер XLNet 

[16], дотренований на передбаченні граматичних 
та орфографічних виправлень. Нейронна мережа 

намагається вирішити одразу 2 задачі: 

передбачити чи потрібно робити виправлення 

для поточного токена xi послідовності                   
x = x1, x2, …, xm та яке саме виправлення потрібно 

зробити. Для цього отримане після енкодера 

представлення hi подається одразу на 2 лінійні 
шари: 

 xench   

lll bhWp   

.ddd bhWp   

Далі для обох передбачень рахується функція 

втрат та сумується: 
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ectionlabeling LLL det  

Існують різні типи виправлень, які передбачає 

модель: 
-  KEEP – не чіпати поточний токен; 

-  DELETE – видалити поточний токен; 

- APPEND_wi – вставити слово wi після поточ-

ного токену; 
-  REPLACE_wi –  замінити  поточний  токен  на 

слово wi; 

-  CASE – змінити регістр поточного токену; 
-  MERGE – “з’єднати” поточний токен з наступ-

ним; 

-  SPLIT – розбити поточний токен на два; 
-  NOUN NUMBER – змінити множину поточно-

го іменника; 

-  VERB FORM – змінити форму поточного 

дієслова 
Оскільки дана модель є неавторегресивною та 

має лише енкодер (декодер відсутній), вона є 

відносно швидкою (приблизно в 2-3 рази за 
авторегресивні моделі). 

 

Спрощення тексту 
Спрощення тексту — переписування тексту 

таким чином, що граматика та структура значно 

спрощуються, а основне значення та інформація 

залишаються незмінними. Наприклад, для 
речення “Both men and women when attending a 

mosque must adhere to these guidelines.” 

спрощеним буде “Both men and women when 
going a mosque must follow these rules.” 

В порівнянні з попередніми задачами джерел 

даних для задачі спрощення тексту помітно 

менше. Серед них: 
-  WikiLarge [17] складається з 296 тисяч пар 

речень (складних і відповідних простих), 

створених напівавтоматичним чином зі змін у 
Вікіпедії; 

-  Newsela [18] містить 1,130 статей новин, 

переписаних аннотаторами для дітей різних 
класів з різним “рівнем” спрощення. Налічує 95 

тисяч пар речень та є більш якісним у порівнянні 

з WikiLarge. 

Як основні метрики для оцінки якості систем 
спрощення тексту використовуються SARI [19] 

та FKGL [20]. SARI рахується як середнє 

арифметичне між F1 мірами для n-грам трьох 
операцій add (додавання нових токенів), keep 

(для токенів, що залишились у спрощених 

варіантах переписувань систем та розмічених 

речення) та delete (видалення токенів з 
оригінального речення). 

 delkeepaddope ,,  

 
   

   nrnp

nrnp
nf

opeope

opeope

ope





2  

 



]...,,1[

1

kn

opeope nf
k

F  

3

delkeepadd FFF
SARI


  

FKGL – міра читабельності речення; лінійна 

комбінація кількості слів на речення та кількості 
складів на слово: 

59.15
#

#
8.11

#

#
39.0 

words

syllables

sentences

words
FKGL  

Метрика не використовує правильні (розмічені) 

речення, а тому має застосовуватися у комбінації 

з SARI. 
Згідно вищезазначених метрик якості, 

найкращою системою на сьогоднішній день є 

нейрона мережа з роботи Multilingual 
Unsupervised Sentence Simplification [21]. Це 

seq2seq модель архітектури transformer - BART 

[22]. 

У роботі значна увага приділяється 
контрольованій генерації тексту. Для цього під 

час навчання на вхід, крім оригінальних 

(складних) речень подаються також спеціальні 
токени, які відповідають певним атрибутам 

спрощення: 

-  NbChars – співвідношення літер у оригінально-
му і спрощеному реченні. Відповідає за рівень 

“компресії” переписаного; 

-  LevSim – нормалізована схожість Левенштейна 

між реченнями на рівні літер. Тобто на скільки 
відрізняється переписане речення від 

оригінального; 

-  WordRank вимірює те, на скільки слова з 
отриманого речення є вживаними у порівнянні з 

вхідним; 

- DepTreeDepth відповідає глибині Dependency 

tree для речень. Порівнює синтаксичну 
складність. 

Далі під час генерації тексту подаються ці 4 

спеціальні токени в залежності від того, яким ми 
хочемо бачити переписане речення. Наприклад, 

щоб отримати максимально коротке речення 

можна подати токен, який відповідає NbChars = 
0.1. 

Порівняльний аналіз 

Слід зазначити, що вищезгадані задачі мають 

спільну рису – в усіх задачах переписування 
тексту відбувається зі збереженням змісту. Тобто 

якщо “форма” змінюється, то сенс залишається 

тим самим. Підходи до вирішення задач теж 
мають ряд спільного. 

Насамперед це модель трансформер. З 

моменту її представлення у роботі Attention is all 
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you need [23], трансформери стали де-факто 
стандартом для state of the art підходів у області 

обробки природної мови. Суттєву роль у цьому 

зіграло так зване попереднє тренування моделей 
на більш загальних текстових задачах. Зазвичай 

для таких задач не потрібні розмічені дані – 

достатньо великих моно корпусів для анотацій. 
Наприклад, у найпопулярнішому варіанті Masked 

Language Modelling, 15% випадкових токенів 

маскуються і моделі слід відгадати справжні. 

Другим спільним моментом усіх підходів є те, 
що створюються архітектурні особливості під 

кожну задачу. Так у задачі перефразування для 

врахування стохастичності виходу (для речення 
не існує строго одного парафразу) 

використовується Latent Bag of Words, який 

допомагає випадковим чином вибрати токени 

майбутнього речення та, застосовуючи їх, 
згенерувати текст. Для врахування того факту, 

що речення суттєво не змінюється у виправленні 

граматичних помилок передбачаються 
виправлення замість генерації всього тексту. У 

спрощенні тексту в модель закладаються її 

атрибути: наскільки текст має бути коротший, 
простіший (з лексичної та синтаксичної точки 

зору) та як сильно відрізнятися від вхідного. 

 Третя риса – архітектура seq2seq, що є 

універсальною на сьогоднішний день. Покращена 
cross-attention з трансформеру, seq2seq дуже 

добре передає контекст отриманий з енкодеру у 

декодер. Звісно це призводить до 
авторегресивної генерації, що у свою чергу 

сповільнює модель, але одночасно дає хорошу 

якість. 
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Аналіз сигналів електрокардіограми (ЕКГ) є важливим завданням для збереження та покращення 

людського життя, оскільки основною причиною смерті є хвороби серця та їх наслідки. У багатьох 
випадках рання діагностика таких проблем може врятувати і продовжити життя. 

У даній роботі розроблено підхід до виявлення фібриляції передсердь у реальному часі, яка є 
загальною серцевою аритмією. Її важко діагностувати, особливо на ранній стадії – тож потрібне 
автоматичне та неінвазивне ефективне виявлення в реальному часі, щоб допомогти діагностувати 
такий тип проблем на ранніх термінах. Своєчасне медичне втручання може врятувати життя. ЕКГ 
як запис електричної активності серця широко використовується для виявлення різних серцевих вад. 
У той же час аритмію важко виявити через її нерегулярність, а також через те, що ефективність 
моделей виявлення залежить від якості даних та проаналізованих характеристик. 

Дослідження базується на наборі даних PhysioNet Computing in Cardiology Challenge 2017. Він 
містить 8528 записів ЕКГ з одним відведенням серцевих ритмів (9-61 сек.). Запропонований метод та 
натренована математична модель досягають кращих результатів, ніж відомі, водночас, модель є 
простішою, і, отже, менш енергоємною, щоб бути реалізованою у вбудованому пристрої. 

Ключові слова: випадковий ліс, електрокардіограма, ЕКГ, моніторинг стану здоров’я, аналіз ЕКГ в 
реальному часі, ефективна обробка даних. 
 

Analysis of Electrocardiogram (ECG) signals is an important task to save and enhance human life because 
a major cause of death is heart disease and the consequences. In many cases, early diagnostics of such 
problems can save and prolong life. 

In this work, we develop and present an approach to the real-time detection of Atrial Fibrillation (AF) 
Arrhythmia, which is a common cardiac arrhythmia affecting a large number of people. Being undetected, it 
develops into chronic disability or even early mortality. At the same time, This disease is hard to diagnose, 
especially in its early stage. A real-time automatic and non-invasive effective detection is needed to help 
diagnose this kind of health problem early. In-time medical intervention can save human life. ECG as a record 
of the heart electrical activity is widely used for detecting different heart disabilities. At the same time, AF is 
hard to detect due to its non-regular nature, and also because the performance of detection models depends 
largely on the quality of data and careful feature engineering. 

The research is based on the dataset from PhysioNet Computing in Cardiology Challenge 2017. It contains 
8528 single-lead ECG recordings of short-term heart rhythms (9-61 sec.). Our method and the trained model 
reach the known state-of-the-art results in this field, but, at the same time, it is much less computationally 
intensive, and, thus, less power consumptive to be implemented in an embedded device. 

Keywords: random forest; electrocardiogram; ECG; healthcare; health monitoring; real-time ECG 
analysis; ECG features; effective data processing. 
 

Статтю представила к.ф.-м.н., доц. Розора І.В. 
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Вступ 
Як зазначено в [1], завдання моніторингу 

здоров'я в режимі реального часу є досить 
актуальним. Водночас більшість проблем зі 
здоров'ям пов'язані із захворюваннями серцево-
судинної системи. Більшість з них можна 
запобігти за допомогою моніторингу та 
постійного аналізу з подальшими реакціями на 
сигнали проблем. 

Одним із підходів до контролю за станом 
здоров'я в цьому контексті є моніторинг серцевої 
діяльності в реальному часі за допомогою аналізу 
електрокардіограми (ЕКГ). Конвеєр обробки є 
наступним: вимірювання ЕКГ-сигналу –> його 
обробка та аналіз у реальному часі –> 
рекомендації або попередження або 
попередження. Ця обробка та аналіз не повинні 
споживати багато ресурсів, щоб забезпечити 
тривалий час безперервного функціонування, 
оперативну та надійну роботу пристрою 
контролю та системи в цілому. Отже, як і для 
багатьох інших завдань, слід знайти розумний 
компроміс між якістю результату та обмеженими 
ресурсами вбудованого пристрою, що означає 
низьку потужність обробки та низьку ємність 
акумулятора. 

Для розв’язання цієї задачі було розроблено 
багато методів і прийомів, проте більшість з них 
ресурсоємні. Більше того, нові методи, зазвичай, 
стають дедалі більш обчислювально складні. Це 
означає, що вони працюватимуть на вбудованому 
електронному пристрої набагато повільніше, 
споживатимуть більше енергії, і при цьому будуть 
служити коротший час між зарядженнями 
акумулятора. 

Отже, ми можемо сформулювати цю проблему 
як задачу обробки даних для вбудованого 
пристрою. 

 
Аналіз підходів 

Щоб розробити підхід до обробки сигналів 
ЕКГ, слід визначити модель та навчити її на основі 
наявного набору даних. 

Хоча проблема класифікації фібриляції 
передсердь була виявлена і досліджена вже 
більше століття тому, якісні загальнодоступні 
масиви даних було важко знайти з численних 
причин, включаючи проблеми конфіденційності. 

У цьому дослідженні ми використовуємо набір 
даних PhysioNet / Computing in Cardiology (CinC) 

Challenge 2017 з конкурсу для дослідників ЕКГ 
(https://physionet.org/content/challenge-2017/1.0.0/). 
Цей набір даних був використаний для конкурсу 
«AF Classification from a Short Single Lead ECG 
Recording – The PhysioNet Computing in Cardiology 
Challenge 2017» [2]. PhysioNet / CinC Challenge 
2017 мав на меті заохотити розробку алгоритмів 
для класифікації ЕКГ (переважно тривалістю від 
30 сек. до 60 сек.) – а саме, з’ясувати, чи 
відображає запис нормальний синусовий ритм 
(Normal), фібриляцію передсердя (AF), 
альтернативний ритм (Other) або занадто шумний 
запис, щоб класифікуватися (Noisy). 

Тренувальний набір містить 8528 записів ЕКГ 
тривалістю від 9 секунд. до 61 сек. [2]. Записи ЕКГ 
мають дискретизацію 300 Гц. На рис. 1 показані 
приклади сигналів ЕКГ (20 сек.) для чотирьох 
класів із набору даних. Є форми ЕКГ нормального 
ритму, аритмії, іншого ритму та зашумлених 
записів. 

 

 
Рис. 1. Приклади записів ЕКГ з набору даних 

PhysioNet / CinC Challenge 2017 
 

Різні типи серцевих аритмій [3] можна 
класифікувати за: 

• походженням: передсердна аритмія, 
сполучна вузлова аритмія або шлуночкова 
аритмія, 

• частотою: тахікардія (більше 100 ударів на 
хвилину у дорослих) або брадикардія 
(менше 60 ударів на хвилину), 

• механізмах: автоматичність, повторний 
вхід, тригер, 
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• атріовентрикулярному проведенню AV: 
нормальне, відстрочене, заблоковане, 

• тривалості: нетривала (менше 30 сек.) чи 
постійна (30 сек. і більше). 

Фібриляція передсердя (ФП) визначається як 
«тахіаритмія, що характеризується переважно 
некоординованою активацією передсердь із 
наслідком погіршення механічної функції 
передсердь». ФП є найпоширенішою стійкою 
серцевою аритмією, яка зустрічається у 1-2% 
всього населення [3] і пов’язана зі значною 
смертністю та захворюваністю через пов’язаний 
ризик смерті, інсульту, госпіталізації, серцевої 
недостатності та ішемічної хвороби тощо [3]. 
Багато людей страждають на ФП, і її поширеність 
зростатиме протягом наступних років [3]. Що ще 
важливіше, захворюваність на ФП зростає з віком, 
від менш ніж 0,5% у віці 40-50 років, до 5-15% для 
80-річних [3]. 

Тривалий час діагностика ФП ґрунтувалася на 
досвіді лікарів щодо читання визначених 
особливостей ЕКГ, але зараз є набагато більше 
можливостей використовувати необроблені дані з 
можливою попередньою обробкою із 
застосуванням сучасних методів машинного 
навчання та глибокого навчання [ 4]. 

Виявлення ФП залишається проблематичним, 
оскільки прояви можуть бути епізодичними. 
Детектори ФП можуть належати до однієї з 
категорій: методи, засновані на аналізі 
передсердної активності, або методи аналізу 
шлуночкової реакції [3]. Детектори ФП на основі 
аналізу передсердної активності засновані на 
аналізі відсутності зубців Р або присутності 
фібриляторних хвиль f в інтервалі TQ. 

Попередні дослідження, що стосуються 
класифікації ФП, як правило, обмежені у 
застосуванні [2], оскільки  

1) проводилась лише класифікація 
нормальних та ритмів ФП,  

2) ефективність була продемонстрована лише 
на ретельно відібраних чистих даних,  

3) окремий набір тестових даних не з цієї 
вибірки не використовували, або  

4) використовували лише невелику кількість 
пацієнтів.  

Надійно виявити ФП за одним відведенням 
ЕКГ досить складно, і широка систематика ритмів 
ускладнює це. Зокрема, у багатьох ритмів, що не 
стосуються AF, спостерігаються нерегулярні 

інтервали RR, які можуть бути подібними до 
AF [2]. 

Сюди ж ми додаємо ще одне обмеження - 
складність обчислень. Багато моделей, особливо 
нові та засновані на глибокому навчанні моделі, 
занадто важкі для тренувань, для повторної 
підготовки (для популярних підходів до навчання 
з підкріпленням) та, найголовніше, для 
наступного регулярного використання. І це ще 
одне важливе питання. 

Для оцінки цього завдання використовується 
метрика F1, яка є середнім значенням F1 для 
кожного типу класифікації (1). Правила 
підрахунку наведено у таблиці 1 та формулах (1)-
(3), як показано нижче: 

 
Таблиця 1. Матриця крос-валідації 

  Прогноз 
  Normal AF Other Noisy Разом 

Справ-
жнє 
зна-

чення 

Normal Nn Na No Np SN 
AF An Aa Ao Ap SA 

Other On Oa Oo Op SO 
Noisy Pn Pa Po Pp SP 
Разом Sn Sa So Sp  

 

𝐹!" =
2 ∗ 𝑁𝑛
𝑆𝑁 + 𝑆𝑛

 

𝐹!# =
2 ∗ 𝐴𝑎
𝑆𝐴 + 𝑆𝑎

 

𝐹!$ =
2 ∗ 𝑂𝑜
𝑆𝑂 + 𝑆𝑜

 

𝐹!% =
2 ∗ 𝑃𝑝
𝑆𝑃 + 𝑆𝑝

 

(1) 

 
У [2] під загальною мірою F1 розуміють 

середню з чотирьох (2): 
 

𝐹! =
𝐹!" + 𝐹!# + 𝐹!$ + 𝐹!%

4
 (2) 

 
але у більшості подальших робіт [4] загальну 

міру F1 рахують по середньому з трьох (3) – окрім 
зашумлених кардіограм: 

 

𝐹! =
𝐹!" + 𝐹!# + 𝐹!$

3
 (3) 

 
Сучасні методи (моделі) та їх оцінки F1 було 

детально розглянуто у [4]. Узагальнення та 
відповідні оцінки наведено у таблиці 2. 
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Таблиця 2. Моделі рішення задачі та їх метрики 
Модель Міри F1 

 
 

Запропонований метод 
Було розроблено наступний метод аналізу. 

Його етапами є гамільтонова локалізація й 
визначення R-піків з подальшим аналізом кількох 
показників (Rhythm, SDNN, RR Moda, AMo, 
MxDMn, IN). Після цього – підготовка дерева 
рішень для класифікації ЕКГ за відібраними та 
попередньо розрахованими показниками. 

Розроблений метод дає результати, які мають 
вищу точність (precision and recall), а міра F1 
складає 0,90 для аритмії, що є більшим, ніж 
найкращий із відомих раніше (а саме – 0,86) [4]. 

Для пошуку R-піків використовується 
алгоритм виявлення комплексу QRS, який був 
запропонований у [5]. Ідея полягає в скануванні 
сигналу ЕКГ та оцінці його відповідно до 
наступного набору правил:  

1. Ігнорування усіх піків, що передують чи 
слідують за великими піками менше ніж на 
200 мс. 

2. Якщо пік більше порогу знаходження – це 
QRS комплекс, в іншому випадку – шум. 

3. Якщо з моменту останнього знаходження 
пройшов інтервал, який в 1,5 рази перевищує 
середній RR інтервал, в цьому інтервалі був пік, 
який був більший за половину порогу 
знаходження, і пік слідував за попереднім 
знайденим піком не менш ніж на 360 мс, 
відповідно це – QRS комплекс. 

4. Поріг знаходження є функцією середнього 
шуму та середніх пікових значень QRS. 

5. Середній пік шуму, середній пік QRS і 
середній RR інтервал обчислюються як середнє 
значення останніх восьми значень. 

Виявлені R-піки завдяки цьому алгоритму 
представлені на рис.2 

 

 
Рис. 2. Локалізація R-піків ЕКГ  

 
Відповідно до отриманих інтервалів RR з 

виявлених піків R були розраховані наступні 
ознаки: 

1) середнє значення тривалості RR інтервалу 
(NN), 

2) стандартне відхилення повного масиву RR 
інтервалів (SDNN), що є сумарним ефектом 
впливу симпатичного та парасимпатичного 
відділів вегетативної системи на синусів вузол, 

3) мода – найбільш імовірне значення 
тривалості RR інтервалів (Mo), що є найбільш 
імовірним рівнем функціонування серцево-
судинної системи, 

4) амплітуда моди (AMo), що є умовним 
показником активності симпатичної ланки 
регуляції, 
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5) розмах – різниця між максимальним та 
мінімальним значеннями RR інтервалів (MxDMn), 
що є максимальною амплітудою регуляторних 
впливів, 

6) індекс напруги (SI), що є ступенем напруги 
регуляторних систем, 

7) кількість пар послідовних RR інтервалів, які 
відрізняються більше ніж на 50 мс (NN50), 

8) доля NN50, що ділиться на загальну 
кількість RR інтервалів (pNN50), 

9) кількість пар послідовних RR інтервалів, які 
відрізняються більше ніж на 20 мс (NN20), 

10) доля NN20, що ділиться на загальну 
кількість RR інтервалів (pNN20), 

11) медіана (median), 
12) асиметрія (skew), 
13) ексцес (kurt), 
14) перший квартиль (Q1), 
15) третій квартиль (Q3), 
16) п’ятий перцентиль (P5), 
17) дев’яносто-п’ятий перцентиль (P95), 
18) міжквартильний розмах – різниця між Q3 і 

Q3 (IQR), 
19) коефіцієнт варіації (CoV), 
20) індекс вегетативної рівноваги (VBI) – для 

визначення відношення симпатичної і 
парасимпатичної регуляції роботи серця, 

21) вегетативний показник серця (VRI) – для 
оцінки вегетативного балансу (чим менший VRI, 
тим більше вегетативний баланс зміщений в 
сторону переважання парасимпатичної регуляції), 

22) показник адекватності процесів регуляції 
(AIoRP) – для виявлення відповідності між рівнем 
функціонування синусового вузла та 
симпатичною активністю. 

Після цього алгоритм Random Forest будує 
багато дерев рішень на різних підмножинах 
даних. Головною умовою такого підходу є те, що 
підвибірки мають мінімальну кореляцію між 
собою, оскільки згідно з теорією bagging 
(ансамблів), багато некорельованих моделей 
передбачають більш точно, ніж будь-яка окрема 
модель. Суть цієї теорії полягає в тому, що таким 
чином моделі "захищають" одна одну від своїх 
окремих помилок, принаймні до тих пір, поки 
вони постійно не помиляються в одному 
напрямку. 

Перевагами алгоритму випадкового лісу є: 
• здатність ефективно обробляти великі 

масиви даних, 

• нечутливість до масштабування кількості 
та значень ознак, 

• є корисними для вирішення проблеми 
перенавчання, 

• його можна використовувати для відбору 
ознак. 

Оптимальний ліс ми отримали шляхом 
навчання моделі лісу з 5-кратною (5-fold) 
перехресною валідацією. Найкращий отриманий 
ансамбль складається з 640 окремих дерев. На 
рис. 3 подано нормалізовану матрицю 
невідповідностей (крос-валідації) для розрахунку 
міри F1. Бачимо, що міри F1n = 0,97, F1n = 0,96, 
F1n = 0,9, F1n = 0,89, а зашальне середнє значення 
F1 = 0,94 відповідно до [4] та F1 = 0,93 відповідно 
до [2], що краще ніж у найкращому з відомих 
раніше результатів (табл. 2). 

 

 
Рис. 3. Нормалізована матриця невідповідностей 

 
Крім того, варто підкреслити, що 

запропонований метод є менш обчислювально 
складним, ніж інші сучасні методи, а саме, 
складність навчання нейронних мереж 
пропорційна (кількість вхідних даних) * (кількість 
показників) * (кулькість вузлів) (кількість рівнів) * 
(кількість ітерацій навчання), тоді як для 
випадкового лісу (Random Forest) складність 
навчання – це просто (кількість дерев) * (кількість 
даних) * log (кількість даних), що набагато менше. 

Крім того, цей метод може виявитися чутливим 
до даних, зокрема до якості даних. Отже, для 
подальшої роботи заплановано вичерпне та 
широке тестування. 

Звичайно, цей метод слід додатково перевірити 
на інших наборах даних, таких як MIMIC-IV та 
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MIT-BTH [3], щоб уникнути перенавчання моделі 
з даними [2]. Крім того, його слід ретельно 
впроваджувати та тестувати в реальних умовах, 
використовуючи мобільний кардіограф з 1 
відведенням, моделей якого вже розроблено 
багато на сьогодні, щоб судити про точність 
запропонованого методу. 

 
Висновки 

Розроблено метод класифікації ЕКГ для 
виявлення ФП. Для запропонованого методу 

досліджено матрицю невідповідностей, 
пораховано міри точності. Запропонована модель 
змогла досягти кращих показників міри F1, але з 
меншою обчислювальною складністю. Таким 
чином, дану модель можна вбудувати у мобільні 
пристрої-кардіографи для аналізу в режимі 
реального часу та для економії часу і автономності 
роботи. Таким чином, система моніторингу може 
слугувати довше і, сподіваємось, у майбутньому – 
врятувати більше людських життів. 
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Показано можливiсть створення монохроматичного джерела свiтла зi змiнною довжиною
хвилi та шириною спектра близько 5 нм з використанням акустооптичного дефлектора як еле-
мента, що здiйснює перелаштування довжини хвилi. Наведено порiвняння експериментальних
даних з розрахунковими, показано хороше їх узгодження.

Ключовi слова: монохроматичне джерело свiтла, акустооптичний дефлектор, акустоопти-
чний фiльтр, монохроматор.

The proposed work analyzes the design features of the acousto-optical deflector and filter on parateluri-
te. It is shown that under certain conditions the acousto-optical deflector can be used as an acousto-
optical filter (as an element that performs spectral filtering of the incident light beam). The fundamental
possibility of creating a monochromatic light source with a variable wavelength and a spectrum width
of about 5 nm using an acousto-optical deflector as an element that adjusts the original wavelength
is shown experimentally. As a broadband light source in this system, a semiconductor laser operating
in subthreshold mode was used. The dependence of the output wavelength on the acoustic frequency is
obtained. The comparison of experimental data with the calculated ones is given, it is shown that they
have small differences.

Key Words: monochromatic light source, acousto-optical deflector, acousto-optical filter,
monochromator.

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Савенков С.М.

В оптичних дослiдженнях часто виникає
необхiднiсть використання монохроматичного
джерела свiтла, довжину хвилi якого можна
змiнювати в деяких межах. Найпростiше ви-
користати для цiєї мети лазер зi змiнною дов-
жиною хвилi, як це зроблено, наприклад, в [1].
Проте часто може бути необхiдним з тих чи iн-
ших причин для отримання свiтлового пучка
з вузьким спектром використовувати фiльтра-
цiю свiтла вiд джерела зi значною спектраль-
ною шириною, яким є, наприклад свiтлодiод. У
цьому випадку доцiльно звернутися до акусто-
оптики.

Взаємодiя свiтла i ультразвуку застосовує-
ться в науцi i технiцi, зокрема, в оптицi, акусти-
цi, оптоелектронiцi i оптичнiй обробцi iнфор-
мацiї. Акустооптичнi модулятори, дефлектори
(АОД) i фiльтри (АОФ) характеризуються ши-

рокими функцiональними можливостями, на-
дiйнiстю, простотою електронного керування та
малим енергоспоживанням, тому акустоопти-
чнi пристрої успiшно використовуються в опти-
цi i спектроскопiї, лазернiй технiцi та оптично-
му зв’язку, медицинi, екологiї, астрономiї i ба-
гатьох iнших областях. У зв’язку з тим, що най-
бiльшого поширення набули акустооптичнi де-
флектори, ми покажемо в цiй роботi можли-
вiсть використання АОД на кристалi парате-
луриту (TeO2) як елемента, що здiйснює пере-
лаштування довжини хвилi монохроматичного
джерела. Така можливiсть випливає з аналiзу
геометрiї АОД та АОФ.

Типова геометрiя АОД та АОФ на криста-
лi парателуриту вказана на рис. 1a та 1b вiд-
повiдно [2, 3]. З їх порiвняння можна зробити
висновок що головними вiдмiнностями дефле-

c⃝ В.П. Данько, А.В. Коваленко, Р.О.Коломiєць 2021
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ктора та фiльтра є кут зрiзу α, розмiр п’єзопе-
ретворювача (бiльший для фiльтра та менший

для дефлектора) та кут падiння свiтлової хвилi.

(a) (b)

Рис. 1: Типова геометрiя акустооптичного дефлектора (а) та фiльтра (б) на парателуритi [2, 3]

Отже, при вiдповiдному орiєнтуваннi вiдно-
сно падаючого пучка АОД може бути викори-
станий в якостi АОФ з дещо гiршою ефектив-
нiстю та ширшою смугою пропускання. При
цьому також збiльшаться втрати на вiдбиття
у зв’язку з неортогональним падiнням свiтла
на вхiдну та вихiдну площини кристалу. Цен-
тральна довжина хвилi АОФ визначається ви-
разом [4]:

λt ≈ (v/f)

(
ni sin θi −

√
n20 − n2i cos

2 θi

)
, (1)

смуга пропускання – виразом [5]:

∆λ 6 0.8λt

l0 cosψ (ne − no) sin
2 (θi + α)

, (2)

де f – акустична частота; v – швидкiсть уль-
тразвукової хвилi в площинi (110); n0 = 2.26 i
ne = 2.412 – показники заломлення для звичай-
ного i незвичайного променiв; ni – ефективний
показник заломлення для падаючої хвилi; θi –
кут падiння пучка; α – кут зрiзу кристала; l0 –
ширина п’єзоперетворювача; ψ – кут зносу аку-
стичної енергiї.

Швидкiсть ультразвукової хвилi визначає-
ться виразом [4]:

v =

√(
c11 − c12

2
cos2 α+ c44 sin

2 α

)/
ρ, (3)

ρ = 6 г/см3 – питома вага парателуриту;
c11 = 5.59 × 1011 дин/см2, c12 = 5.13 × 1011

дин/см2, c44 = 2.67 × 1011 дин/см2 – констан-
ти пружностi парателуриту.

Ефективний показник заломлення дорiв-
нює [4]

ni = n0ne
[
n2e cos (θi + α) + n20 sin

2 (θi + α)
]−1/2

,
(4)

Оптична схема експериментальної установ-
ки показана на рис. 2. Головним елементом є
АОД 4 на парателуритi з параметрами криста-
ла, близькими до типових (рис. 1a), та розмi-
рами п’єзоперетворювача 2,0×12,0 мм. зорiєн-
тований так, щоб падаючий пучок був спрямо-
ваний пiд кутом близько 20◦ до осi кристала.
Це вiдповiдало куту падiння пучка на вхiдну
грань АОД близько 50◦. При такому кутi падiн-
ня АОД працює як регульований фiльтр, проте
розмiр падаючого пучка не може перевищува-
ти кiлькох мiлiметрiв, що пов’язано з геометри-
чними обмеженнями (пучок входить в АОД та
виходить з нього поряд з ребром кристала). На
п’єзоперетворювач подається керуючий сигнал
з ВЧ генератора 1 AFG-3101. В якостi джерела
свiтла 3 було використано червоний напiвпро-
вiдниковий лазер (λ = 655 нм P = 35 мВт), що
працює зi зниженим струмом накачки в режи-
мi свiтлодiода. При цьому дiаметр пучка та йо-
го розбiжнiсть залишаються малими, оскiльки
це забезпечується конструкцiєю лазера. Джере-
ло живлення 4 служить для живлення лазера
постiйним струмом.
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Рис. 2: Схема експериментальної установки

Для спостереження спектру продифрагова-
ного пучка та визначення його довжини хвилi
було використано монохроматор УМ-2 (елемен-
ти 5 – 10) на основi призми Аббе. Спектри мо-
жна було спостерiгати за допомогою окуляра
11.Для реєстрацiї отриманих зображень замiсть
окуляра встановлювалась камера Sanyo VCB-
3385P з об’єктивом Гелиос-44-2, пiд’єднана до
комп’ютера. Зображення з камери захоплюва-
лись фрейм-грабером на основi IС SAA7135.
Калiбрування монохроматора здiйснювалося за
допомогою напiвпровiдникового лазера (λ =
650 нм), DPSS лазера (λ = 532 нм, в спектрi
присутнi також лiнiї λ = 808 нм та λ = 1.064
мкм) та ртутної лампи.

Пороговий струм накачки для застосовано-
го напiвпровiдникового лазера становив 40 мА.
Щоб уникнути неконтрольованого переходу ла-
зера в режим генерацiї, ми працювали при стру-
мi 38 мА. Спектр випромiнювання лазера в та-
кому режимi показано на рис. 3.

Максимальна iнтенсивнiсть продифрагова-
ного свiтла в режимi генерацiї досягалась на
частотi 82,1 МГц. Зразки вiдфiльтрованого спе-
ктру н/п лазера в режимi генерацiї та в допо-
роговому режимi показано на рис. 4. Ширина

спектру у випадку (б) складає ∆λ ≈ 5 нм.

Рис. 3: Спектр випромiнювання лазера в допо-
роговому режимi

(a)

(б)

Рис. 4: Зразки вiдфiльтрованого спектру н/п
лазера в режимi генерацiї (а) та в допороговому
режимi (б)

Була знята залежнiсть вихiдної довжини
хвилi вiд частоти, що подавалась на дефлектор.

Для порiвняння було теоретично розрахо-
вано залежнiсть вихiдної довжини хвилi вiд
акустичної частоти за формулами (1) – (4) при
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типовому для АОД значеннi кута зрiзу криста-
ла (α = 6◦) для кута падiння пучка θi = 19.9◦.

Отриманi результати показано на рис. 5.
Видно, що отриманi розрахунковi та експе-
риментальнi залежностi центральної довжини
хвилi отриманого фiльтра досить близькi.

Рис. 5: Розрахункова та експериментальна зале-
жностi вихiдної довжини хвилi вiд акустичної
частоти

Розрахункова смуга пропускання фiльтра
∆λc ≈ 4.7 нм теж близька до отриманої в екс-
периментi.

Таким чином, ми показали можливiсть
створення джерела свiтла з перелаштуванням
довжини хвилi на основi акустооптичного де-
флектора на парателуритi, розмiщеного в не-
стандартнiй геометрiї. Проте зiбраний макет ще
не може бути використано як джерело свiтла в
оптичному експериментi, оскiльки потужнiсть
застосованого н/п лазера в режимi свiтлодiода
дуже низька (P<8 мкВт).

Робота виконана за сприяння Київського
нацiонального унiверситету iменi Тараса Шев-
ченка в рамках НДР № 19БФ052-01.
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