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Про центральнi граничнi теореми для
гiллястих процесiв iз залежною
мiграцiєю

1Київський нацiональний унiверситет iме-
нi Тараса Шевченка, 01033, Київ, вул. Володи-
мирська 64.
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го АН РУз, вул. Мирзо-Улугбека 81, 100170
Ташкент, Узбекистан.

V. Golomoziy1, Ph.D., Associate Professor
S. Sharipov2, Post-graduate
On central limit theorems for branching
processes with dependent immigration

1Taras Shevchenko National University of
Kyiv, 01033, Kyiv, 64 Volodymyrska st.
2V.I.Romanovskiy Institute of Mathematics,
Academy of Sciences of Uzbekistan, Mirzo
Ulughbek str.81, 100170 Tashkent, Uzbekistan.

У данiй роботi ми розглядаємо субкритичнi та суперкритичнi гiллястi процеси з iммiгра-
цiєю, що залежить вiд поколiння частинок. У роботi доведено центральнi граничнi теореми
для флуктуацiй гiллястого процесу з m-залежною iммiграцiєю у випадку коли середнi значення
iммiгруючих частинок прямують до нескiнченностi. Встановлено слабку збiжнiсть флуктуа-
цiй суперкритичного процесу до стандартного нормального розподiлу за припущення регулярної
змiни на нескiнченностi середнього та дисперсiї iммiграцiйного процесу, та слабку збiжнiсть
флуктуацiй субкритичного процесу до стандартного нормального розподiлу без такого припу-
щення.

Ключовi слова: Гiллястi процеси, iммiграцiя, m-залежнiсть.

In this paper we consider subcritical and supercritical discrete time branching processes with generati-
on dependent immigration. We prove central limit theorems for fluctuation of branching processes with
immigration when the mean of immigrating individuals tends to infinity with the generation number
and immigration process is m−dependent. The first result states on weak convergence of the fluctuati-
on subcritical branching processes with m−dependent immigration to standard normal distribution. In
this case, we do not assume that the mean and variance of immigration process are regularly varying at
infinity. In contrast, in Theorem 3.2, we suppose that the mean and variance are to be regularly varying
at infinity. The proofs are based on direct analytic method of probability theory.

Key Words: Branching process, immigration, m−dependence
Communicated by Prof. Moklyachuk M.P.

1 Introduction

Let {Yk,i, k > 1, i > 1} and {εk, k > 1} be
two sequence of non-negative integer-valued
random variables such that the two fami-
lies {Yk,i, k > 1, i > 1} and {εk, k > 1} are
independent, {Yk,i, k > 1, i > 1} are independent
and identically distributed (i.i.d.). We consi-
der branching processes with immigration
{W (k) , k > 0} defined recursively as

W (0) = 0, W (k) =

W (k−1)∑
i=1

Yk,i + εk, k > 1.

(1)
We can interpret Yk,i as the number of offspri-
ngs produced by the i−th individual belonging to

the (k − 1)−th generation and εk is the number
of immigrants in the k−th generation. In this
interpretation W (k) is the number of individuals
in the k−th generation. Assume that a = EY1,1 <
∞. Process W (k) is called subcritical, critical or
supercritical depending on a < 1, a = 1 or a > 1,
respectively.

The asymptotic behavior the distribution
of W (n) as n → ∞ has been studied by
many authors, see, e.g., the survey of Vatutin
and Zubkov [45]. Early contribution is due to
Sevast’yanov [42], who derived limit theorems
for continuous-time Markov branching processes
when immigration {εn, n > 1} is an independent
and distributed by Poisson law. Then many

c⃝ В. Голомозий, С. Шарiпов, 2020
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research works appeared in which various generali-
zations of the immigration process were consi-
dered. For instance, when the sequence {εn, n > 1}
is i.i.d. the asymptotic behavior of W (n) is well
studied (see [10], [40], [41], [12], [30] and references
therein). In the critical case, Nagaev [29] consi-
dered a wide-sense stationary immigration process
{εn, n > 1}, and proved weak convergence of di-
stribution of n−1W (n) as n → ∞ to a gamma
distribution. Asadullin and Nagaev [1] managed
to weaken conditions of [29] up to the condition
"type of ergodicity". More precisely, they studi-
ed weak convergence of n−1W (n) under more
general situation that there exists a random vari-

able ε, such that n−1E

∣∣∣∣ n∑
k=1

(εk − ε)

∣∣∣∣ → 0 as n →

∞. Badalbaev and Zubkov [5] for the sequence
of special random processes (including branchi-
ng processes with immigration) proved a limit
theorem which contains results of [29] and [1] as a
special case. Concerning functional limit theorems
for (1), we refer to Wei and Winnicki [46], Sriram
[43], Li [25],[24], Ispány et al.[14],[15], Khusanbaev
[19], [21], Iksanov and Kabluchko [13] and see
references therein. We refer to papers [18], [20],
[39] where the rates of convergence in central li-
mit theorem for (1) were studied.

While most of previous literature was
concerned with stationary immigration, the non-
stationary (time-dependent or state-dependent)
immigration case were studied by Foster and Wi-
lliamson [7] and by Pakes [32]. In this class of
processes, unlike in classical models, immigrati-
on rate may depend on time of immigration. For
further investigations for branching processes wi-
th non-stationary immigration we refer to Pakes
[31], Hering [11], Badalbaev and Rahimov [4],
Mitov and Yanev [26]-[28] (see also [2], [3]).
Rahimov [33]-[34] studied the case when immi-
gration process is non-stationary and increasing
and obtained for all cases central limit theorems
(CLT’s) for fluctuation of (1). A key reference is a
monograph by Rahimov [35], where one can find
a variety of results and references related to this
process. Later, Rahimov [36] proved functional li-
mit theorems for a fluctuation of critical process
defined by (1). For deterministic approximation
for W (n), we refer to Rahimov [37], Khusanbaev
[16]-[17] and see references therein.

However, in all of previous works, the immi-
gration process was assumed to be independent.

Guo and Zhang [9] proved a functional limit
theorem for fluctuations of the critical branching
process (1) under the condition of m− dependent
immigration. Recently, Khusanbaev et al. [22]-[23]
obtained functional limit theorems for fluctuati-
on of (1) when immigration process satisfies
ϕ−mixing condition. The results of above cited
papers showed that the limit behavior of fluctuati-
ons of process (1) clearly depends on the rate of
convergence to infinity of the mean number of
immigrants.

The purpose of this paper is to establish CLTs
for fluctuations of subcritical and supercritical
process W (n) defined by (1) in the case when
the immigration process is m−dependent and the
mean of immigrants tends to infinity.

The paper is organized as follows. In Section
2, we provide basic facts and definitions. Section
3 contains main results and their proofs.

2 Notations and definitions

We begin by introducing basic facts. First, let us
recall the notation of m-dependence.

Означення 2.1. It is said that a sequence
of random variables {Xn, n > 1} satisfies the
m−dependence condition for some m > 0 if the
random vectors (X1, ..., Xk) and (Xk+m+1, ...,) are
independent for all k > 1 (see [6]).

Throughout the paper, we will assume that
the immigration process is heterogeneous, i.e.,
random variables {εk, k > 1} are non-identically
distributed and m−dependent, and the particles
entering the population act independently of the
other particles and according to the same law
as particles of the population. We denote by
Zji (k) , k = i, i + 1, ..., 1 6 j 6 εi, the branching
Galton-Watson process generated by j−th parti-
cles arriving at the moment i with Zji (i) = 1.
According to our assumptions branching processes
Zji (k) , k > i; i, j > 1 are independent and
Zji (k + i) , k = 0, 1, ... has the same distribution
as Z1

1 (k) , k = 1, 2, ....
From now on, we assume that

b2 := Var(Y1,1) <∞,

γ := EY1,1 (Y1,1 − 1) (Y1,1 − 2) <∞.

We also assume that α (n) = Eεn < ∞ and
β (n) = Var(εn) <∞ for all n ∈ N.
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Означення 2.2 ([8]). A measurable function l :
(0,∞) → (0,∞) is slowly varying if for all λ > 0

lim
x→∞

l(λx)

l(x)
= 1.

Означення 2.3 ([8]). A measurable function f :
(0,∞) → (0,∞) is called regularly varying at infi-
nity if it can be represented in the form

f(x) = xρl (x) ,

where ρ is called index of regular variation and
ρ ∈ (−∞,∞) and lρ (x) is a slowly varying functi-
on.

Означення 2.4 ([8]). A sequence of positive
numbers {x(n), n > 1} is called a regularly varyi-
ng sequence of index ρ if there is a sequence of
positive terms {y(n), n > 1} satisfying as n→ ∞

x(n) ∼ Cy(n), n(1− (y(n− 1)/y(n))) → ρ <∞.

If a sequence {x(n), n > 1} is regularly varyi-
ng with index ρ, we will write {x(n), n > 1} ∈ Rρ.

Under the above assumptions A (a, n) =
EW (n) and B2 (a, n) = Var(W (n)) are finite for
all n > 1. Denote

fk (t) = EeitZ
1
1 (k), Ψk (t) = EeitW (k), k > 1.

Denote by Φ(x) distribution function of the
standard normal law. In this paper, an ∼ bn
denotes lim

n→∞
an
bn

= 1 and an = o (bn) denotes

lim
n→∞

an
bn

= 0, a ∧ b = min (a, b) and
P→ denotes

the convergence of random variables in probabi-
lity. C denotes a generic constant which may be
different from place to place.

3 Main results and their proofs

Now we are ready to formulate our main results.
We begin with a simple Lemma which provides
formulas for A(a, n) and B2(a, n) when immigrati-
on processes are dependent.

Lemma 1. Let W (n) , n > 0 be a branching
processes with immigration given in (1). Then, for
all n > 1,

A (a, n) =

n∑
i=1

an−iα (i) ,

B2 (a, n) = ∆2 (a, n) + σ2 (a, n) + 2ω (a, n) , (2)

where

∆2 (a, n) =
b2

1− a

n∑
i=1

an−i−1
(
1− an−i

)
α (i) , a ̸= 1,

σ2 (a, n) =

n∑
i=1

a2(n−i)β (i) ,

ω (a, n) =
n∑
i=2

i−1∑
k=1

a2n−i−k cov (εi, εk).

Доведення. By (1) and recurrence, for all n > 1,

A (a, n) = E[
W (n−1)∑
i=1

Yn,i] + Eεn =

= aEW (n− 1) + α(n) = ... =
n∑
i=1

an−iα(i),

B2 (a, n) = EW (n− 1)Var(Y2,1)+

+Var(W (n− 1))(E(Y2,1))2+2 cov(

W (n−1)∑
i=1

Yn,i, εn)

= b2A(n− 1) + a2Var(W (n− 1))+

+β (n) + 2 cov(

W (n−1)∑
i=1

Yn,i, εn).

Note that

cov(

W (n−1)∑
i=1

Yn,i, εn) =

= E[(
W (n−1)∑
i=1

Yn,i − E
W (n−1)∑
i=1

Yn,i)(εn − Eεn)]

= E[(aW (n− 1)− aEW (n− 1))(εn − Eεn)] =

= a cov(W (n− 1), εn) =

= aE[(
W (n−2)∑
i=1

Yn−1,i+εn−1−aEW (n− 2)−Eεn−1)(εn−Eεn)]

9
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= aE[(
W (n−2)∑
i=1

Yn−1,i−aEW (n− 2)+εn−1−Eεn−1)(εn−Eεn)]

= a2 cov(W (n− 2), εn) + a cov(εn−1, εn) =

... =

n−1∑
j=1

an−j cov(εj , εn).

By iteration, we get (2). The Lemma 1 is
proved.

First result deals with CLT for a fluctuati-
on of subcritical branching process (1) with
m−dependent and increasing immigration.

Theorem 3.1. Let a < 1, γ < ∞ and the
immigration process {εn, n > 1} is m−dependent.
Suppose α (n) ∈ Rα and β (n) ∈ Rβ with α, β > 0.
If α (n) → ∞ and β (n) = o (α (n)) as n → ∞,
then, as n→ ∞

P
(
W (n)−A (a, n)

B (a, n)
< x

)
→ Φ(x) , x ∈ R.

Доведення. First of all, we note that the process
W (k) can be represented as

W (k) =
k∑
i=1

εi∑
j=1

Zji (k), k > 1. (3)

By (3), in view of the independence of random
variables Zji (k), it follows

Ψn (t) = E
n∏
k=1

f εkn−k (t).

Indeed, Zji (k) are independent of εn, n >
1, since by assumption two sequences
{Yk,i, k > 1, i > 1} and {εn, n > 1} are
independent, obtain

Ψn (t) = E exp(itW (n)) = E exp(it

n∑
i=1

εi∑
j=1

Zji (n))

= E[E[
n∏
i=1

exp(it

εi∑
j=1

Zji (n)|σ(ε1, ε2, ..., εn)]] =

= E[
n∏
i=1

[E(itZ1
1 (n))]

εi ].

Therefore

Eeit
W (n)−A(a,n)

B(a,n) = e
−itA(a,n)

B(a,n)E
n∏
k=1

f εkn−k

(
t

B (a, n)

)
.

Since E
[
Z1
1 (k)

]3
< ∞ then the Taylor series

expansion is valid for the characteristic function
fk (t)

fk (t) = 1 + itEZ1
1 (k)−

− t
2

2
E
[
Z1
1 (k)

]2
+ θk

it3

6
E
[
Z1
1 (k)

]3
,

where |θk| 6 1, k > 1.
It is well-known (see [3])

EZ1
1 (k) = ak,

E
[
Z1
1 (k)

]2
=
ak−1

(
ak−1 − 1

)
a− 1

b2 + a2k,

E
[
Z1
1 (k)

]3
=
ak−1

(
a2k − 1

)
a2 − 1

γ+

+
3ak−1

(
ak − 1

) (
ak−1 − 1

)
(a− 1) (a2 − 1)

(
b2 + a2 − a

)2
+

+
3ak−1

(
ak − 1

)
a− 1

(
b2 + a2 − a

)
+ ak. (4)

Now using the expansion lnx = (x− 1) −
1
2(x− 1)2 + O

(
(x− 1)3

)
, x → 1 and (4), taki-

ng into account that O((fn−k(t)− 1)3) = O(|t|3),
t→ 0, we get

ln

[
e
−itA(a,n)

B(a,n)

n∏
k=1

f εkn−k

(
t

B (a, n)

)]
=

= iI1 (n) + I2 (n) +O(I3 (n)) (5)

where

I1 (n) =
it

B (a, n)

n∑
k=1

an−k (εk − α (k)) ,

I2 (n) =
t2

2B2 (a, n)

n∑
k=1

εk
an−k

(
an−k − 1

)
a (a− 1)

b2,

10



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2020, 1-2
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

I3 (n) =
t3

B3 (a, n)

n∑
k=1

εk

{
ak−1

(
a2k − 1

)
a2 − 1

γ+

+
3ak−1

(
ak − 1

) (
ak−1 − 1

)
(a− 1) (a2 − 1)

(
b2 + a2 − a

)2
+

+
3ak−1

(
ak − 1

)
a− 1

(
b2 + a2 − a

)
+ ak}+

+
|t|3

B3 (a, n)

n∑
k=1

a3(n−k)α (k) .

Note that the equality in (5) is understood in
almost surely sense. From [38], Lemma 3.2 we
know that if a < 1, b2 > 0 and α (n) → ∞, n→ ∞
then, as n→ ∞

(i) A (a, n) ∼ α (n)

1− a
, (ii) σ2 (a, n) ∼ β (n)

1− a2
,

(iii) ∆2 (a, n) ∼ b2α (n)

(1− a2)(1− a)
. (6)

Thus from assumptions of Theorem 3.1 and (6)
it entails that dominated term of B2 (a, n) is
∆2 (a, n), i.e.,

B2 (a, n) ∼ ∆2 (a, n) as n→ ∞. (7)

We treat each term of right hand side of (5)
separately. First we consider I1 (n). By Cauchy-
Bunyakovsky inequality, the inequality 2xy 6
x2 + y2 and (6) and also using the properties of
regularly varying functions at infinity, we obtain

E[I1 (n)]2 =
t2

B2 (a, n)

n∑
k=1

a2(n−k)β (k)+

+
2t2

B2 (a, n)

n−1∑
k=1

(k+m−1)∧n∑
j=k+1

a2n−j−k cov (εk, εj) 6

6 t2β (n)

B2 (a, n)

n∑
k=1

a2(n−k)+

+
2t2

B2 (a, n)

n−1∑
k=1

(k+m−1)∧n∑
j=k+1

a2n−j−k
√
β (j)

√
β (k) 6

6 t2β (n)

B2 (a, n)

a2n − 1

a2 − 1
+

+
t2

B2 (a, n)

n−1∑
k=1

(k+m−1)∧n∑
j=k+1

a2n−j−k (β (j) + β (k)) 6

6 t2β (n)

B2 (a, n)

a2n − 1

a2 − 1
+

+
t2

B2 (a, n)

n−1∑
k=1

(k+m−1)∧n∑
j=k+1

a2n−j−kβ (k)+

+
t2

B2 (a, n)

n−1∑
k=1

(k+m−1)∧n∑
j=k+1

a2n−j−kβ (j) 6

6 t2β (n)

B2 (a, n)

a2n − 1

a2 − 1
+

+
t2

B2 (a, n)
β (n) (m− 1)

n∑
k=1

a2(n−k)+

+
t2

B2 (a, n)
β (n) (m− 1)

n∑
k=1

a2(n−k) ∼

∼ Ct2 (2m− 1)

∆2 (a, n)
β (n) → 0, n→ ∞.

Hence, by Chebyshev’s inequality, we have

I1 (n)
P→ 0, n→ ∞. (8)

Now we consider I2 (n). From (6)-(7), it follows

EI2 (n) = − t2

2B2 (a, n)
∆2 (a, n) → − t

2

2
, n→ ∞.

(9)
By the Cauchy-Bunyakovsky inequality and taki-
ng into account the properties of regularly varying
functions, we find

VarI2 (n) 6

6 t4β (n)

4B4 (a, n)

[
n∑
k=1

a2(n−k)
(
an−k − 1

)2
a2(a− 1)2

b4+

+

n−1∑
k=1

(k+m−1)∧n∑
j=k+1

a2n−2j
(
an−j − 1

)2
a2(a− 1)2

√
β (j)β (k)



6 t4

4B4 (a, n)

[
Cβ (n)

(
a4n − 1

)
+

11
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+

n−1∑
k=1

(k+m−1)∧n∑
j=k+1

a2n−2j
(
an−j − 1

)2
a2(a− 1)2

(β (j) + β (k))


6 (2m− 1)β (n) b4t4

4a2(a− 1)2B4 (a, n)

a4n − 1

a4 − 1

6 C (2m− 1) t4

B4 (a, n)
β (n) → 0, n→ ∞.

Hence, from the last relation and by (9) and
virtue of the Chebyshev inequality, we get

I2 (n)
P→− t

2

2
, n→ ∞. (10)

Further, taking into account the conditions of the
Theorem 3.1, we obtain as n→ ∞

E |I3 (n)| 6

6 |t|3

B3 (a, n)

[
γ

n∑
k=1

an−k
(
a2(n−k) − 1

)
α (k)+

+
n∑
k=1

an−k
(
an−k − 1

)(
an−k−1 − 1

)
α (k)+

]

+

(
b2 + a2 − a

)
|t|3

2a (a− 1)B3 (a, n)

n∑
k=1

an−k
(
an−k − 1

)
α (k)+

+
|t|3

6B3 (a, n)

n∑
k=1

an−kα (k)+

+
|t|3

B3 (a, n)

n∑
k=1

a3(n−k)α (k) ∼

∼ C
|t|3

B3 (a, n)
α (n) + C

|t|3

B3 (a, n)
α (n)+

+
|t|3

B3 (a, n)
+

C|t|3

6B3 (a, n)
α (n)+

C|t|3

B3 (a, n)
α (n) → 0.

Consequently, by Markov inequality

I3 (n)
P→ 0, n→ ∞. (11)

Thus, combining relations (8)-(11), we obtain

ln

[
e
−itA(a,n)

B(a,n)

n∏
k=1

f εkn−k

(
t

B (a, n)

)]
P→− t

2

2

as n → ∞. Hence, according to the Lebesgue’s
majorized convergence theorem (see [44], Theorem
3, Chapter 2, p.234 and Remark, p.330), we may
deduce

e
−itA(a,n)

B(a,n)Ψn

(
t

B (a, n)

)
→ e−

t2

2 , n→ ∞,

which finishes the proof of Theorem 3.1.

The next result provides conditions for vali-
dity of CLT for supercritical branching processes
W (n). Note that in this case the immigration
mean and variance is not assumed to be a regularly
varying at infinity.

Theorem 3.2. Assume a > 1, γ < ∞ and let
{εn, n > 1} be a sequence of m−dependent random

variables. If χ (a, n) :=
n∑
k=1

a−2kα (k) → ∞ and

β (n) = o (χ (a, n)) as n→ ∞ then as n→ ∞

P
(
W (n)−A (a, n)

B (a, n)
< x

)
→ Φ(x) , x ∈ R.

Remark 1. Note that the condition χ (a, n) → ∞
holds if lim inf α(n+1)

α(n) > a2. This means that immi-
gration mean tends to infinity fast enough. Clearly,
if α (n) ∈ Rα then χ (a, n) does not converge to
infinity.

Доведення. The proof of Theorem 3.2 follows the
lines of Theorem 3.1. Again we use the relation
(5), and we have to evaluate each term involved
in the right-hand side of (5). Before we start, it
should be pointed out the asymptotic behavior of
B2 (a, n) as n → ∞. Observe that under conditi-
ons of Theorem 2, we have as n→ ∞,

B2 (a, n) ∼ ∆2 (a, n) ∼ Ca2nχ (a, n) . (12)

It is obvious E[I1 (n)] = 0. By the same argument
as in proof of relation (8), we have

E[I1 (n)]2 6
t2

B2 (a, n)

n∑
k=1

a2(n−k)β (k)+

+
2t2

B2 (a, n)

n−1∑
k=1

(k+m−1)∧n∑
j=k+1

a2n−j−k
√
β (k)

√
β (j) 6

12
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6 C
a2nt2

B2 (a, n)
max
16k6n

β (k)+

+
a2n (m− 1) t2

B2 (a, n)
max
16k6n

β (k)
n∑
k=1

a−2k+

+
a2n (m− 1) t2

B2 (a, n)

n∑
k=1

a−2kβ (k) ∼

∼ Cm
t2

χ (a, n)
max
16k6n

β (k) → 0, n→ ∞.

Hence, we may claim that

I1 (n)
P→ 0, n→ ∞. (13)

Let us consider I2 (n). From (12) it follows that

EI2 (n) = − t2

2B2 (a, n)
∆2 (a, n) → − t

2

2
as n→ ∞.

Now we estimate the variance of I2 (n). Observe
that

VarI2 (n) 6

6 (2m− 1) t4

4B4 (a, n)

n∑
k=1

β (k)
a2(n−k)

(
an−k − 1

)2
a2(a− 1)2

b4 ∼

∼ C (2m− 1) b4t4

4(a2nχ (a, n))2
a4n max

16k6n
β (k) → 0, n→ ∞.

Thus, by Chebyshev’s inequality

I2 (n)
P→− t

2

2
, n→ ∞. (14)

Concerning I3 (n), we proceed with the same
arguments which were made in (11) and we get

E |I3 (n)| 6 C
θ|t|3α (n)

χ (a, n)
√
χ (a, n)

+

+
C|t|3α (n)

χ (a, n)
√
χ (a, n)

+
C|t|3α (n)

χ (a, n)
√
a2nχ (a, n)

+
C|t|3

an
√
a2nχ (a, n)

+
|t|3α (n)

χ (a, n)
√
χ (a, n)

→ 0 (15)

as n → ∞. Collecting relations (13)-(15), we
obtain the statement of Theorem 3.2. Theorem 3.2
is completely proved.
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У роботi дослiджуються властивостi траєкторiй випадкових процесiв, що задають розв’яз-
ки (в L2(Ω)) для рiвняння теплопровiдностi з φ-субгауссовими стацiонарними випадковими
умовами. Основнi результати роботи – це оцiнки для розподiлiв супремумiв вказаних процесiв
на обмежених та необмежених множинах.

Ключовi слова: φ-субгауссовi процеси, рiвняння теплопровiдностi, випадковi початковi умо-
ви, розподiл супремуму

In this paper, there are studied sample paths properties of stochastic processes representing solutions
(in L2(Ω) sense) of the heat equation with random initial conditions given by φ-sub-Gaussian stationary
processes. The main results are the bounds for the distributions of the suprema for such stochastic
processes considered over bounded and unbounded domains.

Key Words: φ-sub-Gaussian processes, heat equation, random initial condition, distribution of
supremum

1 Introduction

In this paper we investigate sample paths properti-
es of stochastic processes representing solutions
of the heat equation with random initial conditi-
ons given by φ-sub-Gaussian stationary processes.
The general theory of φ-sub-Gaussian processes is
presented in the classical monograph [2] and its
further development can be found in numerous
recent studies. Partial differential equations
with random initial conditions have been intensi-
vely studied in the literature (from different points
of view), starting from the papers by J. Kampé
de Feriet (1955) and M. Rosenblatt (1967) who
introduced rigorous probabilistic tools in this area.
In particular, in [8, 9] solutions to PDE subject
to random initial conditions were investigated
by means of Fourier methods, representations

of solutions by uniformly convergent series and
their approximations in different functional spaces
were developed. The present paper is most closely
related to the papers [1, 3, 4, 6].

We obtain the bounds for distribution of
supremum for the processes related to the heat
equations with φ-sub-Gaussian initial conditions.
These results generalize the correspoding results
from papers [3, 4] where the cases of Gaussian and
sub-Gaussian initial conditions were considered.
We also investigate the rate of growth of soluti-
ons on an unbounded domain and thus extend the
results of [3, 4]. In [6] similar results were obtained
for the case of higher order heat-type equations
(see also [6] for more references on the theory of
φ-sub-Gaussian processes and partial differential
equations with random initial conditions).

c⃝ О.М. Гопкало, Л.М. Сахно, О.I. Василик 2020
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The paper is organized as follows. Section 2
collects important definitions and facts on φ-sub-
Gaussian processes needed for our study. In Secti-
on 3 we consider stochastic processes represen-
ting solutions (in L2(Ω) sense) of the heat equati-
on with random φ-sub-Gaussian initial conditions
and state the results on the distributions of the
suprema for such stochastic processes considered
over bounded and unbounded domains. Section
4 discusses the conditions of convergence of the
integral functional which represent the solution to
the random heat equation. This consideration is
based on the approach of paper [1] and a result
from paper [8] (presented in Appendix).

2 Preliminaries

We present basic definitions and facts from the
theory of φ-sub-Gaussian variables and processes
which will be used in the paper.

Definition 2.1. [2, 10] Let φ = {φ(x), x ∈ R}
be a continuous even convex function. The functi-
on φ is an Orlicz N-function if φ(0) = 0, φ(x) >
0 as x ̸= 0 and the following conditions hold:
limx→0

φ(x)
x = 0, limx→∞

φ(x)
x = ∞.

Condition Q. Let φ be an N-function which satis-
fies lim infx→0

φ(x)
x2

= c > 0, where the case c = ∞
is possible.

Definition 2.2. [2, 7] Let φ be an N -function
satisfying conditionQ and {Ω, L,P} be a standard
probability space. The random variable ζ belongs
to the space Subφ(Ω), if Eζ = 0, E exp{λζ} exists
for all λ ∈ R and there exists a constant a > 0 such
that the following inequality holds for all λ ∈ R

E exp{λζ} ≤ exp{φ(λa)}.

The space Subφ(Ω) is a Banach space with
respect to the norm

τφ(ζ) = sup
λ̸=0

φ(−1) (lnE exp(λζ))

|λ|
,

which can be written equivalently as τφ(ζ) =
inf{a > 0 : E exp{λζ} ≤ exp{φ(aλ)}, and it is
called the φ-sub-Gaussian standard of the random
variable ζ.

Definition 2.3. [5] A family ∆ of random vari-
ables ζ ∈ Subφ(Ω) is called strictly φ-sub-
Gaussian if there exists a constant C∆ such that

for all countable sets I of random variables ζi ∈ ∆,
i ∈ I, the following inequality holds:

τφ

(∑
i∈I

λiζi

)
≤ C∆

E

(∑
i∈I

λiζi

)2
1/2

. (2.1)

The constant C∆ is called the determining
constant of the family ∆.

The linear closure of a strictly φ-sub-Gaussian
family ∆ in the space L2(Ω) is the strictly φ-
sub-Gaussian with the same determining constant
([5]).

Definition 2.4. [5] Random process ζ =
{ζ(t), t ∈ T} is called (strictly) φ-sub-Gaussian
if the family of random variables {ζ(t), t ∈ T}
is (strictly) φ-sub-Gaussian (with the determining
constant Cζ).

Let K be a deterministic kernel and suppose
that the process X = {X(t), t ∈ T} can be
represented in the form X(t) =

∫
T K(t, s) dξ(s),

where ξ(t), t ∈ T , is a strictly φ-sub-Gaussian
random process and the integral above is defined
in the mean-square sense. Then the process X(t),
t ∈ T , is strictly φ-sub-Gaussian random process
with the same determining constant (see [5]).

Definition 2.5. [2, 10] Let φ = {φ(x), x ∈ R} be
an N-function. The function φ∗ defined by

φ∗(x) = sup
y∈R

(xy − φ(y))

is called the Young-Fenchel transform (or convex
conjugate) of the function φ.

The Young-Fenchel transform is also known
as the Legendre (or Legendre-Fenchel) transform,
escpecially in the convex analysis and in the theory
of large deviations.

The function φ∗ plays an important role in the
theory of φ-sub-Gaussian random variables and
processes.

If ζ is a φ-sub-Gaussian random variable, then
we can write exponential estimates for its tail
probabilities, in particular, for all u > 0 we have
the following bound:

P{|ζ| > u} ≤ 2 exp

{
−φ∗

(
u

τφ(ζ)

)}
. (2.2)

By using the entropy methods, various esti-
mates for the distribution of suprema of φ-sub-
Gaussian random processes can be written in
terms of the function φ∗ (see [2]).
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To derive the main results in Section 3 we will
need additional notions and statements.

Lemma 2.1. Let Z(u), u ≥ 0 be a conti-
nuous monotonically increasing function such that
Z(u) > 0 and u

Z(u) is nondecreasing for u ≥ u0,
where u0 ≥ 0 is a constant. Then for u > 0, v > 0

min(
u

v
, 1) <

Z(u+ u0)

Z(v + u0)
.

Proof. For 0 < u < v we have

u

v
<
u+ u0
v + u0

≤ Z(u+ u0)

Z(v + u0)
,

since the function u
Z(u) is nondecreasing for u ≥

u0.

Definition 2.6. [6] The function Z(u), u ≥ 0, is
called admissible for the space Subϕ(Ω), if for Z
the conditions of Lemma 2.1 hold and for some
ε > 0 ∫ ε

0
Ψ
(
ln
(
Z(−1)

(1
s

)
− u0

))
ds <∞,

where Ψ(v) = v
ϕ(−1)(v)

, v > 0.

Consider a separable φ-sub-Gaussian process
defined on a separable metric space (T, d), where
T = {ai ≤ ti ≤ bi, i = 1, 2} and d(t, s) =
max
i=1,2

|ti − si|, t = (t1, t2), s = (s1, s2).

Theorem 2.1. [6] Assume that X = {X(t), t ∈
T} is a separable φ-sub-Gaussian process such that

sup
d(t,s)≤h,
t,s∈T

τφ(X(t)−X(s)) ≤ σ(h), (2.3)

where {σ(h), 0 < h ≤ max
i=1,2

|bi − ai|} is a

monotonically increasing continuous function such
that σ(h) → 0 as h→ 0 and for some ε > 0∫ ε

0
Ψ
(
ln

1

σ(−1)(u)

)
du <∞, (2.4)

where Ψ(v) = v
φ(−1)(v)

. Then

P
{
sup
t∈T

|X(t)| > u
}
≤ 2A(u, θ)

for all 0 < θ < 1 and

u >
2Iφ(min(θε0, γ0))

θ(1− θ)
,

where
A(u, θ) =

= exp
{
−φ∗

( 1

ε0

(
u(1−θ)−2

θ
Iφ(min(θε0, γ0))

))}
,

and

ε0 = sup
t∈T

τφ(X(t)), γ0 = σ(max
i=1,2

|bi − ai|),

φ∗(u) is the Young-Fenchel transform of the
function φ,
Iφ(δ) =∫ δ

0
Ψ

[
ln

[( b1 − a1

2σ(−1)(u)
+ 1
)( b2 − a2

2σ(−1)(u)
+ 1
)]]

du.

3 Main results

Consider the Cauchy problem for the heat equati-
on

∂u

∂t
= µ

∂2u

∂2x
, t > 0, x ∈ R, µ > 0, (3.1)

subject to the random initial condition

u(0, x) = η(x), x ∈ R, (3.2)

where η(x), x ∈ R, is a stochastic process.
In [3, 4] the case of a sub-Gaussian process η

was studied. We suppose that η is φ-sub-Gaussian
process satisfying the next assumption.

H.1 η(x), x ∈ R is a real, measurable, mean-
square continuous stationary (in wide sense)
stochastic process, which is strictly φ-sub-
Gaussian with the determining constant cη.

Let B(x), x ∈ R, be a covariance function of
η, therefore, we have the representation

B(x) =

∫
R
cos(λx)dF (λ), (3.3)

where F (λ) is a spectral measure, and for η the
spectral representation holds

η(x) =

∫
R
eiλxZ(dλ). (3.4)

The stochastic integral is considered as L2(Ω)
integral. The complex-valued orthogonal random
measure Z is such that E|Z(dλ)|2 = F (dλ).

Consider the process u(t, x), t > 0, x ∈ R, defi-
ned by

u(t, x) =

∫
R
g(t, x− y)η(y)dy, (3.5)
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where

g(t, x) =
1

(4πµt)1/2
exp

{
− x2

4µt

}
, t > 0, x ∈ R,

(3.6)
is the fundamental solution to the heat equation
(3.1).

Taking into account (3.4), we can write the
following representation of the process given by
(3.5):

u(t, x) =

∫
R
exp

{
iλx− µtλ2

}
Z(dλ). (3.7)

The process (3.7) can be interpreted as the mean-
square or L2(Ω) solution to the Cauchy problem
(3.1)–(3.2), as justified in [4].

Theorem 3.1. Let u(t, x), t > 0, x ∈ R, be the
stochastic process given by (3.7) and assumption
H.1 hold. Assume that Z(u), u ≥ 0, is a functi-
on satisfying conditions of Lemma 2.1 and the
following integral converges:
C2
Z =

=

∫
R

(
Z2
(
µλ2+u0

)
+4Z2

( |λ|
2
+u0

))
F (dλ) <∞.

(3.8)
Then

σ(h) := sup
max{|t−t1|,|x−x1|}≤h

τφ(u(t, x)−u(t1, x1)) ≤

≤ cηCZ

(
Z
(1
h
+ u0

))−1
. (3.9)

Proof. The proof is similar to the proof of Theorem
3.1 in [4]. We present the main steps. We have:

sup
max{|t−t1|,|x−x1|}≤h

τφ(u(t, x)− u(t1, x1)) ≤

≤ cη sup
max{|t−t1|,|x−x1|}≤h

(
E(u(t, x)−u(t1, x1))2

)1/2
.

(3.10)
Using calculations from [4], we get

E
(
u(t, x)− u(t1, x1)

)2
=

∫
R
|b(λ)|2F (dλ), (3.11)

where

b(λ) = exp{iλx} exp{−µλ2t}

− exp{iλx1} exp{−µλ2t1}.

From formula (3.11) from [4] we have for |t− t1| ≤
h and |x− x1| ≤ h:

|b(λ)| ≤
(
1− exp

{
− µλ2|t− t1|

})2
+

+4 sin2
(1
2
λ(x− x1)

)
≤
(
min(µλ2h, 1)

)2
+

+4
(
min

(h
2
|λ|, 1

))2
.

Using Lemma 2.1 we can write the bound

|b(λ)| ≤ Z(µλ2 + u0)

Z( 1h + uo)
+ 4

Z( |λ|2 + u0)

Z( 1h + u0)
. (3.12)

Substituting (3.12) in (3.11) and using inequality
(3.10), we obtain (3.9).

Theorem 3.2. Let u(t, x), a ≤ t ≤ b, c ≤ x ≤ d,
be a separable modification of the stochastic process
given by (3.7) and assumption H.1 hold. Assume
that Z(u), u ≥ 0, is an admissible function for the
space Subϕ(Ω), and the integral (3.8) converges.
Then for 0 < θ < 1 and

u >
2Îφ(min(θΓ, γ0))

θ(1− θ)

the following inequality holds true:

P
{

sup
a≤t≤b;
c≤x≤d

|u(t, x)| > u
}
≤ 2A(u, θ), (3.13)

where
A(u, θ)

= exp
{
−φ∗

( 1
Γ
(u(1− θ)− 2

θ
Îφ(min(θΓ, γ0)))

)}
;

Îφ(σ)

=

∫ σ

0
Ψ
(
ln
[(b− a

2

(
Z(−1)

(cηCZ
s

)
− u0

)
+ 1
)
×

×
(d− c

2

(
Z(−1)

(cηCZ
s

)
− u0

)
+ 1
)])

ds; (3.14)

Γ = cη

(∫
R
F (dλ)

)1/2
, Ψ(u) =

u

φ(−1)(u)
,

γ0 =
cηCZ

Z( 1κ + u0)
, κ = max(b− a, d− c);

CZ is defined in (3.8).
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Proof. The assertion of this theorem follows from
Theorems 2.1 and 3.1.

Note, that from Theorem 3.1 we have that
condition (2.3) of Theorem 2.1 holds with σ(h) =

cηCZ

(
Z( 1h + u0)

)−1
. We also have

ε0 = sup
(t,x)∈[a,b]×[c,d]

τϕ(u(t, x)) ≤

≤ cη sup
(t,x)∈[a,b]×[c,d]

(
E(u(t, x))2

)1/2
≤

≤ cη sup
(t,x)∈[a,b]×[c,d]

(∫
R
exp{−2µλ2t}F (dλ)

)1/2
≤

≤ cη

(∫
R
F (dλ)

)1/2
=: Γ <∞.

Example 3.1. Let η = {η(u), u ∈ R} be a centered
Gaussian random process satisfying Assumption
H.1. Then cη = 1, φ(x) = x2

2 , φ∗(x) = x2

2 ,
Ψ(x) = 1√

2
x1/2. Consider the following admissi-

ble function

Z(u) = lnα(u+ 1), u ≥ 0, α > 1/2.

In this case

u0 = eα − 1, Z(−1)(v) = exp
{
v

1
α

}
− 1,

Z(v + u0) = lnα(v + eα),

C2
Z =

∫
R

[
ln2α

(
µλ2+eα

)
+4 ln2α

( |λ|
2
+eα

)]
F (dλ).

The above integral converges if the following
integral converges∫

R
ln2α

(
|λ|+ eα

)
F (dλ). (3.15)

That is, if condition (3.15) holds true, then
Theorem 3.2 holds. It follows from (3.14) that

Îφ(δ) =

∫ δ

0

1√
2

(
ln

[(b− a

2

(
exp

{(CZ
s

) 1
α
}
−

−eα
)
+ 1
)
×
(d− c

2

(
exp

{(CZ
s

) 1
α
}
−

−eα
)
+ 1
)]) 1

2
ds.

Let d−c
2 eα > 1 and b−a

2 eα > 1, then

Îφ(δ) ≤
1√
2

×
∫ δ

0

(
ln
(d− c

2

b− a

2
exp

{
2
(CZ
s

) 1
α
})) 1

2
ds

≤ 1√
2

∫ δ

0
ln
((d− c)(b− a)

4

) 1
2
ds

+

∫ δ

0

(CZ
s

) 1
2α
ds

=
δ√
2

(
ln
((d− c)(b− a)

4

)) 1
2

+ δ
(CZ
δ

) 1
2α
(
1− 1

2α

)−1
. (3.16)

It follows from (3.13) that in this case for

u >
2Îφ(min(θΓ, γ0))

θ(1− θ)

we have

P
{

sup
a≤t≤b,
c≤x≤d

|u(t, x)| > u
}
≤

≤ exp
{
− 1

2

( 1
Γ

(
u(1−θ)− 2

θ
Îφ(min(θΓ, γ0))

))2}
,

γ0 =
CZ

lnα
(
1
κ + eα

) .
If θ is such that θΓ < γ0

(
θ < γ0

Γ

)
, then for

u > sup
0<θ<

γ0
Γ

2Îφ(θΓ)

θ(1− θ)

we get the estimate

P
{

sup
a≤t≤b,
c≤x≤d

|u(t, x)| > u
}
≤

≤ inf
0<θ<

γ0
Γ

exp
{
− 1

2

( 1
Γ

(
u(1− θ)− 2

θ
Îφ(θΓ)

))2}
,

and if γ0
Γ > 1 then for

u > sup
0<θ<1

2Îφ(θΓ)

θ(1− θ)

we get
P
{

sup
a≤t≤b,
c≤x≤d

|u(t, x)| > u
}
≤

≤ inf
0<θ≤1

exp
{
− 1

2

( 1
Γ

(
u(1− θ)− 2

θ
Îφ(θΓ)

))2}
.
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Example 3.2. Let η = {η(u), u ∈ R} be a centered
Gaussian random process, as in Example 3.1.
Consider the admissible function Z(u) = |u|α,
0 < α ≤ 1. In this case

u0 = 0, Z(−1)(u) = u
1
α , u > 0,

C2
Z =

∫
R

((
µλ2

)2α
+ 4
( |λ|

2

)2α)
F (dλ)

≤
∫
R

((
µλ2

)2α
+ 41−αλ2α

)
F (dλ). (3.17)

This integral converges if the next integral
converges ∫

R
λ4αF (dλ) <∞. (3.18)

That is, if condition (3.18) holds, then
Theorem 3.2 holds. It follows from (3.14) that

Îφ(δ) =
1√
2

∫ δ

0

(
ln
[(b− a

2

(CZ
s

) 1
α
+ 1
)

×
(d− c

2

(CZ
s

) 1
α
+ 1
)]) 1

2
ds.

For 0 ≤ β < 1, x > 0, y > 0, we have

ln((1 + x)(1 + y)) =
1

β
ln[(1 + x)(1 + y)]β

=
1

β

[
ln(1 + x)β + ln(1 + y)β

]
≤ 1

β

[
ln(1 + xβ) + ln(1 + yβ)

]
≤ 1

β

(
xβ + yβ

)
,

therefore, in the case of β < α we obtain

Îφ(δ) ≤
1√
2β

(
CZ
) β

2α δ(1−
β
2α

) 1

1− β
2α

[(b− a

2

)β
2

+
(d− c

2

)β
2
]
=: Ĵφ(δ, β). (3.19)

It follows from (3.13) that in this case for

u >
2Ĵφ(min(θΓ, γ0), β)

θ(1− θ)
, γ0 = CZκα

we get the estimate

P
{

sup
a≤t≤b
c≤x≤d

|u(t, x)| > u
}
≤

≤ inf
θ,β

exp
{
− 1

2

( 1
Γ

(
u(1− θ)

− 2

θ
Ĵφ(min(θΓ, γ0), β)

))2}
.

Consider now the process u(t, x), (x, t) ∈ V
defined on an unbounded domain of the following
form: V = [−A,A]× [0,∞), A > 0.

Introduce a family of segments {[bk, bk+1], k =
0, 1, . . . } such that b0 = 0, bk > bk+1, bk → ∞,
k → ∞; bk+1 − bk ≥ 2A, define the sets Vk =
[−A,A]× [bk, bk+1], k = 0, 1, . . . and V = ∪∞

k=0Vk.
Let {a(t), t ≥ 0} be a continuous strictly

increasing function such that a(t) > 0, t ≥ 0 and
a(t) → ∞, as t→ ∞.

Denote:

ak = min
t∈[bk,bk+1]

a(t); εk = sup
(x,t)∈Vk

τφ(u(t, x)).

In the next theorem the rate of growth of
u(t, x), (x, t) ∈ V , is evaluated.

Theorem 3.3. Let u(t, x), (t, x) ∈ V, be a
separable modification of the stochastic process gi-
ven by (3.7) and assumption H.1 hold. Assume
that Z(u), u ≥ 0, is an admissible function for the
space Subφ(Ω), and the integral (3.8) converges.

Suppose that the following conditions hold:

1. supk=0,∞
εk
ak
<∞.

2. For σ > 0

Îφ(σ) =

∫ σ

0
Ψ
(
ln
[(
A(Z(−1)(

cηCZ
s

)− u0) + 1
)

×
(bk+1 − bk

2
(Z(−1)(

cηCZ
s

)− u0) + 1
)])

ds

and for some θ, 0 < θ < 1

sup
k=0,∞

Îφ,k(θεk)

ak
<∞.

3. The series
∞∑
k=0

exp
{

− φ∗
(
sak(1−θ)

2εk

)}
converges for some s such that
sup
k=0,∞

4εk
ak(1−θ) < s < u

2 .

Then for

u > sup
k=0,∞

Îφ,k(θεk)

ak

4

θ(1− θ)
,

P
{

sup
(x,t)∈V

|u(t, x)|
a(t)

> u
}
≤ 2 exp

{
− φ∗

(u
s

)}
×

∞∑
k=0

exp
{
−φ∗

(sak(1− θ)

2εk

)}
=: 2A(u). (3.20)
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Proof. The assertion of this theorem follows from
Theorem 6.1 ([6]) (see also Theorem 3 in [9]). The
arguments used for the proof are the same as that
for Theorem 6.2. in [6].

Corollary 3.1. Let the assumptions of
Theorem 3.3 hold true. Then there exists a random
variable ξ such that

P{ξ > u} ≤ 2A(u)

for

u > sup
k=0,∞

Îφ,k(θεk)

ak

4

θ(1− θ)

and
|u(x, t)| < ξa(t)

with probability one.

4 On convergence of the integral (3.7)

In the papers [1], [6] the integral functionals (wi-
th kernels of a particular form) of φ-sub-Gaussian
random processes were studied as solutions of
higher order partial differential equations with
random initial conditions.

By using the same approach as in [1], we can
state that under the conditions of Theorem 3.2 the
integrals given by formula (3.7), that is,

u(t, x) =

∫
R
exp

{
iλx− µtλ2

}
Z(dλ)

converge with probability 1 for |x| ≤ A, 0 ≤ t ≤ T ,
where A > 0 and T > 0 are some constants.
For this end we can apply the result from [8] (see
Theorem A.1 in Appendix). In view of Theorem
A.1 it is sufficient to show that there exists a
sequence an > 0, an → ∞ as n→ ∞, such that the
sequence un (t, x) =

∫ an
−an exp

{
iλx − µtλ2

}
Z(dλ)

converges uniformly in probability for |x| ≤ A,
0 ≤ t ≤ T .

Reconsidering the proof of Theorem 3.1, we
obtain

sup
max{|t−t1|,|x−x1|}≤h

τφ(un(t, x)− un(t1, x1))

≤ cη sup
max{|t−t1|,|x−x1|}≤h

(
E(un(t, x)−un(t1, x1))2

)1/2
≤ cη

∫
R
|b(λ)|2F (dλ) ≤ cηCZ

(
Z
(1
h
+ u0

))−1
,

therefore, condition (5.21) of Theorem A.1 holds
with

σ(h) = cηCZ

(
Z
(1
h
+ u0

))−1
.

Taking into account that

σ(−1) (ε) =
1

Z(−1)
(
cηCZ

ε

)
− u0

, 0 < ε <
Z (u0)

cηCZ
,

and Z is an admissible function (see Definition
2.6), we conclude that condition (5.22) of Theorem
A.1 holds as well.

5 Appendix

Let (T, d) be a compact metric space and C (T )
be the Banach space of continuous functions
with uniform norm. Let Xk = {Xk (t) , t ∈ T} be
a sequence of φ-subGaussian random processes
such that Xk ∈ C (T ) . The general conditions
of convergence in probability of Xk in the space
C (T ) are presented in the book [2]. In the paper
[8] these conditions are presented for the case
where T is a finite-dimensional space.
Theorem A.1. ([8]) Let Rk be a k-dimensional
space, d (t, s) = max1≤i≤k |ti − si| , T = {0 ≤ ti ≤
Ti, i = 1, 2, ..., k}, Ti > 0; Xn = {Xn (t) , t ∈ T} be
a sequence of φ−subGaussian random processes
such that Xn ∈ C (T ) . Let us assume also that
there exists a continuous increasing function σ =
{σ (h) , h > 0}, σ (h) → 0 as h→ 0, such that

sup
d(t,s)≤h

τφ (Xn (t)−Xn (s)) ≤ σ (h) (5.21)

and

∫
0+

Ψ

(
ln

1

σ(−1) (ε)

)
dε <∞, (5.22)

where Ψ(u) = u
φ(−1)(u)

, σ(−1) (u) is the inverse

function of σ (u) , φ(−1) (u) is the inverse functi-
on of φ (u) , for u > 0, and

∫
0+ f (ε) dε denotes∫ δ

0 f (ε) dε for sufficiently small δ > 0. If the
sequence of processes Xn (t) , n ≥ 1, converges
in probability to X (t) for all t ∈ T , then Xn (t)
converges in probability to X (t) in the space
C (T ) .
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Оцiнки розподiлу напiвнорм Гельдера
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Estimates for the distribution of Hölder
semi-norms of real stationary Gaussian
processes with a stable correlation
function

1 Taras Shevchenko National University of Kyiv,
83000, Kyiv, 4d Glushkova str.,
e-mail: 1 dm_zatula@univ.kiev.ua

У роботi розглядаються дiйснi стацiонарнi гауссовi процеси зi стiйкою кореляцiйною фун-
кцiєю. Показано, що траекторiї стацiонарних гауссових власних комплексних випадкових проце-
сiв iз нульовим математичним сподiванням належать простору Орлiча, породженому функцi-
єю U(x) = e

x2

2 − 1. Отримано умови, за яких справджуються оцiнки розподiлу напiвнорм Гель-
дера вiд гауссових власних комплексних випадкових процесiв, визначених на компактi T = [0, T ].

Ключовi слова: стацiонарнi гауссовi процеси, власнi комплекснi випадковi процеси, простори
Орлiча, модулi неперервностi, напiвнорми Гельдера.

Complex random variables and processes with a vanishing pseudo-correlation are called proper.
There is a class of stationary proper complex random processes that have a stable correlation function.
In the present article we consider real stationary Gaussian processes with a stable correlation function.
It is shown that the trajectories of stationary Gaussian proper complex random processes with zero
mean belong to the Orlich space generated by the function U(x) = e

x2

2 − 1. Estimates are obtained for
the distribution of semi-norms of sample functions of Gaussian proper complex random processes with
a stable correlation function, defined on the compact T = [0, T ], in Hölder spaces.

Key Words: stationary Gaussian processes, proper complex random processes, Orlicz spaces, moduli
of continuity, Hölder semi-norms.

Статтю представив д.ф.-м.н. Козаченко Ю.В.

1 Вступ

Нехай (T, ρ) — деякий метричний простiр.
Розглянемо такий випадковий процес X =
= (X(t), t ∈ T), що з iмовiрнiстю 1:

lim sup
ε↓0

sup
0<ρ(t,s)6ε
t,s∈T

|X(t)−X(s)|

f(ε)
6 1.

У цiй нерiвностi функцiя f повинна бути моду-
лем неперервностi для процесу X.

Простiр функцiй з модулями неперервностi
f є простором Гельдера, а функцiонал

sup
0<ρ(t,s)6ε
t,s∈T

|X(t)−X(s)|
f(ρ(t, s))

є напiвнормою у просторi Гельдера. У подаль-
шому матимемо справу iз оцiнками роз-
подiлiв напiвнорм Гельдера вiд траекторiй

власних комплексних випадкових процесiв
Xα = (Xα(t), t ∈ [0, T ]), тобто ймовiрностей

P

 sup
0<|t−s|6ε
t,s∈[0,T ]

|Xα(t)−Xα(s)|
f(|t− s|)

> x

 .

Такi оцiнки та припущення, згiдно з яки-
ми напiвнорми траекторiй процесiв з просто-
рiв Fψ(Ω) задовольняють умовi Гельдера, були
отриманi в [2, 3]. Схожi результати для гауссо-
вих процесiв, визначених на компактi, мiстя-
ться у роботi [4]. Козаченко [5] узагальнив резу-
льтати Дадлi для випадкових процесiв, що на-
лежать до просторiв Орлiча (див. також [1, 6]).

2 Означення та попереднi результати

c⃝ Д.В. Затула, 2020

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2020/1-2.3
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Означення 2.1. ([7]) Випадковий комплексний
процесс Xα = (Xα(t), t ∈ R) називається вла-
сним комплексним випадковим процесом, якщо
псевдокореляцiйна функцiя цього процесу до-
рiвнює нулю:

EXα(t)Xα(t+ τ) = 0,

тобто, коли виконуються умови:

EXc(t)Xc(t+ τ) = EXs(t)Xs(t+ τ),

EXc(t)Xs(t+ τ) = −EXs(t)Xc(t+ τ).

Означення 2.2. ([8]) Функцiя r(τ), τ ∈ R, нази-
вається стiйкою кореляцiйною функцiєю, якщо

r(τ) = σ2 exp

{
−c|τ |α

(
1 + iβ

τ

|τ |
ω(τ, α)

)}
,

(1)
де α ∈ (0, 2], |β| 6 1, c > 0, σ2 > 0 та

ω(τ, α) =

{
tg πα

2 , якщо α ̸= 1;
2
π ln |τ |, якщо α = 1.

Означення 2.3. Стацiонарний власний компле-
ксний випадковий процес називається власним
стацiонарним комплексним випадковим проце-
сом зi стiйкою кореляцiйною функцiєю, якщо

EXα(t)Xα(t+ τ) = r(τ),

де функцiя r(τ) задана (1).

Означення 2.4. ([1]) Функцiю U : R → R на-
зивають C–функцiєю, якщо U — опукла, моно-
тонно зростаюча при x > 0, парна, неперервна,
а також U(0) = 0.

За означенням, C–функцiя U(x), x > 0, має
обернену функцiю ([1]).

Означення 2.5. ([1]) Нехай U — довiльна C–
функцiя. Простором Орлiча випадкових вели-
чин LU (Ω) називається сiм’я випадкових вели-
чин, що для кожної ξ ∈ LU (Ω) iснує така кон-
станта rξ > 0, що

EU
(
ξ

rξ

)
<∞.

Цей простiр є простором Банаха з нормою

∥ξ∥U = inf

{
r > 0 : EU

(
ξ

r

)
6 1

}
.

Означення 2.6. ([1]) Метрична масивнiсть
N(T, ρ)(u) := N(u) — це мiнiмальна кiлькiсть
замкнених куль (визначених вiдповiдно до ме-
трики ρ) радiусу u, якими можна покрити про-
стiр T.

Означення 2.7. ([1]) C–функцiя U задовольняє
∆2–умовi, якщо U ∼ U2, тобто ∃x0 > 0, ∃L > 1
∀x > x0 :

U2(x) 6 U(Lx). (2)

Розглянемо простiр T = [0, T ], T > 0, у
якому введемо метрику

ρ(t, s) = |t− s|, t, s ∈ T.
Нехай U : R → R — C–функцiя, що задо-

вольняє ∆2–умовi. Вiдповiдний простiр LU (Ω)
є простором Орлiча з нормою ∥ · ∥U .

Розглянемо стохастичний процес X =
(X(t), t ∈ T) з LU (Ω)–приростами. Тодi

ρX(t, s) = ∥X(t)−X(s)∥U , t, s ∈ T,
є псевдометрикою, породженою процесом X.
Припустимо, що процес X є сепарабельним на
(T, ρ).

Покладемо N(u) — метрична масивнiсть
простору (T, ρ). Нехай σ(u), u > 0, є деякою не-
перервною функцiєю такою, що σ(u) → 0 при
u→ 0. Введемо умову на псевдометрику ρX :

sup
ρ(t,s)6u

∥X(t)−X(s)∥U 6 σ(u), ∀u > 0.

Оскiльки T = [0, T ], то за означенням 2.6
маємо, що

T

2u
6 N(u) 6 T

2u
+ 1.

Тому для σ(−1)(p) — оберненої функцiї до
σ(u), виконується нерiвнiсть:

N(T, ρX)(p) 6
T

2σ(−1)(p)
+ 1.

Теорема 2.1. ([6]) Покладемо

f(σ(u)) =

σ(u)∫
0

U (−1)

(
T

2σ(−1)(p)
+ 1

)
dp =

= [p = σ(t)] =

u∫
0

U (−1)

(
T

2t
+ 1

)
dσ(t), u > 0;

z0 = max{x0, L}, де x0 та L — константи з
означення 2.7; а також u∗ = σ(−1)(T ). Тодi
iснують функцiї C(σ(u)), u ∈ (0, u∗), i C1(u),
u ∈ (0, T ), такi, що C(σ(u)) > 0 ∀u ∈ (0, u∗),
C1(u) > 0 ∀u ∈ (0, T ), C1(u) → 0 при u→ 0, та
∀x > z0 ∀u ∈ (0, u∗) має мiсце нерiвнiсть:
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P

 sup
t,s∈T

0<|t−s|6u

|X(t)−X(s)|
C(σ(u))f(σ(|t− s|))

> x

 6 C1(u)

U(x)
.

Для u таких, що N(u) > U(z0): C1(u) 6 3+
√
2

i C(σ(u)) 6 3L(5 + 4L). Бiльше того,

lim sup
u↓0

∆(X;u)

3L(5 + 4L)z0f(σ(u))
6 1

майже напевно, де

∆(X;u) = sup
t,s∈T

0<|t−s|6u

|X(t)−X(s)|.

3 Основнi результати

Нехай ξ — гауссова випадкова величина з
нульовим математичним сподiванням та дис-
персiєю σ2.
Теорема 3.1. Випадкова величина ξ ∼ N(0, σ2)
належить простору Орлiча LU (Ω) з функцiєю
U(x) = exp

{
x2

2

}
− 1 та нормою ∥ξ∥U = 2√

3
σ.

Доведення. Оскiльки U(x) = exp
{
x2

2

}
− 1, то

EU
(
ξ

r

)
= E exp

{
ξ2

2r2

}
− 1

для довiльного r > σ. Маємо, що

E exp

{
ξ2

2r2

}
=

=
1√
2πσ

∞∫
−∞

exp

{
x2

2r2

}
· exp

{
− x2

2σ2

}
dx =

=
1√
2πσ

∞∫
−∞

exp

{
−x

2

2
· r

2 − σ2

r2σ2

}
dx =

=

1
σ

√
r2σ2

r2−σ2

√
2π ·

√
r2σ2

r2−σ2

∞∫
−∞

exp

{
−x

2

2
· r

2 − σ2

r2σ2

}
dx =

=

√
r2

r2 − σ2
.

Отже, ξ належить простору Орлiча LU (Ω)
за означенням 2.5. Її норма:

∥ξ∥U = inf

{
r > 0 : E exp

{
ξ2

2r2

}
6 2

}
=

= inf

{
r > 0 :

√
r2

r2 − σ2
6 2

}
=

= inf

{
r > 0 : r > 2√

3
σ

}
=

=
2√
3
σ.

Розглянемо Xα = (Xα(t), t ∈ T) — стацiо-
нарний гауссiвський власний комплексний ви-
падковий процес такий, що Xα(t) ∼ N(0, σ2)
∀t ∈ T. У такому разi, вiдповiдно до теореми
3.1, Xα(t) належить простору Орлiча, що поро-
джується функцiєю U(x) = exp

{
x2

2

}
−1, x ∈ R.

Ця C–функцiя задовольняє ∆2–умовi з констан-
тою L >

√
2 (див. означення 2.7), причому

при L =
√
2 умова виконується для довiльного

x > 0. У вiдповiдному просторi Орлiча LU (Ω)
позначимо норму через ∥ · ∥U .

Таким чином, функцiя

ρXα(t, s) = ∥Xα(t)−Xα(s)∥U , t, s ∈ T,

є псевдометрикою, породженою процесом Xα.
Припустимо, що процес Xα є сепарабельним на
(T, ρ). Оскiльки ∀t ∈ T та ∀τ ∈ [−t, T − t]:

EXα(t)Xα(t+ τ) = r(τ) = σ2 exp{−c|τ |α},

то, використовуючи нерiвнiсть 1 − e−x 6 x,
x > 0, маємо ∀t, s ∈ T:

E(Xα(t)−Xα(s))
2 = 2r(0)− 2r(|t− s|) =

= 2σ2(1− exp{−c|t− s|α}) 6 2cσ2|t− s|α.

Позначимо σ1(u) = 2σ
√

2c
3 u

α/2, u > 0. От-
же, згiдно iз теоремою 3.1, отримали умову на
псевдометрику ρXα : для довiльного u > 0

sup
|t−s|6u

∥Xα(t)−Xα(s)∥U 6 2σ

√
2c

3
uα/2. (3)

Згiдно iз означенням метричної масивностi

(NρXα
(u)) та оскiльки σ(−1)

1 (u) =
(
u
2σ

√
3
2c

)2/α
є

оберненою функцiєю до σ1(u), то буде викону-
ватись нерiвнiсть:

NρXα
(u) 6 1 +

T

2

(
u

2σ

√
3

2c

)−2/α

.
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Для функцiї U(x) = exp
{
x2

2

}
− 1, x ∈ R,

оберненою є U (−1)(y) =
√

2 ln(y + 1), y > 0. То-
му можемо оцiнити значення функцiї

f(σ1(u)) =

σ1(u)∫
0

U (−1)

(
T

2σ
(−1)
1 (p)

+ 1

)
dp =

=

2σ
√

2c
3
uα/2∫

0

√√√√√2 ln

2 +
T

2
·

(
p

2σ

√
3

2c

)−2/α
dp.

Для цього скористаємося нерiвнiстю

ln (1 + t) =
1

β
ln (1 + t)β 6 tβ

β
, (4)

що справджується для будь-якого t > 0 та
β ∈ (0, 1). Маємо:

f(σ1(u)) 6

6
√

2

β

2σ
√

2c
3
uα/2∫

0

1 +
T

2
·

(
p

2σ

√
3

2c

)−2/α
β/2

dp,

де β ∈ (0, 1). Припустимо, що

1 +
T

2
·

(
p

2σ

√
3

2c

)−2/α

6 c1(u) · p−2/α,

тобто c1(u) > p2/α + T
2 ·
(
2σ
√

2c
3

)2/α
. Оскiль-

ки p ∈
(
0, 2σ

√
2c
3 u

α/2
)
, то попередня нерiвнiсть

виконується при c1(u) =
(
u+ T

2

)
·
(
2σ
√

2c
3

)2/α
.

Отже, за умови, що β < α, має мiсце нерiв-
нiсть:

f(σ1(u)) 6
√

2

β

2σ
√

2c
3
uα/2∫

0

(
c1(u)·p−2/α

)β/2
dp =

=
4ασ

α− β

√
c

3β

(
u+

T

2

)β/2
u

α−β
2 .

Таким чином, справджується наступна тео-
рема.

Теорема 3.2. Покладемо

gα(u) =
4ασ

α− β

√
c

3β

(
u+

T

2

)β/2
u

α−β
2 , u > 0,

де c, σ > 0, α ∈ (0, 2] та β ∈ (0,min{1, α}).
Також нехай z0 = max{x0, L}, де x0 та

L — константи з означення 2.7, а також

u∗ = σ
(−1)
1 (T ) =

(
T
2σ

√
3
2c

)2/α
. Тодi iснують

функцiї C(σ1(u)), u ∈ (0, u∗), i C1(u), u ∈ (0, T ),
такi, що C(σ1(u)) > 0 ∀u ∈ (0, u∗), C1(u) > 0
∀u ∈ (0, T ), C1(u) → 0 при u → 0, та ∀x > z0
∀u ∈ (0, u∗) має мiсце нерiвнiсть:

P

 sup
t,s∈T

0<|t−s|6u

|Xα(t)−Xα(s)|
C(σ1(u)) gα(|t− s|)

> x

 6

6 C1(u)

exp
{
x2

2

}
− 1

.

Бiльше того,

lim sup
u↓0

∆(Xα;u)

3L(5 + 4L)z0 gα(u)
6 1

майже напевно, де

∆(Xα;u) = sup
t,s∈T

0<|t−s|6u

|Xα(t)−Xα(s)|.

Наслiдок 1. Оскiльки ∆2–умова виконується
∀x > 0 при L =

√
2, то у такому випадку

z0 =
√
2 i для будь-якого u < T

2(e−2) =: u∗∗
виконується нерiвнiсть N(u) > U(z0). Тодi
∀x >

√
2 та u ∈ (0,min{u∗, u∗∗}) справджує-

ться нерiвнiсть:

P

 sup
t,s∈T

0<|t−s|6u

|Xα(t)−Xα(s)|
3(8 + 5

√
2) gα(|t− s|)

> x

 6

6 3 +
√
2

exp
{
x2

2

}
− 1

. (5)

Бiльше того,

lim sup
u↓0

∆(Xα;u)

6(5 + 4
√
2) gα(u)

6 1

майже напевно, де

∆(Xα;u) = sup
t,s∈T

0<|t−s|6u

|Xα(t)−Xα(s)|.

Зауваження 1. Значення правої частини не-

рiвностi (5) менше 1 при x >
√

2 ln(4 +
√
2).
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Приклад 1. Нехай T = 1, c = 3
2 , σ = 1

4 та

u = 1
2 ∈

(
0,min

{
α
√
4, 1

2(e−2)

})
. Якщо α ∈ (0, 2),

то нехай β = α
2 , та β = 1

2 , якщо α = 2. От-
же, згiдно iз наслiдком 1 та зауваженням 1, у

такому випадку ∀x >
√

2 ln(4 +
√
2) має мiсце

нерiвнiсть:

P

 sup
t,s∈[0,1]

0<|t−s|6 1
2

|Xα(t)−Xα(s)|
3(8 + 5

√
2)h1(α)

> x

 6 3 +
√
2

e
x2

2 − 1
,

де h1(α) = 21−
α
4√
α

, якщо α ∈ (0, 2) та h1(2) = 23/4

3 .
Якщо для q ∈ (0, 1):

3 +
√
2

e
x2

2 − 1
= q ⇔ x =

√√√√2 ln

(
1 +

3 +
√
2

q

)
,

то з iмовiрнiстю, бiльшою за 1− q, справджує-
ться така оцiнка ∀α ∈ (0, 2]:

sup
t,s∈[0,1]

0<|t−s|6 1
2

|Xα(t)−Xα(s)| 6 6(5 + 4
√
2)×

×

√√√√ln

(
1 +

3 +
√
2

q

)
· h1(α). (6)

Рис. 1. Значення правої частини нерiвностi (6)
в залежностi вiд обраного α для q = 0,01

Приклад 2. Нехай c = 3
2 , σ = 1

4 та T = 2(1− u).

У такому разi для будь-яких x >
√

2 ln(4 +
√
2),

α ∈ (0, 2], u ∈
(
0, 1

e−1

)
та β ∈ (0, 1) згiдно iз

наслiдком 1 та зауваженням 1 має мiсце нерiв-
нiсть:

P

 sup
t,s∈[0,2(1−u)]
0<|t−s|6u

|Xα(t)−Xα(s)|
h3(α, u, β)

> x

 6 3 +
√
2

e
x2

2 − 1
,

де h3(α, u, β) =
3α(5+4

√
2)√

β(α−β) u
α−β
2 .

Функцiю h3(α, u, β) можна мiнiмiзувати по
змiннiй β. З умови ∂h3(α,u,β)

∂β = 0 маємо, що
оптимальним є значення

β(α, u) =
α

2
− 3

2 lnu
− 1

2

√
α2 − 2α

lnu
+

9

ln2 u
.

Аналогiчно до попереднього прикладу,
∀q ∈ (0, 1) наступна нерiвнiсть справджується
∀α ∈ (0, 2] та u ∈

(
0, 1

e−1

)
з iмовiрнiстю, бiль-

шою за 1− q:

sup
t,s∈[0,2(1−u)]
0<|t−s|6u

|Xα(t)−Xα(s)| 6 6(5 + 4
√
2)×

×

√√√√ln

(
1 +

3 +
√
2

q

)
· h4(α, u), (7)

де h4(α, u) = α√
2β(α,u)(α−β(α,u))

u
α−β(α,u)

2 ,

β(α, u) = α
2 − 3

2 lnu − 1
2

√
α2 − 2α

lnu + 9
ln2 u

.

Рис. 2. Значення правої частини нерiвностi (7)
в залежностi вiд обраних α та u для q = 0,01

Висновки

У роботi проаналiзовано оцiнки розподiлу
деяких функцiоналiв для дiйсних стацiонар-
них гауссових процесiв. Зокрема, розглянуто
зв’язок мiж траекторiями стацiонарних гауссо-
вих власних комплексних випадкових процесiв,
що мають нульове математичне сподiвання, та
простором Орлiча, що породжений функцiєю
U(x) = e

x2

2 −1. Для розподiлу напiвнорм вiд га-
уссових власних комплексних випадкових про-
цесiв, визначених на компактi T = [0, T ], отри-
мано оцiнки у просторах Гельдера.
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У роботi дослiджуються залежностi мiж фiнансовими показниками страхових компанiй
та простором новин, який розглядається у виглядi сукупностi тематик. Метою роботи є по-
будова моделi для передбачення напрямку змiни рейтингу страхової компанiї за заданим пока-
зниками (вгору або вниз вiд поточної позицiї в рейтингу) на основi множини новинних статей
за вiдповiдний промiжок часу. Було створено пiдхiд, який включає пошук найбiльш впливових
тем для заданого показника. Використано метод тематичного моделювання Latent Dirichlet
Allocation (LDA) та наївний баєсiв класифiкатор. Для оцiнки було використано Leave-One-Out
валiдацiю часових рядiв iз метрикою точностi.

Ключовi слова: LDA, статистичний аналiз новин, тематичне моделювання, наївний баєсiв
класифiкатор, фiнансовi показники страхової компанiї.

In this paper we investigate the relationship between financial indicators of insurance companies
and news space. The news space is considered as a set of topics. The goal of the paper is to fit the
model in order to forecast company‘s rating change for given indicators – whether rating will go up or
down regarding the current value. As the data set we use news articles of the relevant insurance topics
for the specified time period. The approach we use includes search for the most influential topics for
the given indicator. To retrieve topics, we used Latent Dirichlet Allocation (LDA) algorithm and Naive
Bayes model. For the validation the Leave-One-Out approach was used with accuracy metric.

Key Words: LDA, news space analysis, topic modelling, Naive Bayes, financial indicators of insurance
company.

1 Вступ

У роботi дослiджується питання прогнозу-
вання змiни рейтингiв фiнансових показни-
кiв страхових компанiй. Використано вiдкри-
тi данi страхового ринку України та, для
прикладу, показник сумарних активiв стра-
хових компанiй. Вiдкритi данi щодо iстори-
чних показникiв фiнансового рейтингу страхо-

вих компанiй України доступнi за посиланням
https://forinsurer.com/ratings/nonlife. Дана за-
дача є важливою, оскiльки в багатьох галузях,
зокрема в страхуваннi, недостатньо даних для
побудови прогнозного механiзму в режимi ре-
ального часу. Обмеження виникають з рiзних
причин, таких як законодавче регулювання, за-
надто велика цiна пiдготовки фiнансових звi-
тiв, недостатня автоматизацiя й цифровiзацiя

c⃝ В.П. Зубченко, Є.О. Костюк, М.О. Лукащук, А.М. Ярошевський, 2020
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бiзнес-процесiв компанiй тощо. Наприклад, рi-
зниця мiж наявними даними щодо фiнансової
динамiки страхових компанiй та ринком акцiй
полягає в тому, що iнформацiя щодо цiни акцiї
компанiї на бiржi доступна майже у довiльний
час. Натомiсть щодо страхового ринку опера-
тивної iнформацiї дуже мало. Єдине, що вiдо-
мо – це динамiка ключових фiнансових пока-
зникiв страхових компанiй на основi щоквар-
тальних фiнансових звiтiв. Також, страховики
зобов’язанi на щорiчнiй основi публiкувати ба-
ланс, звiт про прибутки та збитки, та данi щодо
ключових показникiв страхової дiяльностi.

2 Попереднi дослiдження

Дослiдження ринку показало, що вплив засо-
бiв масової iнформацiї у фiнансовому секто-
рi за останнi роки значно збiльшився, особли-
во у сферi фондового ринку. Так, опублiковано
велику кiлькiсть результатiв щодо залежностi
мiж iнформацiєю, поширеною в ЗМI, та цiною
акцiй, волатильнiстю та трендом їх динамiки
[7, 8, 9, 10]. Наприклад, у [11] було показа-
но, що медiапростiр пов’язаний iз фондовими
ринками. Такi зв’зки дуже складнi i включають
вплив на поведiнку iнвесторiв.

У роботi [12] використовується метод LDA
з класифiкатором, який забезпечує прогнозува-
ння волатильностi для часових дiапазонiв з 20-
хвилинним змiщенням. Взявши за основу даний
пiдхiд, ми адаптуємо його для побудови моделi
прогнозування руху рейтингiв фiнансових по-
казникiв страхових компанiй вiдносно конку-
рентiв (на вiдмiну вiд прогнозування абсолю-
тних значень). У роботi [13] автор проводить
аналiз впливу на фiнансову динамiку акцiй iн-
формацiї iз соцiальних мереж та ЗМI. У зада-
чi прогнозування волатильностi автору вдалося
досягнути точностi 83,2%.

Результатiв щодо аналiзу динамiки страхо-
вих компанiй за допомогою методi машинного
навчання та data-science значно менше, оскiль-
ки звiтнi данi доступнi здебiльшого лише на що-
квартальнi основi. Залежно вiд законодавчого
регулювання конкретної країни звiтнi данi мо-
жуть подаватись iз рiзною частотою, втiм у вiд-
критому доступi найчастiше доступна саме що-
квратальна динамiка, на вiдмiну вiд значно ви-
щої частоти даних iз фондових ринкiв, де цi-
ни можна отримати практично в будь-який мо-

мент часу. Отже, страховий ринок має принци-
пово iншу структуру даних, нiж фондовий ри-
нок, оскiльки ми не можемо щодня здiйснюва-
ти монiторинг iнформацiї щодо динамiки змiни
фiнансових показникiв страхових компанiй. Та-
кож одним iз факторiв виступає доступ до iн-
формацiйних медiа ресурсiв. Коли новини про
фондовi ринки досить популярнi у суспiльствi
та мають величезну аудиторiю, то зi страхуван-
ням дещо важче. В Українi, де страхування досi
є темою бiльш вузькоспецiалiзованою, окремих
медiа ресурсiв, якi спрямованi саме на цю те-
му не так багато. Зазвичай новини розрiдженi
по всiх можливих журналах, сайтах тощо, що
ускладнює задачу збору та аналiху даних.

3 Використанi алгоритми

3.1 Latent Dirichlet allocation (LDA)

У роботi Blei et al. [1] була описана генеративна
статистична модель, яка кожному документу
ставить у вiдповiднiсть ймовiрностi наявностi у
ньому наперед заданої кiлькостi тематик. LDA
спирається на деякi припущення щодо структу-
ри документiв, такi як:

• порядок слiв не має значення;

• кiлькiсть тем заздалегiдь вiдома (або оцi-
нюється заздалегiдь);

• розподiл тематик моделюється розподi-
лом Дiрiхле.

У LDA кожен документ складається з тема-
тик, якi розглядаються як латентнi (прихова-
нi) змiннi. Кожна тема розглядається як набiр
слiв iз ймовiрностями кожного слова потрапи-
ти у тему. Вiдповiдно, пiсля процедури пiдгон-
ки є можливим оцiнити за цими ймовiрностя-
ми розподiл тем на документ. Цi ймовiрностi i
є “основними” параметрами моделi.

Бiльш детально, LDA – це iєрархiчна бає-
сiвська модель, що складається з двох рiвнiв:
перший рiвень складається з компонентiв, якi
вiдповiдають “тематикам” (або його ще назива-
ють латентним рiвнем); другий рiвень – мульти-
номiальна змiнна з апрiорним розподiлом Дiрi-
хле, яка вiдповiдає за класифiкацiю “тематик”
у документi. Потiм для кожного слова будує-
ться його розподiл належностi до кожної з тем.
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Однiєю з переваг пiдходу є робота на нерозмi-
чених текстах. Досить часто розмiтка є пробле-
мою за рахунок вартостi та часу. Як вже за-
значалося, в умовах страхового медiа простору
така розмiтка та збiр даних iнколи є досить сут-
тєвим обмеженням.

3.2 Тестування

Leave-One-Out валiдацiя [4] – це метод оцiн-
ки моделi. Для проведення оцiнки наявнi данi
дiляться на n частини, де n – загальна кiль-
кiсть зразкiв у наборi даних. Потiм n−1 части-
на використовуються в процесi навчання, а для
решти частини ми проводимо тести. Процес по-
вторюється n разiв. Таким чином для тестуван-
ня використовується весь наявний набiр даних,
що покращує якiсть перевiрки моделi. З iншого
боку, такий пiдхiд вимагає бiльшого часу робо-
ти та ресурсiв для навчання n моделей у порiв-
няннi з класичним розбиттям на тренувальну
та тестувальну вибiрки. Однак з iншого боку,
незважаючи на те, що такий пiдхiд дає бiльш
точне уявлення про якiсть моделi, вiн витрачає
значно бiльше часу на впровадження - замiсть
однiєї моделi треба навчити n. а опiсля - перев-
чити на всiх даних.

3.3 Коефiцiєнт узгодженостi

Коефiцiєнт узгодженостi [5] – коефiцiєнт, який
обчислюється для кожної теми. Його можна
трактувати як оцiнку смислової схожостi чи
спорiдненостi слiв у зазначенiй темi. Коефiцi-
єнт узгодженостi допомагає зрозумiти, як узго-
джуються мiж собою слова, якi визначають те-
матику. Iснує багато рiзних пiдходiв до обчи-
слення цiєї оцiнки. У нашому випадку вiн об-
числяється наступним чином. Покладемо ti =
{wik, k = 1, ...,K} – тема, яка представлена за
допомогою K найбiльш iмовiрних слiв. Нехай
сумарна кiлькiсть тематик рiвна T . Для векто-
ризацiї слiв використовувалися попередньо об-
численi вектори fastText [3] для української мо-
ви1. Вибiр векторизацiї досить суттєвий. Було
обрано саме цей згiдно наступних причин:

• fastText досить непогано умiє працювати
з одруковками, яких у наших текстах очi-
кується немало;

• модель бул анавчена на великих об’ємах
тексту, що дозволило їй отримати хорошi
властивостi у отриманого векторного про-
стору;

Коефiцiєнт обчислюється згiдно наступної фор-
мули:

1

T

1

K

T∑
k=1

∑
i̸=j
i,j=1

cos(wik, w
j
k)

Чим бiльший показник узгодженостi – тим кра-
ще, оскiльки ми очiкуємо, що слова, якi визна-
чають тематику, мають багато спiльного.

3.4 Наївний баєсiв классифiкатор

Ймовiрнiсна модель наївного баєсового касифi-
катору [2] – це умовна модель p(C | F1, . . . , Fn)
над залежною змiнною C, яка залежить вiд де-
кiлькох змiнних F1, . . . , Fn. Умовний розподiл
змiнної C за F1, . . . , Fn можна зобразити у ви-
глядi: p(C | F1, . . . , Fn) = 1

Z p(C)
∏n
i=1 p(Fi |

C), де Z – нормуючий множник, який зале-
жить лише вiд F1, . . . , Fn. Значення прогно-
зу C визначається згiдно classify(f1, . . . , fn) =
argmaxc p(C = c)

∏n
i=1 p(Fi = fi | C = c)

4 Вибiрка

Набiр даних був отриманий з рiзних україн-
ських новинних веб-сайтiв, якi мiстять теги для
статтi, наприклад, “страхування” та мiтку кон-
кретно обраної компанiї. Ми розглядали часо-
вий дiапазон з початку 2014 року до кiнця 2019
року, роздiлений на квартали (загалом 24 рi-
зних перiоди часу). Що стосується рейтингу по-
казникiв для конкретної компанiї – данi з вiд-
критих джерел збиралися за кожен квартал.
Рейтинги показникiв були отриманi як позицiї в
рейтингу для дослiджуваної страхової компанiї
вiдносно динамiки решти компанiй у поточному
кварталi. Ми зiбрали 12829 новинних статей за
вказаний часовий промiжок та дослiдили рей-
тинги 22 фiнансових показникiв.

4.1 Обробка ознак та вiдгукiв

Як ознаки, простiр новин роздiлили на вiдпо-
вiдну кiлькiсть тем (бiльш докладний опис на-
ведено в роздiлi “Експерименти та результати”.
Для кожної теми topict обчислюється сума її

1https://fasttext.cc/docs/en/crawl-vectors.html
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ймовiрностей за визначений промiжок часу t.
Пiсля цього всi теми ранжуються за цим зна-
ченням iз змiщенням на один часовий промi-
жок назад. Позначимо отриманий результат як
topicrt . Пiсля цього до кожної теми застосовує-
ться функцiя:{

0 topicrt 6 topicrt−1

1 topicrt > topicrt−1

Таким чином, простiр новин перетворюємо
на бiнарний вхiд, який показує змiни популяр-
ностi тем з часом. Аналогiчна функцiя була за-
стосована до вiдгуку.

5 Експерименти та результати

Для того, щоб встановити характер залежностi
мiж поведiнкою коефiцiєнтiв та поточним ста-
ном простору новин, на отриманих даних бу-
ла побудована модель LDA. Кiлькiсть тематик
була пiдiбрана за допомогою коефiцiєнту узго-
дженостi та рiвна 60. Як вхiднi ознаки, були
використанi попередньо обробленi бiнарнi озна-
ки та вiдгуки. На цих даних була пiдлагоджена
модель наївного баєсового класифiкатора, яка
досягла точностi 0.77 тобто 17/22, iз довiрчим
iнтервалом рiвня 0.95: [0.5463, 0.9218]. Для ко-
жної тематики було проведено тест Фiшера на
перевiрку значимостi залежностей для кожної з
тематик. Нижче наводимо основнi результати,
що свiдчить про iснування залежностi мiж пев-
ними новинними тематиками та обраним фiнан-
совим показником сумарних активiв страхової
компанiї. Опис тематик з найбiльш ймовiрних
5 слiв для кожної новинної тематки виглядає
наступним чином:

• Тематика 18, p-value: 0,039, Кореляцiя:
0.441;

• Тематика 19, p-value: 0,039, Кореляцiя:
0.442;

• Тематика 26, p-value: 0,009, Кореляцiя:
0.541.

• Тематика 18; Слова: грудень, субота, по-
недiлка, перенести, карта;

• Тематика 19; Слова: медичний, держав-
ний, суб’єкт, ступiнь, ризик;

• Тематика 26; Слова: лiцензiя, страхуван-
ня, страховий, фiнансовий, здiйснювати.

Можна помiтити, що слова, що визначають те-
матики вдалося отримати досить непогано - за-
галом, вони мають змiст. Можна видiлити тему
медичного страхування, яка була досить попу-
лярною в українському суспiльствi. Також ви-
дiлється тема деяких часових новин - має мiсце
сезоннiсть новин – наприклад, змiна пор року
та вiдповiднi проблеми, що виникають пiд час
таких процесiв. Згiдно отриманих результатiв
статистичних тестiв можна стверджувати iсну-
вання статистичної залежностi мiж вiдгуком та
ознаками.

6 Висновок

У роботi показано iснування статистично зна-
чущої залежностi мiж змiнами простору новин
у засобах масової iнформацiї та ключовими по-
казниками фiнансової динамiки страхової ком-
панiї. Результат показує, що за допомогою ви-
користаних в роботi методiв машинного навча-
ння можна краще зрозумiти поточний фiнан-
совий стан страхової компанiї та спрогнозува-
ти тренд її фiнансової динамiки на конкурен-
тному ринку. Використання бiльшої кiлькостi
даних та часових фрагментiв може допомогти
краще зрозумiти вплив ЗМI на компанiї, про
якi ми маємо обмежену кiлькiсть iнформацiї.
Дослiдження можуть бути корисними для оцi-
нювання ефективностi потенцiйних iнвестицiй
та трендiв розвитку ринку.

Далi вiд дослiдження локального ринку
страхових послуг України ми плануємо пере-
йти до дослiдження ринкiв страхових послуг iн-
ших країн, зкорема Великобританiї, США, Гон-
конгу, Бiлорусi та iншi. Прогнозуємо, що та-
ке дослiдження може виявити схожiсть дина-
мiки страхового ринку в країнах iз однакови-
ми полiтичними режимами, структурою еконо-
мiки тощо. Подальший аналiз може показати
й принциповi вiдмiнностi мiж динамiкою стра-
хового ринку рiзних країн. Загалом використа-
нi методи покликанi забезпечити можливiсть
прогнозування ключових фiнансових показни-
кiв на основi iнформацiї iз ЗМI та соцiальних
мереж навiть в умовах вiдсутностi вiдкритого
доступу до фiнансової звiтностi страхових ком-
панiй. З iншого боку, такий аналiз дає краще
розумiння залежностей новинного простору та
його впливом на цiлком реальнi фiнансовi пока-
зники рiзних компанiй. У епоху такого рiзнома-

34



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: прикладна математика

2020, 1-2
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Applied & Mathematics

нiття думок та суспiльних ресурсiв для компа-
нiй досить важливо мати надiйний iнструмент
для пiдрахунку у вiдносних чи абсолютних зна-
ченнях змiн у суспiльнiй думцi щодо компанiї.

Бiльш того, часто необхiдно зважувати та по-
рiвнювати ступiнь впливу того чи iншого вида-
ння на кiнцевий результат компанiї.
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У данiй роботi було отримано альтернативну оцiнку зверху ймовiрностi виходу траєкто-
рiй субгауссового процесу, заданого на компактi, за криву, зокрема за лiнiйну функцiю . До-
слiдження базується на результатах, отриманих у роботi [3]. Субгауссовi випадковi процеси
представляють значний iнтерес для дослiдження, оскiльки отриманi результати також мо-
жна застосовувати до гауссових процесiв.

Ключовi слова: субгауссовий процес, метрична ентропiя, розподiл супремуму, траєкторiя
випадкового процесу.

Investigation of sub-gaussian random processes are of special interest since obtained results can be
applied to Gaussian processes. In this article the properties of trajectories of a sub-Gaussian process
drifted by a curve a studied. The following functionals of extremal type from stochastic process are
studied: supt∈B(X(t)− f(t)), inf t ∈ B(X(t)− f(t)) and supt∈B |X(t)− f(t)|. An alternative estimate
of exceeding by sub-Gaussian process a level, given by a continuous linear curve is obtained. The research
is based on the results obtained in the work [3]. The results can be applied to such problems of queuing
theory and financial mathematics as estimation of buffer overflow probability and bankruptcy probability.

Key Words: sub-Gaussian process, metric entropy, supremum distribution, trajectory of random
process.

Communicated by Prof. Mishura Yu.S.

1 Introduction

The paper continues cycle of works studyi-
ng properties of sub-Gaussian random processes
and their generalizations from the class V (φ,ψ).
Recall, that sub-gaussian random variables are
majorized in distribution by Gaussian random
variables, and thus are of particular interest as
their natural generalization. Here we look at
the probability of exceeding by a sub-Gaussian
random process a level given by linear functi-
on form another view and obtain an alternative
estimate. Such estimates can be useful in queui-
ng theory, financial mathematics and in some
engineering problems. For example, to support
operations of electronic devices the electric
current must be in between maximum permissi-
ble amperage and permissible voltage drop. The
estimate P{supt∈B(X(t)− f(t)) > x} determines
the probability that the current exceeds the upper

bound f(t), P{inft∈B(X(t)−f(t)) > −x} determi-
nes the probability that the current fails below the
lower bound f(t).

The next part of this section contains some
basic notions of random variables and processes
from the spaces Subφ(Ω) and the class V (φ,ψ).
More details can be found in monographs [1, 2].

Let (Ω,B, P ) be a standard probability space
and T be some parametrical space.

Definition 1.1. [1] Metric entropy with regard
to pseudometric (metric) ρ, or just metric
entropy is a function HT (u) = H(u) ={

logN(T,ρ)(u), if N(T,ρ)(u) < +∞
+∞, if N(T,ρ)(u) = +∞ , where

NT (u) = N(u) denotes the least number of closed
ρ-balls with radius u covering space (T, ρ).

Definition 1.2. [1] Let φ be such an Orlicz N-
function, that φ(x) = cx2 as |x| 6 x0 for some
c > 0; x0 > 0. Centered random variable ξ belongs

c⃝ Р.Є. Ямненко, О.Д. Коллє, 2020

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2020/1-2.5
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to the space Subφ(Ω), if for all λ ∈ R there exi-
sts a constant a > 0, which satisfies the following
inequality

E exp (λξ) 6 exp (φ(aλ)) .

Definition 1.3. [3] N -function φ is subordinated
by an Orlicz N -function ψ (φ ≺ ψ) if there are
exist such numbers x0 > 0 and k > 0 that
φ(x) < ψ(kx) for x > x0.

Definition 1.4. [3] Let φ ≺ ψ are two Orlicz N -
functions. Random process X = {X(t), t ∈ T}
belongs to class V (φ,ψ) if for all t ∈ T the random
variable X(t) is from Subψ(Ω) and for all s, t ∈ T
increments (X(t) − X(s)) belong to the family
Subφ(Ω).

2 Main result

Let (T, ρ) be a pseudometrical (metrical) compact
space with pseudometric (metric) ρ and X =
{X(t), t ∈ T} be a separable random process from
the class V (φ,ψ).
Condition Σ. Suppose there exists such a conti-
nuous monotonically increasing function σ =
{σ(h), h > 0}, that σ(h) → 0, as h → 0, and the
following inequality for increments of the process
is true

sup
ρ(t,s)6h

τφ(X(t)−X(s)) 6 σ(h). (1)

Put γ(u) = τψ(X(u)) < ∞, and β > 0, be
such a number that β 6 σ( inf

s∈B
sup
t∈B

ρ(t, s)).

The following lemma contains conditions on
boundness of supremum of the drifted random
process Xf (t) = X(t) − f(t) and estimates of its
exponential moments.

Lemma 1. [3] Let X = {X(t), t ∈ T} be a
separable random process from the class V (ϕ, ψ)
satisfying Condition Σ and let f = {f(t), t ∈ T}
be a continuous function such that |f(u)−f(v)| 6
δ(ρ(u, v)), where where δ = {δ(s), s > 0} is
some monotonically increasing nonnegative functi-
on. Let {qk, k = 1, 2, ...} be a sequence such that

qk > 1 and
∞∑
k=1

1

qk
6 1. Then for all λ > 0 and

p ∈ (0, 1) the following inequality holds true

E exp{λ sup
t∈B

Xf (t)} 6
∞∏
k=1

(NB(σ
(−1)(βpk)))

1
qk ×

× exp

{
1

q1
sup
u∈B

(ψ(λq1γ(u))− λq1f(u))

}
×

×
∞∏
k=1

exp

{
1

qk
φ(λqkβp

k−1) + λδ(σ(−1)(βpk−1))

}
.

(2)

Different kinds of sequences qk were studi-
ed previously (see [2]), for example, q

′
k =

((1 − p)pk−1)−1, and q
′′
1 = v, where v is

such a number that v > 1
1−p and q

′′
k =

1
λβpk−1φ

(−1)
(
φ
(
λβ
1−p

)
+H(εk)

)
, k = 2, 3 . . ..

Consider another sequence qk = 2k, k > 1.
As a example, let’s apply Lemma 1 to to a sub-
Gaussian random process X, for which σ(h) =
Chα, C > 0, drifted by the function f(t) = at,
a > 0.

Theorem 2.1. Let X = (X(t), t ∈ B) be a
sub-Gaussian random process then the following
equations hold true for p ∈ (0, 1) and x > 0.

P

{
sup
t∈B

(X(t)− at) > x

}
6 Z(λ, p, β, x),

P

{
inf
t∈B

(X(t)− at) < −x
}

6 Z(λ, p, β, x),

P

{
sup
t∈B

|X(t)− at| > x

}
6 2Z(λ, p, β, x),

where Z(λ, p, β, x) =

r(−1)

(
2

∫ 1
2

0
r
(
N(σ(−1)(βpu

log 1
2
p
))
)
du

)
×

exp


−
(
2au+ x− ( βC )

( 1
α
) · p

1
α

1−p
1
α

)2

(1− 2p2)

2((1− 2p2) supu∈B[2γ
2(u)] + 2β22p2)

 .

Доведення. Let’s consider each element of (2).
Note that pk = (12)

k log 1
2
p
. Since∫ 1

2k

1

2k+1

r(N(σ(−1)(βu
log 1

2
pk

))) du

> r(N(σ(−1)(βpk)))(
1

2k
− 1

2k+1
),

we have that
∞∏
k=1

(NB(ϵk))
1
qk )
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6 r(−1)

(
2

∞∑
k=1

∫ 1

2k

1

2k+1

r(N(σ(−1)(βu
log 1

2
p
))) du

)

= r(−1)

(
2

∫ 1
2

0
r(N(σ(−1)(βpu

log 1
2
p
))) du

)
(3)

Let’s consider other elements in (2). Since
φ(x) = ψ(x) = x2

2 , δ(u) = a|u| and σ(−1)(h) =

( hC )
1
α , we have that

exp

{
1

q1
sup
u∈B

(ψ(λq1γ(u))− λq1f(u))− λx

}

= exp

{
1

2
sup
u∈B

[
(2λγ(u))2

2

]
− 2λau− λx

}
.

Next,
∞∏
k=1

exp

{
1

qk
φ(λqkβp

k−1)

}

=

∞∏
k=1

exp

{
1

2k
2λ222kβ2p2k−2

}

= exp

{
λβ2

2

∞∑
k=2

2kp2k−2

}
= exp

{
λβ22p2

1− 2p2

}
,

and
∞∏
k=1

exp
{
λδ(σ(−1)(βpk−1))

}

=
∞∏
k=1

exp

{
λδ|βp

k−1

C
|
1
α

}

= exp

{
(
β

C
)

1
αλ

∞∑
k=1

(p
1
α )k−1

}

= exp

{
λ(
β

C
)

1
α · p

1
α

1− p
1
α

}
.

Combining the above, consider only the exponenti-
al part, i.e.

1

2
sup
u∈B

[
(2λγ(u))2

2

]
− 2λau− λx+

+
λ2β22p2

1− 2p2
+ λ(

β

C
)

1
α · p

1
α

1− p
1
α

(4)

Then we can minimize this expression with respect
to λ. Equating its partial derivative to zero, the
following equation is obtained.

λ sup
u∈B

[(2γ(u))2]− 2au− x+

+
2λβ22p2

1− 2p2
+ λ(

β

C
)

1
α · p

1
α

1− p
1
α

= 0

Its solution is

λ =
2au+ x− ( βC )

1
α · p

1
α

1−p
1
α

sup
u∈B

[(2γ(u))2] + 2β22p2

1−2p2

=

(
2au+ x− ( βC )

1
α · p

1
α

1−p
1
α

)
(1− 2p2)

(1− 2p2) sup
u∈B

[(2γ(u))2] + 2β22p2
.

After substituting this λ in (4), the assertion
of the Theorem follows from (3) and Lemma 1.
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Для довiльного метричного простору (X, d) пiдмножина A ⊂ X називається роздiляючою,
якщо для деяких двох точок x ̸= y ∈ X iснує точка a з множини A така, що d(a, x) ̸= d(a, y).
Метричною розмiрнiстю md(X) простору X називається потужнiсть роздiляючої множини
з найменшою кiлькiстю елементiв.

Загалом задача пошуку метричної розмiрностi метричного простору є NP–важкою задачею
[1]. В данiй роботi описано метричну розмiрнiсть для деяких конструкцiй метричних просто-
рiв, зокрема повнiстю охарактеризовано метричну розмiрнiсть прямої суми метричних про-
сторiв i розглянуто певнi властивостi метричної розмiрностi прямого добутку метричних
просторiв.

Ключовi слова: метрична розмiрнiсть, пряма сума метричних просторiв, прямий добуток
метричних просторiв.

For an arbitrary metric space (X, d) subset A ⊂ X is called resolving if for any two points x ̸= y ∈
X there exists point a in subset A for which following inequality holds d(a, x) ̸= d(a, y). Cardinality of
the subset A with the least amount of points is called metric dimension.

In general, the problem of finding metric dimension of a metric space is NP–hard[1]. In this
paper metric dimension for particular constructs of metric spaces is provided. In particular, it is fully
characterized metric dimension for the direct sum of metric spaces and shown some properties of the
metric dimension of direct product.

Key Words: metric dimension, direct sum of metric spaces, direct product of metric spaces.

1 Вступ

Поняття метричної розмiрностi метричних про-
сторiв було введене в 1953 роцi Блюмента-
лем [2]. Через 20 рокiв воно було застосоване до
метричних просторiв визначених на графах Ха-
рарi, Мелтером i Слатером [3, 4]. З’ясувалось,
що метрична розмiрнiсть має широке коло за-
стосувань, зокрема в хiмiї, робототехнiцi, для
визначення мiсцезнаходження роботiв, бiологiї,
комбiнаторiй оптимiзацiї та iнших [5, 4]. В за-
гальному випадку пошук метричної розмiрно-
стi простору, що визначається графами, є NP-
важкою задачею, оскiльки до задачi пошуку ме-
тричної розмiрностi зводиться задача пошуку
клiки в графi [1]. Тому дослiдження метричної
розмiрностi проводились в декiлькох напрям-
ках, зокрема опис метричної розмiрностi для
певних родин графiв [6, 4], або для певних кон-
струкцiй [7].

У 2013 роцi С. Бау та A. Ф. Беардон в роботi

[8] продовжили iдею Блюменталя дослiджува-
ти метричу розмiрнiсть метричних просторiв.
Зокрема, ними було обчислено метричну роз-
мiрнiсть куль в k–вимiрному Евклiдовому про-
сторi. Пiзнiше М. Хейдарпур та С. Махсаудi
обчислили метричну розмiрнiсть геометричних
просторiв. Зрозумiло, що в загальному випад-
ку задача пошуку метричної розмiрностi метри-
чних просторiв є NP-важкою, оскiльки вона є
NP-важкою для просторiв, визначених графа-
ми. Тому є цiкавими, як i у випадку графiв,
випадки, коли можна отримати формулу для
обчислення метричної розмiрностi для певних
родин метричних просторiв.

В цiй замiтцi ми розглянемо метричну роз-
мiрнiсть конструкцiй метричних просторiв. А
саме, повнiстю охарактеризуємо метричну роз-
мiрнiсть для прямої суми метричних просторiв
i отримаємо певнi оцiнки для метричної розмiр-
ностi прямого добутку метричних просторiв.

c⃝ Б.С. Пономарчук, 2020

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2020/1-2.6
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2 Метрична розмiрнiсть деяких просто-
рiв

Нагадаємо означення метричної розмiрностi
метричних просторiв [9].

Нехай (X, d) — метричний простiр. Кажуть,
що непорожня пiдмножина A множини X роз-
дiляє точки простору (X, d) якщо для довiль-
них рiзних точок x i y простору X iснує та-
ка точка a ∈ A, що виконується нерiвнiсть
d(x, a) ̸= d(y, a). Точки цiє пiдножини A назива-
ються роздiляючими. Метричною розмiрнiстю
md(X) метричного простору (X, d) називають
потужнiсть мiнiмальної за вiдношенням вклю-
чення множини B з усiх роздiляючих пiдмно-
жин множини X, а сама така пiдмножина B на-
зивається метричним базисом метричного про-
стору (X, d).

Твердження 1. Нехай (X, d) — метричний
простiр, у якого всi значення метрики d рiзнi.
В такому випадку md(X) = 1.

Нагадаємо, що метричний простiр (Y, dY )
називається еквiдистантним, якщо iснує та-
ке додатнє дiсне число c ∈ R+, що для всiх
y1, y2 ∈ Y виконується рiвнiсть

d(y1, y2) =

{
0, якщо y1 = y2,
c, в iншому випадку.

Твердження 2. Метричний базис n-
точкового еквiдистантного простору складає-
ться з n− 1 точок, тобто md(Y ) = |Y | − 1.

Твердження 3. Нехай I — деяка множина
iндексiв, X = {xi}i∈I — пiдмножина множи-
ни дiйсних чисел, для якої iснує найбiльший
або найменший елемент x0. Тодi точка x0 є
метричним базисом простору X з Евклiдовою
метрикою, i, вiдповiдно, md(X) = 1.

3 Пряма сума метричних просторiв

Нехай (X1, d1), . . ., (Xn, dn) — скiнченнi метри-
чнi простори, причому вважатимемо, що Xi ∩
Xj = ∅, для всiх i, j, 1 6 i, j 6 n.

Прямою сумою метричних просторiв X1⊕
X2 ⊕ . . . ⊕ Xn називається простiр визначений
на множинi X1 ∪X2 ∪ . . . ∪Xn з метрикою

τc(u, v) =

{
dXi(u, v), якщо u, v ∈ Xi

c, в iншому випадку
,

де c — деяке фiксоване додатнє число, для
якого виконується нерiвнiсть

max{diam(X1), . . . , diam(Xn)} < c.

Тобто, якщо точки u та v належать до рiзних
множин Xi та Xj , то вiдстань мiж ними дорiв-
нює c. Якщо ж вони належать до однiєї мно-
жини u, v ∈ Xi, то значення функцiї τc дорiв-
нює вiдстанi мiж цими точками вiдповiдно до
метрики визначеної на цiй множинi dXi(u, v).
Конструкцiя названа прямою сумою метричних
просторiв, оскiльки група iзометрiй прямої су-
ми метричних просторiв iзоморфна як група
пiдстановок прямiй сумi груп iзометрiй цих про-
сторiв (див. [10]).

Теорема 1. Метрична розмiрнiсть прямої су-
ми X1 ⊕ . . . ⊕ Xn метричних просторiв X1,
. . ., Xn дорiвнює сумi метричних розмiрностей
цих просторiв

md(X1 ⊕ . . .⊕Xn) =

n∑
i=1

(md(Xi)).

Доведення. Нехай Vi = {vi1, . . . , viki} — метри-
чний базис простору Xi, 1 6 i 6 n. Спочатку
покажемо, що об’єднання множин V =

∪n
i=1 Vi

є роздiляючою множиною. Справдi, нехай x, y
довiльнi точки простору X1 ⊕ . . . ⊕ Xn. Якщо
x i y належать однiй множинi Xj , 1 6 j 6 n,
то iснує точка vji , 1 6 i 6 kj , метричного ба-
зису Vj , а отже i множини V , що їх роздiляє.
Якщо x i y належать рiзним множинам Xj i
Xq, 1 6 j, q 6 n, то вони роздiлятимуться до-
вiльною точкою множин Vj або Vq, якi є пiдмно-
жинами множини V .

Покажемо тепер, що множина V є метри-
чним базисом прямої суми X1 ⊕ . . .⊕Xn, тобто
найменшою за вiдношенням включення роздi-
ляючою множиною.

Нехай vqj ∈ V — деяка точка метричного ба-
зису простору (Xq, dXq), 1 6 q 6 n, 1 6 i 6 kq.
Покажемо, що множина V \ {vqj} не є метри-
чним базисом X1 ⊕ . . . ⊕ Xn. Оскiльки точка,
vqj ∈ V входить до метричного базису просто-
ру (Xq, dXq), то iснують деякi точки u,w ∈ Xq,
що роздiляються точкою vqj i не роздiляються
iншими точками з Vq. Тодi точки u,w ∈ Xq

не роздiлятимуться довiльною точкою множи-
ни V \{vqj}. Справдi, точками множини Vq \{vqj}
вони не роздiлятимуться за вибором пари u,w.
Крiм того, згiдно з визначенням метрики τ для
довiльної точки vli ∈ V , 1 6 l 6 n, l ̸= q,
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1 6 i 6 kl, яка не є точкою пiдмножини Xq

виконується рiвнiсть:

τ(u, vl) = τ(w, vl) = c.

Оскiльки точку vqj ми вибирали довiльну, то V
є найменшою за вiдношенням включення роздi-
ляючою множиною X1 ⊕ . . .⊕Xn, тобто метри-
чним базисом.

4 Прямий добуток метричних просторiв

Прямим добутком метричних просторiв
(X, dX) та (Y, dY ) називається метричний про-
стiр визначений на множинi X × Y та заданою
на нiй однiєю з трьох метрик d1, d2 або d∞ (див.
[11]):

1) d1((x1, y1), (x2, y2)) = dX(x1, x2) +
+ dY (y1, y2);

2) d2((x1, y1), (x2, y2)) =
=
√
dX(x1, x2)2 + dY (y1, y2)2;

3) d∞((x1, y1), (x2, y2)) =
= max{dX(x1, x2); dY (y1, y2)}.

Оскiльки метричнi простори (X × Y, d1), (X ×
Y, d2), (X × Y, d∞) топологiчно еквiвалентнi, то
часто не уточнюють, як саме задається метри-
ка. З точки зору метричної розмiрностi всi три
конструкцiї рiзнi, i для вiдповiдних метричних
просторiв метрична розмiрнiсть обчислювати-
меться по-рiзному.

Теорема 2. Нехай X — деякий метричний
простiр, всi значення метрики в якому попар-
но рiзнi, а Y — скiнченний еквiдистантний ме-
тричний простiр, |Y | = m > 4. Тодi для ме-
тричного простору (X×Y, d1) виконується рiв-
нiсть

md(X × Y, d1) = md(Y ) = m− 1.

Доведення. Побудуємо роздiляючу множину B
метричного простору (X × Y, d1) визначеного
як прямий добуток просторiв X = {xi}i∈I та
Y = {y1, . . . ym}, де I — деяка множина iнде-
ксiв.

Нехай маємо двi рiзнi точки (x1, y1), (x2, y2) ∈
(X × Y, d1). Припустимо, що цi точки роздi-
ляються деякою точкою (xi, yj) ∈ B, i ∈ I,
1 6 j 6 m. Тодi, згiдно визначення матимемо:

d1((x1, y1), (xi, yj)) ̸= d1((x2, y2), (xi, yj)).

Цю нерiвнiсть можна переписати в такому ви-
глядi:

dX(x1, xi) + dY (y1, yj) ̸= dX(x2, xi) + dY (y2, yj)
(1)

Розглянемо наступнi випадки:
1. x1 = x2. В такому випадку в умовi (1)

доданки dX(x1, xi) та dX(x2, xi) будуть рiвними
i наша умова зведеться до

dY (y1, yj) ̸= dY (y2, yj),

тобто yj повинна роздiляти точки y1 i y2. А
оскiльки простiр Y еквiдiстантний, i точки y1
i y2 ми вибирали довiльним чином, то в множи-
ну B мають входити всi точки вигляду (xi, yj),
1 6 j 6 m− 1, для деякого фiксованого i, i ∈ I.

2. x1 ̸= x2. Покажемо, що довiльна точка
(xi, yj), 1 6 j 6 m− 1, yj ̸= y1, yj ̸= y2, роздiля-
тиме точки (x1, y1), (x2, y2) ∈ (X×Y ). Спочатку
зауважимо, що в множинi B така точка iснує,
оскiльки |Y | > 4. Так як простiр (Y, dY ) – еквi-
дистантний, то

dY (y1, yj) = dY (y2, yj),

а отже умова 1 зведеться до вигляду

dX(x1, xi) ̸= dX(x2, xi).

Але в просторi (X, dX) всi значення метрики по-
парно рiзнi, тому нерiвнiсть виконуватиметься.

Зауважимо, що за побудовою, множина

B = {(xi, y1), . . . , (xi, ym−1)},

де i деякий фiксований iнекс з множини I, є та-
кож мiнiмальною роздiляючою множиною, тоб-
то базисом. Таким чином матимемо, що розмiр-
нiсть прямого добутку метричних просторiв до-
рiвнює розмiрностi еквiдистантного простору

md(X × Y, d1) = m− 1 = md(Y ).

Теорема 3. Якщо (X, dX) та (Y, dY ) — еквi-
дистантнi метричнi простори, то метрична
розмiрнiсть прямого добутку цих просторiв з
визначеною метрикою d1 дорiвнює

md(X × Y, d1) = md(X) +md(Y ).
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Доведення. Нехай X = {x1, . . . , xn} i Y =
{y1, . . . ym}, для яких md(X) та md(Y ) — їх ме-
тричнi розмiрностi вiдповiдно. Покажемо, що
множина

BX×Y = {(x1, ym), . . . , (xn−1, ym),

(xn−1, y1), . . . , (xn−1, ym−1)}

є базисом простору (X×Y, d1). Справдi, для
будь-яких двох точок (xu1 , yv1), (xu2 , yv2) про-
стору X × Y , ми завжди можемо знайти роз-
дiляючу точку (xu, yv) таку, щоб одна з її ко-
ординат спiвпадала з вiдповiдною кординатою
точок (xu1 , yv1), (xu2 , yv2). Тобто, щоб викону-
валась одна з рiвностей xu = xu1 чи xu = xu2 ,
yv = yv1 чи yv = yv2 . Тодi один з доданкiв в
сумах:

d1((xu1 , yv1), (xu, yv)) = dX(xu1 , xu) + dY (yv1 , yv)

d1((xu2 , yv2), (xu, yv)) = dX(xu2 , xu) + dY (yv2 , yv)

буде перетворюватися в 0. Вiдповiдно, вiдстанi
будуть рiзними. Таким чином BX×Y є роздiля-
ючою множиною.

Покажемо тепер, що BX×Y є мiнiмальною
за вiдношенням включення.

Припустимо, що метричним базисом буде
множина BX×Y = {(x1, ym), . . . , (xn−1, ym),
(xn−1, y1), . . . , (xn−1, ym−1)} \ {(xi, yj)}, де 1 6
i < n, j = m або i = n− 1, 1 6 j < m. Розгляне-
мо двi точки з координатами (xi, yj) та (xi, ym).
В множинi B для них має iснувати роздiляюча
точка з координатами (u, v). Згiдно визначення
роздiляючої точки матимемо:

d1((u, v), (xi, yj)) ̸= d1((u, v), (xi, ym))

dX(u, xi) + dY (v, yi) ̸= dX(u, xi) + dY (v, ym)

dY (v, yi) ̸= dY (v, ym)

А так як нашi простори еквiдистантнi то вiд-
станi dY (v, yi) та dY (v, ym) будуть рiвними, тоб-
то наше припущення неправильне i точка з ко-
ординатами (xi, yj) має входити до метричного
базису.

Розмiр, таким чином, визначеного базису
буде дорiвнювати:

n−1+m−1 = (n−1)+(m−1) = md(X)+md(Y )

Вводячи додатковi обмеження на метри-
чнi простори, кiлькiсть точок у базисi прямого
добутку можна зменшити. Найтривiальнiшим
прикладом в даному разi буде випадок, коли
простори (X, dX) i (Y, dY ) такi, що всi вiдстанi
в (X × Y, d1) є попарно рiзними. Тодi, вiдповiд-
но, метрична розмiрнiсть простору (X × Y, d1)
дорiвнюватиме одиницi md(X × Y ) = 1.

Теорема 4. Якщо (X, dX) та (Y, dY ) — еквiди-
стантнi метричнi простори, то метричний
простiр визначений на їх добутковi з Евклiдо-
вою метрикою

d2((x1, y1), (x2, y2)) =

=
√

(dX(x1, x2))2 + (dY (y1, y2))2

матиме метричну розмiрнiсть, що дорiвнює
сумi метричних розмiрностей цих просторiв

(X × Y, d2) = md(X) +md(Y ). (2)

Доведення. Для просторiв (X, dX) та (Y, dY ), де
X = {x1, . . . , xn}, Y = {y1, . . . , ym} визначимо
пiдмножину BX×Y = {(x1, ym), . . . , (xn−1, ym),
(xn−1, y1), . . . , (xn−1, ym−1)} прямого добутку
X × Y й покажемо, що ця множина є
роздiляючою. Нехай маємо двi рiзнi точки
(x1, y1), (x2, y2) ∈ (X × Y ) та роздiляючу їх
(xi, yj). Згiдно визначення метричного базису
матимемо:

d2((x1, y1), (xi, yj)) ̸= d2((x2, y2), (xi, yj))

√
dX(x1, xi)2 + dY (y1, yj)2 ̸=

̸=
√
dX(x2, xi)2 + dY (y2, yj)2

dX(x1, xi)
2+dY (y1, yj)

2 ̸= dX(x2, xi)
2+dY (y2, yj)

2

Далi застосовуючи мiркування аналогiчнi неве-
деним в доведеннi теореми (3) матимемо, що
базис метричного простору (X×Y, d2) такий са-
мий як i для метричного простору (X × Y, d1),
а вiдповiдно їх метричнi розмiрностi збiгаю-
ться.

Зауваження 1. В теоремi 4 рiвнiсть (2) ви-
конується така ж як i для метрики d1. Але,
метрична розмiрнiсть просторiв (X × Y, d1)
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та (X ×Y, d2) збiгається не завжди. Для при-
кладу можна взяти в якостi простору X вер-
шини прямокутного трикутника з вiдстаня-
ми мiж ними, що дорiвнюють 3, 4 та 5. А про-
стiр Y визначити як двi точки з вiдстанню 3
мiж ними. В такому випадку до метричного
базису (X × Y, d1) входитиме лише одна то-
чка, а в метричний базис простору (X × Y, d2)
входитимуть двi точки. Тому матимемо, що
md(X × Y, d1) ̸= md(X × Y, d2).

Теорема 5. Нехай (X, dX) та (Y, dY ) — еквi-
дистантнi метричнi простори, на яких визна-
чено прямий добуток X × Y з метрикою

d∞((x1, y1), (x2, y2)) = max{dX(x1, x2); dY (y1, y2)}.

Метрична розмiрнiсть метричного простору
(X × Y, d∞) в такому випадку дорiвнюватиме

md(X×Y, d∞) =



|X| × (|Y | − 1), у випадку,
якщо cX > cY ,

|Y | × (|X| − 1), у випадку,
якщо cX < cY ,

|X| × |Y | − 1, у випадку,
якщо cX = cY .

де cX i cY ненульовi значення метрик просто-
рiв X i Y вiдповiдно.

Доведення. Нехай, як i ранiше, X =
{x1, . . . , xn} i Y = {y1, . . . ym} i md(X) та
md(Y ) — їх метричнi розмiрностi вiдповiдно.
Розглянемо можливi випадки.

1. cX > cY . Визначимо множину B =
{(xi, yj)|i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m − 1} й пока-
жемо, що вона є метричним базисом простору
(X × Y, d∞).

В такому випадку, для двох довiльних то-
чок (xu, ym) та (xv, ym), що належать множи-
нi X × Y та не входять до метричного базису
B ми зможемо взяти роздiляючою деяку точку
(xu, yj) й таким чином матимемо що

d∞((xu, ym), (xu, yj)) =

= max{dX(xu, xu); dY (ym, yj)} =

= dY (ym, yj)

d∞((xv, ym), (xu, yj)) =

= max{dX(xu, xv); dY (ym, yj)} =

= dX(xu, xv)

dY (ym, y1) ̸= dX(xu, xv).

В результатi нашi вiдстанi будуть рiзними
й B буде роздiляючою множиною. Тепер пока-
жемо, що B є мiнiмальною.

Нехай iснує деяка множина B′ =
{(xi, yj)|i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m − 1} \
{(xu′ , yv′)}, де 1 6 u′ 6 n, 1 6 v′ < m, i припу-
стимо, що вона є метричним базисом простору
(X × Y, d∞). Нехай також задано пару точок
(xu′ , yv′) та (xu′ , ym) простору X × Y . Якщо ця
пара точок роздiлятиметься точкою з метри-
чного базису (xu, yv) ∈ B′ матимемо:

1. xu ̸= xu′ . Розглянемо вiдстанi мiж точка-
ми

d∞((xu′ , yv′), (xu, yv)) =

= max{dX(xu′ , xu); dY (yv′ , yv)} =

= dX(xu′ , xu) =

= max{dX(xu′ , xu); dY (ym, yv)} =

= d∞((xu′ , ym), (xu, yv)).

Тобто d∞((xu′ , yv′), (xu, yv)) = d∞((xn, ym), (xu, yv)).
А це неможливо за визначенням метричного ба-
зису.

2. xu = xu′ . В цьому разi нашi вiдстанi ма-
тимуть наступний вигляд

d∞((xu′ , yv′), (xu, yv)) =

= max{dX(xu′ , xu); dY (yv′ , yv)} =

= dY (yv′ , yv) = dY (ym, yv) =

= max{dX(xu′xu); dY (ym, yv)} =

= d∞((xu′ , ym), (xu, yv)).

Що також неможливо за визначенням.
Таким чином точка (xu′ , yv′) має входити

до метричного базису B метричного простору
(X×Y, d∞), а сама визначена нами множина B
є мiнiмальною.

В результатi матимемо, щоmd(X×Y, d∞) =
|X| × (|Y | − 1).

2. cX < cY . Використовуючи аналогiчнi по-
переднiм мiркування, в цьому випадку отрима-
ємо, що метричниа розмiрнiсть прямого добу-
тку становить

md(X × Y, d∞) = |Y | × (|X| − 1).

cX = cY . Спробуємо побудувати роздiляючу
множину B для простору (X×Y, d∞). Нехай ма-
ємо двi рiзнi точки (xu1 , yv1), (xu2 , yv2) ∈ X × Y
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та роздiляючу їх (xi, yj) ∈ B. В такому випад-
ку, згiдно визначення, в нас має виконуватись
наступна нерiвнiсть:

max{dX(xu1 , xi); dY (yv1 , yj)} ̸=
̸= max{dX(xu2 , xi); dY (yv2 , yj)}

Так як нашi вiдстанi еквiдистантних про-
сторiвX та Y однаковi, то дана нерiвнiсть може
виконуватись лише у випадку, коли один iз ма-

ксимумiв перетворюється в 0. Це можливо лише
тодi, коли одна з точок (xu1 , yv1), (xu2 , yv2) спiв-
падатиме з базисною. I так має бути для кожної
з пар точок простору (X×Y, d∞). Таким чином
в базис B входитимуть всi точки окрiм однiєї, а
метрична розмiрнiсть цього простору станови-
тиме md(X × Y, d∞) = |X| × |Y | − 1. При чому
за побудовою така множина B є мiнiмальною.
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Отримана узагальнена модель Womersley нестаціонарної вісесиметричної течії в’язкої 
нестисливої рідини крізь трубку кругового перетину за рахунок періодичних коливань тиску у 
вхідному перерізі трубки на випадок рідини з ускладненою реологією. Реологічне співвідношення для 
рідини має, крім в’язкості, ще чотири параметри, які мають значення коефіцієнтів релаксації 
деформацій та напружень першого і другого порядку. Такі реологічні співвідношення характерні для 
неньютонівських в’язкопружних рідин з мезоструктурою, а саме технічних та біологічних 
мікро/нанорідин. Було показано, що зі зростанням коефіцієнтів релаксації першого/другого порядку 
об’ємна витрата, середня і максимальні швидкості руху зменшуються/підвищуються. Одночасні 
зміни цих параметрів можуть призводити до складних змін профілю швидкості, особливо для вищих 
гармонік. Досліджені закономірності дозволяють пояснити відхилення параметрів течій різних 
мікро/нанорідин від значень, які передбачені класичним розв’язком Womersley для однорідної 
ньютонівської рідини, який не ураховує в’язкої диссипації під час перестройки мезоструктури 
рідини.      

Ключові слова: задача Womersley, в’язкопружні рідини, реологічні властивості, математичне 
моделювання.  

A generalized Womersley model of a nonstationary axisymmetric flow of a viscous incompressible fluid 
through a tube of circular cross-section to periodic pressure fluctuations at the inlet of the tube is obtained 
due for the case of a fluid with complicated rheology. The rheological parameters of the fluid are viscosity 
and four relaxation coefficients for strains and stresses of the first and second order. Such rheology is 
proper to the non-Newtonian viscoelastic fluids with mesostructure, namely technical and biological micro/ 
nanofluids. It was shown that with the increase of the relaxation coefficients of the first/second order the 
flow rate, the average and maximum velocities decrease/increase, accordingly. Simultaneous changes in 
these parameters can lead to complex changes in the velocity profile, especially for higher harmonics. The 
studied regularities can explain the deviations of the flow parameters of different micro/nanofluids from the 
values predicted by the classical Womersley solution for a homogeneous Newtonian fluid, which does not 
take into account viscous dissipation during the rearrangement of the fluid mesostructure. 

Keywords: Womersley problem, viscoelastic fluids, rheological properties, mathematical modeling. 

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Жук Я. О.

1. Вступ
      Вперше роз’вязок задачі про 
нестаціонарну течію в’язкої нестисливої 
рідини крізь трубку кругового перерізу з 

жорсткими стінками за рахунок 
періодичних коливань тиску на вході було 
отримано в серії праць J.R. Womersley  [1]. 
Пізніше отриманий розв’язок був узагальнений 
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на випадок пружних, в’язкопружних, 
ізотропних і анізотропних, тонких і 
багатошарових стінок трубок, а також для ряду 
неньютонівських рідин, а саме дилатантних, 
псевдопластичних, в’язко-пластичних та 
в’язкопружних однорідних рідин і суспензій 
[2]. В останні роки значно підвищився інтерес 
до задач мікро- і нанофлюідики, де вивчаються 
течії рідин с нестандартними реологічними 
параметрами біля мікро/наноармованих 
деформівних поверхонь, які мають не один, а 
кілька релаксаційних параметрів: для мезо-, 
мікро- і наноструктури відповідно [3].  В даній 
роботі розглядається узагальнення задачі 
Womersley на випадок в’язкопружної рідини з 
ускладненими реологічними властивостями, 
які відповідають як технічним, так и 
біологічним мікро- та нанорідинам.  

1. Постановка задачі.
Рівняння Нав’є-Стокса для нестисливої

рідини можна отримати з умов нестисливості і 
рівняння імпульсів у вигляді 

( ) 0,

ˆ( , ) ,  




    





 

div v
v v v p div
t

 (1) 

якщо підставити замість ̂  тензор в’язких 
напружень для ньютонівської рідини ˆˆ 2  V , 
де V̂  - тензор швидкостей деформацій,  - 
в’язкість рідини.  
       Узагальнені моделі для неньютонівських 
рідин можна отримати за рахунок 
використання відповідних реологічних 
моделей. В даній роботі використана загальна 
модель в’язкопружної рідини, яка складається 
з кількох пружних, в’язких та інерційних 
моделей [2]   
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де ( , )
 

x xv v t r e  - швидкість рідини, р – 
гідростатичний тиск,  j  і 0

jp  - частоти і 
амплітуди Фур’є –розкладання тиску на вході 
в трубку. Таким чином, можна знайти 
розв’язок лінеаризованої задачі (1)-(2) у 
вигляді розкладань.  

 Лінеаризуємо друге рівняння (2) навколо 
стану спокою системи 00,  

v p p const  та 
підставимо в нього тензор в’язких  напружень 
(3) та отримаємо рівняння руху у вигляді 
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 Термодинамічне обґрунтування моделей з 
підвищеним та дрібним порядками 
диференційних операторів як за часом, так і за 
координатами, наведені в [4]. 

 Розв’язок (4) може бути отриманий у формі 
Womersley [1] у вигляді плоских хвиль тиску та 
швидкості (малих збурень) в пов'язаній з 
трубкою циліндричній системі координат 
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де P і ( )U r  - амплітуди. 

2. Розв’язок задачі.
      Після підстановки (5) в (4) та перше 
рівняння (1), отримаємо наступну систему 
рівняння для визначення ( )U r  

21 ,     
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      Розв’язок модифікованого рівняння Бесселя 
(6) з урахуванням перших двох граничних умов 
(3) має вигляд 
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де 2   , 0J  - функція Бесселя першого роду 

порядку 0. 

      Інтеграл від (7) за перерізом трубки дає 

можливість обчислити об’ємну витрату рідини: 
3/ 22
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R J i RiP RQ t rU r dr

i RJ i R , (8) 

де 1J  - функція Бесселя першого роду порядку 1. 
 Для проведення чисельних розрахунків та 

аналізу впливу параметрів задачі в (6)-(8) треба 
відокремити дійсну, але тоді можна буде 
описати тільки синфазні коливання тиску та 
швидкості, чого не буває в дисипативних 
системах. Джерелом дисипації в даному 
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випадку будуть не тільки в’язкі ефекти, але й 
зміни за часом мезо-, мікро- та наноструктури 
рідини, які визначаються значеннями , , ,    . 
Для цього використаємо підхід Womersley та 
приймемо cos( )   p M t , де M  і   - 
амплітуда і фаза градієнту тиску. Тоді після 
підстановки з (6), (7) отримаємо для швидкості 
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      Аналогічно для об’ємної витрати з (8) 
отримаємо 

01
12Q(t) sin( )  


  



MM t ,  (10) 

де 1( )M r  - амплітуда функції 
3/ 2

1 1 1( ) ( ) exp( ( ))  J i r M r i r , 

01 1 1
0

2 ( ) cos( ( ))   
R

M rM r r dr . 

      Розв’язок задачі (1)-(2) у вигляді (9)-(10) 
описує зсув фаз між коливаннями тиску та 
швидкості. Чисельні розрахунки за (9) 
дозволили Womersley вперше описати ефект 
зворотного руху рідини у в’язкому шарі біля 
стінки, який був засвідчений шляхом 
вимірювань профілю швидкості та об’ємної 
витрати крові в артеріальних судинах (прямі та 
ультразвукові методи) [1]. Отримані в даній 
роботі узагальнені результати (9)-(10) на 
випадок рідин з ускладненою реологією 
дозволяють дослідити вплив додаткових 
реологічних параметрів на течію рідини.  

3. Чисельні розрахунки і аналіз результатів
Проведемо чисельні розрахунки за (9)-(10) з

використанням параметрів моделі, які 
відповідають системі кровообігу людини [1] з 
метою порівняння отриманих результатів з 
класичною моделлю Womersley. Приймемо 

1050  кг/м3, 33.5 10   Па·с, R 2.5 мм, 
L 10 см, 0 02 f  , 0f =1 Гц, 0p =90 мм рт.ст. 
Величини , , ,     мають різні фізичні 
розмірності та значення, але 1/     і

2/     мають фізичне значення першого і 
другого часів релаксації, а 1   і 2/     - 
першого і другого часів ретардації рідини, які, 

відповідно до численних експериментальних 
даних [1,2], змінюються в діапазонах 0.001-1 с. 
     Результати розрахунків профілю швидкості 
(9) від безрозмірної координати /r r R  при 
різних наборах параметрів  , 1 , 2 , 1 , 

2 ,  наведені на Рис.1а-в. 

а 

б 

в 
Рис.1. Залежності ( )v r для різних в’язкостей  ,Па·с

(а), часів 1 ,с (б) і 2 ,с (в). 

       Зі зростанням в’язкості рідини об’ємна 
витрата, середня і максимальні швидкості руху 
зменшуються. Криві на Рис.1а відповідають 
відомому на сьогодні діапазону в’язкостей від 
нижньої границі норми до максимальних 
значень, які були виміряні у пацієнтів після 
холодового та електрошоку [1]. Додаткові 
механізми диссипації у вигляді в’язкої 
перебудови мезоструктури та перерозподілу 
рідини між твердими частинками структури теж 
ведуть до зменшення швидкості руху, особливо 
коли процеси перебудови повільні та розтягнуті 
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у часі  (Рис.1б). Аналогічні зміни відбуваються 

при варіаціях 
1  в тому ж діапазоні значень. 

Зміни часів релаксації другого порядку 
2 , 

2  викликають зворотній вплив на швидкість 

за рахунок зміни кривизни профілю швидкості 

поблизу стінок (Рис.1в). Комбінація 

одночасних змін всіх параметрів 
1 , 

2 , 
1 , 

2 ,   може призводити до складних змін 

профілю швидкості, особливо для вищих 

гармонік 0f f . 
 

 

Рис.2. Залежності Q ( ) для випадків 

{ 1 , 2 , 1 , 2 }={0.01,0,0.01,0} (1), 

{0.1,0.1,0.1,0} (2), {0.1,0,0.1,0} (3), {0.5,0.1,0.1,0.1} 

(4), {0.5,0,0.5,0} (5). 

     Залежності безрозмірної об’ємної витрати 

течії рідини Q від в’язкості  наведені на Рис.2 

для різних комбінацій параметрів 1 , 2 , 1 , 

2 з тих значень, які використалися раніше 

(Рис.1а-в). В залежності від значень цих 

параметрів монотонно спадаюча залежність 

Q ( )  може бути опукла вниз, вгору, S- або N-

подібна.  

     Були також розраховані профілі швидкості 
гармонік f0=2-16 і показано, що відкритий 

Womersley ефект зворотного руху рідини у 

пристінному шарі зберігається також у рідин з 

ускладненою реологією. Завдяки цьому ефекту 
загальний профіль швидкості, який складається 

з усіх гармонік, може суттєво відрізнятися від 

профілю, який передбачений класичною 
формулою Womersley, що неодноразово 

спостерігалося в експериментах з мікро- і 

нанорідинами.   
 

5. Висновки 
      Отримана і досліджена узагальнена модель 

Womersley періодичної вісесиметричної течії 
рідини на випадок рідин, моделі яких містять 

пружний, в’язкий та інерційний елементи [2]. 

Показано, що при варіації всіх параметрів 
моделі зі зростанням коефіцієнтів релаксації 

першого/другого порядку об’ємна витрата, 

середня і максимальні швидкості руху 

зменшуються/підвищуються. Одночасні зміни 
цих параметрів викликають різноманітні зміни, 

так що зростання витрати за рахунок 

підвищення коефіцієнтів першого порядку може 
компенсуватися зменшенням витрати за рахунок 

підвищення коефіцієнтів другого порядку. 

Останні впливають на кривизну профілю 
швидкості поблизу стінок трубки, що 

проявляється в прискоренні швидкості в ядрі 

течії та слабкому зворотному руху при стінках. 

Аналогічні процеси в класичній моделі 
Womersley пов’язані з фазою коливань тиску у 

вхідному перерізі [1]. Досліджені залежності 

показують, що відхилення параметрів течій 
різних мікро/нанорідин [3] від значень, які 

передбачені класичною формулою Womersley 

для однорідної ньютонівської рідини можуть 
бути викликані додатковими джерелами в’язкої 

диссипації протягом перестройки мезоструктури 

підчас періодичного прискорення-гальмування 

рідини у зсувній течії. 
 

 

Список використаних джерел 

 
1. McDonald's Blood Flow in Arteries. By Ch. 

Vlachopoulos, M. O'Rourke, W.W. Nichols. CRC 

Press. - 2011. - 768p. 

2. Fridtjov I. Rheology and non-Newtonian fluids. 
Springer. - 2016. - 199 p. 

3. Complex Fluid-Flows in Microfluidics. Galindo-

Rosales J.F.H. (ed.) Springer. - 2017. - 111p. 
4. He J.-H., Ji F.-Y. Two-scale mathematics and 

fractional calculus for thermodynamics. 

// Thermal Sci. - 2019. - Vol.23,N4. - P.2131-
2133. 

 

References 
 

1. McDonald's Blood Flow in Arteries. (2011) By 

Ch. Vlachopoulos, M. O'Rourke, W.W. Nichols. 
CRC Press. 768p. 

2. FRIDTJOV I. (2016) Rheology and non-

Newtonian fluids. Springer. 199 p. 
3. Complex Fluid-Flows in Microfluidics. (2017) 

Galindo-Rosales J.F.H. (ed.) Springer. 111p. 

4. HE J.-H., JI F.-Y. (2019) Two-scale mathematics 

and fractional calculus for thermodynamics. 
Thermal Sci. Vol.23(4).  p.2131-2133. 

 
Надійшла до редколегії 27.11.2019 

52



Вісник Київського національного університету 
імені Тараса Шевченка  
Серія: фізико-математичні науки  

2020, 1-2 Bulletin of Taras Shevchenko 
National University of Kyiv 

Series: Physics & Mathematics 

УДК 531.43+539.3/.612+62-4

 Валєєва І. К.1, к.ф.-м.н., ст. наук. співр. 
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Модель нормального адгезійного контакту між пружними тілами із стохастичною поверхневою 
шершавістю під розглядом. Шершавість симулюється нелінійним шаром Вінклера-Фусса, який може 
чинити опір до стискаючого і розтягуючого (у разі адгезії) контактного тиску. Механічні 
властивості шару визначаються статистичними теоріями адгезійного контакту між номінально 
плоскими шершавими поверхнями. Контакт твердих тіл описується нелінійними граничними 
інтегральними рівняннями з немонотонними операторами. Їх розв'язки визначають зменшення 
ефективної товщини шершавого шару, контактний тиск, область контакту, силу адгезії. 
Представлено формулу для обчислення сили адгезії для випадку, коли контакти окремих нерівностей 
описуються DMT–теорієй та зазор між тілами у контакті параболічний.  

Ключові слова: адгезійна взаємодія, контакт шершавих тіл, сила адгезії. 

Model of normal adhesive contact between elastic bodies with stochastic surface roughness is under 
consideration. Roughness is simulated by Winkler-Fuss nonlinear layer, which can resist to compressive and 
tensile (in the case of adhesion) contact stresses. Mechanical properties of the layer are determined by 
statistical theories of adhesive contact between nominally flat rough surfaces. The contact of solids is 
described by nonlinear boundary integral equations with non-monotonic operators. Their solutions 
determine reduction of effective thickness of rough layer, contact stresses, contact region, adhesion force. 
Formulas for adhesion force calculation are presented for the most frequent nominal gap between solids in 
contact for DMT–theory of contact. 

Key Words: adhesive interaction, contact of rough solids, adhesion force. 

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Жук Я.О. 

1. Вступ

Врахування адгезійної взаємодії особливо 
важливо при необхідності маніпулювати 
об'єктами малих розмірів, використовуючи 
малі сили. Тому потрібне дослідження, що 
дозволяє оцінювати і прогнозувати адгезійну 
взаємодію, вивчати фактори, що впливають на 
адгезійний контакт, виробляти рекомендації 
для створення поверхонь з контрольованою 
адгезію. Роботи, присвячені теоретичним і 
експериментальним підходам до фізики 
адгезії, представлені в огляді [1], а огляди 
обчислювальних методів, які застосовуються 
для дослідження адгезійних контактів, 
представлені в роботах [2–4]. Адгезійним 
контактам присвячений і збірник [5]. 

Метою цього дослідження є вивчення 
адгезійного контакту між шершавими тілами з 
викривленою номінальною геометрією 

поверхонь. Контакт тіл моделюється 
нелінійними граничними інтегральними 
рівняннями (ГІУ), розв'язання яких 
визначають розподіл номінального 
контактного тиску, номінальні області 
контакту, залежність нормальної сили P, що 
здавлює контактуючі тіла від їх зближення δ і 
силу адгезії. Запропоновано чисельний метод 
розв'язання ГІУ, дана його реалізація на 
прикладах нормального контакту. Залежність 
P(δ) не монотонна при наявності сил 
адгезійної взаємодії, і сила адгезії визначається 
як мінімум цієї залежності. Найчастіше 
зустрічається випадок номінальної геометрії 
контактуючих тіл, що відповідає 
параболічному зазору між тілами, які 
створюють пару тертя. Тому інтерес 
представляє оцінка величини сили адгезії при 
контакті тіл, що мають таку геометрію зазору, 
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за допомогою простих формул і визначення 
чинників, що впливають на величину сили 
адгезії, яку також називають силою відриву. 

2. Рівняння моделі контакту шершавих
пружних тіл 

Шершавість моделюється пружним 
нелінійним шаром Вінклера-Фусса, що 
сприймає як стискання, так і розтягування. 
Механічні властивості цього шару 
визначаються статистичними теоріями 
адгезійного контакту між плоскими 
шершавими поверхнями [6–7] і у напрямі 
нормалі до них описуються функцією 

   , 0
0, 0

f ap d t
p p

       
 

, (1) 

де at  – така відстань d між шершавими 
площинами, що при ad t  взаємодією між 
ними можна знехтувати; величина Δ 0  
розглядається як зменшення шершавого шару, 
якому відповідає номінальний тиск p. 
Прийнято, що p>0 відповідає стисканню, p<0 – 
розтягуванню. Номінальний контактний тиск 
між поверхнями залежить від відстані між 
ними і визначається функцією [6] 

 
2

2exp ,
22

p
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f
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P zp d g dz
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 ,  (2) 

де 1,5cP wR , 2 2
1 2    (rms), 1 2,   – 

стандартні відхилення висот нерівностей 
шершавих поверхонь, що мають розподіл 
Гауса;   1

1 21 1R R R    – радіус кривизни
умовних нерівностей; w  – питома робота 
адгезії; 0s N A  – кількість висот
нерівностей, що доводиться на одиницю 
площі; функціональна залежність  cg  
визначається теорією адгезії гладких пружних 
тіл, відповідно до якої взаємодіють окремі 
нерівності (наприклад, у разі DMT теорії 
   3/21/23 4 3c cg       [6]), p  – 

абсолютна величина мінімального 
переміщення нерівності для конкретної теорії 
адгезії гладких пружних тіл: 0p   в DMT–

теорії;   1/32 2 23 4p c w R K    , *4 3K E  
в JKR–теорії контакту, 

* 2 2 1
1 1 2 2((1 ) / (1 ) / )E E E        – приведений 

модуль Юнга контактуючих тіл, де E1, E2 и 1, 
2, є, відповідно, модулем Юнга і коефіцієнтом 
Пуассона матеріалів тіл. Параметри cP  и c  
можна розглядати як характерні масштаби сил 
і зближень для окремих нерівностей при малих 
їх величинах. 

Для тіл з викривленою поверхнею 
нормальний і ковзний контакт моделюється 
нелінійними граничними інтегральними 
рівняннями. Контактне завдання зводитися до 
дослідження одного рівняння типу 
Гаммерштейна [9–10] з параметром δ 
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x x y y y x
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 (3) 

де u(x), x  , – невідома функція і невідоме 
зближення ,  – довільна область, яка містить 
номінальну область контакту S,   1*E 


 , f –

зазор між тілом і умовною межею адгезійної 

взаємодії,      
1/22 2
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     x y

У разі, коли   , 1kf A k x x  можна 
перейти до безрозмірних величин 
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 (4); 

рівняння ковзного контакту (3) приймає 
вигляд: 
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1
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
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x x y y y

x x y
(5) 

де  0 0 0,U x x  – невідома безрозмірна 

функція,  0 01 021 ; 1x x       , і число 
0   вибирається так, щоб виконувалося 

включення   0 0 0 0: 0S U  x x , де 0S  – 

безрозмірна область контакту; функція  *p   
визначаються формулою (3). Для дискретизації 
рівняння (5) застосовується метод колокації, і 
дискретне рівняння розв'язується 
модифікованим методом Ньютона, аналогічно 
тому як це зроблено в роботі [10]. Сила P, 

54



Вісник Київського національного університету 
імені Тараса Шевченка  
Серія: фізико-математичні науки  

2020, 1-2 Bulletin of Taras Shevchenko 
National University of Kyiv 

Series: Physics & Mathematics 

прикладена до тіл, представляється у вигляді 
[9–10] 

 

  
0

1 /* 1
0

2/
0 0 0 0 0 0

,k k k
c

k

P E A P

P p U d

 

 

 





  x x
. (6) 

3. Результати розрахунків та їх аналіз
Розглянемо вісесиметричну задачу, коли 

номінальний зазор між тілами до деформації 
визначається функцією   2f Ax x . 
Аналізується випадок контакту шершавого 
напівпростору з твердим тілом, обмеженим 
сферичною шершавою поверхнею 
номінального радіусу RS (т.е. 

  12, 2 Sk A R   ), при безрозмірному 
параметрі κ 0,255 . Контакт окремих 
нерівностей описується DMT–теоріей 
адгезійної взаємодії. У цьому разі механічні 
властивості шару Вінклера-Фусса описуються 
функцією (1) –(2). Контакт тіл моделюється 
нелінійними граничними інтегральними 
рівняннями (3) або в безрозмірному вигляді 
рівнянням (5). У рівнянні (5) 
використовуються безрозмірні залежності (4): 

 *
0 0 0(Δ ) κ Δp p , де  0 0 0Δ δ U x . Графіки 

функцій  *
0Δp  представлені в роботах [9, 

10]. Надавая величині 0  різні значення і 
розв'язуючи рівняння (5), чисельно будуються 
функціональні залежності  0 0P   (Рис. 1). 
Залежності представлені для різних величин 

*
c c   , які пов’язані З параметром адгезії 

Тейбора a залежністю [11]: 
* 3 29 / (8 3)a c   . За наявності адгезії 

залежності  0 0P   є немонотонними. 
Негативні значення навантаження при малих 
зближеннях обумовлені впливом адгезії. 
Силою адгезії є мінімум  

0
0 0 0δ

min δF P  . 

Розглядається випадок параболічного 
зазору між контактуючими тілами. 
Представлені рис. 2 графіки залежностей 
безрозмірної сили адгезії (сила відриву) 0F  від 
параметру κ при різних значеннях параметра 
шершавості *

c  основані на результатах 
комп'ютерного моделювання. На основі 
результатів великої кількості чисельних 
експериментів з моделювання адгезійного 
контакту при DMT–контактах окремих 

нерівностей отримано формулу для оцінки 
безрозмірної сили адгезії 

 1.780.982
0 3.99κ 0.622 , σ δt

cF t  . 

Рис. 1. Залежності нормованої сили, 
прикладеної до тіла від нормованого 
зближення 

Рис. 2. Залежності нормованої сили адгезії від 
безрозмірного параметру κ

Формула отримана методом зважених 
найменших квадратів для параметрів з 
діапазону значень *δ 0.2c  і 30.3 10 κ 3   . 
Перехід до розмірних змінних здійснюється за 
формулою (6), і силу адгезії при DMT–
контактах можна визначати за формулою 

 1.78* 3/2 1/2 0.982 *3.99π δ κ 0.622 , 1 δt
c cF E A t  . 

4. Висновки

Моделювання адгезійного контакту 
шершавих тіл з викривленою номінальною 
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геометрією проводиться методом граничних 
інтегральних рівнянь. Отримані розв'язки 
визначають обтискання ефективної товщини 
шершавого шару, контактний тиск, номінальну 
область контакту при різних зближеннях 
контактуючих тіл і параметрах шершавості. 
Сила адгезії визначається чисельно при різних 
параметрах шершавості поверхні і 
макропараметрах контактуючих тіл. 

При параболічному зазорі між 
контактуючими тілами отримано 
аппроксимаційну формулу для визначення 
сили адгезії при різних мікропараметрах 
шершавості і макрогеометричних параметрах 
контактуючих тіл. 
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Some peculiarities of the drilling rigs elements 
movement 

1 Taras Shevchenko National University of Kyiv, 
04116, Kyiv, Bohdan Hawrylyshyn str. 24, 
е-mail: vashchilina@ukr.net. 

У даній статті досліджується процес кружляння бурильного долота на шорсткуватій площині 
дна свердловини. Застосовано неголономні кінематичні моделі механічної взаємодії контактуючих 
тіл з недосконалостями на початковій стадії самозбурення системи. На основі результатів 
експериментальних досліджень вважається, що одним з основних чинників, що впливає на коливання 
кружляння, є геометрія долота. Припускається, що бурильне долото є абсолютно твердим тілом 
еліпсоїдальної форми, нижня поверхня свердловини вважається плоскою. Коливання, що виникають, 
пов’язані зі спонтанними згинними деформаціями бурильної колони, які супроводжуються 
безвідривним контактом долота і породи. Отримано рівняння руху долота в лінійному наближенні. 
Здійснено  аналіз розв'язку лінеаризованих рівнянь, з якого  знайдено частоти виникаючих 
періодичних рухів. Проаналізовано форми коливань за різних геометричних параметрів 
еліпсоїдального долота. Показано, що долото може обертатися у зворотному напрямі, кружляючи 
з кутовими швидкостями, які перевищують частоту  обертання бурильної колони. Результати 
досліджень можуть бути застосовані в розробках бурильних установок нових типів. 

Ключові слова: глибоке буріння,  долото еліпсоїдальної форми, неголономна динаміка, пряме та 
зворотне кружляння. 

This paper deals with investigatson of the process of drill bit whirling on the rough plane of the well 
bottom. Nonholonomic kinematic models of the mechanical interaction of contacting bodies with defects at 
the initial stage of system self-excitation are applied. On the basis of the results of experimental studies, it is 
believed that one of the main factors influencing on the whirlings vibrations is the geometry of the bit. The 
bit is considered to be an absolutely rigid ellipsoidal body, the well bottom surface is supposed to be a plane. 
The resulting oscillations are associated with spontaneous bending deformations of the drill string, which 
are accompanied by continuous contact of the bit and the rock. The equations of motion of the bit in the lin-
ear approximation are obtained. The analysis of the solution of the linearized equations is carried out, and 
the frequencies of the arising periodic motions are found. The forms of oscillations under different geometri-
cal parameters of an ellipsoidal bit are analyzed. It is shown that the bit can rotate in backward direction, 
moving at angular velocities that exceed the angular frequency of the drill string. The research results can 
be used in the development of new types of drilling rigs. 

Key Words: deep drilling, ellipsoidal bits, nonholonomic dynamics, forward and backward whirling. 

Статтю представив д. ф.-м. н., проф. Жук Я.О. 

1. Вступ

У практиці глибокого буріння нафтових та 
газових свердловин добре відомий 
деструктивний вплив коливань кружляння на 
бурильні колони і долота [1-4]. У залежності від 
напряму обертального руху розрізняють прямі та 
зворотні кружляння. При цьому в оберненому 
напрямі кружляння швидкість обертання може 
досягати частоти у діапазоні від 5 до 30 разів 

більшої від швидкості обертання самої колони. 
Такі швидкості роблять ефект коливання 
кружляння особливо руйнівним. Згідно з 
практичними дослідженнями, основним 
фактором, що впливає на коливання кружляння є 
геометрія долота. У роботах авторів [5, 6] 
аналізується випадок кружляння сферичного 
долота на сферичній поверхні шорсткого дна 
глибокої бурильної свердловини. У даній роботі 
розглянуто інший варіант задачі про кочення 

О. В. Ващіліна, І. В. Лебедєва 2020 
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долота по дну свердловини, який дозволяє 
моделювати її аналітичними методами, 
пов’язаний з малими коливаннями кружляння 
еліпсоїдального долота на плоскому дні 
свердловини. 

2. Постановка задачі

Розглянемо випадок, коли долото з півосями c 
і d відхиляється від свого вертикального стану і 
починає котитися по нижній площині  , не 
торкаючись стінки свердловини (рис. 1). 

Рис 1.  Кружляння еліпсоїдального долота на 
шорсткуватій  площині 

Нелінійні неголономні рівняння кочення 
еліпсоїдального долота по площині   виведені у 
роботі [2], виходячи з умови 0v . Вони 
представлені у вигляді: 

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

sin cos
( ) sin cos

0
sin cos

x x

x x

u v u c d
d c

c d

  

 


 

   


 



 

, 

 (1) 
2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

sin cos
( ) sin cos

0
sin cos

y y

y y

v v v c d
d c

c d

  

 


 

   






 

, 

де 2 2( ) ( )u v    ; ,u v  - малі поперечні пружні 
зміщеннями центра C долота, орієнтовані 
паралельно осям Ox , Oy  відповідно. 

Рівняння рівноваги моментів, прикладених до 
долота, мають вигляд [4]: 

2 3

2 3 0z y
v vEI EI T

z z
  

  
 

, 

 (2) 
2 3

2 3 0z x
u uEI EI T

z z
     

 
. 

Тут x , y , z  є компонентами вектора ρ , який 
з’єднує точку C з точкою G  (рис. 1). 

 Візьмемо до уваги, що переміщення u і v малі, 
тоді x v   , y u  , sin x v   , cos 1x  , і
рівняння (1), (2) можна переписати у 
лінеаризованій формі: 

2 2

0d cu d u v v
d

         , 

2 2

0d cv d v u u
d

         ,  (3) 

 
2 2

(1) (1) 0T d cg h d u g hd u
EI d

        
 

, 

 
2 2

(1) (1) 0T d cg h d v g hd v
EI d

        
 

.     (4) 

Ця система лінійних рівнянь має сталі 
коефіцієнти, тому з рівнянь (4) випливає: 

u mu  , v mv   ,  (5) 

де величина m дорівнює: 

 (1) (1)

2 2

g h d
m

T d cg hd
EI d


 

 
   
 

,  (6) 

Тому, 
 2 2

1

1

m d c

d
p

md

 
 
  


.  (7) 

Отже, рух долота у системі відліку Oxyz, що 
обертається, визначається рівностями 

1 2( ) sin cosu t C pt C pt   , 

2 1( ) sin cosv t C pt C pt   ,  (8) 

і підпорядковується рівнянням 
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1 2( ) sin ( 1) cos ( 1)X t C p t C p t     , 2 1( ) sin ( 1) cos ( 1)Y t C p t C p t      .     (9) 

Таблиця 1 –  Деякі форми коливань кружляння в залежності від значень частоти p 

Номер 
позиції 

Значення 
параметра p 

Тип періодичного руху у системі 
відліку Oxyz, що обертається 

Тип руху у фіксованій системі 
Oxyz 

5 0 1p   1    
Зворотне обертання 

20     
Пряме 

кружляння 

6 1p   1    
Зворотне обертання 

2 0 
Нерухомий стан 

9 2p   1 2   
Зворотне обертання 

2    
Зворотне 

кружляння 

     Режими кружляння, що генеруються, 
представлені у таблиці, наведеній у статті [6], 
також можуть бути реалізовані для 
еліпсоїдальних долот у відповідних умовах, які 
визначаються параметром p. У таблиці 1 даної 
статті наведені лише позиції 5, 6 та 9 цієї таблиці. 
У випадку, що розглядається, найважливішим 
фактором є співвідношення c d , яке дозволяє 
імітувати переходи від продовгуватих еліпсоїдів 
до сфер, і далі до сплющених еліпсоїдів. Рис. 2 
демонструє взаємозв’язок між значеннями 
параметра p і співвідношенням c d  для базової 
версії долота, розглянутої вище. 

Рис. 2. Залежність параметра р від величини d 
(випадок 0.1c   м) 

Так, наприклад, якщо 0.05 0.25c d m    і 
долото є сферичним, то частотний параметр  p  
наближається до 1 із зменшенням c . Це означає, 

що долото переходить у режим прямого 
кружляння (позиція 5 у таблиці). При цьому, він 
наближається до стану, коли 1p   для малих c ,
а центр C  прямує до нерухомого стану у 
нерухомій системі координат (позиція 6 у 
таблиці). Причина цього полягає в тому, що якщо 
БК з малим долотом трохи відхилиться від 
початкової осьової лінії і долото відійде від осі 
обертання, то система може залишатися у цьому 
відхиленому стані, що призведе до зміни 
напряму буріння. Показово, що зазначена 
ситуація не є рідкісною в бурильній практиці. 
     Розглянута тенденція зберігається також і для 
довгастих еліпсоїдальних долот. Наприклад, 
якщо радіус кривизни у верхній точці еліпсоїда з 
півосями 0,1c м , 0,3d м  дорівнює 

0,0333r м  то динаміку цього долота можна 
співставити з динамікою сферичного долота 
радіуса 0,0333a м . 
     Справді, значення параметра 0.9760p   для 
еліпсоїдального долота еквівалентне значенню 

0.9811p   сферичного долота. Рис 2 ілюструє 
зміну параметра p із збільшенням d. 
     Однак ситуація суттєво змінюється, якщо 
еліпсоїд сплюснутий ( )c d . У цьому випадку 
вібрація кружляння може набувати різних форм у 
залежності від співвідношення dc /  півосей. 
Справді, при цьому співвідношення 2 2 2( ) /d c d  
у рівнянні (7) стає від’ємним, і параметр p може 
набувати додатного, нульового або від’ємного 
значень. Таким чином, згідно з формулою (7) для 

0,3c м  і 0,1d м  маємо 0,5308p  . Але 
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значення p  зменшується із збільшенням /c d  і 
воно набуває величини 0p   для 0,4c м  і 

0,083d м . Цей результат узгоджується з 
позицією 4 у таблиці. У цьому випадку в 
нерухомій системі координат долото виконує 
обернене кружляння 2   . 
     Особливі випадки виникають коли 2p  . Тоді 
може бути реалізована нерівність 2    
(позиція 9 у таблиці) і долото може обертатися в 
оберненому напрямі, кружляючи з кутовими 
швидкостями, які перевищують частоту   
обертання бурильної колони.  

3. Висновки.

Отримано рівняння руху долота у лінійному 
наближенні. Здійснено  аналіз розв'язку лінеари-

зованих рівнянь, з якого  знайдено частоти пері-
одичних рухів, що виникають.  

Проаналізовано форми коливань за різних 
геометричних параметрів еліпсоїдального долота. 

Показано, що долото може обертатися в 
оберненому напрямі, кружляючи з кутовими 
швидкостями, які перевищують частоту   
обертання бурильної колони. 

За допомогою розроблених методів отримано 
уявлення про найпростіші періодичні кружляння 
еліпсоїдальних долот на шорсткуватих плоских 
днищах свердловин. Можна припустити, що 
кружляння цих долот на криволінійних 
поверхнях буде відрізнятися більш складними 
режимами з різними частотами і складними 
типами рухів. Однак аналіз таких систем 
пов’язаний із серйозними труднощами. 
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Визначаються методом скінченних елементів (МСЕ) частоти та форми вільних коливань ізо-
тропної тонкої п’ятикутної пластини правильної форми з різними варіантами жорсткого закріп-
лення на краях. Проводиться порівняння отриманих результатів для деяких п’ятикутних пластин з 
результатами отриманих для квадратних пластин еквівалентної маси з відповідними граничними 
умовами. Представленні форми коливань досліджуваних пластин та встановлена топологія форм 
коливань для деяких розглянутих пластин у відповідності до квадратних пластин з вільними краями і 
жорстко закріпленими краями. Достовірність отриманих результатів забезпечується використан-
ням обґрунтованої математичної моделі, коректністю постановки задачі та практичною збіжніс-
тю розрахованих частот при застосуванні МСЕ. 

Ключові слова: метод скінченних елементів, п’ятикутна пластина, частота та форма вільних 
коливань. 

Frequencies and modes of free vibrations of an isotropic thin pentagonal plate of regular shape with 
various configurations of rigid attachment at the edges are determined using the finite element method 
(FEM). The results obtained for some pentagonal plates are compared with the results obtained for square 
plates of an equivalent mass with corresponding boundary conditions. We present the vibration modes of the 
studied plates and the topology of the vibration modes for some of the considered plates corresponding to the 
square plates with free edges and rigidly fixed edges. The reliability of the obtained results is ensured by the 
use of a substantiated mathematical model, the correct formulation of the problem and the practical conver-
gence of the calculated frequencies when using the FEM. 

Keywords: finite element method, pentagonal plate, frequency and shape of free vibrations. 

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Жук Я.О. 

Вступ 
При проектуванні інженерних споруд, 

сучасних будівель, корпусів різноманітних 
машин та конструкцій широко застосовують 
пластини різної форми з різними варіантами 
закріплення. Необхідно мати інформацію про 
динамічні параметри таких пластин, зокрема 
інформацію про розподіл частот і форм вільних 

коливань, оскільки в реальних умовах 
експлуатації потрібно уникати резонансних 
режимів. У зв’язку з цим постає актуальна 
проблема механіки та прикладної математики 
про поширення аналітичних, чисельних та 
експериментальних методів до розв’язання задач 
динаміки пластин різної форми. 

В рамках класичної теорії тонких пластин 

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2020/1-2.10
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для визначення частот і форм вільних коливань 
використовується багато різних методів [9-11]. 
Поряд з аналітичними та експериментальними 
методами розв’язування задач динаміки теорії 
пластин та оболонок широкого практичного 
застосування набули чисельні методи, а саме 
методом скінченних елементів. Цей метод є 
основою роботи багатьох сучасних програм для 
інженерного розрахунку. Однією з таких програм 
є FEMAP з розв’язувачем NX Nastran [5]. 
Запропонований програмний засіб викори-
стовується в ряді досліджень [1-3, 6]. Розглянемо 
деякі публікації присвячені даній тематиці. 

В [3] визначаються частоти та форми вільних 
коливань тонкої жорстко закріпленої квадратної 
пластини сталої товщини на основі двох чисель-
них методів, а саме, МСЕ, який реалізовано на 
FEMAP, і методом Релея-Рітца, який модифіко-
вано та реалізовано на ЕОМ в середовищі Delphi. 
В [2] досліджуються динамічні характеристики 
тонкої ізотропної жорстко закріпленої квадратної 
пластини за допомогою реалізації некласичного 
експерименту Хладні та МСЕ. Описується мето-
дика проведення експерименту і чисельного роз-
рахунку. В [6] розглядаються тонкі пластини 
трикутної, квадратної та п’ятикутної форми з ві-
льними краями. Проведено порівняльний аналіз 
розрахованих частот вільних коливань та встано-
влені залежності власних частот від фізичних та 
механічних характеристик матеріалу у вигляді 
коефіцієнтів. В [1] МСЕ досліджується тонка 
квадратна пластина з різними фізико-
механічними характеристиками з вільними края-
ми та проводиться порівняльний аналіз розрахо-
ваних власних частот квадратної пластини з час-
тотами, які отриманні чисельно та експеримента-
льно іншими авторами [4]. 

В [12] досліджено коливання вільних поліго-
нальних і заокруглених полігональних пластин за 
допомогою покращеного метода Рітца на класі 
гомотопічних форм. Представленні перші п’ять 
частот власних коливань пластин правильної фо-
рми та еволюція форм коливань. В [7] для визна-
чення основної частоти коливань тонких пруж-
них паралелограмних пластин запропоновано 
використовувати метод інтерполяції з введеною 
геометричною характеристикою пластини, яка є 
відношенням внутрішнього конформного радіуса 
до зовнішнього конформного радіуса. В [8] роз-
глянуто коливання пружних ізотропних трапе-
цієподібних пластин, запропоновано використо-
вувати метод інтерполяції форм-фактора для ви-
значення значення основної частоти. 

Метою даної роботи є визначення методом 

скінченних елементів частот та форм вільних ко-
ливань ізотропної тонкої п’ятикутної пластини 
правильної форми з різними варіантами жорстко-
го закріплення на краях, порівняння отриманих 
результатів для деяких п’ятикутних пластин з 
результатами отриманих для квадратних пластин 
еквівалентної маси з відповідними граничними 
умовами та встановлення топології форм коли-
вань. 

Основні співвідношення 
Рівняння руху пластини в МСЕ за відсутнос-

ті демпфування має вигляд 

0 jj ФФ 
MK , (1) 

де K  та M  – матриця жорсткості та матриця мас 
механічної системи відповідно, jФ


– вектор пе-

реміщень вузлів системи, що відповідає j-тому 
ступеню вільності, який відтворює j-ту форму 
коливань. 

При вільних коливаннях пластини всі вузлові 
точки здійснюють гармонічні коливання як фун-
кції часу: 

tФtФ jjj sin)(


 . (2) 

Після підстановки функцій (2) в рівняння ру-
ху пластини визначення власних частот і форм 
коливань зводиться до розв’язання системи алге-
браїчних рівнянь 

sjФФ jjj ,...,2,1,02 


MK  , (3) 
де j  – частота гармонічних коливань. 

NX Nastran для визначення частот і форм ві-
льних коливань при відсутності дисипації енергії 
і демпфування використовує, як основний, метод 
Ланцоша [5]. 

Побудова розрахункової моделі 
За допомогою системи FEMAP побудовано 

геометрію п’ятикутної пластини правильної фо-
рми зі стороною мa 31073,106   і товщиною 

мd 003,0 . Площа п’ятикутної пластини еквіва-
лентна площі квадратної пластини [3]. В якості 
матеріалу задавався алюміній з модулем Юнга 

ГПаE 110 , коефіцієнтом Пуассона 34,0 , 

густиною 32710 мкг . Пластинка досліджу-
валась при різних варіантах жорстко (C) закріп-
лених країв і вільних (F) країв (рис.1). Скінченно-
елементна розбивка проводилась лінійними во-
сьмикутними solid-елементами розміром сторони 

мм5,1 . Проводився розрахунок частот і форм 
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вільних коливань п’ятикутних пластин з різними 
граничними умовами. 

Результати 
Достовірність отриманих результатів забез-

печується використанням обґрунтованої матема-
тичної моделі, коректністю постановки задачі, 

розв’язком тестових задач [3] та практичною збі-
жністю розрахованих частот при застосуванні 
методу скінченних елементів. 

В результаті розрахунків отримано частоти 
вільних коливань п’ятикутних пластин з вісьма 
різними варіантами жорсткого закріплення  країв 

Рис. 1. Варіанти закріплення пластини 

і вільних країв, які представлені в таблиці 1. Для 
наочності результати представлені у вигляді гі-
стограми (рис. 2). Порівняння перших трьох 
форм коливань всіх розглянутих пластин пред-
ставлені на рис. 3-5. Порівняння перших десяти 
частот для п’ятикутної пластини і квадратної 
пластини [3] еквівалентної маси з жорстко закрі-
пленими всіма краями наведено в таблиці 2 та 
гістограмі (рис. 6). 

Встановлена топологія форм коливань для 
деяких розглянутих пластин у відповідності до 
квадратних пластин з вільними краями [1, 12] 
(рис. 7) і жорстко закріпленими краями [3] 
(рис.8). 

Рис. 2. Частоти вільних коливань п’ятикутних 
пластин 

Таблиця 1 
Частоти вільних коливань п’ятикутних пластин 

f, Гц № 
FFFFF FFFFC FFFCC FFCFC FFCCC FCFCC FCCCC CCCCC 

1 604 119 197 403 404 1013 1101 1300 
2 604 293 537 1031 1161 1377 1649 2673 
3 1039 615 1039 1305 1306 1833 2625 2675 
4 1429 1061 1352 1524 2174 2623 2863 4302 
5 1429 1212 1713 2317 2663 2967 3652 4304 
6 2071 1659 2401 2619 2928 3583 4378 4919 
7 2071 1931 2825 3010 3887 3815 4889 6319 
8 2812 2562 2899 3549 3922 4816 4953 6320 
9 2812 2905 3789 4011 4702 5022 6265 7224 

10 3322 2977 4088 4209 4961 5027 6578 7228 

Висновки 
У роботі визначені частоти та форми вільних 

коливань ізотропних тонких п’ятикутних пластин 
правильної форми з різними варіантами 
жорсткого закріплення на краях. При цьому 
отримані такі конкретні результати: 
1. Частоти п’ятикутної пластини з вільними кра-

ями не є самими низькими в порівнянні з відпо-
відними частотами при інших варіантах закріп-
лення. 
2. Із збільшенням кількості закріплених торців
відповідні частоти зростають. 
3. Частоти пластини з жорстко закріпленими
краями більші ніж в два рази за відповідні 
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Рис. 3. Перша форма вільних коливань п’ятикутних пластин 

Рис. 4. Друга форма вільних коливань п’ятикутних пластин 

Рис. 5. Третя форма вільних коливань п’ятикутних пластин 

Таблиця 2 
Частоти вільних коливань п’ятикутної і квад-
ратної пластини 

f, Гц № 
CCCCC CCCC [3] 

1 1300 1373 
2 2673 2789 
3 2675 2789 
4 4302 4096 
5 4304 4972 
6 4919 4997 
7 6319 6211 
8 6320 6211 
9 7224 7900 
10 7228 7900 
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Рис. 6. Частоти вільних коливань п’ятикутної і 
квадратної пластини 
частоти пластини з вільними краями. 
4. Від варіанту жорсткого закріплення одна-
кової кількості торців суттєво залежать перші 
частоти. 
5. Спостерігається мала розбіжність відповід-
них частот та подібність форм коливань для 
пластин з парами закріплення: FFCFC і 

FFCCC; FCCCC і CCCCC. 
6. Частоти вільних коливань п’ятикутної і
квадратної пластин з жорстко закріпленими 
краями мають незначну розбіжність. 
7. Наведена топологія форм коливань для де-
яких розглянутих пластин у відповідності до 
квадратних пластин з вільними краями і жорс-
тко закріпленими крами. 

Рис. 7. Топологія форм коливань пластин з вільними краями 

Рис. 8. Топологія форм коливань пластин з жорстко закріпленими краями 
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Запропоновано узагальнення моделі Лайтхілла розповсюдження плоских хвиль по в’язкопружних 
трубках, які заповнені в’язкою рідиною. Реологічне співвідношення для стінки трубки має по два 
часи релаксації напружень і деформацій. Отримані рівняння узагальненої моделі, які описують 
осереднені тиск, швидкість рідини, а також площину перерізу судини. Отримано розв’язок рівнянь у 
вигляді хвиль, які розповсюджуються, а також дисперсійне рівняння. Проаналізовані особливості 
розв’язку узагальненої моделі та дисперсії хвиль у порівнянні як з класичними задачами Лайтхіла та 
Шапіро, так і з в’язкопружною моделлю Кельвіна-Фойхта для матеріалу стінки. Чисельні 
розрахунки проведені для набору параметрів моделі, які відповідають системі кровообігу людини. 
Показано, що ускладнені властивості матеріалу дозволяють урахувати  моди Юнга і Ляме, а також 
стабілізувати моди, які були нестійкими у випадку трубок з простішою реологією. Розроблена 
модель дозволяє проводити чисельні розрахунки на складних моделях артеріальних русел з суттєвою 
економією комп’ютерних ресурсів і часу.    

Ключові слова: в’язкопружні трубки, пульсові хвилі, математичне моделювання, дисперсія хвиль. 

A generalization of the Lighthill model of the plane waves propagation along fluid-filled viscoelastic 
tubes is proposed. The rheological relation of the wall has two relaxation times for strains and stresses. The 
equations of the generalized model for the averaged pressure, velocity  and the cross-sectional area of the 
tube are obtained. The solution of the equations in the form of the running waves and the dispersion relation 
are obtained and compared to those for the Lighthill and Shapiro problems, and the viscoelastic Kelvin-
Voigt model for the wall material. Numerical calculations for the model parameters corresponded to human 
circulation system have been carried out. It is shown, the complicated properties of the material allow 
accounting for both Young and Lame wave modes, and stabilization the modes that were unstable in the case 
of simpler rheology. The developed model is helpful in performing the numerical calculations on complex 
models of arterial vasculatures at lower computation time and resources. 

Key Words: viscoelastic tubes, pulse waves, mathematical modeling, wave dispersion. 

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Жук Я. О.

1. Вступ
      Лінійна теорія плоских хвиль (1d) в 
заповнених рідиною трубках була розроблена 
англійським математиком Дж. Лайтхіллом [1]. 
Було також отримано розв’язок задачі про 
поширення циліндричних хвиль (2d) в прямих 
трубках кругового перетину [2], в трубках з 

тонкими і товстими пружними стінками, що 
монотонно звужуються або розширюються, з 
в'язкопружними та багатошаровими стінками 
[3,4]. В кожному випадку було виписано 
розв’язки задач у вигляді нормальної моди і 
досліджено дисперсію хвиль. 
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      Класична задача Лайтхілла заснована на 
законах збереження маси і імпульсів нев'язкої 
рідини, а також реологічному  співвідношенню 

( , ) 0=F P U , де ( , ), ( , )P t x U t x - тиск і поздовжна 
швидкість рідини, які осреднені за поперечним 
перерізом трубки, який може бути довільної 
форми. У разі в'язкої рідини рівняння 
Лайтхілла були сформульовані А. Шапіро [5] і 
пізніше виведені шляхом осереднення рівнянь 
Нав'є-Стокса по перетину трубки [6]. Оскільки 
задача Лайтхілла та її узагальнення широко 
використовуються при моделюванні системи 
кровообігу [7], значний інтерес представляють 
узагальнення цієї задачі на випадок 
ускладненої реології стінки трубки та 
неньютоновских рідин [8,9]. У даній роботі 
наведено узагальнення моделі Лайтхілла на 
випадок в’язкопружних стінок, що 
представлені різними поєднаннями пружного, 
в'язкого і інерційного елемента (EVI, elastic, 
viscous, inertial), а також досліджені 
властивості рішення узагальненої моделі та 
особливості дисперсії хвиль. Ця модель 
відповідає сучасним мікро- и нано-
структурованим композитам і має цікаві 
додаткові реологічні властивості. 

1. Постановка задачі.
Розглянемо систему рівнянь Лайтхілла-

Шапіро [9] 

( ) 0∂ ∂
+ =

∂ ∂
S SU
t x

, (1) 

1 0µ
ρ

∂ ∂ ∂
+ + − =

∂ ∂ ∂
U U PU U
t x x S

, (2) 

для замикання якої використовуємо реологічне 
співвідношення EVI моделей, що містять 3-5 
елементів: 

2 2

0 02 2k( ) a∂ ∂ ∂ ∂
+ + = + − + +

∂ ∂∂ ∂
S S P Pd c S S P P b

t tt t
,  (3) 

де ρ  і µ  - густина  і в’язкість рідини, a,b,c,d – 
реологічні параметри, 0P  -  тиск, при якому 
стінка трубки повністю розправлена і має 
перетин 0S . 
     У класичній задачі Лайтхілла розглядається 
лінеаризована відносно рівноважного стану 
система (1) - (3) при µ ,q, a,b,c,d =0, а її 
рішення розшукується у вигляді 0= + P P P ,  

0= + S S S , = U U , де P , S , U - малі збурення 
змінних відносно рівноважного стану 
{ 0 0, , 0= = =P P S S U }. Повторюючи цю 
процедуру, з (1) - (3) отримаємо лінеаризовану 
систему рівнянь для збурень 

0 0∂ ∂
+ =

∂ ∂

 S US
t x

,  (4) 

0

1 0µ
ρ

∂ ∂
+ − =

∂ ∂

 
U P U

t x S
, (5) 

2 2

2 2k a∂ ∂ ∂ ∂
+ + = + +

∂ ∂∂ ∂

   
 S S P Pd c S P b

t tt t
. (6) 

     Виключаючи з (4) - (6) змінні , P S , 
отримаємо рівняння для U (позначення над 
змінними для простоти опущені) 

4 3 2

4 3 2
0 0

2 3 4

0 0 02 2 2 2
0

0.

µρ µρρ ρ ρ

µρ

   ∂ ∂ ∂
− + − + − +   ∂ ∂ ∂   

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

U b U a Ub a k
S St t t

k U U U US cS dS
S t x t x t x

 (7) 

      Знаходячи розв’язок (7) і підставляючи його 
в (4) і (5), отримаємо рівняння для , P S . Для 
дослідження особливостей поширення хвиль в 
трубках з ускладненою реологією будемо 
шукати розв’язок (4) - (6) у вигляді 

*( , ) exp( ( ))ω= ⋅ −f t x f i t nx , де { , , }=f P S U , *f  іω  
- амплітуда і частота хвилі, n  - хвильове число. 

2. Дисперсійне рівняння
       Після вищезгаданої підстановки за умови 
існування розв’язку алгебраїчної системи 
рівнянь для амплітуд звичайним шляхом 
отримуємо дисперсійне співвідношення у 
вигляді 

( ) ( )4 3 2 2 2 2 0ω ω ω ω+ + − + − + =iA B Cn i Dn E n ,  (8)

де 
0

µ
= −

aA
S b

, 
0

µ
= −

a kB
bS b

, 0

ρ
=

dS
C

b
, 0

ρ
=

cS
D

b
, 

0

µ
=

kE
bS

, 0F
ρ

=
S
b

. 

     Рівняння (8) має 4 комплексних кореня 

1,2,3,4 1 2 3( )
4

ω = ± ± ±
An i z z z , де 1,2,3z  - корені 

кубічного рівняння, що пов’язане з (8)  причому 
в залежності від параметрів моделі можливі 
випадки: 1 2 3{ }= = ∈z z z R , 1 2 3{ }= ≠ ∈z z z R , 

1 2 3{ }≠ ≠ ∈z z z R , 1 2 3{ ,{ *} }∈ = ∈z R z z C , де зірочка 
позначає комплексне сполучення. Таким чином, 
розв’язок (8) при будь-якому наборі параметрів 
має вигляд ( ) ( )ω ω ω′ ′′= +n i n . Якщо ( ) 0ω′′ >n , 
будь-які малі початкові збурення загасають за 
часом і система (4) - (6) є стійкою. Відповідно, 
фазову та группову швидкості хвилі можна 
обчислити як ( ) ( )ϕ ϕ ϕ′ ′′= +n i n , ( ) ( )′ ′′= +gV V n iV n , 
де ( ) ( ) /ω′ ′=V n d n dn , ( ) ( ) /ω′′ ′′=V n d n dn , 

( ) ( ) /ϕ ω′ ′=n n n , ( ) ( ) /ϕ ω′′ ′′=n n n . 
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     Як відомо, в дисипативних середовищах 
групова швидкість зменшується зі зростанням 
частоти в разі нормальної дисперсії і 
збільшується в середовищах з аномальною 
дисперсією. В класичній задачі Лайтхілла 
({ , , , , } 0µ =a b c d ) розв’язок (8) має вигляд 

0( )ω ρ=n S kn , тому фазова швидкість хвилі 
збігається з груповою, що характерно для 
плоских хвиль в середовищах без дисперсії. У 
моделі Шапіро розв’язок (8) має вигляд 

2
20

1,2
0 02

µ µω
ρ

 
= − ± −  

 

S
i n

S k S
, так що за будь-

яких наборах параметрів моделі фазова 
швидкість хвилі не збігається з груповою. 
Подальше дослідження властивостей розв’язку 
(8) може бути проведено чисельними 
методами. 

3. Чисельне рішення і аналіз результатів
Обмежимося випадком, який відповідає

поширенню пульсових хвиль по артеріальній 
системі людини, і візьмемо 1050ρ = кг/м3, 

33.5 10µ −= ⋅ Па·с, 3/2
02 / 3π −=k EhS , 610=E  Па – 

модуль Юнга, 00.2=h R  - товщина стінки, 

0 0 / 0.01π= =R S см – радіус артерії. Величини 

ετ≡c  і / στ≡a k мають сенс часів релаксації 
деформацій та напружень в матеріалі стінки 
артерії і можна покласти 0.01ε στ τ= = с [2,9]. 
Експериментальні вимірювання параметрів b, 
d дають дуже різні діапазони значень, тому має 
сенс дослідити вплив саме цих параметрів на 
розв’язок і особливості дисперсії хвиль. При 
розрахунках використовувалися значення 

/ ε ετ τ≡ d  і b/ σ στ τ≡ k , де ~ 0.1 1ε στ τ= −  с - часи 
релаксації деформацій і напружень другого 
порядку. 
     Чисельні розрахунки показали, що при всіх 
наборах параметрів моделі за наявності 4-х 
різних коренів (8) два з них відповідають 
поздовжнім повільним хвилям (моди Юнга), а 
два інших - швидким хвилям (моди Ламе), як і 
у випадку вісесиметричної 2d течії в'язкої 
рідини по товстостінній трубці [2]. В 
класичних моделях Лайтхілла і Шапіро існує 
тільки один тип хвиль. У випадку 
в'язкопружної трубки, яка відповідає 
реологічній моделі Кельвіна-Фойхта, 
отримуємо рівняння (8), яке має тільки три 
ненульових розв’язки, тому представлена EVI 
модель має більше число мод і, таким чином, 
більш різноманітний набір властивостей, у 

тому числі резонансних [3,7]. Крім цього, за 
рахунок додаткових членів в реологічному 
співвідношенні (3) ті моди, які були нестійкі при 

0ε στ τ= =  , можуть стати стабільними за певних 
значень 0ε στ τ≠ ≠  , які можна знайти з умови 
стійкості ( ) 0ω′′ >n системи (1) - (3). 
     Результати розрахунків дисперсійних 
залежностей ( )ω′ n  представлені на Рис.1а. 
Розглянуто випадки як коротких (n>1), так і 
довгих (n<1) хвиль. Вздовж вертикальної осі 
відкладена безрозмірна частота. За основну 
частоту прийнято значення частоти серцебиття 
72 уд./хв. Розрахунки обмежені першими m=8 
гармоніками, яких вистачає для апроксимації ~ 
96-98% пульсової хвилі [9].  

а 

б 

в 
Рис.1. Залежності ( )f n  (а), ( )ω′′ n  (б) и (m)φ′ (в) 

для різних наборів параметрів стінки. 
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      На Рис.1б представлені залежності ( )ω′′ n
для випадку, коли вихідна мода була 
нестійкою, а за рахунок вибору ненульових 
параметрів 0ε στ τ≠ ≠  її вдалося стабілізувати. 
На Рис.1в показані залежності ( )ϕ ω′  при тих 
самих наборах параметрів задачі. Обчислені 
залежності добре  відповідають даним 
вимірювань ( )ϕ ω′  на артеріях з різними 
радіусами. Пряма лінія відповідає швидкості, 
яка розрахована при тих самих параметрах 
стінки і рідини для бездісперсійного розв’язку 
класичної задачі Лайтхілла. Ці значення, так 
само як і модель чисто пружної стінки, 
зазвичай завищують величину швидкості 
пульсової хвилі [9], тоді як моделі з 
урахуванням релаксаційних параметрів 
першого і другого порядку лежать ближче до 
експериментальних кривих [2,9,10]. 

5. Висновки
Запропонована узагальнена модель 

Лайтхілла-Шапіро, яка описує розповсюдження 
хвиль в заповнених в’язкою рідиною трубках, 
реологічне співвідношення яких має 5 
реологічних коефіцієнтів – окружну стисливість 
і по два часи релаксації напружень та 
деформацій. Розв’язок задачі може бути 
знайдено у вигляді хвиль тиску, швидкості, що 
біжать, та осциляцій стінки трубки. Дисперсійне 
рівняння описує швидкі й повільні моди Ламе і 
Юнга. Показано, що за рахунок додаткових 
параметрів можна стабілізувати нестійкі моди, а 
дисперсійні залежності стають ближчими до 
експериментальних ніж розв’язки класичних 
задач Лайтхілла, Шапіро, і для випадку 
реологічної моделі Кельвіна-Фойхта. 
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Досліджено вплив частоти серцевих скорочень на ступінь хаотизації динаміки моделі 
взаємодії серцево-судинної та респіраторної підсистем. Розглянута модель містить як 
прямий, так і зворотній механічний зв’язок між серцем та хвилями, що породжені рухом 
грудної клітини. Використано прикладні чисельні методи теорії динамічних систем. 
Показано, як збільшення  пульсу може впливати на хвильові характеристики роботи серця. 

Ключові слова: серцево-судинна система, респіраторна система, зворотній зв’язок, хаос. 

The heart rate influence on chaotic dynamics of the model of interaction between cardiovascu-
lar and respiratory subsystems has been studied. The considered model contains both direct and 
inverse mechanical connection between the heart and the waves generated by the movement of the 
chest. Applied numerical methods of the theory of dynamical systems are used. It is shown how an 
increase in heart rate can affect the wave characteristics of the heart. 

Key Words: cardiovascular system, respiratory system, limited excitation, chaos.

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Жук Я.О. 

1. Вступ

Однією з найбільш інформативних та легко 
вимірюваних характеристик серцево-судинної 
системи людини є частота серцевих скорочень 
(ЧСС) або пульс. По підвищенню або пониженню 
та взагалі зміні пульсу часто можливо виявити 
початок патологічних процесів в організмі 
людини. При цьому важливе значення має 
зовнішній вплив та емоційний стан пацієнта. Так, 
у людини в стані спокою ЧСС має бути майже 
постійною. При цьому, за 8 діб до раптової 
серцевої смерті серцевий ритм характеризується 
вираженою періодичністю [1]. У здорової 
людини серцевий ритм є хаотичним [1]. 
Звичайно, це не така ступінь хаотичності, як при 
аритмії або ішемічній хворобі серця, але 
здоровому серцю притаманна саме наявність 
хаотичної складової. Тому при моделюванні 
динаміки серцево-судинної системи необхідно 

враховувати наявність зовнішнього впливу та 
різноманітних шумів. Зазвичай це досягається 
просто накладенням деякої стохастичної 
компоненти на саму модель або отриманий 
розв’язок. В наших попередніх роботах показано, 
як саме взаємодія  серця та хвиль, що породжені 
рухами грудної клітки призводить до суттєвої 
хаотизації основних характеристик 
кардіоінтервалу, таких як верхній (систолічний) 
та нижній (діастолічний) тиск і пульс.  

Відомо, що при різних  хворобах, наприклад 
ГРВІ та грипі спостерігається підвищення 
температури тіла і частоти серцевих скорочень. 
Виникає питання, як така реакція організму 
позначається на регулярності чи хаотичності 
кардіосистеми. В цій роботі досліджується вплив 
підвищення пульсу на ступінь хаотизації 
всередині системи серце-легені. 

© Є.Д. Печук, Т.С. Краснопольська, 
М.О. Рудницька, 2020 
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2. Математична модель та результати
чисельного моделювання 

Модель взаємодії серцево-судинної і 
респіраторної систем, досліджувана в роботах [2-
6] , є системою дискретних відображень, що
описують характеристики стану кардіоінтервалу 
при кожному скороченні серця.  
Введемо наступні позначення: 
систолічний тиск S , 0 120S  мм рт. ст., 
діастолічний тиск D , 0 80D  мм рт. ст., 
кардіоінтервал I , 0 800I  мс, 
час артеріального загасання T , 0 1500T  мс. 
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0.016  мм рт.ст./мс, 3A  мм рт.ст. - амплітуда 
зміни тиску систоли, обумовлена рухом грудної 
клітки під час дихання, 0.22f  Гц – частота 
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  - момент часу сердечного

скорочення, 

2 1 1 2
1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( 2 3 2 ),
9 i i i i iF S S S S S                

4,    0,v   якщо пульс менше за 75 
удар/хв і 1,v   якщо пульс більше ніж 75 
удар/хв. 

Рухи грудної клітини, моделюються 
автоколивальною системою, що знаходиться під 
механічним імпульсним збуренням серцевих 
скорочень. При цьому, для моделювання впливу 
серцевих скорочень на дихальні осциляції 
використовуються рівняння дисипативного 
відображення Заславського, що узагальнені на 
випадок неперіодичних ударів серця різної 
інтенсивності [5-6].  

Рис. 1.  Проекція фазового простору на площину 
кардіоінтервалу та систолічного тиску для 
випадку пульсу 60 та значень 0.03  , 
0.07  , 0.1  , 0.17   (зліва направо та 

зверху вниз). 

Рис. 2.  Проекція фазового простору на площину 
кардіоінтервалу та систолічного тиску для 
випадку пульсу 90 та значень 0.03  , 
0.07  , 0.1  , 0.17   (зліва направо та 

зверху вниз). 
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 1 0( )sin exp{ },n n n n nr r S S I       (2)

 1 0
1 exp{ }

2 ( )sin ,n
n n n n n n

I
fI r S S


     


 

      

тут 0   - безрозмірний параметр, що 
характеризує інтенсивність дії серцевих 
скорочень на респіраторну активність, 
відхилення амплітуди від граничного циклу, 

0   - коефіцієнт загасання збурення 
амплітуди, що визначає швидкість повернення 
збуреної системи до граничного циклу,   - фаза 
коливань,   -постійний параметр, що відповідає 
за ступінь зміни добавки до фази в залежності 
від величини відхилення r .
Раніше виявлено [4-6], що в рамках такого 
підходу параметр   є біфуркаційним, тобто при 
збільшенні впливу серцевих скорочень на 
респіраторну активність в моделі породжується 
режим хаотичних автоколивань. Тепер 
розглянемо поведінку системи (1) при 
збільшенні пульсу з 60 до 90 ударів на хвилину. 
Для чисельного моделювання візьмемо наступні 
початкові значення: 

[0] 0.45,I    при пульсі 90 ударів на хвилину, 
[0] 0.67,I    при пульсі 60 ударів на хвилину , 

[ ] 1.08,S j    0,...,6.j   
На рис. 1 показано проекцію фазового 

простору на площину кардіоінтервалу та 
систолічного тиску для випадку пульсу 60 та 
значень 0.03  , 0.07  , 0.1  , 0.17   

(зліва направо та зверху вниз). Як видно з 
графіків, незначна хаотизація  спостерігається 
лише при 0.17  . Аналогічні криві для 
випадку пульсу  90 ударів на хвилину зображено 
на рис. 2. В цьому випадку модель 
характеризується хаотичним режимом. На рис. 3 
показано відповідні хвильові реалізації величини 
кардіоінтервалу цих режимів за 60 секунд. 
Відхилення значень кардіоінтервалу проходить в 
області від 650 мс до 850 мс для регулярного 
режиму і від 770 мс до 810 мс для розвиненого 
хаосу. При цьому спостерігається також 
підвищення частоті пульсацій. Спектр 
потужності для значень параметру  0.03   та 

0.17   побудовано на рис. 4. Обидва спектри 
мають неперервну структуру з добре вираженими 
сплесками в області хвиль Мейера (0.1 Гц), при 
меншому значенні параметру 0.03  . При 

0.17   спектр зважений, з двома 
характерними піками на частоті 0.17 Гц та в 
області 0.335 Гц, що відповідає дещо підвищеній 
частоті хвиль дихання. Загальноприйнятою 
нормою дихання вважається частота 0.25 Гц [3], 
що відповідає періоду хвилі 4 секунди. Тобто 
модель демонструє збільшення частоти дихання 
при підвищенні пульсу, що також співпадає з 
експериментальними даними.  

3. Висновок

Пульс дорослої людини без значних 
паталогій в кардіосистемі становить близько 
60 ударів на хвилину. При підвищенні 
температури тіла внаслідок вірусних 
інфекцій, його величина значно 
збільшується. В рамках моделі ДеБура та ін., 
яку узагальнено врахуванням зворотного 
впливу діяльності серця на хвильові 

Рис. 3.  Часові реалізації величини 
кардіоінтервалу для випадку пульсу 90 та 

значень 0.03  , 0.07  , 0.1  , 0.17 
(зліва направо та зверху вниз). 

 

        а                                     б     
Рис. 4.  Спектр потужності систолічного тиску 

для випадку пульсу 90 та значень 
а) 0.03  , б) 0.17  . 
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характеристики рухів грудної клітини 
досліджено вплив підвищення пульсу до 90 
ударів на хвилину. Виявлено, що процесс 
хаотизації динамічного режиму наступає при 
менших значеннях біфуркаційного 
параметру. Показано хаотичний режим та 
деякі його характеристики. Це може 
означати, що збільшення пульсу призводить 

до підвищення загальної чутливості 
організму, внаслідок чутливої залежності 
хаотичних процессів від початкових умов і 
малих змін параметрів. Також виявлено 
ефект підвищення частоти дихальних 
осциляцій на частотному спектрі хаотичного 
і режиму величини кардіоінтервалу. 
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Тетерук І.С.1, аспірант 

Двовимірні узагальнені моментні 
зображення та апроксиманти типу 
Паде функції двох змінних 

1Інститут математики НАН України, Київ 
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Teteruk I.S.1, PhD student 

Two-dimensional generalized instantaneous 
images and approximations of the Pade type 
function of two variables 

1Institute of Mathematics of NASU, Kyiv 
еmail: innna.teteruk@gmail.com

Досліджується питання побудови апроксимант Паде для функції двох змінних. Побудована 
двовимірна функціолнальна послідовність, яка має узагальнене моментне зображення і визначені 
раціональні апроксиманти, що будуть узагальненнями одновимірних апроксимант Паде. Функція 
двох змінних, яка розглядається, повністю пов’язана з базисними гіпергеометричними рядами. 
       Ключові слова: апроксимант Паде, моментне зображення, гіпергеометричний ряд, раціональна 
апроксимація. 

Generalized instantaneous image were introduced by V.K. Dzyaduk [1] in 1981 and proved to be a 
convenient tool for constructing and studying the Padé approximants and their generalizations (see [2]). 
The method of generalized instantaneous images proposed by Dzyadyk made it possible to construct and 
study rational Padé approximants and their generalizations for many classes of special functions from a 
single position. As an example, the Padé approximants is constructed for a class of basic hypergeometric 
series, which includes a q-analogue of the exponential function. In this paper the construction of the Pade 
approximants for the function of two variables is investigated. A two-dimensional functional sequence is 
constructed, which has a generalized instantaneous image, and rational approximants are determined, which 
will be generalizations of one-dimensional Padé approximants. The function of the two variables is entirely 
related to the basic hypergeometric series. 

Keywords: Pade approximation, instantaneous image, hypergeometric series, rational approximation. 

Статтю представив д.ф.-м. н., проф., академік НАН України Перестюк М.О. 

Вступ та теоретичні відомості. 

Узагальнені моментні зображення були введені 
В.К. Дзядиком [1] у 1981 р. і виявилися зручним 
інструментом для побудови та вивчення 
апроксимацій Паде та їх узагальнень (див. [2]). 
Означення. Будемо говорити, що для 
послідовності комплексних чисел 0{ }k ks 

 має 
місце узагальнене моментне зображення на 
добутку лінійних просторів X  та Y  за 
означеною на цьому добутку білінійною формою 
.,.  , якщо у просторі X  вказано послідовність 

елементів 0{ }k kx 
 , а у просторі Y  -- 

послідовність елементів 0{ }j jy 
  такі, що 

© І.С.Тетерук, 2020 

, ,k j k js x y k j    �  (1) 

По аналогії з (1) можна визначити узагальнені 
моментні зображення двовимірних числових 
послідовностей. 

Означення. Будемо говорити, що для 
двовимірної числової послідовності , , 0{ }k m k ms 



має місце узагальнене моментне зображення на 
добутку лінійних просторів X  та Y  за 
означеною на цьому добутку білінійною формою 
.,.  , якщо у просторі X  вказано двовимірну 

послідовність елементів , , 0{ }k m k mx 
 , а у просторі 

Y  -- двовимірну послідовність елементів 

, , 0{ }j n j ny 
  такі, що 

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2020/1-2.13
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, , ,, , , ,k j m n k m j ns x y k j m n      �         (2) 
По аналогії з тим, як у відповідність числовій 
послідовності 0{ }k ks 

 можна поставити 

формальний степеневий ряд 
0

( ) ,k
k

k
f z s z






двовимірній числовій послідовності , , 0{ }k m k ms 



можна поставити у відповідність формальний 
степеневий ряд двох змінних 

,
, 0

( , ) k m
k m

k m
f z s z 





   (3) 

Для рядів вигляду (3) можна визначити 
раціональні апроксиманти, що будуть 
узагальненнями одновимірних апроксимант 
Паде, за різними схемами (див. [3, c.323]). При 
цьому потрібно зафіксувати певні обмежені 
області N  i D  з 2

�  та побудувати алгебраїчні 
многочлени 

,
( , )

( , ) ,k m
k m

k m
P z p z 



 N
N

,
( , )

( , ) ,k m
k m

k m
Q z q z 



 D
D

таким чином, щоб якомога більше коефіцієнтів 
,k me  у розкладі 

2
,

( , )

( , )
( , )

( , )
k m

k m
k m

P zf z e z
Q z


 




  
�

N

D

дорівнювали нулю.  
Наступний результат є аналогом теореми В.К. 
Дзядика [1] для випадку функцiй двох змiнних 
(див.[4]): 

Теорема 1. Нехай формальний степеневий ряд 
двох змiнних має вигляд (3) i для двовимiрної 

послiдовностi  , , 0k m k m
s




 має мiсце узагальнене 

моментне зображення вигляду (2). Тодi якщо для 
деяких 1 2,N N  �  iснує нетривiальний 
узагальнений поліном     

1 2
1 2

1 2

( , )
, , ,

0 0

N N
N N

N N j n j n
j n

Y c y
 

  (4) 

такий, що виконуються умови бiортогональностi 

1 2, ,, 0k m N Nx Y   (5) 

при  1 2 1 2( , ) [0, ] [0, ] {( , )}k m N N N N  ‚  і 
1 2

1 2

( , )
, 0N N

N Nc  , то раціональна функція 
то раціональна функція 

1 2
1 2

1 2

1 2

1 1
( , )

, ,
0 0 0 0, ( , )

1 {
N N k m

N Nk m
N j N n k j m n

k m j nN N z

z c s
Q 


 

   
   

  
1 2 1

1 1 2

2

1 2 2
2 1 2

1

1
( , )
, ,

0 0 0 0

1
( , )

, ,
0 0 0 0

}

N N N m
N N Nk m

j N n k j m n
k m j n

N N Nk
N N Nk m

N j n k j m n
k m j n

z z c s

z c s



 



  
   



  
   

 



 

 

де  
1 2

1 2

1 2 1 2

( , )
, ,

0 0
( , )

N N
N N j n

N N N j N n
j n

Q z c z  
 



матиме розклад у степеневий ряд, коефіцієнти 
якого збігатимуться з коефіцієнтами ряду (3) для 
всіх 1 2 1 2( , ) ([0, 2 ] [0, 2 ]) {(2 , 2 )}.j n N N N N  ‚  
Насправді в теоремі 1 можна вибрати 
узагальнений поліном 

1 2,N NY з умов 

біортогональності до елементів ,k mx  не для 

1 2 1 2( , ) ([0, ] [0, ]) {( , )},k m N N N N  ‚  а для 

( , ) ,k m H  де H  -- певна множина з 2
�

обмежена деякою кривою 
( ), [0, / 2],       що містить 

1 2( 1)( 1) 1N N    точку. При цьому за N  ми 
можемо вибрати будь-яку множину з 

2
1 2([ , ] [ , ]),N N   � ‚ що є об'єднанням 

квадрата 1 2[0, 1] [0, 1]N N    з множинами 
вигляду 1 2{( , ) : [0, 1], [ , ( )]}k m k N m N x k    та 

2 1{( , ) : [0, 1], [ , ( )]},k m m N k N y m   де 
( ), ( )x k y m  -- деякі функції з �  в �  такі, що 

2 1( ) , ( )x k N y m N   для всіх k  i m . Тоді 
множина E  буде мати вигляд 

1 2( , ),N N N H  де 1 2( , )N NH  -- множина, 
отримана паралельним переміщенням множини 
H  , при якому точка (0;0)  переходить у точку 

1 2( , )N N  (теорема 1` [4] ). 
Зауважимо, що як і у випадку одновимірних 
узагальнених моментних зображень, задача про 
двовимірні узагальнені моментні зображення 
може бути сформульована в операторному 
вигляді. А саме, припустимо, що простори X  та 
Y  є нормованими і в просторі X  існують 
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комутуючі між собою обмежені оператори 
1 2, :A A X X  такі, що 

1 , 1, ,k m k mA x x   

2 , , 1,k m k mA x x 

при всіх , .k m �  Нехай у просторі Y  існують 

обмежені оператори * *
1 2, : ,A A Y Y  спряжені 

до операторів 1 2,A A  відносно білінійної форми 
.,.   в тому розумінні, що для будь-яких 

,x y X Y
*

1 1( , ) ,A x y x A y   , 
*

2 2( , ) ,A x y x A y   . 
Тоді зображення (2) можна записати у 
вигляді , 1 2 0,0 0,0, , ,k m

k ms A A x y k m    �  і ряд 
(3) буде збіжним в околі початку координат до 
аналітичної функції, що має 
зображення 1 2 0,0 0,0( , ) ( ) ( ) , ,f z A A x y      

де резольвентна функція ( )A  визначається 
рівністю 1( ) ( ) .A I zA     
Означення. Для | | 1q   базисним 
гіпергеометричним рядом називається ряд 
вигляду 

1 2

1 2

1( 1)
1 2 2

0 1 2

, ,...,
; ;

, ,...,

( ; ) ( ; ) ( ; ) ( 1) ,
( ; ) ( ; ) ( ; )

r
r s

r

s rn n
n nn n r n

n n n s n

a a a
q z

b b b

a q a q a q q z
b q b q b q



 



 
 

 

 
    


(див. [3, с.23]) де q   символ Похгаммера ( ; )na q
визначається формулою 

1

0

(1 )(1 ) (1 ), 1
( ; ) 1, 0,

(1 ) lim( ; ) , .

n
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m
nn
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a aq aq n
a q n

aq a q n









      

    



Представниками базисних гіпергеометричних 
рядів є так звані q-аналоги 
експоненти
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В [5,6] запропоновано підходи до побудови та 
дослідження апроксимант Паде функції ( )qe z  та 
її узагальнень з використанням узагальнених 
моментних зображень. Зокрема, в [6] для цієї 
мети використано узагальнені моментні 
зображення вигляду 

0 0, , 0, ,k
ks A x y k    

з оператором A  та блінійною формою .,.  , що 
виражаються через q  інтеграл Джексона (див 
[3, c.39]) 

00

( )( ) ( ) (1 ) ( )
t

k k
q

k
A t d t q tq q    





     (6) 

Цей же підхід був використаний і до побудови та 
вивчення апроксимант Паде функції ( )qE z  та її 
узагальнень (див. [7]). А саме, при 0 1   
визначався лінійний простір 

{ :[0,1] 0,f M    �X ∣
| ( ) | [0,1]}f x x M x     з нормою 

[0,1]
sup | ( ) | .
x

f f x x


‖ ‖  Тоді X  при кожному 

0 1   буде банаховим простором. 
 Неважко переконатися, що лінійний оператор A  
вигляду (6) є обмеженим в просторі X , а 
білінійна форма 

1

0

, ( ) ( ) qd           (7) 

є роздільно неперервною на добутку просторів 
. X X  

Спряженим до оператора A  відносно білінійної 
форми (7) буде оператор 

1 1
*

0 0

( )( ) ( ) ( ) ( )
qt

q q q
qt

A t d d d              (ди

в. [6]). 
Також в просторі X  в [7] розглядався оператор 
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Легко бачити, що 
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Основний результат. 
В роботі [7] побудовані послідовності 
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а також 
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          (9) 

Покладемо 

, ,( ) : ( ) ( ), ( ) : ( ) ( ),k m k m j n j nx t x t x t y t y t y t   

де 0{ ( )}k kx t 
 i 0{ ( )}j jy t 

 визначені формулами 
(8). Тоді 
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s s s s   

            

   

Отже, маємо , 2 ( )k m k ms s s   , де kS  визначено 
за формулою (9). 
Таким чином, для числової послідовності (10) 
має місце узагальнене моментне зображення на 
добутку просторів  X X  за білінійною 
формою (7). 

Двовимірній числовій послідовності 

, , 0{ } ,k m k ms 
  яка визначена формулою (10),  можна 

поставити у відповідність формальний 
степеневий ряд двох змінних 
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Припустимо, що в просторі X  існують 
комутуючі між собою обмежені оператори 

1 2, : :A A  X X  

1 , 1, , ( , )k m k mA x x k m   �

2 , , 1, ( , )k m k mA x x k m  �

Так як , , ,k m k m m k m kx x x x x x     то 

1 2 : .A A   X X  

Позначимо 1 2 :A A A   . 
Тоді 

, 1 2 0,0 0,0 0,0 0,0

0 0
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З іншого боку, 

 , 0 0 0 0

0 0

2( ) 2 ; ;

2 ( ) ; .
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s s B x y Bs x y

B B x y

        

   

Тоді маємо, що 

0 0
1 ( )
2

k m k mBA x B x     (12) 

Як було зазначено в [8], функція зображена 
рядом (11) матиме вигляд 

( ) ( )( , ) f zf zf z
z

 








 
 (13) 

Далі розглянемо послідовність 
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Для послідовності { }i is
�  виконується умова : 
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           �

і такий, що 

0,0; ; 0 0, 1i
i N Nx Y A x Y k N          (14) 

або 

0; 2 ( ) ; 0k m
i N Nx Y B B x Y        

Умова (14)  виконується за рахунок того 
факту, що для q--поліномів Лежандра ( ; ),NL t q  
що задовольняють умови ортогональності: 
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(див., напр. [1]). 
В роботі [8] отримано наступний результат, який 
є узагальненням теореми 1`[4]. 

Теорема 2. Для аналітичної функції двох змінних 
f , що має зображення (13) за виконанням умови 

(14), раціональні функції 
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 а коефіцієнти ,
, , , 0,N N

k mc k m N  задовольняють 
рівності 

2
( , ) (2 )
, ,

0 0 0

N N N
N N N

k m k m j j N
k m j

c y c y Y
  

    

матимуть розклади в степеневі ряди, коефіцієнти 
яких збігатимуться з коефіцієнтами ряду (3) для 
функції f  для всіх 
 2( , ) {( , ) , 4 1}j n j n j n N     �E  

Таким чином, функція (13) задовольняє умовам 
теореми 2  і ми можемо побудувати апроксимант 
Паде функції (11). 

Висновки. 
Побудована двовимірна функціолнальна 
послідовність, яка має узагальнене моментне 
зображення і визначені раціональні 
апроксиманти, що будуть узагальненнями 
одновимірних апроксимант Паде.
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У данiй роботi розглядаються стацiонарнi гауссовi випадковi процеси, вивчається питання
точностi та надiйностi побудованих моделей. Це означає, що спочатку ми будуємо модель, а
потiм перевiряємо її, використовуючи деякi тести на адекватнiсть з вiдомою точнiстю та
надiйнiстю. А також знайденi оцiнки методом моментiв для параметрiв моделi. Всi отриманi
теоретичнi результати покладено в основу розробки програмного забезпечення для побудови
вiдповiдних моделей.

Ключовi слова: моделювання, точнiсть, надiйнiсть, оцiнювання

Today, the theory of random processes and time series prediction is widely used in various fields
of science, not only in natural fields. That is why one of the urgent problems is to build a mathemati-
cal model of a random process and study its properties. Numerical modeling tasks become especially
important due to the powerful capabilities of computer technology, which allows you to create software
modeling tools and predict the behavior of a random process. There are different methods of modeling
random processes and fields. In some works related to the modeling of random processes, the issues of
accuracy and reliability have not been studied. In [1, 2, 3] for various stochastic processes and fields
this problem was investigated. In this paper the question of accuracy and reliability of the constructed
model is considered. This means that we first build the model and then test it using some adequacy
tests with known accuracy and reliability. We also find the estimators of the model parameters using
methods of moments. All theoretical results are applied to develop software for model construction of
stochastic processes.

Key Words: simulation, accuracy, reliability, estimation.
Communicated by Prof. Kozachenko Yu.V.

1 Вступ

Сьогоднi теорiя випадкових процесiв та прогно-
зування часових рядiв широко використовує-
ться в рiзних галузях науки, а не тiльки в при-
родничих областях. Ось чому однiєю з акту-
альних проблем є побудова математичної мо-
делi випадкового процесу та вивчення її вла-
стивостей. Задачi чисельного моделювання ста-
ють особливо важливими завдяки потужним
можливостям комп’ютерних технологiй, що до-
зволяють створювати iнструменти моделюван-
ня програмного забезпечення та прогнозувати
поведiнку випадкового процесу. Iснують рiзнi
методи моделювання випадкових процесiв та

полiв. В деяких роботах, що стосуються моде-
лювання випадкових процесiв, питання точно-
стi та надiйностi не вивчено. В [1, 2, 3] для рi-
зних стохастичних процесiв i полiв ця проблема
була дослiджена.

Робота присвячена теоретичному обгрунту-
ванню та створенню програмного забезпечен-
ня для моделей гауссових випадкових процесiв
з дискретним спектром. Цi процеси розгляда-
ються як вхiднi процеси для стацiонарної лi-
нiйної системи з дiйснозначною iнтегрованою
з квадратом iмпульсної перехiдною функцiєю.
Бiльш детальну iнформацiю про лiнiйну си-
стему, що описується за допомогою iмпульсної

c⃝ I.В. Розора, О.С. Переяслов, 2020

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2020/1-2.14
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функцiї, та про оцiнки iмпульсної функцiї мо-
жна знайти в [4]. Реакцiю системи на вхiдний
сигнал будемо також називати ихiдним проце-
сом. У роботi використовуються методи i вла-
стивостi квадратично-гауссових процесiв, метод
моментiв для знаходження оцiнки параметрiв
процесу.

Метою роботи є побудова моделi XN (t), яка
буде наближати вхiдний процес X(t) iз заданою
точнiстю та надiйнiстю в банаховому просторi
L2([0, T ]) з врахуванням реакцiї системи, зна-
ходження оцiнок моделi за вхiдними даними та
створення програмної реалiзацiї для побудови
моделей таких поцесiв. Для цього розглядаємо
теорему, що дає необхiднi умови для побудови
моделi.

2 Теоретичнi викладки

Нехай (Ω, F, P ) є деяким iмовiрнiсним просто-
ром.

Означення 2.1. Стацiонарний стохастичний
процес називається процесом з дискретним спе-
ктром, якщо його кореляцiйна функцiя може
бути задана як

B(h) =

∞∑
k=0

b2k cosλkh,

де b2k > 0,
∑∞

k=0 b
2
k < ∞, та λκ - зростаю-

ча послiдовнiсть така, що 0 6 λκ 6 λk+1 → ∞,
коли k → ∞.

З визначення вище випливає, що (див., на-
приклад, [1, 2]) стохастичний процес з дискре-
тним спектром може бути записаний таким чи-
ном

X(t) =

∞∑
k=0

bk(ξk cosλkt+ ηk sinλkt), (1)

де ξk, ηk є незалежними випадковими вели-
чинами з нульовим математичним сподiванням,
Eξk = Eηk = Eξkηl = 0 та Eξkξl = Eηkηl =
δlk, k > 0, l > 0.

Зауважимо, що ряд в (1) збiгається в сере-
дньому квадратичному [1, 2]. Якщо випадковi
величини ξk, ηk є гауссовими, тодi випадковий
процес X(t) з (1) буде також гауссовим. У робо-
тi розглядається гауссовий випадковий процес з
дискретним спектром.

Розглянемо стацiонарну лiнiйну систему з
дiйснозначною iнтегрованою з квадратом iм-
пульсної перехiдною функцiєюH(τ), яка визна-
чається в областi τ ∈ [0, T ]. Це означає, що реа-
кцiя системи на вхiдний сигнал X(t), який спо-
стерiгається на [−T, T ], має такий вигляд

Y (t) =

∫ T

0
H(τ)X(t− τ)dτ, t ∈ [0, T ] (2)

та H(τ) ∈ L2([0, T ]).
Припустимо, що функцiя iмпульсної вiдпо-

вiдi є вiдома. Ми також припускаємо, що вхi-
дний сигнал в системi (2) є стацiонарним ви-
падковим процесом з дискретним спектром. З
(1) та (2) випливає, що вiдповiдь системи Y (t)
може бути представлена як

Y (t) =
∞∑
k=0

(ξk · ck(t) + ηk · sk(t)), (3)

де функцiї ck(t), sk(t) дорiвнюють

ck(t) = bk

∫ T

0
H(τ) cos(λk(t− τ))dτ,

sk(t) = bk

∫ T

0
H(τ) sin(λk(t− τ))dτ, t ∈ [0, T ].(4)

У данiй роботi дослiджується побудова мо-
делi процесу X(t) та умови для наближення
вхiдного сигналу X(t) побудованою моделлю з
урахуванням реакцiї системи (вихiдного проце-
су) Y (t) з заданою точнiстю та надiйнiстю в
банаховому просторi L2([0, T ]). Для досягнення
цiєї мети використовується теорiя квадратично-
гауссових випадкових величин i стохастичних
процесiв.

Моделлю стохастичного процесу X(t) буде-
мо називати зрiзаний ряд з (1).

Означення 2.2. Випадковий процес XN (t) на-
зивається моделлю процеса X(t), якщо

XN (t) =

N∑
k=0

bk(ξk cosλkt+ ηk sinλkt).

Якщо модель XN (t) розглядається як вхi-
дний сигнал лiнiйної системи, то вихiдний про-
цес має такий вигляд

YN (t) =

N∑
k=0

(ξk · ck(t) + ηk · sk(t)),
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де функцiї ck(t), sk(t) з (4).
Через ξN (t) позначимо суму квадратiв рi-

зниць X(t)−XN (t) та Y (t)− YN (t)

ξN (t) = (X(t)−XN (t))
2 + (Y (t)− YN (t))

2 (5)

Означення 2.3. Будемо говорити, що модель
XN (t) апроксимує стохастичний процес X(t) з
урахуванням вiдповiдi системи з заданою на-
дiйнiстю 1 − ν, ν ∈ (0, 1), i точнiсть δ > 0 у
просторi L2([0, T ]), якщо

P

{∫
T
|ξN (t)− EξN (t)|2dµ(t) > δ

}
< ν.

Розглянемо такi умови:

• Умова A: Iснує стала c > 0, яка обме-
жує функцiю iмпульсної вiдповiдi H(τ) на
областi [0, T ]

|H(τ)| 6 c.

• Умова B: Наступний iнтеграл є збiжним

IH =

∫ T

0
H2(τ)dτ <∞.

• Умова C:

∞∑
k=N+1

b2kλ
2α
k <∞, α ∈ (0, 1].

Припустимо, що умови A, B, C виконую-
ться. Тодi

EξN (t) 6 (1 + T · IH)
∞∑

k=N+1

b2k;

DξN (t) 6 (8 + 2T 2 · I2H)

( ∞∑
k=N+1

b2k

)2

+(64c2 + 2 · I2H)

( ∞∑
k=N+1

b2k
λk

)2

+4T · I2H

( ∞∑
k=N+1

b2k

)( ∞∑
k=N+1

b2k
λk

)
:= (δ0(N))2;

Теорема 2.1. [6] Припустимо, що умови A,
B, C виконуються. Модель XN (t) апроксимує
гауссовий стохастичний процес з дискретним
спектром X(t), беручи до уваги реакцiю систе-
ми, iз заданою надiйнiстю 1− ν, ν ∈ (0, 1), та
точнiстю δ > 0 в просторi L2([0, T ]), якщо для
N справделивi нерiвностi

δ > (
2√
2
+ 4)C2(N), (6)

2

√
1 +

δ1/2
√
2

C2(N)
1
2

exp

{
− δ1/2
√
2C2(N)

1
2

}
< ν, (7)

де

C2(N) =

∫
T
(DN (t))dt

=

[
(8 + 2T 2 · I2H)

( ∞∑
k=N+1

b2k

)2

(8)

+ (64c2 + 2 · I2H)

( ∞∑
k=N+1

b2k
λk

)2

+ 4T · I2H

( ∞∑
k=N+1

b2k

)( ∞∑
k=N+1

b2k
λk

)] 1
2

;

3 Знаходження оцiнок параметрiв моде-
лi

Для побудови моделi процесу за вибiрковими
значеннями потрiбно запропонувати метод оцi-
нювання характеристик процесу bk i λk.

Надалi припускаємо, що цi значення мають
показниковий вигляд:

bk = bk, λk = λk,

де b ∈ (0, 1), λ > 1, — невiдомi параметри, що
потрiбно оцiнити.

Для знаходження оцiнки b використаємо
метод моментiв. Обчислимо другий теорети-
чний момент:

Ex2(t) = E

∞∑
i=0

∞∑
j=0

bibj(ξi sinλ
it+ ηi sinλ

it)

× (ξj sinλ
jt+ ηj sinλ

jt) =

∞∑
i=0

∞∑
j=0

bibj

× E
[
ξiξj sinλ

it sinλjt+ Eξiηj sinλ
it cosλjt

+ ηiξj cosλ
it sinλjt+ Eηiηj cosλ

it cosλjt
]

Оскiльки

Eξiξj = Eηiηj = δij , Eξiηj = 0, ∀i, j > 0,
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де δij— символ Кронекера, то

Ex2(t) =

=

∞∑
i=0

b2i
[
Eξ2i sin

2 λit+ Eη2i cos
2 λit

]
=

∞∑
i=0

b2i =
1

1− b2
.

Якщо задана вiбiрка розмiрнiстю n для вхi-
дного процесу (x1, · · · , xn), то оцiнку b можна
знайти, якщо прирiвняти вибiрковий та теоре-
тичний момент:

1

1− b̂2
=

1

n

n∑
i=1

(xi − x)2.

Тому

b̂ =

√
1− n∑n

i=1(xi − x)2

Щоб оцiнити параметр λ, прирiвняємо те-
оретичний та вибiрковий вигляд кореляцiйної
функцiї в точцi t = 1:

B(1) =

N∑
k=0

b2k cos(λk)

ˆB(1) = Cov(X(t+ 1), X(t)) =

1

n− 1

n−1∑
k=1

(Xk+1 −X1)(Xk −X2),

де X1 =
1

n−1

∑n
k=2 xi та X2 =

1
n−1

∑n−1
k=1 xi.

Оскiльки cos та sin мають перiод 2π, то стає
можливим перебiр можливих варiантiв оцiнки
λ. Беручи до уваги те, що λ > 1, iнтервал для
перебору має вигляд (1, 2π]. Для прискорення
пошуку вiдповiдного значення перебiр почина-
ється з кроком h = 0.1 i далi поступово змен-
шується. Таким чином ми кiлькiсно оцiнили па-
раметр моделi λ.

4 Програмна реалiзацiя

Для створення моделi процесу та пошукуN для
рiзної точностi та надiйностi з умов теореми 2.1
використаємо вiльне програмне середовище Mi-
crosoft Visual Studio та мову C#. Для роботи
програми треба ввести вхiднi данi, а саме: то-
чнiть, надiйнiсть та вибiрку даних.

Для тестування програми використовува-
лась вибiрка курсу гривнi до долару. Данi бу-
ли взятi з вiдкритої платформи даних Quandl.
В представленому прикладi розглядаємо курс
гривнi за останнi 20 мiсяцiв. На основi вхiдних
даних були знайденi оцiнки λ = 1.57, b = 0.819
та верхня межа сумування N . Результат моделi
можна побачити на рисунку 1.

Рис.1 Iнтерфейс програмного забезпечення для моделювання випадкових процесiв
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5 Висновки

В роботi вивчались гаусссовi випадковi процеси
з дискретним спектром. Для них запропонована
модель, що наближає процес iз наперед задани-
ми точнiстю та надiйнiстю в просторi Lp([0, T ]).

Методом моментiв знайденi оцiнки параметрiв
моделi. А також розроблено програмне забез-
печення для знаходження моделi, оцiнок пара-
метрiв моделi. Одним iз результатiв програми є
побудована траєкторiя моделi випадкового про-
цесу.
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У статті розглянуто підходи до розв’язання задачі визначення активності водія з камер            
встановлених у автомобілі. В статті представлений огляд основних проблем, які виникають у водія             
при водінні, досліджуються методи вирішення виявлених проблем. Основна частина статті           
зосереджена на вирішенні проблеми визначення стану водія в інтелектуальних систем допомоги           
водіям. Досліджуються основні парадигми вирішення цієї задачі - класифікація зображень,          
класифікація відеопотоку, визначення основних точок тіла водія.  

Ключові слова: стан водія, система допомоги водію, камера, нейронна мережа. 

The article discusses approaches to solving the problem of determining the activity of the driver from the                 
cameras installed in the car, given the active development of intelligent driver assistance systems in recent                
years. The article provides an overview of the main problems that arise for the driver while driving. Main                  
advances in autonomous driving are presented and the classification of types of autonomous vehicles is               
provided . Next, the methods of solving the identified problems are described. The main part of the article                  
focuses on solving the problem of determining the state of the driver during driving. Reasons for usage of                  
computer vision and machine learning approaches for solving this task are described. The basic paradigms               
of the solution of this problem - classification of images, classification of a video stream, detection of the                  
basic points of a body of the driver on the image from the camera installed inside a car are investigated.                    
Main ideas of every method are described. The approaches are evaluated with identification of main               
advantages and drawbacks of the presented methods. 

Key words: driver activity, driver assistance system, camera, neural network. 

Статтю представила канд.ф.-м.н., доцент Розора І.В. 

Вступ 

В даний час автовиробники виділяють     
п’ять рівнів автоматизації автономних    
автомобілів[1]. На нульовому рівні водій     
особисто виконує усі операційні завдання, такі як       
управління кермом, гальмування, прискорення    

тощо. На п’ятому рівні автоматизації не має       
потреби в гальмах, кермі, так як автономна       
система особисто контролює всі найважливіші     
завдання, веде моніторинг навколишнього    
середовища тощо. Наразі, майже всі     
автовиробники використовують в своїх    
автомобілях перший-третій рівні   
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автоматономності, тобто водій відповідає за     
більшість важливих для безпеки функцій. Тож      
однією з головних задач забезпечення безпечного      
середовища для автономних автомобілів, та     
водіїв, які їх використовують є визначення стану       
водія та його зосередженості. Для визначення      
стану водія можуть використовуватися камери,     
встановленні в автомобілі самого водія,     
автомобілях иншіх водіїв, які рухаються     
назустріч даному авто, або ж камери зовнішнього       
спостереження за дорожнім трафіком.  

Комп'ютерний зір є однією з ключових      
областей сучасної науки, яка бурхливо     
розвивається, особливо за кордоном. Як наукова      
дисципліна, комп'ютерний зір належить до теорії      
та технології створення штучних систем, які      
отримують інформацію у вигляді зображень.     
Розвиток машинного навчання та комп'ютерного     
зору призвів до їх використання в такій галузі як         
автомобілебудування. І зараз світ вже бачить      
перші автомобілі які можуть працювати частково      
автономно, з мінімальним  залученням водія. 

Однією з основних задач для сучасних      
автономних автомобілів рівня 1-3 під час руху є        
безпека водія, тому автоматична система     
управління автомобіля (інтелектуальна система    
допомоги водіям) повинна “бути впевнена” , що       
водій даного автомобіля, та водії які      
проїжджають повз автомобіль, зосереджені на     
дорозі. Також за водіями слідкує зовнішня      
система спостереження, яка може давати     
сигнали водіям, які заснули, розмовляють по      
мобільному тощо. 

Розробка інтелектуальних систем   
допомоги водіям (IDAS), які постійно     
контролюють не лише навколишнє середовище     
та стан транспортного засобу, а й поведінку       
водіїв, привертає все більше уваги у всьому світі.        
Вважається, що IDAS є особливо актуальним для       
водіїв, котрі подорожують на великі відстані,      
оскільки вони часто їздять в самоті.      
Використання інтелектуальних систем допомоги    
водіям, які надають важливу інформацію з поза       
транспортним засобом, наприклад, індикатори    
смуги руху та дорожні знаки, підвищують      
готовність водія до небезпечних ситуацій. Однак      
автоматичне виявлення та попередження рівня     
втоми та відволікання водія вважається однаково      

важливим щодо запобігання ДТП. Окрім причин      
підвищення безпеки дорожнього руху, існують     
також комерційні причини встановлення систем     
моніторингу стану водіїв. [3] 

Для визначення стану водія та ступеню      
його зосередженості використовується декілька    
підходів на основі нейронних мереж. Докладніше      
дані підходи будуть представлені далі.  

Метод класифікації зображень 

Сьогодні більшість найсучасніших   
рішень для розпізнавання активності водіїв     
використовують підхід глибокого навчання    
нейронних мереж[3]. Основним вдосконаленням    
порівняно з класичними способами є     
використання автоматичних характеристичних   
ознак отриманих з нейронних мереж, а не ручне        
їх створення, як в традиційних практиках      
комп'ютерного зору. 

Один з широко популярних методів - це       
використання конволюційних нейронних мереж    
для класифікації активності водіїв[2].    
Конволюційні нейронні мережі (CNN або     
ConvNet) - це особливий вид багатошарових      
нейронних мереж, розроблений для    
розпізнавання візуальних шаблонів   
безпосередньо з піксельних зображень з     
мінімальною попередньою обробкою. 

Для цього підходу модель очікує     
зображення з водіями як вхідні дані, а як        
вихідний, буде один із заздалегідь визначених      
класів активності водія (Нормальне водіння,     
текстові повідомлення, розмова тощо). Загальна     
архітектура CNN для цього методу зображена      
нижче на рисунку 1. 

Рис.1 Архітектура нейронної мережі для     
класифікації стану водія 
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Основна перевага цього підходу полягає в      
тому, що вже є розроблені архітектури      
нейронних мереж для завдань класифікації     
зображень, які можуть бути використані для      
цього підходу і дають високу точність. Найбільш       
підходящими архітектурами є VGG-16, Xception,     
ResNet[5]. 

У навчанні CNN часто використовується     
відомий алгоритм зворотного поширення    
похибки в архітектурі мережі. Тренінг     
складається з двох етапів: (i) передача      
навчальних даних через мережу до остаточного      
вихідного рівня та, нарешті, обчислення помилки      
чи значення функції втрати (ii) назад      
розповсюджується шари помилок та    
оновлюються ваги у відповідних шарах на основі       
зворотних поширюваних помилок. 

Відповідна оцінка втрат для виходу з      
кінцевого шару - це крос-ентропійна втрата. У       
вихідному шарі функція крос-ентропійної втрати     
задається: 

 − [t  log(p  ) (1−t  )log(1− p  )]           (1) L =  ∑
K

j=1

j j +  j j  

де і - j-й вхід і вихід відповідно, - tj   pj        K   
кількість вихідних нейронів (клас) і - цільова     tj    
мітка, кодована для одного класу j-го класу.       
Виконуючи зворотне поширення помилки,    
першим кроком є обчислення градієнта втрат за       
частинною похідною наступним чином: 

  ·  (−   )· p  (1− p  )δj =  ∂Lj

∂p  j ∂xj
∂pj

=  tj
p  j +  1−tj

1−pj
j j

 · p (1 p )=  p − t  j j

p (1−p )j j
j −  j

p  t (2)=  j −  j   
де - градієнт втрат у вихідному шарі, який δj         
буде поширюватися на верхній повний шар      
з'єднання як помилка. У -му шарі повного    l    
з'єднання помилка повертається назад з  δj  1l +      
верхнього  -го шару.l 1)( +   

      Метод класифікації відео 

Більш просунутий підхід - класифікація      
активності водія на основі відео[4]. Спочатку з       
кожного відео вибирається N кадрів. Далі до       
кожного обраного кадру застосовується CNN, яка      
заздалегідь натренерована на великому датасеті  

зображень. Потім витягнуті характеристичні    
ознак об'єднуються і застосовуються як вхід для       
класифікації, що досягається додатковим рівнем     
нейронної мережі для прогнозування    
ймовірностей класу стану водія. Весь алгоритм      
проілюстрований на рисунку 2[5]. 

Рис.2 Архітектура нейронної мережі для     
класифікації стану водія по відео 

Крім того, замість кількох звичайних     
CNN можна використовувати одну    
3D-конволюційну нейронну мережу.   
3D-конволюційна нейронна мережа очікує, що N      
кадрів є вхідними даними в нейронну мережу[5].       
У приведеній роботі вирішується проблема     
маневрового прогнозування транспортних   
засобів за допомогою відеоданих, яка має на меті        
виявити активність водія на майбутнє на основі       
даного зразка відео. З цією метою      
використовується 101-шарова глибока нейронна    
архітектура, яка використовує 3D-згортки в     
поєднанні з залишковими зв'язками.    
Концептуально модель прогнозування активності    
водія складається з трьох компонентів: 1)      
оптична мережа вилучення оптичного потоку, 2)      
нейронна конволюційна мережа на основі     
тривимірних згортків із залишковими    
з'єднаннями для класифікації активності водія та      
3) Довга короткострокова пам'ять(LSTM) для   
обробка відеоданих різної довжини 
З часової точки зору, кожен рівень 3D нейронної         

мережі витягує темпоральну інформацію з     
вхідних кадрів або характеристичних ознак.     
Приклад тривимірної нейронної мережі    
показаний на рисунку  3[5]. 
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      Рис.3 Архітектура 3D нейронної мережі 

LSTM можуть запам’ятовувати довгі часові     
інтервали, не втрачаючи здатності до вивчення      
коротких часових залежностей. Математична    
формулювання мережі LSTM виглядає    
наступним чином: 

(W  ·x   ·h )it = σ ii t + bii + W hi t−1 + bhi  
(W  ·x   ·h  )f t = σ if t + bif + W hf t−1 + bhf  
anh(W  ·x   ·h )gt = t ig t + big + W hg t−1 + bhg  
(W  ·x   ·h )ot = σ io t + bio + W ho t−1 + bho  
c gct = f t t−1 + it t  
tanh(c )ht = ot t  

де , і - ворота вводу, забуття і виведення it  f t   ot        
для часу кроку t відповідно. Прихований стан       

використовується разом із цим вхіднимht−1       
зразком для отримання етапу . Ворота вводу xt     gt    
регулють додавання інформації про вхідного     
кандидата до попереднього стану , тоді як    ct−1    
ворота забуття контролюють втрату  f t    
інформації про стан нейрону. є виходом    ht    
мережі на етапі t. W, σ відносяться до вагових         
матриць, зміщення та сигмоїдної функції     
відповідно. 

          Метод оцінки положення тіла та голови 

Повний алгоритм для моніторингу стану      
водія на основі лише RGB-зображень може бути       
розроблений на основі оцінки положення тіла та       
голови. Рішення складається з середньо     
зваженого ансамблю згорткових нейронних    
мереж. Початкова CNN відповідає за виявлення      
ключових точок тіла водія. Для визначення      
верхнього скелета тіла з 13 основних точок       
використовуються нейронні мережі для    
детектування таких ключових точок. Одна із      
архітектура, показана на рис. 4[7], ітеративно      

передбачає поля спорідненості, що кодують     
асоціацію "частина-частина", та достовірні карти     
виявлення. Наступна ітеративна архітектура    
прогнозування уточнює прогнози для    
послідовних етапів, t ∈ {1,. . . , T}, с проміжним           
наглядом на кожному етапі[7]. 

Рис.4 Архітектура нейронної мережі для     
визначення верхнього скелета тіла з 13 основних       
точок 

У представленій архітектурі моделі    
рецептивне поле під час обчислення було      
зменшено порівняно з [7], замінивши кожне      
згорткове ядро 7x7 на 3 послідовні 3x3 ядра. Тоді         
як кількість операцій за першому слої - 2 × 7 2 - 1             
= 97, для останнього - лише 51. Додатково, вихід         
кожного з 3 згорткових ядер з'єднуються за       
принципом, подібним до підходу DenseNet.     
Кількість нелінійних шарів збільшується втричі, і      
мережа може зберігати як нижчі(прямі лінії,      
кути, кольори), так і вищі(положення рук, ніг,       
голови відносно один одного) характеристичні     
ознаки.  

Зображення аналізується CNN (ініціалізовані    
перші 10 шарів VGG-19 [10] та предтренеровані),       
створюючи набір характеристичних карт F, які      
вводяться на першому етапі. На цій стадії,       
мережа виробляє набір полів спорідненості для      
кожної частини тіла. 

Клас активності водія в основному     
розпізнається на основі оцінки напрямку голови,      
тому наступним кроком у цьому методі є оцінка        
положення та орієнтації голови. Оцінка позиції      
голови формулюється як багаторівнева    
регресійна задача до трьох кутів обертання      
Ейлера[9]. Для цього завдання також може бути       
використана CNN. Виходи нейромережі - це три       
кути: yaw, pitch, roll , які визначають орієнтацію        
голови. Архітектура представленої авторами    
моделі складається з двох основних частин:      
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магістральної мережі та трьох повністю     
з’єднаних шарів (по одному для кожного кута       
Ейлера) з використанням активації softmax. Три      
повністю з’єднані шари поділяють ту саму      
магістральну мережу. Важливо зазначити, що     
вихід кожного кута Ейлера з шару, що повністю        
з'єднується, не є одиничним значенням.     
Натомість це вектор, який є гіперпараметром      
мережі, який повинний бути підібраний. У роботі       
[9] автори демонструють ефективність двох     
різних магістральних мереж: ResNet50 та     
AlexNet. Вони показали, що використання     
ResNet50 як магістральної мережі дає кращий      
результат порівняно з AlexNet. Далі автори      
пропонують використовувати три окремих    
функцій втрат, по одній на кожен кут. Кожна        
втрата - це комбінація двох компонентів:      
класифікації пози та регресії позиції. Будь-яка      
магістральна мережа може використовуватися та     
доповнюватися трьома повністю сполученими    
шарами, які передбачають кути. Ці три повністю       
пов'язані шари поділяють попередні згорткові     
шари мережі. Ідея цього підходу полягає в тому,        
що, виконуючи класифікацію, використовується    
дуже стійкий шар softmax і крос-ентропія, таким       
чином мережа вчиться чітко прогнозувати позу      
голови. Маючи три крос-ентропійні втрати, по      
одній на кожен кут Ейлера, отримують три       
сигнали, які передаються в мережу, що покращує       
навчання. Потім в мережу додаються втрати      

регресії, а саме середньоквадратичну втрату     
помилок, щоб покращити кінцеві прогнози. В      
кінці отримують три кінцеві витрати, по одній на        
кожен кут, і кожна є лінійною комбінацією як        
відповідної класифікації, так і регресійних втрат. 

Висновки 

Було представлено підходи до    
відтворення характеристик стану водія в     
автомобілі з уровнями автоматизації 1-3 за      
допомогою нейронних мереж. На даний момент є       
декілька підходів до вирішення цієї задачі. Один       
з підходів це використання відеопотоку з камер       
встановлених в автомобілі, або зовні для      
тренування нейронної мережі для покадрової     
класифікації зображень. Також крім окремих     
кадрів можуть бути класифіковані короткі     
відеофрагменти. Для цього підходу    
використовуються нейронні мережі на основі 3D      
згорток. Останній метод полягає в визначенні      
ключових точок на тілі водія, визначення      
ключових точок голови водія, та кути повороту       
голови. Наступним етапом ці ключови точки      
використовуються для класифікації стану водія за      
допомогою нейронної мережі.  
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У статті в рамках комплексно-асоціативної моделі рідинних систем розглядається нелінійна 

дифузія для ряду бінарних розчинів: ацетон-хлороформ, тетрахлоретан-хлороформ, діетилефір-

хлороформ та бензол-хлороформ. Реальні бінарні розчини замінено ідеальними трикомпонентними, 

що складаються з усереднених двох асоціатів речовини і розчинника та ефективного усередненого 
комплексу, що є результатом квазіхімічних реакцій молекулярних розчинів. Коефіцієнт взаємної 

дифузії, що немонотонно змінюється з концентрацією розчинника, представляється як матриця 

парціальних коефіцієнтів взаємодифузії, що є сталими величинами і являють собою матеріальні 
параметри розглянутих розчинів. Розроблено методику аналітичного обрахунку числових значень 

таких величин при розгляді найпростішого типу одного усередненого комплексу. Показано, що 

парціальні коефіцієнти є сталими величинами та проведено аналіз їх значень для розглянутих 

розчинів в залежності від будови молекул речовини, ентальпії та температури. На основі 
запропонованого підходу відхилення розрахункового «фіківського» коефіцієнту взаємодифузії через 

матрицю парціальних коефіцієнтів при порівнянні з експериментальними даними складає менше 

2,5%. 
Ключові слова: комплексно-асоціативна модель, нелінійна дифузія, бінарний розчин, парціальні 

коефіцієнти взаємодифузії. 

In the article within the complex-associative model of liquid systems the nonlinear diffusion for a number 

of binary solutions, such as acetone-chloroform, tetrachlorethane-chloroform, diethyl ether-chloroform and 

benzene-chloroform, is considered: Real binary solutions are replaced by ideal three-component ones, which 

consist of averaged two associates of substance and solvent and an effective averaged complex, which is the 
result of quasi-chemical reactions of molecular solutions. The coefficient of mutual diffusion, which 

nonmonotonically depends on the concentration of the solvent, is represented as a matrix of partial 

coefficients of mutual diffusion, which are constant values and represent the material parameters of the 
considered solutions. The method of analytical calculation of numerical values of such quantities when 

considering the simplest type of one averaged complex is developed. It is shown that the partial coefficients 

are constant values and the analysis of their values for the considered solutions depending on the structure 
of the molecules of the substance, enthalpy and temperature is carried out. Based on the proposed approach, 

the deviation of the calculated «Fick’s» coefficient of mutual diffusion through the matrix of partial 

coefficients in comparison with experimental data is less than 2.5%. 

Key Words: complex-associative model, nonlinear diffusion, binary solution, partial coefficients mutual 
diffusion coefficient. 

Статтю представив д. ф.-м. н., доц. Фелінський Г.С. 

На сьогодні актуальними є задачі зростання 

вимог до контролю якості продуктів харчової 
промисловості, виробництва ліків, пального та 

різноманітних технічних рідин. Більшість 

біологічних та промислових процесів зазвичай 
проходять в рідкому стані, тому все більше уваги 

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2020/1-2.16
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приділяється дослідженню дифузійних процесів 

та змін складу розчинів. 
В даній роботі проведено теоретичне 

дослідження явища дифузії, спричиненого 

градієнтом концентрацій, для бінарних 
молекулярних розчинів, що містять хлороформ, 

використовуючи базові рівняння моделі 

нелінійної дифузії [1] за умови протікання 

квазіхімічних реакцій у таких середовищах.  
На відміну від порівняно стійких продуктів 

звичайних хімічних реакцій, в яких змінюється 

хімічний склад речовини, результатом 
квазіхімічних реакцій є нестабільні сполуки, 

проте саме такі процеси комплексоутворення 

суттєво впливають на дифузію, теорія якої 

жорстко пов’язана з моделлю рідинного 
середовища [2-4].  

Утворення або розпад комплексів, до складу 

яких входять молекули різних сортів речовин, та 
асоціатів, до складу яких входять молекули лише 

одного сорту речовини, власне і є нелінійним 

процесом. З ними пов’язані основні особливості 
концентраційної залежності швидкості дифузій-

ного переносу компонент досліджуваної системи. 

Особливості структурного складу та 

кількісні характеристики квазіхімічних реакцій 
можна розраховувати аналізуючи особливості 

дифузії та термодинамічних характеристик: в 

рамках комплексно-асоціативної моделі рідини 
розроблено таку методику [5-7] та отримано 

якісні характеристики квазіхімічних реакцій – 

констант рівноваги.  

В представленому дослідженні реальний 
бінарний розчин ( речовина X та розчинник Y) з 

частинками, що постійно змінюють партнерів, 

замінюється ідеальною трикомпонентною 
системою, що містить асоціати розчиненої 

речовини [Xn] і розчинника [Ym] та усереднений 

міжмолекулярний комплекс [XkYl], які вже не 
вступають в квазіхімічні реакції.  

Коефіцієнт взаємодифузії суттєво залежить 

від концентрації і змінюється зі співвідношенням 

концентрацій його інгредієнтів Def (C1, C2,..). Але 
знаходження таких параметрів, що були б 

константами для кожного молекулярного 

розчину є важливим. Даний підхід можна 
реалізується введенням dij – парціальних 

коефіцієнтів нелінійної взаємодифузії, які можна 

вважати матеріальними параметрами системи, і 
вони абсолютно не залежать від концентрацій. А 

немонотонний коефіцієнт взаємної дифузії, 

представляється як матриця таких парціальних 

коефіцієнтів взаємодифузії. 

Отже, базовими рівняннями моделі є 

рівняння неперервності (1), потік нелінійної 
дифузії (2), закон збереження відносного об’єму 

(3) та : 

,ii
i Sjdiv

t

M




 
  (1) 

],[ ijji

j

iji MMMMdj 


(2) 

.1
i

iM  (3) 

Індекси ji,  нумерують складові компоненти 

молекулярного розчину, iM  – об’ємна частка 

компоненти i ; 
ij


– потік об’єму відповідної

речовини, 
iS – функції джерел/стоків, що

залежать від процесів народження/ зникнення 

молекул сорту i , ijd – парціальні коефіцієнти

нелінійної взаємодифузії. 

Ефективний коефіцієнт взаємодифузії 
представляється у вигляді закону Фіка (4) та 

виражається через парціальні коефіцієнти ijd : 

  .111

totaltotal

eff

total MMDj 


(4) 

Відносний об’єм розчинника totalM1
включає 

в себе як речовину в чистому вигляді, так і з 

урахуванням її парціальної частки в комплексі. 
Вищезазначені рівняння не суперечать 

закону Фіка і зводяться до нього за відсутності 

процесів комплексоутворення. 
В роботі [8] показано, що для застосування 

третьої компоненти розчину у вигляді 

найпростішого типу комплексу 1-1, що 

складається лише з двох молекул різного сорту, 
можливе за виконання двох умов: ентальпія 

змішування має максимум/мінімум свого 

значення при значенні мольних доль розчинника 
0,5 і величини коефіцієнта дифузії на краях 

концентрації мають різні значення для нульової і 

максимальної концентрації розчинника.  

Для такого типу комплексу рівняння для 
коефіцієнту взаємодифузії, вираженого через 

концентрації розчиненої речовини значно 

спрощується і це дає можливість аналітично 
розрахувати парціальні коефіцієнти 

взаємодифузії з експериментальних даних з 

концентраційної залежності коефіцієнта 
взаємодифузії без використання числових 

методів, застосовуючи рівняння (5)-(9): 

   
 

,
1

0 2312

1









dd
MD total

eff
(5) 

    
  

,
11

1
1 1312

1









dd
MD total

eff
  (6) 

98

Вісник Київського національного університету 
Імені Тараса Шевченка 
Серія: фізико-математичні науки 

2020, 1-2 Bulletin of Taras Shevchenko 
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics



    
 

  
,

1
120

3

2312

1

1 







dd
M

dM

dD
total

total

eff (7) 

     
 

   
.

11
1121

3

1312

1

1 







dd
M

dM

dD
total

total

eff

(8) 
Тут введені такі позначення: γ – константа 

термодинамічної рівноваги (її можна визначити 

фізичними або хімічними методами 

безпосередньо з експерименту [5-6]) η – 
відносний молекулярний об’єм розчинника у 

комплексі, у найпростішому типі комплексу 

визначається як молекулярний об’єм розчинника, 
поділений на молекулярний об’єм комплексу. 

Уточнення параметрів та аналітичне 

знаходження величини обсягу комплексів 

рідинної системи можна зробити 
проаналізувавши екстремальні значення 

коефіцієнта дифузії. Якщо в області 10 1  totalM  

екстремум тільки один, із (4) – (8) можна знайти 

положення екстремуму (9), максимальну або 

мінімальну концентрацію комплексів [X1Y1] (10) 

та зв’язок між концентрацією в точці екстремуму 

і коефіцієнтами взаємодифузії (11):

 

,
2

1
1





extrM  (9) 

   
,

11
2

13


 
extrMM   (10)

     
.

)( 231311312

23121

11

23121
1

dddd

dd

q

dd
M

extrtotal












  

(11) 

Використовуючи експериментальні дані [9–

11], та застосовучи рівняння (5) – (8) обраховано 

параметри ,12d  ,13d  ,23d    на основі спрощень 

для моделі комплексу типу 1-1 для ряду бінарних 
молекулярних розчинів, однією компонентою 

яких є хлороформ: ацетон-хлороформ, 

тетрахлоретан-хлороформ, бензол-хлороформ та 
діетилефір-хлороформ. Результати наведені в 

Табл. 1: 

№ Рід. розчин d12 d13 d23 γ 

1 Ацетон-

хлороформ 

3,71 3,43 0,47 1,36 

2 Тетрахлор
метан- 

хлороформ 

1,14 2,24 3,65 1,17 

3 Діетилефір
-

хлороформ 

4,41 4,70 0,01 1,89 

4 Бензол- 2,39 3,81 2,09 1,24 

хлороформ 

В рамках теоретичного моделювання 

оптимальні значення вищезазначених параметрів 
знаходилися виходячи з мінімальності 

середньоквадратичного відхилення від 

експериментальних точок. Це також знімає 
питання неоднозначності вибору параметрів.  

З аналізу значень парціальних коефіцієнтів 

взаємодифузії видно, що параметри системи не 
мають певної закономірності, бо система мало 

чутлива до незначної зміни параметрів, проте для 

досліджуваних розчинів видно, що зі зростанням 

теплоти зміщування рідин зростає парціальний 

коефіцієнт 23d . 

Також відповідний аналіз показав, що зі 

збільшенням температури модуль теплоти 

зменшується, що в рамках представлених 
уявлень можна пояснити меншим часом життя 

комплексів за більшої температури. 

З екпериментальних даних концентраційної 

залежності коефіцієнтів взаємодифузії для 
розчину ацетон-хлороформ за різних температур 

(250С, 400С, 550С) [9] отримано значення 

матеріальних параметрів Табл. 2: 

T 250C 400C 550C 

d12 3,71 4,42 5,12 

d13 3,43 4,30 5,00 

d23 0,47 0,70 1,20 

γ 1,36 1,23 1,12 

Як видно з Табл. 2, зі збільшенням 
температури парціальні коефіцієнти 

взаємодифузії зростають, що свідчить про 

зростання швидкості дифузії з температурою. 

Константа реакції γ зменшується, що пов’язане з 
меншим часом життя комплексів за більшої 

температури в межах запропонованої моделі. 

Актуальною задачею викладеного підходу 
для подальших досліджень лишається встановити 

основні закономірності та узагальнити підхід на 

випадок врахування двох і більше ефективних 

комплексів у ряду молекулярних розчинів за 
умови протікання квазіхімічних реакцій. 

Отже, в даній роботі в рамках комплексно-

асоціативної моделі представлено розроблену 
методику для аналітичного визначення числових 

значень парціальних коефіцієнтів взаємодифузії 

– матеріальних параметрів системи з введенням
найпростішого типу комплексу за відомими 

експериментальними даними з концентраційної 

залежності коефіцієнту взаємодифузії. Показано, 

що такий підхід дає досить високу точність 
(максимальне відхилення не перевищує 2,5%). 

Показано, що парціальні коефіцієнти є 

константами, що доводить їх можливість 
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вважатися матеріальними параметрами 

досліджуваної системи. Проаналізовано такі 
величини для ряду бінарних розчинів з 

хлороформом у залежності від різних параметрів: 

типу речовини, будови молекул речовини, 
температури, значення ентальпії тощо. 
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